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2. Zbiór generatorów grupy. Grupa cykliczna, rza↪d elementu

Teorie↪ grup zacznijmy od naste↪puja↪cego oczywistego stwierdzenia.

2.1. Stwierdzenie. Jeżeli {Hi}i∈I jest rodzina↪ podgrup grupy G, to zbiór⋂
i∈I Hi 6 G jest podgrupa↪ grupy G.

Wobec tego, dla dowolnego podzbioru X ⊆ G istnieje najmniejsza podgrupa
grupy G zawieraja↪ca X. Nazywamy ja↪ podgrupa↪ generowana↪ przez X i oznaczamy
symbolem 〈X 〉.

Oczywíscie 〈 ∅ 〉 = 1.

2.2. Stwierdzenie. Jeżeli X 6= ∅, to

〈X 〉 = {gε11 g
ε2
2 · · · g

εk
k : k ∈ N, εi = ±1, gi ∈ X}.

Dowód. Jest jasne, że zbiór elementów tej postaci tworzy podgrupe↪ grupy G i jest
zawarty w każdej podgrupie grupy G zawieraja↪cej X. �

Jeżeli 〈X 〉 = G, to X nazywamy zbiorem generatorów G. Mówimy, że grupa
jest skończenie generowana jeżeli posiada skończony zbiór generatorów.

2.3. Definicja. Grupe↪ G nazywamy cykliczna↪ jeżeli istnieje element g ∈ G, taki że
〈 g 〉 = G.

2.4. Twierdzenie. Grupy Zn i Z sa↪ cykliczne. Każda grupa cykliczna jest izo-
morficzna z jedna↪ z nich.

Dowód. Z = 〈 1 〉, Zn = 〈 exp( 2πi
n ) 〉, zatem grupy te sa↪ cykliczne.

Niech G = 〈 g 〉, czyli G = {gi, i ∈ Z}.
Przypuśćmy, że istnieje n ∈ N, takie że gn = 1 i za lóżmy, że n jest najmniejsza↪

liczba↪ naturalna↪ o tej w lasności. Każda liczba ca lkowita k ∈ Z może być przed-

stawiona w postaci k = ln + r, gdzie r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, a zatem gk = gr.
Wynika sta↪d, że G = {1, g, . . . , gn−1}. Wszystkie te elementy sa↪ różne (z równości

gi = gj wynika bowiem gi−j = 1). Zatem |G| = n i przekszta lcenie ϕ : Zn −→ G,
ϕ(exp( 2πim

n )) = gm jest izomorfizmem.

Jeżeli nie istnieje n ∈ N, takie że gn = 1, to wszystkie elementy {gi, i ∈ Z} sa↪
różne, |G| = ∞, a odwzorowanie ϕ : Z −→ G, zadane wzorem ϕ(m) = gm jest
izomorfizmem. �

2.5. Twierdzenie. Niech G be↪dzie grupa↪ cykliczna↪. Wówczas:
1) Jeżeli H 6 G, to H jest grupa↪ cykliczna↪.

2) Jeżeli H 6 G i |G| <∞, to |H|
∣∣ |G|.

3) Jeżeli |G| <∞, to dla każdego l
∣∣ |G| istnieje dok ladnie jedna podgrupa H 6 G,

taka że |H| = l.

Dowód. Niech G = 〈 g 〉. Niech k be↪dzie najmniejsza↪ liczba↪ ca lkowita↪ i dodatnia↪,

taka↪ że gk ∈ H. Jest jasne, że 〈 gk 〉 6 H. Jeżeli gm ∈ H, m = ks + r, 0 ≤ r < k,

to gm = (gk)sgr, wie↪c g
r ∈ H. Z minimalności k wynika, że r = 0, wobec czego

gm = (gk)s ∈ 〈 gk 〉. Zatem H = 〈 gk 〉, co kończy dowód 1).
Zak ladamy teraz, że |G| <∞. Niech wie↪c |G| = n, i n = kl+ r, r < k. Ponieważ

gn = 1 ∈ H, zatem, tak jak poprzednio, z minimalności k wynika, że k |n. Wówczas
H = {1, gk, g2k, . . . , g(l−1)k} i |H| = n

k , co kończy dowód punktu 2). Punkt 3)

wynika już z tych rozważań – jedyna↪ taka↪ podgrupa↪ jest H = 〈 gk 〉, gdzie k = n
l .�
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2.6. Definicja. Rze↪dem elementu g ∈ G nazywamy liczbe↪ |〈 g 〉|, czyli rza↪d pod-
grupy generowanej przez element g. Rza↪d elementu g oznaczamy symbolem o(g).

Z poprzednich rozważań wynika jasno, że jeżeli o(g) <∞, to :
1. o(g) jest najmniejsza↪ liczba↪ naturalna↪ n, taka↪ że gn = 1
2. o(g) = n wtedy i tylko wtedy, gdy gn = 1 i dla każdej liczby ca lkowitej k, takiej

że gk = 1, ma miejsce podzielność: n | k.
3. Jeżeli ϕ : G −→ H jest homomorfizmem, to dla każdego elementu g ∈ G
o(ϕ(g)) | o(g).

2.7. Stwierdzenie. Jeżeli o(g) = n, to o(gk) = n
(n,k) .

Dowód. Mamy n = (n, k)m i k = (n, k) · l, gdzie (m, l) = 1. Wynika sta↪d, że

(gk)m = g(n,k)lm = gnl = 1, a zatem o(gk) |m. Przypuśćmy, że (gk)r = 1. Wynika
sta↪d, że n | kr, a zatem m | lr. Wobec (m, l) = 1, m | r, co dowodzi, że o(gk) = m.�

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, że jeżeli G = 〈 g 〉 i |G| = n, to genera-
torami G, czyli elementami rze↪du n sa↪ elementy gk, gdzie (k, n) = 1. Liczbe↪ tych
generatorów, to jest ilość takich liczb naturalnych nie wie↪kszych od n, które sa↪
wzgle↪dnie pierwsze z n, oznaczamy symbolem ϕ(n). Funkcje↪ ϕ nazywamy funkcja↪
Eulera.

2.8. Uwaga. Jeżeli k |n, to w grupie cyklicznej rze↪du n jest ϕ(k) elementów rze↪du
k. Mamy wie↪c ∑

k |n

ϕ(k) = n.

2.9. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to grupa Zp nie posiada nietrywial-
nych podgrup w laściwych, każdy element różny od neutralnego jest rze↪du p i ϕ(p) =
p− 1.

2.10. Stwierdzenie. Jeżeli (k, n) = 1, to Zk×Zn ∼= Zkn. W przeciwnym przypadku
ten produkt nie jest grupa↪ cykliczna↪.

Dowód. Niech g ∈ Zk i h ∈ Zn be↪da↪ generatorami. Element (g, h)l = (gl, hl) jest
elementem neutralnym wtedy i tylko wtedy, gdy n | l oraz k | l. Jeżeli (k, n) = 1,
jest to równoważne kn | l, a zatem o((g, h)) = kn = |Zk×Zn| i grupa jest cykliczna.
Jeżeli (k, n) > 1, to z tych rozważań wynika, że w Zk × Zn nie ma elementu rze↪du
kn. �

2.11. Wniosek. Jeżeli (k, n) = 1, to ϕ(kn) = ϕ(k)ϕ(n)

2.12. Wniosek. Jeżeli p jest liczba↪ pierwsza↪, to w grupie Z
pn

jest dok ladnie

ϕ(pn) = pn − pn−1 elementów rze↪du pn.

Rze↪dy elementów w grupach permutacji

Znamy już grupy permutacji. Wiemy, że każda grupa jest, z dok ladnościa↪ do
izomorfizmu, podgrupa↪ pewnej grupy permutacji. Teraz przyjrzymy sie↪ dok ladniej
grupom permutacji zbiorów skończonych. Dla ustalenia uwagi, za lóżmy, że n–ele-
mentowy zbiór sk lada sie↪ z liczb {1, 2, . . . , n}. Permutacje↪ σ ∈ Σn możemy zapisać
w postaci macierzowej:(

1 2 . . . n− 1 n
σ(1) σ(2) . . . σ(n− 1) σ(n)

)
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W górnym wierszu macierzy piszemy permutowane elementy, a w dolnym ich obra-

zy. Na przyk lad: γ =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
oznacza permutacje↪ γ, taka↪ że γ(1) = 3,

γ(2) = 1, γ(3) = 4, γ(4) = 2.

2.13. Definicja. Permutacje↪ γ ∈ Σn nazywamy cyklem d lugości k, jeżeli istnieja↪
takie elementy c1, c2, . . . ck, że

γ(ci) =

{
ci+1 gdy i < k

c1 gdy i = k,

przy czym dla każdego elementu x spoza tej listy zachodzi γ(x) = x.

Cykl taki be↪dziemy oznaczać symbolem γ = (c1, . . . , ck). Oczywíscie zapis ten ma
sens tylko wtedy, gdy dobrze wiemy, na jakim zbiorze jest określona ca la permu-
tacja. Na przyk lad pytanie o to, czy permutacja σ = (1, 4, 3, 2) ma punkty sta le
jest bez sensu, jeżeli nie mamy zewne↪trznej informacji o tym, na jakim zbiorze ta
permutacja jest określona. Warto też zwrócić uwage↪ na fakt, że zapis ten nie jest
jednoznaczny — równie dobrze można by napisać na przyk lad σ = (2, 1, 4, 3).
Cykl d lugości dwa, (a, b), nazywamy transpozycja↪ elementów a i b.

2.14. Definicja. Cykle σ = (b1, b2, . . . , br) ∈ Σn i τ = (c1, c2, . . . , cs) ∈ Σn sa↪
roz la↪czne jeżeli {b1, b2, . . . , br} ∩ {c1, c2, . . . , cs} = ∅.

Jest jasne, że dwa cykle roz la↪czne sa↪ przemienne.

2.15. Twierdzenie. Każda↪ permutacje↪ można przedstawić jako iloczyn roz la↪cz-
nych cykli. Przedstawienie to jest jednoznaczne z dok ladnościa↪ do kolejności cykli.

Dowód tego faktu przeprowadza sie↪ przez indukcje↪ ze wzgle↪du na moc permu-
towanego zbioru — jest on bardzo  latwy i pomijamy go. Idee↪ dowodu można  latwo
zrozumieć analizuja↪c przyk lad.

Rozk lad na cykle roz la↪czne permutacji:(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 7 4 6 2 3

)
= (1) (2 5 6) (3 7) (4) = (2 5 6) (3 7)

W rozk ladzie permutacji na cykle roz la↪czne cze↪sto opuszcza sie↪ cykle d lugości jeden.

2.16. Stwierdzenie. Jeżeli permutacja σ jest iloczynem cykli roz la↪cznych d lugości
n1, n2, . . . , nk, to o(σ) = NWW (n1, n2, . . . , nk)

Dowód. Cykle roz la↪czne sa↪ przemienne, zatem o(σ) |NWW (n1, n2, . . . , nk). Z

drugiej strony, skoro σl = id, to l− ta pote↪ga każdego cyklu jest identycznościa↪
(korzystamy tu z roz la↪czności cykli). Zatem dla każdego 1 ≤ i ≤ k mamy ni | l,
wie↪c NWW (n1, n2, . . . , nk) | o(σ). �


