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2. Zbior generatoréw grupy. Grupa cykliczna, rzad elementu

Teorie grup zacznijmy od nastepujacego oczywistego stwierdzenia.

2.1. Stwierdzenie. Jezeli {H;}ier jest rodzing podgrup grupy G, to zbidr
MNicr Hi < G jest podgrupg grupy G.

Wobec tego, dla dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa
grupy G zawierajaca X. Nazywamy ja podgrupa generowana przez X i oznaczamy
symbolem ( X ).

Oczywiscie () = 1.

2.2. Stwierdzenie. Jezeli X # 0, to
(X)={91'95> g+ keN, g ==*1,g; € X}.

Dowdd. Jest jasne, ze zbiér elementow tej postaci tworzy podgrupe grupy G i jest
zawarty w kazdej podgrupie grupy G zawierajacej X. (]

Jezeli (X)) = G, to X nazywamy zbiorem generatoréw G. Mdéwimy, ze grupa
jest skoniczenie generowana jezeli posiada skoniczony zbiér generatoréw.

2.3. Definicja. Grupe G nazywamy cykliczna jezeli istnieje element g € G, taki zZe
(9)=G.

2.4. Twierdzenie. Grupy Z, i 7Z sq cykliczne. Kazda grupa cykliczna jest izo-
morficzna z jedng z nich.

Dowéd. Z = (1), Z, = (exp(%) ), zatem grupy te sa cykliczne.

Niech G = (g), czyli G = {¢*,i € Z}.

Przypu$émy, ze istnieje n € N, takie ze ¢g" = 1 i zalézmy, ze n jest najmniejsza
liczba naturalna o tej wlasnosci. Kazda liczba catkowita k € Z moze by¢ przed-
stawiona w postaci k = In + r, gdzie » € {0,1,...,n — 1}, a zatem ¢g¥ = g".
Wynika stad, ze G = {1,g,...,9" '}. Wszystkie te elementy sa rézne (z réwnosci
g' = ¢’ wynika bowiem ¢~/ = 1). Zatem |G| = n i przeksztalcenie ¢ : Z,, — G,
p(exp(2E)) = g™ jest izomorfizmem.

Jezeli nie istnieje n € N, takie ze g = 1, to wszystkie elementy {¢,i € Z} sa
rézne, |G| = oo, a odwzorowanie ¢ : Z — G, zadane wzorem p(m) = g™ jest
izomorfizmem. O

2.5. Twierdzenie. Niech G bedzie grupq cykliczng. Wowczas:

1) Jezeli H < G, to H jest grupa cykliczng.

2) Jezeli H < G i |G| < o0, to |H|||G].

3) Jezeli |G| < oo, to dla kazdego | | |G| istnieje doktadnie jedna podgrupa H < G,
taka zZe |H| = 1.

Dowdéd. Niech G = (g). Niech k bedzie najmniejsza liczba calkowita i dodatnia,
taka ze g® € H. Jest jasne, ze (gF) < H. Jezeli g" € H,m = ks +7,0<r <k,
to g™ = (g¥)*g", wiec g" € H. 7 minimalnoéci k wynika, ze r = 0, wobec czego
g™ = (g%)° € (g*). Zatem H = (g*), co koticzy dowdd 1).

Zakladamy teraz, ze |G| < co. Niech wiec |G| =n,in = kl+r, r < k. Poniewaz
g™ =1 € H, zatem, tak jak poprzednio, z minimalno$ci k wynika, ze k | n. Wéwczas
H = {1,9%,¢%, ..., g% Dk} i |H| = %, co konczy dowdd punktu 2). Punkt 3)
wynika juz z tych rozwazan — jedyna taka podgrupa jest H = (g* ), gdzie k = 2.0
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2.6. Definicja. Rzedem elementu g € G nazywamy liczbe |{g)|, czyli rzad pod-
grupy generowanej przez element g. Rzqd elementu g oznaczamy symbolem o(g).

Z poprzednich rozwazaii wynika jasno, ze jezeli o(g) < oo, to :

1. o(g) jest najmniejsza liczba naturalng n, taka ze g™ = 1

2. o(g) = n wtedy i tylko wtedy, gdy g™ = 1 i dla kazdej liczby catkowitej k, takiej
ze g° = 1, ma miejsce podzielnoéé: n | k.

3. Jezeli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to dla kazdego elementu g € G

o(¢(g))|o(g)-

2.7. Stwierdzenie. Jezeli o(g) = n, to o(¢") = % -

(n

Dowéd. Mamy n = (n,k)m i k = (n,k)- I, gdzie (m,l) = 1. Wynika stad, ze
(gF)m = g(mkim — gnl — 1 a zatem o(g*) |m. Przypusémy, ze (¢*)" = 1. Wynika
stad, ze n | kr, a zatem m | lr. Wobec (m,l) = 1, m|r, co dowodzi, ze o(g*) = m.O

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze jezeli G = (g) i |G| = n, to genera-
torami G, czyli elementami rzedu n sa elementy g*, gdzie (k,n) = 1. Liczbe tych
generatoréw, to jest iloé¢ takich liczb naturalnych nie wiekszych od n, ktére sa
wzglednie pierwsze z n, oznaczamy symbolem o(n). Funkcje ¢ nazywamy funkcja
Eulera.

2.8. Uwaga. Jezeli k|n, to w grupie cyklicznej rzedu n jest (k) elementdw rzedu

k. Mamy wiec
> w(k) =n.

2.9. Wniosek. Jezeli p jest liczbg pierwsza, to grupa Z, nie posiada nietrywial-
nych podgrup wtasciwych, kazdy element rézny od neutralnego jest rzedu p i p(p) =
p—1.

2.10. Stwierdzenie. Jezeli (k,n) =1, to ZyXZy, = Liyn. W przeciwnym przypadku
ten produkt nie jest grupa cykliczng.

Dowéd. Niech g € Zy i h € Z,, beda generatorami. Element (g, h)! = (¢!, h!) jest
elementem neutralnym wtedy i tylko wtedy, gdy n|l oraz k|l. Jezeli (k,n) = 1,
jest to réwnowazne kn | [, a zatem o((g, h)) = kn = |Zx X Z,| 1 grupa jest cykliczna.
Jezeli (k,n) > 1, to z tych rozwazan wynika, ze w Zy, X Z,, nie ma elementu rzedu
kn. ]

2.11. Wniosek. Jezeli (k,n) =1, to o(kn) = o(k)p(n)

2.12. Whniosek. Jezeli p jest liczbq pierwsza, to w grupie 7, jest doktadnie
o(p™) =p™ —p" ! elementéw rzedu p".

Rzedy elementéw w grupach permutacji

Znamy juz grupy permutacji. Wiemy, ze kazda grupa jest, z dokladnoscia do
izomorfizmu, podgrupa pewnej grupy permutacji. Teraz przyjrzymy sie dokladniej
grupom permutacji zbioréw skonczonych. Dla ustalenia uwagi, zalézmy, ze n—ele-
mentowy zbidr sklada sie z liczb {1,2,...,n}. Permutacje o € 3,, mozemy zapisaé
w postaci macierzowe;j:

<0(11) 0(22) N 08;—11) J(nn)>
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W gérnym wierszu macierzy piszemy permutowane elementy, a w dolnym ich obra-

;, ? i 3) oznacza permutacje 7, taka ze y(1) = 3,

7(2)=1,7(3) =4, 7(4) =2
2.13. Definicja. Permutacje v € ¥, nazywamy cyklem diugosci k, jezeli istniejq
takie elementy c1,co, . ..ck, Ze

zy. Na przyktad: v =

cit1 gdyi <k
V(ei) =

C1 gdy i = k7
przy czym dla kazdego elementu x spoza tej listy zachodzi v(x) = .

Cykl taki bedziemy oznaczaé¢ symbolem v = (cy, ..., cx). Oczywiscie zapis ten ma
sens tylko wtedy, gdy dobrze wiemy, na jakim zbiorze jest okreslona cala permu-
tacja. Na przyklad pytanie o to, czy permutacja ¢ = (1,4,3,2) ma punkty stale
jest bez sensu, jezeli nie mamy zewnetrznej informacji o tym, na jakim zbiorze ta
permutacja jest okreslona. Warto tez zwrdci¢ uwage na fakt, ze zapis ten nie jest
jednoznaczny — réwnie dobrze mozna by napisaé¢ na przyklad o = (2, 1,4, 3).
Cykl dlugosci dwa, (a,b), nazywamy transpozycja elementéw a i b.

2.14. Definicja. Cykle 0 = (b1,ba,...,b,) € X, i 7 = (c1,¢2,...,¢5) € Xy 8a
roztgczne jezeli {by,ba, ..., by} N{c1,c2,...,c5} = 0.
Jest jasne, ze dwa cykle rozlaczne sa przemienne.

2.15. Twierdzenie. KaZdg permutacje mozna przedstawié jako iloczyn roztgcz-
nych cykli. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscia do kolejnosci cykli.

Dowdd tego faktu przeprowadza sie przez indukcje ze wzgledu na moc permu-
towanego zbioru — jest on bardzo tatwy i pomijamy go. Idee dowodu mozna latwo
zrozumieé analizujac przykiad.

Rozklad na cykle roztaczne permutacji:

G A ;)—(1)(256)(37)(4)—(256)(37)

W rozktadzie permutacji na cykle rozlaczne czesto opuszcza sie cykle dlugosci jeden.

2.16. Stwierdzenie. JeZeli permutacja o jest iloczynem cykli roztacznych dlugosci
ni,na,...,ng, to o(c) = NWW(ni,na,...,ng)

Dowéd. Cykle rozlaczne sa przemienne, zatem o(c) | NWW (ny,na,...,ng). Z
drugiej strony, skoro ¢! = id, to |- ta potega kazdego cyklu jest identycznoscia
(korzystamy tu z roztacznosci cykli). Zatem dla kazdego 1 < i < k mamy n; |,
wiec NWW (ni,na,...,nk)|o(o). O



