WYKLAD Z RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA I

ADAM OSEKOWSKI

1. AKSJIOMATYKA RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

Przypus$émy, ze wykonujemy pewien eksperyment losowy. Powstaje natychmiast
pytanie: w jaki sposéb opisa¢ go matematycznie?

Przede wszystkim, na pewno mozemy méwié¢ o jego potencjalnych ,mnajdrob-
niejszych” wynikach, ktére bedziemy nazywaé zdarzeniami elementarnymi. Zbidr
wszystkich zdarzen elementarnych oznaczamy litera €2, a do oznaczenia zdarzen
elementarnych bedziemy zazwyczaj uzywaé litery w.

Przyklady:

1. Rzut moneta: mozliwe dwa wyniki: Q = {O, R}.

2. Rzut kostka: mozliwe sze$é¢ wynikéw: Q = {1,2,3,4,5,6}.

Czesto nie interesuje nas konkretny wynik w, ale to, czy nalezy on do wczedniej
ustalonego podzbioru zbioru Q. Takie podzbiory nazywamy zdarzeniami i oz-
naczamy literami A, B, C, .. ..

Przykilady, c.d.:
3. Rzucamy dwa razy kostka, A - suma oczek wynosi 4. Wéwczas

Q:{(l,])1§17j§6} 1 A:{(173)’(2a2)7(3’1)}'

4. Rzucamy moneta az do wypadniecia orla, A - wykonano co najwyzej trzy
rzuty. Wéwczas

Q=1{(0),(R,0),(R,R,0),(R,R,R,0),...} i A={(0),(R,0),(R,R,0)}.

5. Obrét tarczy w ruletce, A - strzatka zatrzymuje sie w drugiej ¢wiartce.
Woéwcezas Q = [0,27) i A = [r/2,7].

Szczegdlne zdarzenia, interpretacje dzialan/relacji na zdarzeniach:

Q - zdarzenie pewne,

() - zdarzenie niemozliwe,

AN B - zaszly oba zdarzenia A, B,

AN B = () - zdarzenia sie wykluczaja (sa rozlaczne),

AU B - zaszto A lub B,

A’ - nie zaszlo A (A’ nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A, badZ dopelnieniem
zbioru A),

A\ B= AN DB’ - zaszto A i nie zaszlo B,

A C B - A pociaga za soba B.

Przypu$émy, ze mamy okreslony zbiér € i chcemy wyrédznié rodzine F zdarzen,
ktére bedziemy badaé¢. Pierwszy naturalny pomyst to rozwazyé 2 - klase wszys-
tkich mozliwych podzbioréw Q. Wybdr ten dobrze sie sprawdza w sytuacji gdy
Q jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Niestety, dla |Q| > Ry klasa 2 jest
zbyt duza - pojawiaja sie kitopoty z okresleniem na niej prawdopodobienstwa -
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co wymusza wybér pewnej wiasciwej jej podrodziny. Z drugiej strony, sensowna
klasa F powinna by¢ zamknieta na branie sum, iloczynéw i zdarzenia przeciwnego;
zakladamy wiec, ze F jest pewnym wyrdznionym o-cialem podzbioréw 2. Przy-
pomnijmy odpowiednia definicje.

Definicja 1.1. Rodzine F podzbioréw 2 nazywamy o-cialem, jesli
(i) 0erF,
(it) AeF=AeF,

(ii)) Ay, Ay, ... F= A€ F.

n=1

Pare (Q, F) nazywamy przestrzeniq mierzalng.

Przechodzimy teraz do okreslenia prawdopodobienistwa. Aby zyskaé nieco in-
tuicji dotyczacej tego obiektu i jego wlasnosci, wygodnie najpierw rozwazy¢ tzw.
czesto$é zdarzen. Zalézmy, iz w pewnym doswiadczeniu interesuje nas prawdopo-
dobienstwo zaj$cia pewnego zdarzenia A. Powtérzmy to doswiadczenie n razy i
zdefiniujmy

liczba do$wiadczenn w ktérych zaszlo A
pn(A) = :

n
Jest to czestosé wzgledna zajécia zdarzenia A w serii n doswiadczen, i spodziewamy
sie, iz dla duzych n liczba p,,(A) powinna by¢ bliska szansie zajscia zdarzenia A
w pojedynczym doswiadczeniu. Jak tatwo sprawdzi¢, p, przyjmuje wartosci w
przedziale [0, 1] oraz posiada nastepujace wlasnosci:

(Z) pn(Q) =1,

oo

(i) jesli Ay, Ag, ... sa parami rozlaczne, to p, <U Ak> = an(Ak).
k=1 k=1

Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 1.2 (Aksjomatyka Kolmogorowa). Niech (2, F) bedzie ustalona przest-
rzenig mierzalng. Funkcje P: F — [0, 1] nazywamy prawdopodobieristwem, jesli

(1) P(Q)=1,
(7i) dla dowolnych parami rozlacznych A;, Ao, ... € F zachodzi

() - S
k=1 k=1

Tréjke (Q, F,P) nazywamy przestrzeniq probabilistyczna.

Uwagi:

1. Prawdopodobienistwo jest wiec miara unormowana na (2, F). Czasami be-
dziemy méwié, ze P jest miarg probabilistyczng.

2. Nalezy pamieta¢, iz przy modelowaniu konkretnego do$wiadczenia losowego
wybdr przestrzeni probabilistycznej zalezy tylko od nas. W wielu sytuacjach z
warunkow doswiadczenia wynikaja pewne postulaty, ktére w mniej czy bardziej
jednoznaczny sposéb zadaja tréjke (Q, F,P); czasami jednak tak nie jest (por.
paradoks Bertranda ponizej).



WYKLAD Z RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA I 3

Twierdzenie 1.1 (Podstawowe wlasnosci prawdopodobierdistwa). Zatdzmy, ze (Q, F,P)
jest przestrzeniq probabilistyczng oraz A, B, Ay, As, ... € F. Wowczas

(i) B(0) = 0.

(it) Jesli Ay, Aa, ..., A, sa parami rozlaczne, to P (U Ai> = ZIP’(AZ-).
i=1

i=1
(iii) P(A") =1 —P(A).
(iv) Jesli A C B, to P(B\ A) =P(B) —P(A) oraz P(A) < P(B).
(v) P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B).

(vi) P <U Ai> < ZIP(AZ»).
i=1 i=1
Wiasnosé (v) z powyzszego twierdzenia mozna uogdlnié na przypadek skoriczonej

liczby zbioréow. Zachodzi nastepujacy fakt.

Twierdzenie 1.2 (Wzér wlaczen i wylaczen). Jesli Ay, Aa, ..., A, € F, to

P(AJUAsU...UA,) =) P(A) =D P(ANA)+ Y PANANA)—...
i=1 i<j i<j<k
+ (=1)""P(A4; N4 N, NA).

Dowody powyzszych dwéch twierdzen sa bardzo proste i opieraja sie na wyko-
rzystaniu aksjomatyki Kolmogorowa. Szczegdly pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie o ciaglosci). Zaldzmy, ze (Q, F,P) jest przestrzeniq
probabilistyczng oraz (A,)S2, jest ciagiem zdarzer.
(i) Jesli ciag ten jest wstepujacy (tzn. Ay C Ag C...), to

P (U An> = lim P(A,).
n—oo
n=1

(ii) Jesli ciag ten jest zstepujacy (tzn. A1 2 A3 D ...), to

P (ﬂl An> = lim P(A,).
Dowdd: (i) Rozwazmy ciag (B),)n>1 zdarzei, zadany przez
By = Ay, By=A\ A1, B3 =A3\ Ay, ....

Jak tatwo sprawdzi¢, zdarzenia By, Bs, ... sa parami roztaczne, Uﬁ:l B, = A, dla
dowolnego k > 1 oraz |J,-, B, = U, A,. Zatem

) k k
= P(B,) = li P(B,) = lim P B, | = lim P(Ay),
2 F(Bu) = lim D P(Bn) = i (H ) Jim P(4)
gdzie w drugim przejsciu korzystaliSmy z przeliczalnej addytywnosci miary P, a w
czwartym skorzystaliSmy z Twierdzenia 1 (ii).
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(i) Ciag dopelnien (A}),>1 jest wstepujacy, a zatem, korzystajac z (i) oraz z
praw de Morgana, mamy

()= ()

=1-P (U A;> =1— lim P(4)) = lim P(A4,). 0
n=1

n—oo n—00

Przyklady:

1. (Schemat klasyczny, prawdopodobieristwo klasyczne). Zalézmy, ze € jest
zbiorem skonczonym, F = 2% i wszystkie zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo
prawdopodobne. Wéwczas, jak tatwo sprawdzi¢, dla dowolnego A € F,

|A]

P(A) = —.

€2
2. Zalézmy, ze Q = {w1,wa,...} jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym oraz
P1, P2, - - - - liczby nieujemne o sumie 1. Wéwezas wybér F = 2% oraz P({w;}) =
pi, © = 1,2, ..., jednoznacznie zadaje przestrzen probabilistyczna (Q,F,P): dla

kazdego A € F mamy

P(A) = Z 1 a(wi)pi,

gdzie 14 to funkcja wskaznikowa (charakterystyczna) badz indykator zbioru A:

Ly = J1 el e A,
A0 jedliw ¢ A

3. (Prawdopodobienistwo geometryczne). Zatézmy, ze Q € B(RY), tzn. € jest
podzbiorem borelowskim R?, przy czym 0 < |Q < oo (tu | - | oznacza miare
Lebesgue’a w R?). Niech F = B(f) bedzie o-cialem podzbioréw borelowskich
), a miara probabilistyczna P bedzie zadana przez
14

joik
Wéwezas tréjka (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna. Przestrzen te wyko-
rzystujemy do modelowania do$wiadczenia polegajacego na losowaniu punktu ze
zbioru 2.

4. (Paradoks Bertranda) Z okregu o promieniu 1 wylosowano cieciwe AB. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze bedzie ona dtuzsza niz bok tréjkata réwnoboczne-
go wpisanego w ten okrag?

Przedstawimy trzy rozwiazania.

I) Ze wzgledu na niezmienniczo$¢ okregu na obroty, wylosowanie cieciwy AB
mozemy utozsamié¢ z wylosowaniem miary kata srodkowego a = ZAOB € [0, 2m).
Tak wiec Q = [0, 27), F = B(f2) oraz P jest prawdopodobieristwem geometrycznym.
Cieciwa spelia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy « € (27/3,47/3), a zatem
szukane prawdopodobienistwo wynosi

P(A)

P((2/3, 47 /3)) = W _ %
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IT) Wylosowanie cigciwy mozna utozsamié¢ z wylosowaniem jej srodka. Mamy
wiec Q@ = B(0,1), F = B(2) i P jest prawdopodobieristwem geometrycznym.
Cieciwa bedzie spemiala zadane warunki wtedy i tylko wtedy, gdy jej $rodek bedzie
lezal wewnatrz kola o promieniu 1/2 wspélsrodkowego z danym okregiem, zatem
szukane prawdopodobienistwo wynosi

_1B(O,1/2)] 1

P0.1/2) = e =

IIT) Tak jak w poprzednim rozwiazaniu, bierzemy pod uwage potozenie srodka
cieciwy, lecz tym razem patrzymy na jego odlegtosé¢ od srodka okregu. Tak wiec
Q = [0,1], F = B(R) i P jest prawdopodobieristwem geometrycznym. Cieciwa
bedzie speliala warunki zadania jesli jej srodek bedzie odlegly od $rodka okregu o
muiej niz 1/2. Zatem szukane prawdopodobieristwo wynosi

0,1/2)] 1
P(0.1/2) = Nt = 5

Tak wiec widzimy, iz otrzymalismy trzy rézne wyniki, stad wyraz ,,paradoks”
powyzej. Sprzecznosci jednak tu nie ma - uzyliSmy trzech réznych przestrzeni
probabilistycznych do opisu tego samego do$wiadczenia losowego. Ogdlnie rzecz uj-
mujac, teoria prawdopodobienstwa nie rozstrzyga, jaki model do$wiadczenia nalezy
wybraé; pozwala ona oblicza¢ prawdopodobienstwa zdarzen dopiero w sytuacji, gdy
zadano juz konkretna przestrzen probabilistyczna.



6 ADAM OSEKOWSKI

2. ZADANIA

1. Na ile sposobow mozna ustawi¢ w ciag sze$¢ jedynek, pie¢ dwojek oraz cztery
tréjki?
2. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan réwnania 1 + x2 + 3 + x4 = 50

a) w liczbach catkowitych nieujemnych x1, za, x3, x4,
b) w liczbach catkowitych dodatnich x1, x2, x3, x4.

3. Ile jest takich ,,szostek” w Totolotku, ze zadne dwie z wylosowanych liczb nie
sa kolejne?

4. 7 talii 52 kart wylosowano 13 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze istnieje kolor, w ktérym a) dokladnie siedem, b) doktadnie szesé¢ kart jest tego
samego koloru?

5. Klasa liczy 15 uczniéw. Nauczyciel wybiera na kazdej lekcji na chybil trafi
jednego ucznia do odpowiedzi. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu 16
lekcji kazdy uczen bedzie przepytany.

6. W szafie jest n par butéw. Wyjmujemy na chybil trafit & butéw (k < n).
Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze
a) wéréd wyjetych butéw jest co najmniej jedna para,
wsréd wyjetych butéow jest dokltadnie jedna para.

)
7. (Q,F, P) jest przestrzenia probabilistyczna, A, B, C € F.
a) Zalézmy, ze P(AU B) = 1/2, P(ANn B) = 1/4, P(A\B) = P(B\A).
Obliczyé P(A) oraz P(B\A).
b) Zalézmy, ze AUBUC =, P(B)=2P(A), P(C)=3P(A), P(ANB) =
P(ANC)=P(BNC). Wykazaé, ze 1/6 < P(A) < 1/4.
¢) Zalézmy, ze P(A) > 2/3, P(B) > 2/3, P(C) > 2/3, PLANBNC(C) =
Obliczy¢ P(A).
8. Rozdano 52 karty czterem graczom, po 13 kart kazdemu. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze kazdy z graczy ma co najmniej jednego pika?

9. Jest N listéw i N zaadaresowanych kopert z réznymi adresami. Kazdy list
odpowiada dokladnie jednemu adresowi i na odwrét. Wtozono listy do kopert na
chybit trafil, po jednym liscie do kazdej koperty. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
zaden list nie trafit do wlasciwej koperty.

10. Udowodnié, ze kazde nieskonczone o-cialo jest nieprzeliczalne.

11. Kij o dlugosci 1 ztamano losowo w dwdéch punktach. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze z powstalych trzech odcinkéw mozna zbudowaé tréjkat?

12. Na nieskonczona szachownice o boku 1 rzucono monete o $rednicy % Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze a) moneta znajdzie sie catkowicie we wnetrzu jednego
z pol; b) przetnie sie z dwoma bokami szachownicy?

13. Na plaszczyzne podzielona na nieskoniczone pasy o szerokosci d rzucono
losowo igle o dlugosci ¢ (¢ < d). Wyznaczyé prawdopodobienstwo tego, ze igla
przetnie brzeg ktéregos pasa.
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3. PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE I NIEZALEZNOSC ZDARZEN

3.1. Prawdopodobienstwo warunkowe. Zacznijmy od nastepujacego przyktadu.
Przyklad: W urnie jest pieé¢ bialych kul ponumerowanych liczbami 1, 2, 3, 4, 5
oraz trzy kule czarne ponumerowane liczbami 1, 2, 3. Losujemy kule i okazuje sie,
ze jest biala. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze numer na niej jest parzysty?
Oczywista odpowiedZ: 2/5. Z drugiej strony, formalnie, mamy do czynienia ze
schematem klasycznym na

Q= {(17 b)v (27 b)7 R (53 b)v (17 C)’ (27 C), (37 C)}
Okreslmy zdarzenia: A - wylosowano kule o numerze parzystym, B - wylosowano
kule biala; zatem

A=1{(2,b),(4,b),(2,0)}, B ={(1,b),(2,b),...,(5,b)}

i mamy
2 _ |ANB| |AnB|/|Q P(ANB)

5 Bl IBl/Iol  P(B)
Sugeruje to nastepujaca definicje.

Definicja 3.1. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna oraz A, B
sa zdarzeniami takimi, ze P(B) > 0. Prawdopodobienstwem warunkowym (zajscia)
zdarzenia A pod warunkiem (zajscia) zdarzenia B nazywamy liczbe

P(ANB)

PUAIB) = =55

Uwaga: Jak latwo sprawdzié¢, przy ustalonym zdarzeniu B takim, ze P(B) > 0,
prawdopodobienstwo warunkowe P(-| B) jest nowa miara probabilistyczna na (€2, F).

Twierdzenie 3.1 (Prawdopodobietistwo iloczynu zdarzei). Zaldimy, ze (Q, F,P)
jest przestrzeniq probabilistyczng oraz A1, As, ..., A, sa zdarzeniami spetniajgcymi
warunek P(A;NAyN...NA,) > 0. Wowczas

P(A1NAsN...NA,)

=P(A,JA1NAsN...NA,_1)P(Ap_1]A1NAsN .. Ay o). . P(A3]A1)P(Ay).

Dowdd. Wystarczy zastosowaé definicje prawdopodobienstwa warunkowego. O

Przyklad:

W urnie znajduje sie n—1 bialych kul oraz jedna czarna. Losujemy po jednej kuli
az do momentu, gdy wylosujemy czarng kule. jakie jest prawdopodobienistwo tego,
ze wykonamy k losowari jesli a) losujemy bez zwracania b) losujemy ze zwracaniem?

Oznaczmy biale kule przez by, ba, ..., b,_1, a czarng kule przez c. Mamy
Q= {(c)a (blv C)v (b27 C)a EER) (bn—lvc)a (bla b1, C), .- '}a
F = 2%, a prawdopodobietistwo zadane jest poprzez okreslenie mas poszczegélnych
zdarzeni jednoelementowych (por. Przyklad 2 z poprzedniego wykladu).
Rozwazmy zdarzenie A; - i-ta kula jest biata, i = 1,2, .... Korzystajac z
powyzszego twierdzenia, mamy
P(A, NAk_1NAr_2N...NA)
=P(AL|Ak_ 1N NADP(Ag 1Ak 2N ... N AL .. P(Az|A))P(Ay).
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a) Z warunkéw zadania wynika, ze

P(A”Ai_lm'”mAl):niii—i—Zl’ P(AHAk—lm---mAl):n%k_’_l,
a zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi
1 n—k+1 n—k+2 n—2 n—1 1
n—k+1 n—k+2 n—k+3 " n—1 n n

b) Tym razem mamy

-1
P(A;|Aic1NA;iaN...NA) = nn ;

a wiec szukane prawdopodobienstwo jest réwne

L1y n-1 n-1 n—1 1 (n-1\""
n n n 7 n n n '

Zajmiemy sie teraz analiza do$wiadczen ,,wieloetapowych”, w ktérych mamy do
czynienia z losowaniem w kilku krokach, a przestrzen probabilistyczna jest zadana
poprzez specyfikacje prawdopodobienstw warunkowych zwiazanych z poszczegdlnymi
krokami (por. przyklad ponizej). Zacznijmy od definicji.

Definicja 3.2. Mdéwimy, ze rodzina zdarzeni (By)j_, jest rozbiciem (skoficzonym)
zbioru €2, jesli By U By U...U B, = Q oraz zdarzenia By, Bs, ..., B, sa parami
rozlaczne. Analogicznie definiujemy rozbicie przeliczalne (2.

Twierdzenie 3.2 (Wz6r na prawdopodobienistwo catkowite). Zatdzmy, ze (Q, F,P)
jest przestrzeniq probabilistyczna oraz A € F oraz (By)y jest rozbiciem Q (skoriczonym
lub przeliczalnym), takim, zZe P(By) > 0 dla wszystkich k. Wowczas

P(A) =) P(A|By)P(By).
k

Dowdd. Zdarzenia AN By, AN Bs, ..., sa parami rozlaczne i daja w sumie A, a
zatem

P(A)=> P(ANBy) =Y P(AB)P(By). O
k k

Twierdzenie 3.3 (Wzér Bayesa). Przy zalozeniach jak wyzej, jesli P(A) > 0, to
dla kazdego k,

_ P(A|Bk)P(Bk) _ P(A[By)P(Bk)
P(By|A) = _ PUAIBOPBL)
> P(A|BR)P(Br) P(A)
Dowdd. Wzoér wynika natychmiast z definicji prawdopodobienstwa warunkowego
oraz wzoru na prawdopodobienstwo calkowite. ([l
Przyklad:

Dane sa urny I oraz II. W urnie I znajduje si¢ b; kul bialych oraz ¢; kul czarnych,
za$ w urnie II - by kul bialych i co kul czarnych. Losujemy urne, a nastepnie kule
z tej urny.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kula jest biata?

b) Zal6zmy, ze wyciagnieta kula jest biala. Jakie jest prawdopodobieristwo tego,
ze losowano z I urny?

Mamy dwa etapy do$wiadczenia: losowanie urny oraz losowanie kuli z danej
urny. Wprowadzmy zdarzenia A - wyciagnieto biala kule, By - wylosowano urne I,
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B3 - wylosowano urne II. Mamy By N By = (), B; U By = ), a wiec rodzina (B;)?_;
jest rozbiciem 2. Z warunkéw zadania wynika, ze

by ba
by +c1’ by +co

a) Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite mamy

P(A[Bz) =

P(B1) = P(By) = % >0, P(A|B)) =

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A|B2)P(By) = % <b1 ZI - bﬁ@) |

b) Na mocy wzoru Bayesa,
P(A|B1)P(B1) b1/(b1 + c1)

P = =y T b o)+ bl s ea)

3.2. Niezalezno$é zdarzen. Zacznijmy od intuicji. Zalézmy, ze A, B sa zdarzeni-
ami, przy czym P(B) > 0. Wéwczas zdarzenia A, B powinny by¢ niezalezne, jesli
informacja o tym, ze zaszlo zdarzenie B nie wplywa na prawdopodobieristwo zajscia
zdarzenia A; tzn. niezaleznosé powinna byé réwnowazna réwnosci P(A|B) = P(A),
czyli P(AN B) = P(A)P(B). Przyjmujemy to jako definicje.

Definicja 3.3. Zalézmy, ze (€2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna. Zdarzenia
A, B sa niezalezne, jesli
P(AN B) =P(A)P(B).

Uwaga: Jedli P(A) = 0, to dla dowolnego B € F zdarzenia A oraz B sa
niezalezne. Ta sama teza zachodzi gdy P(A4) = 1.

Zdefiniujemy teraz niezaleznosé¢ wigkszej liczby zdarzen. Zacznijmy od przy-
padku skoriczonego. Intuicyjnie, zdarzenia A;, Ao, ..., A, sa niezalezne jesli kazdy
poduktad tych zdarzeni jest niezalezny oraz zdarzenia A,, A1 N As N ...A,_1 sa
niezalezne. jak latwo zauwazy¢, powyzsze warunki wymuszaja réwnosé

P(A;, NAi,N...N0A;,) = P(4;,)P(A.,) ... P(A;,)

dla dowolnego k£ = 2, 3,..., n i dowolnego rosnacego ciagu 1 < i3 < i < ... <
ix < n. Przyjmujemy to jako definicje.

12

Definicja 3.4. Méwimy, ze zdarzenia Ay, Ao, ..., A, sa niezalezne, jesli dla wszys-
tkich 2 < k < n oraz dowolnego ciagu 1 <11 < is < ... < i < n zachodzi ré6wnosé

P(A;, N A, N...NA;) = P(4;,)P(AL) ... P(A;,).

Definicja 3.5. Méwimy, ze zdarzenia Ay, As, ..., A, sa niezalezne parami, jesli
dla dowolnych réznych i, j € {1, 2, ..., n}, zdarzenia A; oraz A; sa niezalezne.

Oczywiscie niezalezno$é ,,zespolowa” (czy tez ,laczna”) zdarzen A, Aa, ...,
A,, pociaga za sobg ich niezalezno$é parami. Implikacja w druga strone nie jest
prawdziwa, co ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyklad:

Rzucamy dwa razy kostka. Niech A - za pierwszym razem wypadla parzysta
liczba oczek, B - za drugim razem wypadla parzysta liczba oczek, C' - suma oczek
jest parzysta. Bezposrednio wyliczamy, iz

P(4) = P(B) =PB(C) = =, P(ANB)=P(BNC)=PB(CNA) = i
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a wiec zdarzenia A, B, C sa niezalezne parami. Nie sa jednak niezalezne zespotowo:
mamy ANB C C,awieccPLANBNC)=P(ANB) =1/4 #P(A)P(B)P(C).

W przypadku dowolnej (by¢ moze nieskoriczonej) liczby zdarzen, niezaleznos$é
definiujemy nastepujaco.

Definicja 3.6. Zalézmy, ze {A;}icr jest pewna rodzing zdarzeri. Moéwimy, iz
zdarzenia te sa niezalezne, jesli dla kazdego n oraz parami réznych iy, i, ..., iy, € [
zdarzenia A;,, A;,, ..., A;, sa niezalezne.

Zdefiniujemy teraz pojecie niezaleznosci o-cial.
Definicja 3.7. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczng oraz Fi,
Fa, ..., Fn sa o-cialami zawartymi w F. Mdwimy, ze o-ciala te sa niezalezne, jesli
dla dowolnych A, € Fy, As € Fo, ..., A, € F, zachodzi warunek

P(A; NAsN...N Ay) = P(A1)P(As) ... P(Ay).

Twierdzenie 3.4. Przy zatoZeniach powyzszej definicji, o-ciata F1, Fa, ..., Fn Sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne Ay € Fi, Ay € Fo, ..., Ap € Fp sq
niezalezne.

Dowdd. < oczywiste.
= Mamy dowies¢, ze dla dowolnego 2 < k < n oraz dowolnego ciagu 1 < 4; <
io < ... < 1 < n zachodzi rownos¢

Rozwazmy zdarzenia By, Bs, ..., B,, dane przez

B — A; jesli i =i, dla pewnego £,
10w przeciwnym przypadku.

Woéwczas By € F1, By € Fa, ..., B, € F,, a zatem
P(BiNBaN...NB,) =P(B1)P(By)...P(B,),
co jest réwnowazne (*). O
Przyklady:

1. Rzucamy dwa razy kostka. Wprowadzmy standardowa przestrzen proba-
bilistyczna opisujaca to dodwiadczenie (por. poprzedni wyktad). Rozwazmy o-ciata

Fi={Ax{1,2,3,4,56} : AC {1,2,3,4,5,6}},
Fo=1{{1,2,3,4,5,6} x B: BC {1,2,3,4,5,6}}.

Woéwczas Fi, Fo C F i Fi, Fo sa niezalezne: istotnie, dla dowolnych zdarzen
Ax{1,2,3,4,5,6} € F1, B x {1,2,3,4,5,6} € F5 mamy

[Al-6 _ |A] 6-1B| _ |B|
P(A x {1,2,3,4 _ A0 A pe1.2.3,4 Jo e Ll |
( >< { ) 737 757 6}) 36 6 b ({ b 737 7576} X ) 36 6
oraz
P((A x {1,2,3,4,5,6}) N ({1,2,3,4,5 6}xB))—IP>(AxB)—M
) ) ) ) ) ) ) ) ) M - - 36 M
2. Zalézmy, ze o(A;), o(As), ..., 0(A4,) beda o-cialami generowanymi przez
zdarzenia A;, As, ..., A,, odpowiednio (przypomnijmy: o(A) = {A, A’,0,Q}).

Woéwezas jesli Ay, Aa, ..., A, sa niezalezne, to o(A1), 0(42), ..., 0(A,) tez sa
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niezalezne. Aby to wykazaé, musimy sprawdzié, ze dla dowolnych B; € F;, i =
1, 2, ..., n, zachodzi

P(BiNBaN...NB,) =P(B1)P(Bs)...P(B,).
Jedli co najmniej jedno ze zdarzen B; jest zbiorem pustym, to powyzsza rownosé
jest spelniona: obie strony sa réwne 0. Jedli dla pewnego j mamy B; = €2, to
mozemy to zdarzenie pomina¢ po obu stronach. Zatem, wystarczy dowies¢, ze dla
dowolnego ciagu 1 <11 < i9 < ... <1 < n mamy
P(B;, NB;,N...NB;,) =P(B;,)P(B;,) ... P(B;,),

gdzie dla kazdego j, zdarzenie B;; jest réwne A;; lub A;j. Poprzez prosta indukcje,
wystarczy wykazad, ze
P(A], NA;, N A;, N N A ) = P(A] )P(Ai,)P(As,) ... P(A;,),
co natychmiast wynika z niezaleznosci zdarzen A, Ao, ..., A,: istotnie,
P(A;, NA;, NA;, N NA;,)
=P(A,NA,N...NA4,)—PA4;; NA,NA.,N...NA4;,)
=P(A4], )P(A;,)P(A;,) ... P(A;,).

Rozwazmy teraz nastepujacy problem. Zalézmy, ze mamy N doswiadczen, przy
czym i-te do$wiadczenie jest opisywane przez przestrzen probabilistyczna (Q;, F;, P;).
W jaki sposéb mozemy zbudowaé przestrzen (Q,F,P) dla doswiadczenia pole-
gajacego na niezaleZnym przeprowadzeniu tych N doswiadczen?

Oczywiscie, jako zbidr 2 bierzemy € x Qo X ...Qn. Aby okresli¢ F, zwroémy
uwage, iz o-cialo F; jest reprezentowane, w kontekscie powyzszego zbioru (2, przez
klase

]:Z-/:{QlXQQX...XQi_leiXQH_lX...XQNZAiE.Fi}.

Stad naturalny pomyst, by wziaé F = o(Fi, F3, ..., Fy), o-cialo generowane przez

1, Foy ooy Fpy. Innymi slowy, jako F bierzemy o-cialo produktowe F; ® F2 @
...®Fn. Przejdzmy do okreslenia miary probabilistycznej P. Z powyzszych postu-
latéw, o-ciala Fi, F3, ..., Fp maja by¢ niezalezne, a zatem poszukujemy takiego

prawdopodobienstwa P, ze dla dowolnych A; € F;,i=1,2,..., N,
P(A; x As X ... x Ay) =
P((Al XQQX...XQN)Q(Ql XAQX...XQN)H...Q(Ql X...XQNfl XAN))

N
:HP(le...xAix...xQN).

i=1
Ponadto, chcemy by P(Q X ... x 4; X ... x Qn) = P;(4;) dla kazdego i. Pod-
sumowujac, poszukujemy takiego P, by dla dowolnych zdarzen A;, Ao, ..., Ay jak

wyzej zachodzita réwnosé
P(Al X Ag X ... X AN) = Pl(Al)Pg(Ag) .. ]P)N(AN)
7 teorii miary wiadomo, ze istnieje dokladnie jedno takie prawdopodobienstwo P

na F1 @ Fa ® ... Fp, i jest ono réwne P; ® P, ® ... ® Py - produktowi miar Py,
Py, ..., Py.
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Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku gdy mamy do czy-
niania z nieskonczona liczba doswiadczen modelowanych przez przestrzenie proba-
bilistyczne (£2;, F;, P;).

Przyklad: Schemat Bernoulliego. Zalézmy, iz dla kazdego i = 1,2, ..., N
mamy ; = {0,1}, F' = 2% oraz P;({1}) = p, gdzie p € [0,1] jest ustalonym
parametrem. Widzimy, iz kazda pojedyncza przestrzen (£2;, F;, P;) modeluje doswiadczenie
w ktorym sa dwa mozliwe wyniki: 0 i 1, interpretowane jako porazka i sukces
(podkreslmy: prawdopodobieristwo sukcesu jest réwne p i nie zalezy od numeru
doswiadczenia). Takie pojedyncze do$wiadczenie nazywamy prébg Bernoulliego.

Na mocy powyzszej konstrukeji, przestrzen probabilistyczna

({O,l}N,QQ,P):(Ql XX ... XOQN, F1QFo®...Q Fn,Pq ®]P)2®...®]P)N)

modeluje ciag niezaleznych N powtoérzen préby Bernoulliego. Ciag ten nazywamy
schematem Bernoulliego.

Zauwazmy, iz dla dowolnego w = (w1, wo, ..., wy) € Q mamy P({w}) = p*(1 —
p)V 7k gdzie k jest liczba jedynek w ciagu w. Wynika stad, iz jedli okreslimy
zdarzenie Ay = {liczba sukceséw jest réwna k}, to

PA) = 3 B((e)) = (1 =¥ = ()=

wEAL

Zalézmy, ze Ay, As, ... sa pewnymi zdarzeniami; wéwezas (o, U>_, An
mozemy interpretowa¢ jako ,,zaszlo nieskonczenie wiele sposréd zdarzen Ap, As,
...7. Okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach, zdarzenie to ma prawdopodobienistwo
0 lub 1. Sciélej, zachodzi nastepujacy fakt.

Lemat 3.1 (Borela-Cantelli). Zaldzmy, ze (0, F,P) jest przestrzeniq probabilisty-
czng oraz Ay, As, ... € F.
(i) Jesli -2 | P(Ay,) < o0, to

(O U=

(a zatem z prawdopodobieristwem 1 zachodzi skoticzenie wiele sposrdd A; ).
(ii) Jesli A1, As, ... sq niezalezne iy .- P(A,) = o0, to

() U An) =1L

n=1m=n

Dowdd. (i) Mamy

P(ﬁ U An) < P( () An) < S B(4,) 0
n=1m=n m=n m=n

(ii) Udowodnimy, ze zdarzenie przeciwne | J;-, (~_, A7, ma prawdopodobienistwo

0. Wystarczy wykazac¢, iz P(N,._,, A,) = 0 dla wszystkich n (wéwczas rozwazane
zdarzenie przeciwne bedzie przeliczalng suma zbioréw miary 0, a zatem takze bedzie
mialo miare 0). Korzystajac z twierdzenia o ciaglosci, mamy iz dla dowolnego n,

0o ook k
PN 4) =B( N 4) = Jim 2( 1) 40)
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co na mocy niezaleznosci zdarzen Ap, Ao, ... jest réwne
k k
lim P(A4],) = lim H (1-P(A,,)) <limsupe~ Tm=nPAm) — . O
k—oc0 —n k—o0 —n k— 00

Na zakonczenie zaprezentujemy pewien przydatny fakt, tzw. lemat o m — A
uktadach. Aby podaé pewna motywacje, zatézmy, ze u, v sa miarami probabilisty-
cznymi na pewnej przestrzeni mierzalnej (Q, F). Przypu$émy, iz chcemy wykazaé, iz
te miary sa sobie réwne: mamy wiec sprawdzié, czy dla dowolnego A € F zachodzi
réwnosé

n(A) = v(A).
Powstaje bardzo naturalne pytanie: czy wystarczy zweryfikowaé¢ powyzsza tozsamosc
dla pewnej szczegdlnej klasy zdarzen A, np. dla generatoréw o-ciala F? Okazuje sie
ze zbidr generatorow nie jest na ogdt dobrym wyborem: mianowicie trzeba zatozyc¢,
ze klasa ta jest dodatkowo m-ukladem.

Definicja 3.8. Zalézmy, ze K jest niepusta klasa podzbioréw Q. Méwimy, ze K
jest m-ukladem, jesli klasa ta jest zamknieta ze wzgledu na branie skonczonych
iloczynéw: z tego, ze A, B € K wynika, ze AN B € K.
Definicja 3.9. Zal6zmy, ze L jest pewna klasa podzbioréow Q2. Méwimy, ze L jest
A-uktadem, jesli sa spetlnione nastepujace warunki:

(i) QeLl,

(ii) jesSi A, Be Li AC B,to B\ A€ L,

(iil) jesli Ay, Ao, ... jest wstepujacym ciagiem elementéw L, to ;- A, € L.
Lemat 3.2 (o m — X\ ukladach). Jesli L jest A-uktadem zawierajacym m-ukltad IC,
to L zawiera takze o-ciato generowane przez IKC.

Dowdd. Rozumowanie podzielimy na trzy czesci.
1) Zauwazmy, ze jesli L jest A-ukladem oraz A, B € L spelniaja AN B = ), to
AUB=(A"\B) eL,
korzystajac z (i) 1 (ii).
2) Jedli L jest jednoczesénie m-uktadem oraz A-uktadem, to jest o-cialem. Aby to
wykazaé¢, zauwazmy, iz jeSli A, B € L, to

AUB=AU(B\(ANB)) e L,

na mocy 1) oraz warunkéw definiujacych m-uklad i A-uklad. Wobec tego, przez
prosta indukcje, £ bedzie zamkniete ze wzgledu na branie skonczonych sum, a

zatem jesli Ay, Ao, ... jest dowolnym ciagiem elementéw z L, to
oo o0 n
U4.=U (UAk> €L.
n=1 n=1 \k=1

W ostatnim kroku skorzystalismy z tego, ze Ay, A3 U Ag, A1 U Ay U Ag, ... jest
wstepujacym ciagiem elementéw L.

3) Niech A bedzie klasa wszystkich A-ukladéw zawierajacych K i polézmy Ly =
Niea L. Wowezas Lo € A oraz K C Lo € L. Wystarczy wiec udowodnié, ze Lo jest
o-cialem: na mocy 2), wystarczy wykazaé, ze Lo jest m-ukladem. WeZzmy dowolne
A € K i rozwazmy klase

K1:{B:AQB€£0}.
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Oczywiscie K1 2 K, gdyz K jest m-ukladem. Ponadto Iy jest A-uktadem:
(1) Qeli,boANN=Ae K C Ly
(ii) jesli By, By € K1, By C Bs, to
AN(B2\B1) = (ANBy)\ (AN By) € Ly,

a wiec By \ By € Ky;
(111) Bl QBQ Q ...EICl,to

Am( Bn> = JANB,) € Ly,
1 n=1

skad wynika, iz | J,-, B, € K.

Zatem KC; zawiera Ly, gdyz Ly jest najmniejszym A-ukladem zawierajacym K.
Wykazalismy wiec, ze dla dowolnego A € K oraz dowolnego B € Ly, AN B € Ly.
Nastepnie powtarzamy rozumowanie: ustalamy B € L i definiujemy Ko = {4 :
ANB € Ly}. Mamy Ky 2 K oraz Ky jest A-ukladem, skad wynika, iz Ko 2 Lo, a
wiec dla dowolnych A, B € Ly zachodzi AN B € L. Dowdd jest zakoriczony. [

Jako zastosowanie, udowodnimy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 3.5. Zaldimy, ze (Q, F,P) jest przestrzeniq probabilistyczng. Przy-
pusémy, iz rodzine { F }er niezaleinych o-ciat podzielono nan podrodzin {F.i}icri,
i=1,2,...,n. Wowczas o-ciala

o ({}-'yl }’ylel“l) » O ({}-’yz }7261‘2) 1oy O ({}—’y” }'y"el“”) )
generowane przez poszczegolne podrodziny tez sq niezalezne.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd dla n = 2; dla wiekszych n rozumowanie jest ana-
logiczne. Mamy wiec dwie rodziny {F,}er, {Gs}sea niezaleznych pod-o-cial F i
musimy wykazaé, ze dla dowolnych A € o({F,}er), B € 0({Gs}sca) zachodzi

(%) P(AN B) =P(A)P(B).
Na mocy niezaleznodci o-cial, wzér (*) zachodzi dla zbioréw postaci

A:Avlﬁszﬂ...ﬂAwk, A,Yin,Yi,’i=1,2,...,/€,

B =Bsi N Bsg2N...N Bge, Bsi € Gsi,j=1,2, ..., L.

Ustalmy A jak wyzej i rozwazmy klase £ = {B : zachodzi (*)}. Mamy wiec
K 2 {Bsi N BszN...N Bge : Bsi € Gsi}, 1 ta ostatnia klasa jest, rzecz jasna,
m-uktadem generujacym o({Gs}sca). Ponadto K jest A-ukladem:

(i) Qe L, boP(ANQ) =P(A)P(Q).

(ii) jesli By, Bo € K'i By C Ba, to By \ By € K: istotnie,

P(AN (By\ By)) =P((ANBy) \ (AN By))
(AN By) —P(AN By)

(4)(P(Bz) = P(B1)) = P(A)P(B2 \ By).

P
P
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(iii) Jesli By C B, C ... € K, to U~ B, € K, gdyz z twierdzenia o ciaglosci,

R

= lim P(ANB,)

= lim P(A)P(B,) = P(A)P ([j Bn> .

Zatem na mocy lematu o m — A ukladach, K zawiera o({Gs}sen), czyli (*) za-
chodzi dla dowolnego zbioru A postaci A1 N A2 N...NAx oraz B € 0({Gs}sen)-
Nastepnie, powtarzamy rozumowanie: ustalamy B € o({Gs}sea) i definiujemy £ =
{A : zachodzi (*)}. Klasa £ zawiera wszystkie zbiory postaci A1 NA2N...NAx,
ktére tworza m-uklad generujacy o({F,} er). Tak jak wyzej, sprawdzamy, ze £
jest A ukladem, a zatem z lematu o m — A ukladach, £ D o({F;}yer). Wobec tego
(*) zachodzi dla wszystkich A € o({Fy} er) oraz B € o({Gs}sca), skad dostajemy
zadang niezaleznosé o-cial. O
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4. ZADANIA

1. Grupa n oséb (n > 3), wéréd ktérych sa osoby X, Y i Z, ustawia sie losowo
w kolejce. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze

a) X stoi bezposrednio przed Y, jesli Y stoi bezposrednio przed Z7

b) X stoi przed Y, jedli Y stoi przed Z?

2. 7 talii 52 kart losujemy 5 kart bez zwracania. Obliczy¢ prawdopodobieristwo
tego, ze mamy dokladnie 3 asy, jezeli wiadomo, ze

a) mamy co najmniej jednego asa;

b) mamy asa czarnego koloru;

¢) mamy asa pik;

d) pierwsza wylosowana karta jest as;

e) pierwsza wylosowana karta jest czarny as;

f) pierwsza wylosowana karta jest as pik.

3. W urnie znajduja sie trzy biale i cztery czarne kule. Losujemy kule, wyrzu-
camy bez ogladania, a nastepnie losujemy kolejna kule z urny.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga kula jest biata?

b) Zatézmy, ze za drugim razem wyciagnieto biala kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze za pierwszym razem wylosowano czarna kule?

4. W populacji jest 15% dyslektykéw. Jesli w tescie diagnostycznym uczeni
popelni 6 lub wiecej bledéw, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk
na pewno popelni co najmniej 6 bledéw w takim tescie, ale réwniez nie-dyslektyk
moze popelni¢ wiecej niz 5 bledow — dzieje sie tak z prawdopodobienswem 0,1. Jasio
popekit w tescie 6 bledéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest dyslektykiem?
Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w kolejnym tescie tez popelni co najmniej
6 bledéw?

5. W pewnej fabryce telewizoréw kazdy z aparatow moze by¢ wadliwy z praw-
dopodobienstwem p. W fabryce sa trzy stanowiska kontroli i wyprodukowany
telewizor trafia na kazde ze stanowisk z jednakowym prawdopodobienstwem. -
te stanowisko wykrywa wadliwy telewizor z prawdopodobieristwem p; (i = 1,2, 3).
Telewizory nie odrzucone w fabryce trafiaja do hurtowni i tam poddawane sa do-
datkowej kontroli, ktéra wykrywa wadliwy telewizor z prawdopodobienistwem pyg.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze dany nowowyprodukowany telewizor
znajdzie sie w sprzedazy (tzn. przejdzie przez obie kontrole).

b) Przypusémy, ze telewizor jest juz w sklepie. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze jest on wadliwy?

6. Rzucamy dwa razy kostka. Rozwazmy zdarzenia: A — za pierwszym razem
wypadta liczba oczek podzielna przez 3; B — suma wyrzuconych oczek jest parzysta,;
C - za kazdym razem uzyskaliémy te sama liczbe oczek. Czy zdarzenia A, B sa
niezalezne? Czy A, B, C sa niezalezne?

7. Na n kartonikach zapisano n réznych liczb rzeczywistych. Kartoniki wiozono
do pudetka, starannie wymieszano, a nastepnie losowano kolejno bez zwracania.
Niech Ay — k-ta wylosowana liczba jest wieksza od poprzednich.

a) Udowodnié, ze P(A) = 1/k, k=1,2, ..., n.

b) Udowodnié, ze zdarzenia A;, As, ..., A, sa niezalezne.
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8. Dane sa liczby catkowite dodatnie m, n oraz liczby p, g € (0,1) speliajace
warunek p 4+ g = 1. Dowies¢, ze

(I=p")"+(1-¢™)">1

9. Wyznaczy¢ najbardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p.

10. Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w pier-
wszym rzucie otrzymano széstke, jesli wiadomo, ze

a) otrzymano trzy széstki?

b) w nastepnych dziewigciu rzutach otrzymano same széstki?

11. Rzucamy kostka az do momentu gdy wyrzucimy piatke badz trzy razy
szostke (lacznie, niekoniecznie pod rzad). Jakie jest prawdopodobieristwo, ze rzucimy
dokladnie n razy?

12. Prawdopodobienstwo tego, ze w urnie znajduje sie k kostek, wynosi %6*2,

k=0,1,2,.... Losujemy kolejno bez zwracania wszystkie kostki z urny i wykonu-
jemy rzuty kazda z nich. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uzyskamy [ szostek?

13. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze liczba sukceséw w schemacie Bernoul-
liego n préb z p = % bedzie podzielna

a) przez 37

b) przez 47

14. Niech (Q, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng dla schematu n préb
Bernoulliego z prawdopodobienistwem sukcesu p. Dla dowolnego 0 < k < n, niech
Ay oznacza zdarzenie, iz jest doktadnie k sukceséow. Wykazaé, ze dla dowolnego
B € F oraz kazdego k, prawdopodobienstwo warunkowe P(B|Ay) nie zalezy od p.

15. Rzucamy nieskoiiczenie wiele razy moneta, dla ktorej prawdopodobienstwo
wypadniecia orta wynosi p # 1/2. Dla n = 2,4, ..., rozwazmy zdarzenie A, -
do rzutu n wlacznie wypadlo tyle samo ortéw co reszek. Udowodnié, ze z praw-
dopodobienstwem 1 zajdzie skoriczenie wiele sposrod zdarzen Ap, Ao, .. ..

16. Rzucamy nieskonczenie wiele razy moneta, dla ktérej prawdopodobienstwo
wypadniecia orta wynosi p € (0,1]. Udowodnié, ze z prawdopodobieristwem 1
wystapi nieskoriczenie wiele serii ztozonych ze 100 ortéw pod rzad.

17. Dane sa dwie miary probabilistyczne u, v na (R, B(R)).

a) Zatézmy, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0 mamy v([—t,t]) = p([—t,t]). Udowodnié,
ze jesli A € B(R) jest symetryczny wzgledem 0, to u(A) = v(A).

b) Przypusémy, ze K jest pewna klasa generujaca B(R) (tzn. spelmiajaca o(K) =
B(R)). Czy z tego, ze u(A) = v(A) dla kazdego A € K, wynika, iz p = v?
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5. ZMIENNE LOSOWE I ICH ROZKLADY
Przechodzimy do kluczowego pojecia rachunku prawdopodobienstwa.

Definicja 5.1. Zalézmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna. Zmienng
losowa, d-wymiarowa (lub zmienna losowa o wartodciach w RY) nazywamy dowolnga
mierzalna funkcje X : @ — R? (tzn. spehiajaca, dla dowolnego B € B(R?),
warunek {X € B} := X 1(B) ={w e Q: X(w) € B} € F). W szczegdlnodci, dla
d =1 bedziemy méwié¢ po prostu ,,zmienna losowa’.

Twierdzenie 5.1. Jesli (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, X jest d-wy-
miarowq zmienng losowq oraz f : RY — R¥ jest funkcjq borelowska, to f(X) jest
k-wymiarowq zmienng losowa. W szczegdlnosci teza zachodzi wiec dla ciaglych

funkcji f.

W szezegdlnodei, widzimy iz jesli X = (X1, Xa,..., Xq), to X1, Xo, ..., X4 sa
jednowymiarowymi zmiennymi losowymi.

Kolejnym waznym pojeciem jest tzw. rozklad zmiennej losowej. Zalézmy, ze
(Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, a X jest d-wymiarowa zmienna losowa.
Dla dowolnego B € B(R?) okreslamy

Px(B)=P(X € B) :=P{w e Q: X(w) € B})
(czyli Px jest obrazem miary P przy przeksztalceniu X). Jak latwo sprawdzié,
(R, B(RY), Px) jest nowa przestrzenia probabilityczna,.
Definicja 5.2. Miare Px nazywamy rozktadem zmiennej X.

Definicja 5.3. Zalézmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, a X jest d-
wymiarowa zmienng losowa. Dystrybuantq tej zmiennej losowej nazywamy funkcje
Fx : R? — [0, 1] dana wzorem
Fx(x1,22,...,2q) =P(X1 <21, X2 < @2,..., Xg < 2q)
= Px((—o00,x1] X (—00,22] X ... X (—00,24]).
Dystrybuanta zalezy tylko od rozkladu, a wiec jest sens méwié o dystrybuancie
rozktadu prawdopodobienstwa.

Przyklady:
1. Rzucamy raz symetryczna moneta; Q = {O, R}. Niech X(O) =1, X(R) =
—1. Wéwczas
0 jesli t < —1,
Fx(t)=P(X <t)=<¢1/2 jesli —1<t<1,
1 jeslit > 1.
2. Wybieramy losowo punkt z kola o promieniu R: mamy zatem ({2, F,P) =
(K(O, R),B(K(0,R)), W‘Az ) Niech X (w) = p(w, 0) bedzie odlegloscia wylosowanego

punktu od srodka. Wéwczas

0 jesli t < 0,
Fx(t)=P(X <t)=(t?/R? jedli0 <t <R,
1 jesli t > R.
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Twierdzenie 5.2 (Wlasnosci dystrybuanty). Zatdimy, ze X jest (jednowymi-
arowq) zmienng losowq. Wowczas

a) Fx jest niemalejaca.

¢) F jest prawostronnie ciggta.

d) dla dowolnego t € R istnieje lewostronna granica Fx (t—) = limgy, Fx(s) i

Fx(t—)=P(X <t) =P(X € (—00,t)).

e) Fx jest nieciagla w punkcie to wtedy i tylko wtedy, gdy P(X = tg) > 0 (takq
liczbe to nazywamy wéwczas atomem rozktadu,). gciélej, dla dowolnego ty € R mamy
P(X =ty) = Fx(to) — Fx(to—).

f) dla dowolnych a < b mamy

Pla < X <b)=P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a—),
Pla < X <b) =P(X € (a,b]) = Fx(b) — Fx(a),
Pla < X <b) =P(X € [a,b)) = Fx(b—) — Fx(a—),
Pla < X <b) =P(X € (a,b)) = Fx(b—) — Fx(a)

Dowdd. a) Jedli t1 < to, to (—o0,t1] C (=00, ta], a wiec Fx(t1) = Px((—o00,t1]) <
Px ((—00,t2]) = Fx(t2).
b) Dla dowolnego ciagu (t,),>1 rosnacego do nieskonczonosci zachodzi réwnosé
R = U, (—00,t,] i przedzialy pod suma sa wstepujace. Zatem, korzystajac z
twierdzenia o ciaglosci,
1=Px(R) = lim Px((—o0,t,]) = lim Fx(tn).

n— oo n— oo
Analogicznie dowodzimy druga czes¢.
c) Wezmy ¢ € R oraz ciag (t,),>1 malejacy do t. Ciag przedzialéw (¢,t,] jest
zstepujacy i), (¢, t,] = 0, a wiec

0= Py (ﬂ(t, tn]> = lim Px((tta]) = lim Px((—00,t,] \ (=00,1])

= lim [PX((_oo,tn])_pX((_oo,t]) = lim (Fx(tn) — Fx(1)).

n—roo n—oo

d) Rozumujemy podobnie jak w c).
e) Wynika to wprost z d) oraz réwnosci P(X =tp) = P(X <ty) — P(X < tp).
f) Udowodnimy tylko pierwsza réwnosé, pozostate wykazuje sie analogicznie:

P(a < X < b) = Px([a,b]) = Px((—00,b]) — Px((—00,a)) = Fx(b) — Fx(a—). O

Uwaga: Jedli funkcja F spelia warunki a), b) oraz ¢) z powyzszego twierdzenia,
to jest dystrybuanta pewnego rozktadu (dowdd pozostawiamy jako éwiczenie).

Twierdzenie 5.3 (O jednoznacznosci). Dystrybuanta zmiennej losowej d-wymiaro-
wej wyznacza rozktad jednoznacznie.

Dowaod: Zatézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi posiadajacymi te sama dystry-
buante. Chcemy wykazaé, ze Py = Py, czyli

(*) Px(B) = Py(B)
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dla dowolnego podzbioru borelowskiego R¢. Klasa wszystkich zbioréw B spelnia-
jacych (*) tworzy A-uklad. Z drugiej strony, réwnosé dystrybuant daje, iz

Px((—00,z1] X (—00,x2] X ... X (—00,z4]) = Fx(x) = Fy(x)

= Py ((—o00,21] X (=00, 2] X ... X (=00, z4]),

a zatem (*) zachodzi dla zbioréw postaci (—oo, 1] X (=00, z2] X ... (—00, 4], ktére
tworza m-uklad generujacy B(R?). Teza twierdzenia wynika wiec natychmiast z
lematu o m — A ukladach. O

Definicja 5.4. Zalézmy, ze X = (Xi1,Xo,...,X4) jest d-wymiarowa zmienna
losowa oraz 1 < i1 < ip < ... < i < d (k < d). Wéwezas (X;,, Xip, ..., Xip)
tez jest zmienng losowa i jej rozklad nazywamy k-wymiarowym rozkladem brze-
gowym rozkltadu X.

Uwaga: Rozklady brzegowe nie wyznaczaja na ogdét rozkladu tacznego. Rozwaz-
my nastepujacy przyktad:

I - rzucamy trzy razy moneta i niech X; bedzie liczba reszek przed pojawieniem
sie pierwszego orta, a X5 oznacza taczng liczbe ortéw.

IT - rzucamy dwie serie po trzy razy moneta i niech X bedzie liczba reszek przed
pojawieniem sie pierwszego orta w pierwszej serii, a X} oznacza laczna liczbe orléw
w drugiej serii.

Jest oczywiste, ze zmienne X; oraz X| maja ten sam rozktad; tak samo, X5 oraz
X/, maja ten sam rozktad. Z drugiej strony, zmienne (X;, X3) oraz (X7, X}) nie
majq tego samego rozkladu: istotnie,

Pix,,x,)({(3,3)}) =0 oraz P(X{,Xé)({(?),?))}) — 96

Tak wiec rozklady brzegowe zmiennych (X7, X5) oraz (X{, X}) sa identyczne, ale
rozklady taczne sa rézne.

W dalszej czesci wykladu bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenie: jesli X jest
d-wymiarows zmienna losowa, to

o(X):={{X € B} : B B(R%)}

jest o-cialem zdarzen generowanym przez X.

Definicja 5.5. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, a {X;}icr
jest rodzina zmiennych losowych, przy czym X; przyjmuje wartoéci w R% . Méwimy,
ze zmienne te sa niezalezne, jesli o-ciata generowane przez te zmienne sa niezalezne.
Innymi stowy, zmienne {X,};c; sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
n, dowolnych parami réznych iy, i, ..., i, € I oraz dowolnych B; € B(R%1), ...,
B, € B(R%n),

P(X;, € B1, Xy, € Ba,..., X;, € By) =P(X;, € B1)P(X;, € Bz)...P(X;, € By).
Przyklady:

1. Zdarzenia Ay, Ag, ..., A, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy 14,, 1a,,
..., 14, sa niezalezne. Istotnie, wynika to natytchmiast z faktu, iz dla dowolnego
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zdarzenia A oraz dowolnego podzbioru borelowskiego prostej mamy
A jedlio¢ B, 1€ B,

A" jedli0e B,1¢ B,

jedlio, 1¢ B,

Q jeslio, 1€ B.

{1A€B}=

2. W schemacie n préb Bernoulliego okreslmy
Xl(w) = Xi(wl,w% e ,(JJn)

_J 1 jesli w i-tej probie byl sukces,
T 0 jesli w i-tej probie byla porazka.
Woéwcezas X1, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wyniknie to latwo
z faktow, ktore przytoczymy w dalszej czesci wyktadu.
Omoéwimy teraz pewne warunki ktére sa réwnowazne niezalezno$ci zmiennych
losowych. Dla prostoty, skupimy sie na przypadku jednowymiarowym, ale ponizsze

twierdzenie pozostaje w mocy takze w sytuacji gdy zmienne przyjmuja wartosci
wektorowe.

Twierdzenie 5.4. Zalozmy, e X1, Xa, ..., X, sa zmiennymi losowymi. Nastepu-
jace warunki sq rownowazne.

1) Xy, X2, ..., X,, sq niezaleine.

2) Dla dowolnych By, Ba, ..., B, € B(R) zdarzenia {X1 € By}, {X2 € Ba},
..y {Xn € By} sa niezalezne.

3) P(X17X27---1Xn) = PX1 ® PX2 ®...Q PXn;

4) Dla dowolnego x = (z1,x2,...,T,) € R™,

F(X1,X2 ’’’’’ Xn)(ajl,.%'g, e 73,‘”) = FX1 (.’L‘l)FX2<$2) .. -FX,L(*TTL)-

Dowdd. Wiemy juz, iz warunki 1) oraz 2) sa réwnowazne.
2)=4). Mamy

Fix, X xm) (@1, 22,0 2n) = P(Xy <21, Xo <@g, Xy < yy)
= ]P(Xl S LL‘l)P(XQ S (EQ) .. P(Xn S l'n) = FX1 (l’l)FXQ (1‘2) P Fxn (l‘n)

4)=3) Niech X’ bedzie n-wymiarows zmienna losowa o rozkladzie Px, ® Px, ®

...® Px,. Dla dowolnego = = (z1, 22, ..., T,) mamy
Fx/(z1,22,...,2n) = Px, ®...® Px, ((—oo,ml] X (—00, ] X ... X (—oo,xn})
= Fx, (1) Fx,(x2) ... Fx, (7n) = Fx, X5,...x,) (T1, T2, . . ., Tn).

Na mocy twierdzenia o jednoznacznosci, wynika stad Px: = Px, x,,..,x,.)-
3)=-1) Dla dowolnych podzbioréw borelowskich By, Ba, ..., B, prostej rzeczy-
wstej mamy

P(Xy € By, X2 € By, ..., X € Bp) = Pix, x...x.)(B1 X Ba X ... x By)
= PX1 (Bl)PXQ(BQ) .. ~PXn (Bn) = P(Xl € Bl)IP(XQ S Bg) .. P(Xn S Bn)

Dowdd jest zakoriczony. ([

Przechodzimy teraz do bardziej szczegdlowego omdwienia typow i przykladéw
rozkladéw prawdopodobienstwa w R<.
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Definicja 5.6. M6éwimy, ze d-wymiarowa zmienna losowa X ma dyskretny (skokowy,
atomowy) rozktad, jesli P(X € Sx) =1, gdzie

Sy ={r cRY:P(X =z) >0}
jest zbiorem atomdw rozktadu.

Uwagi:

1) Dla dowolnej zmiennej d-wyiarowej X zbiér Sx jest co najwyzej przeliczalny,
gdyz

Sx = |J{z e R": P(X =) > 1/n},
n>1

i kazdy ze zbiorow wystepujacych pod suma jest skoriczony.

2) Rozklad dyskretny jest jednoznacznie wyznaczony przez co najwyzej przeliczal-
ny zbiér S C R oraz funkcje p : S — [0,1] taka, ze Y., _gp(z) = 1. Istotnie,
wowczas

Odnotujmy bardzo prosty fakt.

Twierdzenie 5.5. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X,, maja rozktad skokowy wtedy
i tylko wtedy, gdy zmienna (X1, Xa, ..., X,) ma rozktad skokowy.

W przypadku gdy mamy do czynienia ze skoniczona rodzing zmiennych dyskret-
nych, warunek niezalezno$ci moze by¢ badany za pomoca nastepujacego prostego
kryterium.

Twierdzenie 5.6. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, majace rozklady dyskretne
sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych 1 € Sx,, T2 € Sx,, ...,
xn € Sx,, zachodzi

]P)(Xl = a:l,X2 =T2,... ,Xn = ],‘n) = P(Xl = .I‘l)P(XQ = 1‘2) . .P(Xn = .I‘n)

Dowdd. = Oczywiste: postulowana rownos¢ jest szczegdlnym przypadkiem warunku
wystepujacego w definicji niezaleznosci.

< Dla ulatwienia zapisu, przeprowadzimy dowdd tylko dla n = 2; przypadek
n > 3 rozpatruje sie analogicznie. Mamy

]P’(Xl S Bl,XQ c BQ) = ]P)(Xl c SX1 n Bl,Xg S SX2 OBQ)
= Z P(X; = x1, Xo = x2)

1 ESXI 031,12265)(2 NB2

= }: }: P(X; = 21)P(Xy = 25) = P(X; € B))P(Xy € By). O

1 Gle NBy :EQGSX2 NB»>

Przyklady:

1) Rozktad skupiony w punkcie a € R%, ozn. 6,. Zmienna X ma rozklad skupiony
wa, jesli P(X = a) =1; Sx = {a}.

2) Rozklad dwupunktowy skupiony w a, b € R, a # b. Zmienna X ma rozklad
dwupunktowy skupiony na {a,b} jesli P(X = a) = poraz P(X =b) =1—p dla
pewnego p € (0,1).

3) Rozklad Bernoulliego (rozklad dwumianowy) z parametrami n, p

(n=1, 2
..., p € (0,1)), ozn. B(n,p). Zmienna X ma rozklad B(n,p), jesli P(X =

b
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(D)p*(1—p)" %, k € Sx ={0, 1, 2, ..., n}. Innymi slowy, jesli mamy dany schemat
Bernoulliego skladajacy sie z n préb o prawdopodobienstwie sukcesu p, to taczna
liczba sukceséw ma rozktad Bernoulliego B(n,p).

Dygresja. Zaltézmy, ze zmienne X1, Xo, ..., X,, zadane sa wzorem

(%) X — {1 jesli w i-tej prébie byt sukces,

0 w przeciwnym przypadku.

Woéwecezas jak tatwo sprawdzi¢ korzystajac z Twierdzenia 5.6, zmienne X7, Xo, ...,
X, sa niezalezne. Z drugiej strony, X7 + X5+ ...+ X, jest laczna liczba sukcesdw.
Otrzymalismy wiec nastepujacy fakt:

Zalézmy, ze X1, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie (czasami te dwie whasnosci bedziemy w skrécie oznaczaé przez i.i.d.)
zadanym przez P(X; = 1) = p = 1—-P(X; = 0). Wéwczas zmienna X7 + Xo+...+
X, ma rozkltad B(n,p).

Skorzystaliémy tu z nastepujacej prostej obserwacji:

Twierdzenie 5.7. Jesli d-wymiarowe zmienne X, Y maja ten sam rozktad oraz
f:RY — RF jest funkcja borelowska, to f(X) oraz f(Y) maja ten sam rozktad.

4) Rozktad geometryczny z parametrem p (0 < p < 1), ozn. Geom(p). Zmienna
X ma taki rozklad, jesli

P(X = k)= (1—p)*p, keSxy=1{01,2...}.

Interpretacja: zalézmy, iz dany jest schemat Bernoulliego o nieskonczonej liczbie
préb i prawdopodobienistwie sukcesu p. Niech X oznacza liczbe porazek poprzedza-
jacych pojawienie sie pierwszego sukcesu. Wéwczas X ma rozklad geometryczny
z parametrem p. Istotnie, wprowadzajac zmienne X, X5, ... jak w poprzednim
przykladzie, mozemy zapisaé

P(X =k)=P(X;=0,Xo=0, ..., Xp =0, X1 =1)
=P(X; = 0)P(Xy=0)...P(Xp = 0)P(X11 = 1) = (1 —p)*p.

Czasami w literaturze rozklad geometryczny jest definiowany nieco inaczej: mi-
anowicie, Y ~Geom(p) jesli dla dowolnej k € Sy = {1, 2, ...}, mamy P(Y =
k) = (1 — p)*~1p. Wéwezas zmienna ta ma interpretacje jako czas oczekiwania na
pierwszy sukces w nieskoniczonym schemacie Bernoulliego o prawdopodobieristwie
sukcesu p. Jest ona zwiazana z poprzednia zmienna zaleznoscia Y = X + 1.

5) Rozktad Poissona z parametrem X (A > 0), ozn. Pois(\). Zmienna X ma taki
rozklad, jesli
e

]P’(X:k):ﬁe 5

/{ESXZ{O, 1, 2,...}.

Rozktad Poissona powstaje przez odpowiednie przejscie graniczne dla rozktadéw
Bernoulliego. Scislej, zachodzi nastepujacy fakt (ktéry pozostawiamy bez dowodu).

Twierdzenie 5.8 (Poissona). Zaldimy, ze (pn)n>1 jest ciagiem liczb z przedziatu
(0,1) spetniajacym warunek lim, o np, = A > 0. Wowczas dla dowolnej liczby

kef{0,1,2, ...},
k
lim (n>pfl(l —pn)”_k A =

n—oo \ k - He
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Innymi stowy, jesli X,, ma rozklad B(n,p), X ma rozklad Pois(\) i np &~ A, to
rozklady X, oraz X sa bliskie.

Przechodzimy do kolejnej waznej rozdziny rozktaddw.

Definicja 5.7. Méwimy, ze zmienna losowa d-wymiarowa X ma rozklad ciagly,
jedli istnieje funkcja borelowska g : R? — [0, 00) taka, ze dla dowolnego podzbioru
borelowskiego B C R¢,

P(X € B) = Px(B) = / g(z)dz.
B
Funkcje g nazywamy wowczas gestoscia rozktadu.

Uwagi:

1. Jedli Px jest ciagly, to Sx = 0, ale nie na odwrét (warunkiem koniecznym i
dostatecznym jest réwnoéé P(X € B) = 0 dla dowolnego B C R? o zerowej mierze
Lebesgue’a).

2. Jesli g : RY — [0, 00) jest gestodcia pewnego rozkladu u oraz §: RY — [0, 00)
jest funkcja borelowska, to g jest gestoscia p wtedy i tylko wtedy, gdy g = g p-w..
Istotnie, implikacja < jest oczywista:

n(4) = [ g)ia = [ o

Przechodzimy do implikacji =: mamy [, g = [, g dla dowolnego zbioru borelowskiego
B. Zalézmy, ze teza nie zachodzi; wéwczas jeden ze zbioréw {g > g}, {g < g} ma
dodatnia miare. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze jest to pierwszy zbidr, i oznaczmy
go przez B. Jest to zbiér borelowski, i [ g > [ G, sprzecznosé.

3. Kazda funkcja borelowska g : RY — [0,00) taka, ze fRd g(z)dz = 1 jest
gestoscia pewnego rozkladu, zadanego przez u(B) = fB g(z)dr dla B € B(R?).

4. Zmienna X ma rozklad ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
borelowska g : R — [0, 00) taka, ze

Fx(x1,20,... / / / 91, y2, -+ ya)dyadya—1 ... dys

Istotnie:

= Mamy F(z1,...,24) = P((X1,...,Xq) € (—00,x1] X ... X (—00,z4]) 1 wystar-
czy skorzystaé z definicji gestosci.

< Zbiegajac z 1, T, ..., ¥q do nieskonczonosci widzimy, ze [, g(z)dz = 1.
Niech p bedzie rozkladem prawdopodobienstwa w R?, zadanym przez gesto$é g
(patrz Uwaga 3 powyzej). Wdwezas, na mocy poprzedniej implikacji mamy Fx =
F,,, a zatem, z twierdzenia o jednoznacznodci, Px = p.

5. Jako wniosek z poprzedniej uwagi, otrzymujemy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.9. Zalozmy, Ze X jest d-wymiarowa zmienng losowq o dystrybuan-
cte F' i niech

o'F
0x10x2 ...0x4
Wowczas jesli fRd g =1, to X ma rozkltad ciagly i jego gestosciq jest funkcja g.

g(x1,29,...,24) = (x1,29,...,2q) p.w..

Przyklad:
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Losujemy punkt z kola o promieniu R. Niech X oznacza odlegto$¢ punktu od
srodka kola. Wéwczas, jak juz wiemy,

0 dlat <0,
Fx(t)=qt?*/R? dla0<t<R,
1 dlat > R.

Roézniczkujac, dostajemy

0 dlat <0lubt > R,
g(t) = 2
2t/R?* dla0<t<R.

Latwo sprawdzié, ze fR g =1, a wiec g jest gestoscia rozktadu zmiennej X.

Twierdzenie 5.10. Jesli zmienna X = (X1, Xo, ..., X4) ma rozktad ciagly, to jej
rozktady brzegowe tez sq ciagte. Ponadto

gX7(£L') = / g((El, Loy ooy Xj—1, Ly Tjq-1y .-« ,SUd)dl'l e d$i,1dl'i+1 . d:I,'d.
Rd—1

Ogdlniej, aby otrzymaé gestos$é wektora (X;,, Xiy, ..., Xi,), musimy odcatkowad
gestosé X po wszystkich x; dlai ¢ {i1,i2,... 9%}

Dowdéd. Mamy

P(X; € B) =P((X1, Xs,...,Xq) e R7I x Bx R4 = /
Ri—1x BxRd=?

= /B (/R R g(I)dIl e dxi_1d$i+1 SN dxn> dl’l
i—1yRd—i

W przypadku gdy rozktad brzegowy jest wielowymiarowy, rozumowanie jest ana-
logiczne. O

Uwaga: Implikacja w druga strone nie zachodzi: wystarczy wzia¢ dowolna jed-
nowymiarowa zmienng losowa X o rozkladzie ciaglym i rozwazyé wektor (X, X)
(ktéry rozkladu ciaglego juz nie posiada, gdyz jest skoncentrowany na zbiorze
{(z,z) : © € R}, ktéry ma zerowa miare Lebesgue’a).

Wazne przyklady rozkladéw ciaglych

1) Rozktad jednostajny (réwnomierny) na zbiorze D, ozn. U(D). Zalézmy, ze
D € B(RY) speia warunek 0 < |D| < co. Zmienna losowa X ma rozkltad jednos-
tajny na D, jesli ma gestosé

1 1/|D| dlax € D,
= —1 =
9(x) = i) {0 dla z ¢ D.

Dla dowolnego B € B(R%) mamy wéwezas P(X € B) = [ g(z)dx = |B‘B?‘.
W szczegdlnosei, jesli d = 1 oraz D = [a, b], dostajemy rozklad o gestosci g(z) =

7—=1(4.)(x) i dystrybuancie

N dla z < a,
FX(x)z/ g(s)ds=< (x—a)/(b—a) dlaa<z<b,
e 1 dla x > b.
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2) Rozktad wyktadniczy z parametrem A (A > 0), ozn. Exp(A). Zmienna losowa
X ma taki rozklad, jesli ma gestosé

0 dla x < 0,
de > dlaz > 0.

g(x) = )\6_>\$1[0,oo)(x) = {
Jak tatwo policzy¢, wéwczas

0 dlaz <0
F = ’
x(@) {1 —e M dlaz>0.

Rozklad wykladniczy stuzy do modelowania czasu oczekiwania na zjawisko catko-
wicie losowe. Zalézmy, ze nieujemna zmienna losowa X oznacza taki czas oczeki-
wania, a calkowita losowosé zapisujemy poprzez wlasnosé braku pamieci:

P(X >t+s|X >s)=P(X >1t) dla wszystkich s, t > 0.

Oznaczajac f(t) = P(X > t), widzimy, iz powyzsze réwnanie jest réwnowazne
f(t+s) = f(t)f(s). Dodatkowo, f jest nierosnaca, prawostronnie ciagla oraz
spetnia f(0) = 1, limy o f(t) = 0, skad juz wynika, ze f(t) = e~** dla pewnego
A > 0, a zatem X ma rozklad wykladniczy.

3) Rozklad Gaussa (rozktad normalny). Zalézmy, ze m jest ustalonym wektorem
w R?, a A jest symetryczna i dodatnio okreélona macierza d x d. Zmienna losowa
X ma rozklad normalny (z parametrami m i A), jesli jej gestosé wynosi

vdetA ( 1
Xp

g(x) = (W —2<A(l’—m)7$—m>>
({-,+) oznacza iloczyn skalarny w R?). Sprawdzmy, ze funkcja g istotnie catkuje
sie do 1. Z algebry liniowej wiadomo, ze istnieje izometria (macierz ortogonalna)

B :R% = R? taka, ze B'AB ma postaé diagonalna:

aq 0 0
BtAB: 0 a9 0
0 0 ... Qg

Podstawiajac x — m = By, dostajemy

VdetA
/g(x)dx— de; /exp(
Rd 2’/T /2 Rd

_ VdetA / (

exp
Rd

1
5 ABy,By)) |det B|dy
1

(2m) (27)d/2 §

\/detA 1< 9

)ik /Rd exp *gzakyk dy

VdetA
271- d/2 H/ 7ak'[/k/2dyk

_ "detA H< 1 /€Zi/2dz>_1
‘/a1&2...adk:1 \/27‘(‘ R ¥ ’

‘1ABy,y>> dy
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gdzie w przedostatnim kroku dokonali$my podstawienia z = \/aryx, a w ostatnim
skorzystaliSmy z réwnosci

1 2
detA =ajas...a oraz —/e‘“’ 24z = 1.
102 d N

W szczegllnym przypadku d = 1, jeslim € Ri o > 0 (i za macierz A weZmiemy
[072]), otrzymujemy gestosé
1 (x —m)?
- eXp\ ———55 | eR.
9(z) T ( 202 z

Rozklad ten oznaczamy N (m,o0?). W szczegdlnosci, rozktad N'(0,1) nazywamy
standardowym rozkladem normalnym (standardowym rozkladem Gaussa).

W przypadku zmiennych o rozkladzie ciaglym, mamy nastepujace kryterium
niezalezno$ci.

Twierdzenie 5.11. Zalozmy, ze g1, go, -- ., gn Sa gestosciami. Wiowczas zmienne
losowe X1, X, ..., X, o rozktadach z gestosciami g1, ga2, ..., gn Sa niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna (X1, Xa, ..., X,) ma gesto$é g(xy,xa,...,2,) =
91(r1)g2(x2) - - - gn(Tn).

Dowéd. = Mamy, na mocy niezalezno$ci zmiennych,

Fix, Xo,.,x,) (@1, 22, .., 2p)
= 1‘7)(1 (Il)FX2 (;EQ) e FXn (:En)

=/ 91(y1)dyl/ gz(yz)dyz---/ 9n(Yn)dyn

—00 — 00 -0
- / 91(51)92(02) - - g (yn)dyrdys . . dy,,
(—o00,z1]X... X (—00,&p]

skad natychmiast wynika teza.
< Piszemy ten sam ciag réwnosci, zaczynajac od konca. (]

Przyklad: Zmienne X1, X, ..., X,, o rozkladach jednostajnych na D1, Do, ...,
D,, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy (X1, Xo, ..., X, ) ma rozklad jednosta-
jny na Dy X Dy x ... x D,. Wynika to natychmiast z tego, ze gesto$¢ rozktadu
jednostajnego na D1 X Dy X ... x D,, wynosi

1Dy xDyx..xD, (T1, %2, .., @n) _ 1py(z1) 1py(x2)  1p,(zn)
|D1 X Da X ... x D, Dy Do 777 |Dn|
a czynniki po prawej stronie to gestosci rozkladéw jednostajnych na Di, D, ..
D,,, odpowiednio.

e

W przypadku gdy zmienne losowe sa niezalezne i maja rozklady ciagte, istnieje
efektywna metoda liczenia rozkladu ich sumy. Zachodzi nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.12. Zatozmy, ze X1, Xo sq niezaleznymi, jednowymiarowymsi zmi-
ennymi losowymi o rozkltadach z gestosciami g1 oraz gs, odpowiednio. Wowczas
zmienna X1 + Xo ma rozklad z gestoscig

g1 * ga(w) = /Rgl(x —y)92(y) dy.

Widzimy wiec, Ze g1 % g to splot gestosci g1 @ ga.
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Dowdd. Dla dowolnego B € B(R) mamy
P(X1+ X2 € B) = Px, x,)({(7,y) : ® +y € B})

- //{(W:HyEB} 9(x1,x5) (@, y)dady
:// gy D)oy
// 1(x +y)g1(w)g2(y)dady
( 5@ +y)o (@ )dHC) g2 (y)dy
( oz = )dZ> 92(y)dy
( <y>dy) a-
- /B g1+ g2(2)d. .

Przyklady:
1) Jedli X3, X5 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym
na [0,1], to g1(x) = g2(x) = 1jo,17(x), a wiec X1 + Xa ma gestodé

g1 * g2() = /Rl[o,l] (x —y)lpo(y)dy
= [ N0 )y

0 dla z <0,
dla0 <z <1,

=z~ 1,2]n[0,1]| =4 et
2—z dlal<zxz<?2,

0 dla z > 2.

2) Zalézmy, ze X1, Xo sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach N (my,o%),

N(mg,03): zatem
1 (x —my)? .
9:() V270, b ( 207 ’ o

Wéwcezas X1 + X2 ma gestosé

1 (z—y—m)* (y—my)?
— - d
2mo109 /Rexp < 20% 20% 4

1 (x —mq — mg)?
T o P\ T T ot 102
27 (0% + 03) 2(0 +03)

(dow6d ostatniej réwnosci pozostawiamy jako ¢wiczenie). Zatem X1+ Xo ~ N(mi+
ma,0? + 03). 1 ogdlniej, przez indukcje: jesli X;, Xo, ..., X, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadach N(mq,0%), N(msg,03), ..., N(my,02), to X1 +
Xo+ ...+ X, ma rozktad N(mi +ma+ ...+ my,,0% + 03 + . +ol).

g1 * ga(w) =
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6. ZADANIA

1. Rzucamy moneta, dla ktorej prawdopodobienstwo wypadniecia orta wynosi
p € (0,1], az do momentu wyrzucenia k orléw (lacznie, niekoniecznie pod rzad).
Niech X oznacza liczbe rzutéw. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X.

2. Rzucamy dwa razy kostka. Niech X, Y oznaczaja minimum oraz maksimum
z uzyskanych liczb oczek, odpowiednio. Wyznaczy¢ rozklady zmiennych X, Y oraz
sprawdzié, ze zmienne X i 7 — Y maja ten sam rozkiad.

3. Na skrzyzowaniu ulic na pewnym kierunku $§wiatto czerwone $wieci si¢ minute,
a $wiatlo zielone - pét minuty (zakladamy, ze nie ma zéttego $wiatla). Samochdéd
dojezdza do skrzyzowania (w danym kierunku) w losowym momencie czasowym.
Niech X oznacza czas spedzony na skrzyzowaniu; zaktadamy, ze nie ma korka.

a) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X.

b) Zalézmy, ze po 20 sekundach samochdd weiaz nie przejechal skrzyzowania;
jakie jest prawdopodobienstwo, ze opusci je w przeciagu najblizszych 10 sekund?

4. Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dlat < —1,
Li+1) dla —1<t<0,
Fx(t) = ;2;( ) N
2 d1a0§t<4,
1 dla t > 4.

Obliczyé P(X = —5), P(2 < X < 5), P(X = 4), P(-1 < X < 0).

5. Zmienna losowa X ma rozktad o dystrybuancie

0 dla t <0,
Ft)=<t/2 dla0<t<?2,.
1 dla t > 2.

Wyznaczyé dystrybuante zmiennych Y = max(X, 1) oraz Z = min(X, X?).

6. Niech F': R — [0, 1] bedzie funkcja prawostronnie ciagla, niemalejaca, taka ze
limy o0 F(t) = 1 oraz limy_, o F(t) = 0. Wykazaé, ze F jest dystrybuanta pewnej
zmiennej losowej w pewnej przestrzeni probabilistyczne;j.

7. Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem pie¢ razy po jednej karcie. Niech X
oznacza liczbe wyciagnietych pikéw, Y - liczbe wyciagnietych kieréw, a Z - liczbe
wyciagnietych waletéw. Czy zmienne X, Y sa niezalezne? Czy zmienne X, Z s
niezalezne?

8. Zmienne losowe X, Xo, ..., X,, (n > 6) sa niezalezne i maja ten sam rozktad,
zadany wzorem P(X; = —-1)=P(X; =1)=1/2,i=1,2, ..., n.

a) Czy zmienne X7 + X9, X7 X5 sa niezalezne?

b) Czy zmienne X; + Xo, X3, X4 + X5X5 sa niezalezne?

¢) Czy zmienne X1, X1 Xo, ..., X1 X5... X, sa niezalezne?

9. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne, przy czym dla n = 1, 2, ... mamy
P(X =n)=(1-p)" Iporaz P(Y =n) = (1 — q)" 'q. Obliczy¢ P(X <Y).

10. Dla dowolnej liczby w € [0, 1], niech X, (w) oznacza n-ta cyfre rozwiniecia
dwéjkowego w, n =1, 2, ... (jesli w posiada dwa rézne rozwiniecia, to bierzemy to,
ktére zawiera skoniczong liczbe jedynek). Wykazaé, ze X, Xo, ... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], B([0, 1]),] - |)-
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11. Zmienne X, Y sa niezalezne, przy czym X nie ma atoméw. Udowodnié, ze
P(X=Y)=0.

12. Zmienne losowe X, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja rozkltady Poissona z
parametrami A1, Aa, ..., A,. Udowodnié, ze X1+ X5+. ..+ X,, ma rozklad Poissona
z parametrem Ay + Ao + ...+ \,.

13. Zmienna losowa X jest niezalezna od siebie samej. Udowodnié, ze istnieje ¢
takie, ze P(X =¢) = 1.

14. Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy z parametrem 1.

a) Wyznaczy¢ rozklady zmiennych [X] oraz {X}.

b) Czy zmienne te sa niezalezne?
Uwaga: [z], {«} oznaczaja czesé catkowita i czesé utamkowa liczby « € R, odpowied-
nio.

15. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [0,1]. Wyznaczy¢
rozklad zmiennej Y = —In X.

16. Zmienna losowa X ma rozktad normalny A(0,1). Wyznaczy¢ gestosci zmi-
ennych Y =X, Z = X2.

17. Tekst broszury zawiera n = 100000 znakéw. W trakcie pisania (na kom-
puterze) kazdy znak moze zosta¢ blednie wprowadzony z prawdopodobieristwem
0,001. Z kolei redaktor znajduje kazdy z bledéw z prawdopodobienstwem 0,9, po
czym tekst wraca do autora, ktory znajduje kazdy z pozostatych bledéw z praw-
dopodobienstwem 0, 5. Oszacowaé prawdopodobienistwo tego, ze po obu korektach
broszura bedzie zawierata nie wiecej niz 3 bledy.

18. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja rozkltady wykladnicze
z parametrami A1, Ag, ..., Ay, odpowiednio. Wyznaczyé¢ rozklad zmiennej Y =
max(Xq, Xo, ..., Xp).

19. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia

g(w,y) = nyl{ogxgygl}

a) Wyznaczy¢ C.

b) Obliczy¢ P(X +Y < 1).

¢) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X/Y.

d) Czy X, Y sa niezalezne?

e) Czy X/Y, Y sa niezalezne?

20. Zmienne X, Y sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na przedziale [—1, 1].
Obliczyé P(X2 +Y2 < 1).

21. Zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego, tzn. z gestoscia

1 1
g(x) - ; 1 + Z,Q .

Udowodnié, ze zmienne X, 1/X maja ten sam rozklad.

22. Niech I'(r) = [;° 2" 'e™®dz, r > 0. Mdwimy, ze zmienna X ma rozklad
gamma z parametrami A, r (ozn. T'(A\, 7)), jesli ma gestosé

1 -1 _—Xz
grr(x) = =—=A"2" Le=A 1[0700)(9:).

I'(r)
a) Udowodnié, ze jesli X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, X ~ IT'(A,r),
Y ~T(\s),toX+Y ~T(\r+s).
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b) Udowodnié, ze jesli X;, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie Exp(A), to X1 + X5 + ... + X,, ma rozklad T'(A, n).
¢) Udowodnié, ze jesli X;, Xo, ..., X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o

rozkladzie N'(0,1), to X? + X2 + ... + X2 ma rozklad I'(1/2,n/2) (jest to tzw.
rozkltad chi kwadrat o n stopniach swobody.

23. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy z parame-
trem 1. Udowodnié¢, ze zmienne X/Y oraz X + Y sa niezalezne.
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7. PARAMETRY ROZKLADU ZMIENNEJ LOSOWEJ (WARTOSC OCZEKIWANA 1
WARIANCJA)

Definicja 7.1. (i) Zatézmy, ze X jest jednowymiarowa zmienna losowa na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P). Mdéwimy, ze X ma wartos¢ oczekiwana, jesli istnieje
calka fﬂ X (w)dP(w). Calke te nazywamy wartosciq oczekiwang ($redniq) zmiennej
X i oznaczamy symbolem EX.

(ii) Jesli E|X| < oo, to méwimy, ze X jest catkowalna i oznaczamy to przez
X e LY(Q,F,P).

(iii) Analogicznie, zalézmy, ze p jest pewna dodatnia liczba. Jesli E|X|P < oo, to
méwimy ze X jest catkowalna z p-ta potega i oznaczamy to przez X € LP(Q, F,P).

(iv) Méwimy, ze zmienna losowa X jest ograniczona, jesli istnieje liczba u taka,
ze P(|X| > u) = 0. Oznaczenie: X € L>®(Q, F,P).

Uwaga: Powyzsze definicje maja takze sens gdy X jest zmienng wielowymi-
arowa: bedzie o tym mowa w dalszej czedci wyktadu.

Odnotujmy dwie wazne nieréwnosci:

1) Nieréwnosé Minkowskiego. Jesli X, Y sa zmiennymi losowymi oraz 1 < p <
00, to

(E[X +Y[))? < (BIX[P)YP + (B]Y[7)!/7.
Istnieje wersja tej nieréwnosci dla p = co: mianowicie,
esssup | X + Y| < esssup|X| + esssup |Y],
gdzie esssup & = inf{u : P(§ > u) = 0} to tzw. istotne supremum zmiennej &.

2) Nieréwno$é Héldera. Zalézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi oraz p,q €
(1, 00) sa liczbami harmonicznie sprzezonymi, tzn. spetniajacymi réwnosé %—&—% =1.
Woéwcezas

E[XY| < (BIX|")/P(E[Y|")Y.

Uwaga: Bezposrednio z definicji widzimy, ze warto$¢ oczekiwana jest opera-
torem liniowym: $cislej, jedli X1, Xo, ..., X, sa calkowalnymi zmiennymi losowymi
oraz ai, Qg, ..., &y € R, to zmienna a1 X7 +a2Xo+...4+a, X, jest calkowalna oraz

]E(a1X1 + a2X2 + ...+ aan) = alEXl —+ GQEXQ + ...+ anIEXn

7 analizy znamy nastepujace trzy twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki.

Twierdzenie 7.1 (Lebesgue’a o monotonicznym przechodzeniu do granicy). Zatézmy,

ze X1, Xo, ... sa nieujemnymi i catkowalnymi zmiennymi losowymi, przy czym
Xn(w) < Xpp1(w), n=1,2,.... Wowczas
E( lim Xn) = lim EX,.
n—oo n—oo

W' szczegolnosci, zmienna lim, . X, jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
lim,, o EX,, < oo.

Twierdzenie 7.2 (Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej). Zaldzmy, ze X1, Xo,
. sq zmiennymi losowymi majoryzowanymi przez pewnag zmienng catkowalng n:

| Xl <ndlan=1,2,.... Jesli istnieje granica X (w) = lim,—, 0 X, (w) dla prawie

wszystkich w (prawie wszystkich w sensie miary P), to lim, ., EX, = EX.
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Twierdzenie 7.3 (Lemat Fatou). Zaldzmy, ze X1, Xo, ... sa nieujemnymi zmi-
ennymi losowymi. Wowczas Eliminf,, . X, <liminf, .. EX,,.

Dygresja: Zalézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi. Moéwimy, ze X i Y
sa réwne prawie na pewno, jesli zachodzi réwnosé P(X # Y) = 0. Zalézmy, ze
p € [1,00] i okres$lmy

x|, = (E|X|P)/P dlal<p< oo,
P Nesssup|X| dlap = .

Jedli utozsamimy zmienne losowe réwne p.n., to || - ||, jest normg na LP(Q, F,P).
Co wiecej, przestrzen LP(Q, F,P) wraz z ta norma jest liniowa i zupelna (czyli jest
przestrzenia Banacha).

Uwaga: Na mocy nieréwnosci Holdera, mamy || X||, < [|X][, jesli p < p'.
Dostajemy stad inkluzje L (Q, F,P) € LP(2, F,P).
Definicja 7.2. Dla p € (0, 00), liczbe E| X |P nazywamy p-tym momentem zmiennej
X.

Twierdzenie 7.4 (Nieréwnosé Czebyszewa). Zatdzmy, ze X jest zmienng losowq
oraz f : [0,00) — [0,00) jest funkcjq niemalejacq taka, ze f(x) > 0 dla = > 0.
Wowczas dla dowolnej liczby A > 0,

Ef(X1)
PX| >\ < ———=.
(X1 2 0 < 228
W szczegdlnosci, biorac f(x) = 2P, p > 0, dostajemy
ElX|P
p(lx|> 3 < BAF
Dowod. Mamy
Ef(IX]) > Ef(IXD1gx1>ay = Ef (M) 1gxza = FOP(X][ > A). O

Definicja 7.3. Zal6zmy, ze X jest jednowymiarowa zmienna losowa calkowalna
z kwadratem (tzn. X € L?). Liczbe VarX = E(X — EX)? nazywamy wariancja
zmiennej X.

Jak latwo sprawdzi¢, wariancja posiada nastepujace wlasnosci. Przy zalozeniu,
ze X € L?, mamy:
(a) VarX = EX? — (EX)?,
(b) VarX > 0, przy czym VarX = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozktad
jednopunktowy.
(c) Var(aX + b) = a? VarX dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b.
(d) Z nieréwnosci Czebyszewa, dla dowolnej liczby A > 0,
Var X
22

P(|X —EX|>)) < .

Odnotujmy kolejny ogdlny fakt.

Twierdzenie 7.5 (O zamianie zmiennych). Zaldzmy, ze X jest d-wymiarowq zmi-
enng losowq na (0, F,P), a f:R? = R jest funkcjq borelowskq. Wéwczas

BA(X) = [ 7@)Px(d),

o ile jedna z tych catek istnieje.
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Dowdd. Stosujemy metode komplikacji funkcji.

(i) Najpierw zalézmy, ze f jest funkcja charakterystyczna pewnego zbioru B:
f = 1p. Wéwczas dowodzona tozsamosé przyjmuje posta¢ P(X € B) = Px(B),
ktora oczywiscie jest prawdziwa.

(i) Jesli f jest funkcja prosta, tzn. kombinacja liniowa funkeji charakterysty-
cznych, to badana rownos¢ zachodzi, gdyz jej obie strony zaleza od f w sposéb
liniowy.

(iil) Zatézmy, ze f > 0. Wéwczas f jest granica punktowa pewnego niemalejacego
ciagu (fpn)n>0 nieujemnych funkcji prostych. Na mocy (ii), mamy

Efn(X) = /]Rd fn(x)Px (dx), n=1,2,...,

a wiec wystarczy zbiec z n — oo oraz skorzystac z twierdzenia Lebesgue’a o mono-
tonicznym przejsciu do granicy.

(iv) Jedli f jest dowolna, to rozbijamy ja na réznice dwéch nieujemnych funkeji
borelowskich: f = fy — f_ = fl{s>0y + fl{s<0}, stosujemy (iii) do funkcji fy i f_,
a nastepnie odejmujemy stronami uzyskane dwie tozsamosci. Stad teza. [

7 powyzszego faktu wynikaja nastepujace

Whnioski:
1) Jedli X jest zmienna losowa, to EX = [, Px(dz) oraz

Var X = /R(x—IEX)QPX(d:c) = /RIQPX(dx) — (EX)?

(o ile te wielkoSci istnieja).
2) Wartosé oczekiwana i wariancja zaleza tylko od rozkladu.

Jak latwo wida¢ z powyzszego twierdzenia, jesli X jest d-wymiarowa zmienna o
rozkladzie dyskretnym, a f : R? — R jest funkcja borelowska, to

Ef(X) = / J@Px(n) = Y f@Px({ah) = Y f@PX =a),
r€Sx r€Sx

o ile warto$¢ oczekiwana istnieje. Tak wiec, w szczegdlnosci, dla d = 1 mamy

EX = Y aPx({z})= > aP(X =),

r€Sx r€Sx

Var X =EX? - (EX)* = Y 2°Px({z}) — (EX)* = ) 2’P(X =z) - (EX)%.
rESx reSx

W przypadku gdy zmienna ma rozktad ciagly, jej parametry wyznaczamy przy
uzyciu nastepujacego faktu.

Twierdzenie 7.6. Zaldzmy, ze d-wymiarowa zmienna losowa X ma rozktad z
gestosciq g. Wowczas dla dowolnej funkcji borelowskiej f : R — R mamy

Ef(X)= | f@)Px(dn) = [ f@g()ar,

o ile wartosé oczekiwana istnieje.

Dowdd. Tak jak wyzej, stosujemy metode komplikacji funkcji. [
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Wobec tego, jesli X jest jednowymiarowa zmienna losowa o rozkladzie z gestoscia
g, to

IEX:/Rxg(x)dx, VarX:AxQQ(x)dx—(EX)Q.

Przyklady:
1) Zalézmy, ze Px = 64, a € R. Wéwezas EX = a-1 = a, Var X = EX? —
(EX)? =a® —a®=0.

2) Przypusémy, ze Px to rozklad dwupunktowy, skupiony w {a,b}, taki ze
Px({a}) =p, Px({b}) =1—p, 0 < p < 1. Wéwczas

EX=a-p+b-(1—p),
VarX =a’ - p+b- (1 —p) = (ap+b(1 —p))* = (a—b)*p(1 - p).
3) Zalézmy teraz, ze Px = B(n,p): Px({k}) = (})p*(1—-p)" %, k=0,1, ..., n.
Woéweczas, jak za chwile policzymy,

EX =np oraz Var X = np(l —p).

Podejscie wprost z definicji jest niewygodne: na przyktad, mamy
n
n
EX =) k 1 —-p)mt
S k(o

i trzeba ,,zwina¢” te sume. Aby uniknaé rachunkéw, rozwazmy niezalezne zmienne
losowe X1, Xo, ..., X,, o tym samym rozkladzie dwupunktowym zadanym przez
P(X;=1)=p=1-P(X; =0). Wwczas, jak juz wiemy, X; + X5 + ... + X,, ma
rozkltad B(n,p), a zatem, z liniowosci wartosci oczekiwanej,

EX:E(Xl +X2++Xn) :EXl +EX2++EXn =np.
Ponadto,

n
EX?2=E(X14+ Xo+...+ X,)? = ZEX,% + ZZEX;CX@.
k=1 k<t

Dla dowolnych réznych k, ¢, zmienna X3 X, ma rozklad dwupunktowy skoncen-
trowany na {0, 1}, przy czym

P(Xp X, =1)=P(X, =1,X,=1) =P(X} = DP(X, = 1) = p?,
na mocy niezaleznosci X oraz Xy. Zatem

n

EX2:n-p—|—2<2

)p2 =np+n(n —1)p°
i w konsekwencji,
Var X = EX? — (EX)? = np — np® = np(1 — p).
4) Zalézmy nastepnie, ze zmienna X ma rozklad Poissona z parametrem \ > 0:

Px({k}) = e 2 k=0,1,2,.... Wowczas

S )\/\k N oo /\k—l
EX = e = Ne =\
kzzok e = e ;(kim A




36 ADAM OSEKOWSKI

Podobnie obliczamy, iz

Var X = Z k2. e

Ak

T~ EX) =\

5) Zatézmy, ze Px =U([a,b)): g(z) = ;=1 (z). Wtedy

I b
EX = /:L’g b_a/zdm:a;r

1 a+b\>  (b—a)?
\/ Xzi 2 — = .
ar b—a/axdx < 2 ) 12

6) Dalej, przypusémy, ze X ~Exp(A), A > 0, tzn. X ma rozklad z gestoscia
g(x) = )\e_ml[o’oo)(m). Calkujac przez czesci, dostajemy

o o 1
4 7)\:vd _ =
0 /0 © v A

oraz, wykonujac analogiczne obliczenia, otrzymujemy Var X = %

oraz

EX = / - e Mdy = —ge "

7) Wreszcie, przypusémy, ze Px = N(m,o?), gdzie m € R oraz o > 0. Wéwczas
gestos¢ X dana jest wzorem

g(z) = . exp {—

202

Dokonujac podstawienia y = (z — m) /o, obliczamy, iz
BX = 217r0 /]R$ P { . 2_07;)2} a
= \/%77 /R(ay +m)e v 2dy
= \/% /Ryefyzmdy—l— \/% /Refyzmdy =m

Ponadto, ponownie stosujac powyzsze podstawienie, otrzymujemy

V210

=

Var X = 5 /(x—m)Qe_(””—m)z/(sz)dx
™o JR
o? / y 2
= —_— e_y /2d
Var Je” Y
O'2 2 [e%s} 0.2 R
e
\/%( Y )—00 21 JRr Y

Podkredlmy: zatem parametry m i o2 pojawiajace sie w oznaczeniu rozktadu nor-
malnego, to odpowiednio jego $rednia i wariancja.

8) Warto tu jeszcze podaé jeden przyktad. Zalézmy, ze X ma rozktad Cauchy’ego,
tzn. rozktad z gestoscia

11
= R.
g(z) 1ia2 €

Woéwcezas zmienna X nie jest catkowalna: mamy

1 1
E|X|= [ |z| =——dz = 0.
R w1+ 2
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Co wiecej, wartos¢ oczekiwana X nie istnieje: mamy
+ + 1
EXT = [ z7g(x)dz = ————dr=0
R 0
i podobnie EX~ = co.

Przechodzimy teraz do zwiazkéw wartosci oczekiwanej i wariancji z niezaleznoscia
zmiennych.

Twierdzenie 7.7. Zaloimy, ze X1, Xo, ..., X, to catkowalne i niezalezne zmienne
losowe. Wowczas zmienna X1 X5 ... X, jest catkowalna i zachodzi réwnosé

EX1Xs...X,, =EX;EX,... EX,,.

Dowdd. Wiemy, ze P x, x,.,...x,) = Px, ®Px,®...® Px,. Wobec tego, korzystajac
z twierdzenia o zamianie zmiennych,

E|X1X2 RPN Xn‘ = / |1,‘1.2?2 S xnIP(XL‘..,Xn)(dml ... dl‘n)

n

. H/ 11| P, () < o0,
i=17R

a wiec X1Xo...X,, € LY(Q,F,P). Wystarczy teraz powtérzyé powyzszy ciag
réwnosci bez modutéw (ktéry ma sens, gdyz, jak wlasnie udowodniliSmy, wszys-
tkie wartosci oczekiwane istnieja). (]

Uwaga: Twierdzenie odwrotne nie zachodzi. Przyktadowo, wezmy zmienne 7,
12 o tym samym rozkladzie calkowalnym z kwadratem i polézmy X; = 1 + 72,
Xo = m1 — 1m2. Wowezas EXs = 0, a wiec EX1EXs = 0; ponadto, EX; Xy =
En? — En3 = 0, na mocy réwnosci rozkladéw. Na ogét zmienne X; oraz X, nie
sa jednak niezalezne: przykladowo, rozwazmy dwukrotny rzut kostka i niech 7
oznacza liczbe oczek w i-tym rzucie, ¢ = 1, 2. Wowczas X7, X5 sa zalezne - maja
te sama parzystosc.

Przechodzimy do sytuacji wielowymiarowej.

Definicja 7.4. Zalézmy, ze X = (X1, Xoa,...,X4) jest d-wymiarowa zmienna

losowa o calkowalnych wspéhrzednych (tzn. E|X;| < oco dla i = 1,2,..., n).
Wartoscia oczekiwana X nazywamy wektor (EX;, EXo, ..., EXy).
Uwagi:

1) Jedli X, Y sa d-wymiarowymi zmiennymi losowymi majacymi warto$é oczeki-
wana oraz «, B € R, to aX + Y takze posiada warto$é oczekiwana,.
2) Zmienna d-wymiarowa X ma warto$¢ oczekiwana wtedy i tylko wtedy, gdy

E|X| < oo (gdzie | - | oznacza tu norme euklidesows). Wiynika to natychmiast z
oszacowania,
d
X <X IXl, i=12...,d
i=1

3) Jedli d-wymiarowa zmienna X ma skoriczona wartosé oczekiwana, to [EX| <
E|X|. Istotnie, dla dowolnego wektora a € R? o dlugosci 1 mamy
d
(EX,a) =Y EX;-a; =E(X,a) < E|X||a| = E|X|
j=1
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i biorac supremum po a (badz, alternatywnie, ktadac a = EX/|EX]), dostajemy
zadana, nieréwno$é.

Definicja 7.5. Zalézmy, ze X1, X5 sa zmiennymi losowymi catkowalnymi z kwadratem.
Liczbe

Cov(X,Y) = ]E[(X —EX)(Y — IEY)]
nazywamy kowariancjq zmiennych X i Y. W przypadku gdy Cov (X,Y) = 0,
moéwimy, ze zmienne X, Y sa nieskorelowane.

Jak latwo sprawdzi¢, kowariancja posiada nastepujace wlasnosci:

(a) Przede wszystkim, jest ona dobrze okreslona, na mocy nieréwnosci Schwarza.
b) Zachodzi réwnoséé¢ Cov (X,Y) = EXY —EXEY.

¢) Dla dowolnej zmiennej X € L?, Cov (X, X) = Var X.

d) Zachodzi réwnos$é Cov (X,Y) = Cov (Y, X).

e) Kowariancja jest operatorem dwuliniowym: jesli X, Y, Z € L2, to

Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov (Y, Z).
Ponadto, jesli X € L? oraz a € R, to Cov (X, a) = 0.

Uwaga: Powyzsze rozwazania pokazuja, ze jesli X, Y € L? sa niezalezne, to sa
nieskorelowane, ale nie na odwrot.

(
(
(
(

Twierdzenie 7.8. Zmienne X1, Xo, ..., X, sa catkowalne z kwadratem. Wowczas

n
Var(X, + Xo + ...+ X)) = Z Var X, + 22 Cov (X, Xy).
k=1 k<t

W szczegdlnosci, jesli zmienne X1, Xa, ..., X, sa nieskorelowane, to
Var( X1+ Xo+ ...+ Xp) = Var X, 4+ VarXs + ... 4+ VarX,.

Dowdd. Przeksztalcamy:

r 2
n n

Var (X1 +Xo+...+ X)) =E D X;-E | ) X;
=1 j=1

r 2
n

=E | (X; —-EX))

j=1

= iE(Xj ~EX;)? +2) E(X; - EX,)(X; - EX))
j=1

i<j

n
= VarX; +2) Cov(X;, X;).
j=1 i<j
Dowodzi to pierwszej czesci twierdzenia. Jesli teraz zmienne sa nieskorelowane, to
wszystkie kowariancje pojawiajace sie w drugiej sumie sie zeruja. Stad teza. ]

Poréwnujac przypadek jedno- i wielowymiarowy widzimy, iz warto$é¢ oczekiwana
jednowymiarowej zmiennej losowej jest liczba, a wartoscia oczekiwana wielowymi-
arowej zmiennej jest wektor. Powstaje naturalne pytanie dotyczace uogélnienia
wariancji na przypadek wielowymiarowy. Okazuje sie, iz tym uogodlnieniem jest
tzw. macierz kowariancji.
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Definicja 7.6. Zalézmy, ze X = (Xi,Xo,...,Xy) jest d-wymiarowa zmienng
losowa o wspolrzednych calkowalnych z kwadratem. Macierz

COV(Xl,Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xd)
A= Cov (X27X1) Cov (XQ,XQ) ... Cov (XQ,Xd)
Cov (X4, X1) Cov(Xg4,X2) ... Cov(Xg Xg)

nazywamy macierza kowariancji zmiennej X.

Uwaga: Wartos$¢ oczekiwana i macierz kowariancji zmiennej losowej d-wymiarowej
zaleza tylko od rozkladu.

Twierdzenie 7.9 (Wlasnosci macierzy kowariancji). Macierz kowariancji zmien-
nej X = (X1, Xo, ..., Xq) jest symetryczna i nieujemnie okreslona.

Dowdd. Symetrycznosé wynika wprost z wlasnosci (d) kowariancji. Aby udowodnié
nieujemna okreslonosé¢, niech m; = EX,; oraz wezmy dowolny ciag liczb rzeczy-
wistych t1, to, ..., tq. Rozwazmy jednowymiarowa zmienna losowa n = t1.X; +
toXo + ...+ t4 X4, ktéra jest catkowalna z kwadratem (gdyz whasnosé te maja tez
zmienne X1, Xo, ..., X4). Mamy

0 < Varnp
2
d
—2 (Y60, Ex)
j=1

d
= Y E[ti(X; - EX;) - t;(X; — EX;)]
i,j=1
d
= Z titjCOV (Xi,Xj),
i,j=1
co oznacza teze.
Poczynimy jeszcze jedna przydatna obserwacje. Przypusémy, iz macierz kowari-

ancji nie jest dodatnio okreslona, tzn. dla pewnych tq, ts, ..., t; mamy
Z titj Cov (X“ Xj) =0.
0,J

Oznacza to, iz n = t1 X1 +t2 Xo+. . . +t4 X4 ma rozklad jednopunktowy, tzn. istnieje
c € R takie, ze

P(thl —l—ﬁng—i—...-i—thd:C):l,

a zatem z prawdopodobienistwem 1 zmienna X przyjmuje wartosci w pewnej d — 1-
wymiarowej podprzestrzeni afinicznej. (]

Odnotujmy pozyteczny

Whiosek: Zmienna X = (X1, Xa, ..., X4) ma parami nieskorelowane wspétrzedne
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz kowariancji jest diagonalna. W szczegdlnosci, jesli
wspolrzedne X, X, ..., Xy sa niezalezne, to X ma diagonalna macierz kowariancji
(ale nie na odwrdét!).
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Przyklad: Rozwazmy wielowymiarowy rozklad normalny. Niech m € R?, niech
A bedzie symetryczna, dodatnio okreslona macierza d X d oraz zalézmy, ze X =
(X1, Xs,...,X4) ma rozklad z gestoscia

vdet A 1

g(z) = WQXP —§<A(JU —m), (z —m))

Twierdzenie 7.10. Mamy EX = m, a macierz kowariancji X jest réwna AL,
Pozostawiamy dowdd tego twierdzenia jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.11. Zaldimy, ze X = (X1, Xo,..., Xq) ma d-wymiarowy rozktad
normalny. Wowczas zmienne X1, Xo, ..., Xy sa niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy sq nieskorelowane.

Dowdd. = W te strone implikacja zachodzi dla dowolnych zmiennych losowych.
< Jedli wspohrzedne sa nieskorelowane, to, jak wiemy, macierz kowariancji jest
przekatniowa:

o2 0 0
A 0 o3 0
0 0 o2

Zatem A = A~! takze jest diagonalna i jej wyrazy na gtéwnej przekatnej to 1/02,
1/03, ..., 1/02. Wobec tego

g(x) =
d
_ ( ! e—(wj—mm/@a?))
faie} V2mo;
= g1(z1)g2(22) . .. ga(za),
gdzie g; to gestosé rozktadu N (my, 012»). Stad niezaleznosé. |

Rozwazymy teraz tzw. zagadnienie regresji liniowej, grajace wazna role w statystyce.
Problem mozermy sformulowaé nastepujaco. Zalézmy, ze mamy zmienne losowe X,
Y calkowalne z kwadratem i znamy ich taczny rozkilad. Ponadto, przypusémy, iz
obserwujemy wartoéci zmiennej X, a zmienna Y jest trudniejsza - badz niemozliwa
- do zmierzenia. Powstaje wiec interesujace zagadnienie optymalnego przyblizania
zmiennej Y za pomoca zmiennej X. Oczywiscie, musimy odpowiednio postawic
ten problem; bedziemy szuka¢ optymalnego przyblizenia liniowego, tzn. postaci
aX +0b, a,beR, ablad bedziemy mierzy¢é w sensie $redniokwadratowym. Innymi
stowy, szukamy statych a, b € R, dla ktérych wielkosé f(a,b) = E(Y —aX —b)? jest
najmniejsza.

Aby rozwiazaé ten problem, zauwazmy, iz przy ustalonym a, funkcja b — f(a,b)
jest trojmianem kwadratowym, ktéry przyjmuje swoja najmniejsza wartosé¢ w punkcie
E(Y —aX). Wystarczy wiec wyznaczy¢ najmniejsza wartosé funkeji

h(a) = f(a,E(Y—aX)) = E(Y -EY —a(X ~EX))? = a*VarX —2aCov(X, Y)+VarY.

Jesli zmienna X jest stala p.n. (czyli VarX=0), to wéwczas h jest funkcja stala i
widaé, ze optymalnym liniowym estymatorem zmiennej Y jest jej srednia: a X +b =
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aX + (EY — aEX) =EY. Jesli zas VarX # 0, to h jest trjmianem kwadratowym
zmiennej a, przyjmujacym swoja najmniejsza wartos¢ w punkcie

~ Cov(X,Y)
T VarX
i woéwczas Cov(X. V)
ov
b=EY -EX. ————7.
VarX
Uwagi:

1) Widaé, ze do powyzszych obliczerl nie potrzebowaliSmy calej wiedzy o roz-
ktadzie tacznym zmiennych (X,Y). Wystarczy nam znajomosé srednich i wariancji
zmiennych X, Y oraz ich kowariancji.

2) Zalézmy, ze wariancje X oraz Y sa niezerowe. Dla powyzszych (optymalnych)
a, b obliczamy, iz

f(av b) = VarX(l - pz(Xa Y))a
gdzie
Cov (X,Y)
v Var X VarY
to tzw. wspdtczynnik korelacji. Wspotczynnik ten posiada nastepujace wlasnoscei:

(a) Zachodzi nieréwnoéé —1 < p(X,Y) <1,

(b) Mamy p(X,Y) = p(Y,X) oraz, dla dowolnych a, b € R, p(aX +0,Y) =
p(X,Y).

(c) Jedli [p(X,Y)] =1, to X = oY + 8 dla pewnych «, f € R; innymi slowy,
miedzy X a Y jest zaleznos¢ liniowa.

(d) Réwnosé p(X,Y) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X, Y sa niesko-
relowane. Woéwczas najlepszym przyblizeniem Y jest EX.

p(X,Y) =
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8. ZADANIA

1. Dana jest zmienna losowa X taka, ze P(X = 0) = P(X

—3) = 3. Obliczy¢ EX, Eﬁ, E cos(nX) oraz Var X.

2. Zmienna losowa X ma rozklad Poissona z parametrem 2. Obliczy¢ E6%.

Il

—
S~—"

|

3. Zmienna losowa X ma rozktad z gestoscia
3
g(z) = §x21[0,2]-

Obliczyé¢ EX, Eﬁ oraz Var X2.

4. Zmienna losowa X ma rozklad z dystrybuanta
0 jesli t < 0,
t/2 jeslio<t<1,
3/4 jeslil <t <5,
1 jesli ¢ > 5.

F(t) =

Wyznaczy¢ E(2X + 1).
5. W urnie znajduje si¢ 50 bialych kul. Losujemy ze zwracaniem po jednej
kuli, przy czym wyciagnieta kule malujemy na czerwono, jesli jest biata. Niech X

oznacza liczbe czerwonych kul w urnie po 20 losowaniach. Wyznaczy¢ EX oraz
Var X.

6. Kazdy bok i kazda przekatna szesciokata foremnego malujemy losowo na
jeden z trzech koloréw. Wybér kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny,
kolorowania réznych odcinkéw sa niezalezne. Niech X oznacza liczbe jednobar-

wnych tréjkatéw o wierzchotkach bedacych wierzcholtkami sze$ciokata. Obliczy¢
EX.

7. Rzucamy kostka az do momentu, gdy wyrzucimy wszystkie liczby oczek.
Obliczy¢ warto$é oczekiwang i1 wariancje liczby rzutéw.

8. Udowodni¢, ze dla dowolnej zmiennej losowej nieujemnej X oraz p > 0
zachodzi wzér

EXP :p/ P-IP(X > #)dt — p/ P-IP(X > £)dt.
0 0

Wywnioskowaé stad, ze jesli zmienna X ma rozklad dyskretny skoncentrowany na
liczbach catkowitych nieujemnych, to

[ee] (oo}
EX =) P(X>k)=> P(X>k).
k=1 k=0

9. Liczby 1, 2, ..., n ustawiono losowo w ciag (a1, ag, ..., a,). Niech N oznacza
najwieksza taka liczbe, ze ap > ax_1 dla k < N. Obliczyé¢ EN.

10. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych Xg, X3, X, ... o tym
samym rozkladzie posiadajacym ciagla dystrybuante. Niech n = inf{n : X,, > X}.
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej n oraz obliczy¢ En.

11. Kij o dlugosci 1 ztamano w punkcie wybranym losowo, z prawdopodobienstwem
roztozonym rownomiernie. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana stosunku

a) dlugosci kawatka lewego do dlugosci kawalka prawego.

b) dtugosci kawalka krétszego do dlugosei kawatka dtuzszego.
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12. Zmienne losowe X, Y speliaja warunki VarX = 3, Cov(X,Y) = —1,
VarY = 2. Obliczy¢ Var(4X — 3Y) oraz Cov(5X —Y,2X +Y).

13. Zmienna losowa X ma wariancje o2 < co. Udowodnié, ze
1
P(|X —EX| > 30) < g

14. Zmienne losowe €1, €9, ..., €, sa niezalezne i maja ten sam rozklad P(e, =
D=Pler=-1)=1/2, k=1, 2, ..., n. Niech ay, as, ..., a, bedzie ciagiem liczb
rzeczywistych i A = (31 _; a?)/2. Udowodnié¢, ze

P < iakek

k=1
15. Zmienne €1, €9, ... sa niezalezne i maja ten sam rozktad P(e, = 1) = P, =
-1)=1/2,k=1,2,....Niech S, =¢1 +ea+ ... +e,, n =1, 2 .... Udowodnié,
ze

> t> < 2exp(—t?/24%).

lims Sn <1
imsup ——— .
P Vv2nlogn — P
oraz
lim inf Sn > -1
iminf —— > — q..
v2nlogn — P
16. Zmienna losowa X ma nastepujaca wlasnosé: dlan =1,2,... mamy

2
E|X|" < ( ")
n

Udowodnié, ze X € L™ (tzn. istnieje taka liczba M, ze P(|X| < M) =1).

17. Zmienna losowa X ma rozklad normalny w R?, o éredniej m i macierzy
kowariancji A. Niech T bedzie przeksztalceniem afinicznym RY na RF, k < d.
Udowodnié¢, ze TX ma rozklad normalny w RF. Wyznaczyé¢ jego $rednia oraz
macierz kowariancji.

18. Zmienna losowa X ma d-wymiarowy rozklad normalny o gestosci

o) = sy exp | 5 A = m). (o = )]

Udowodni¢, ze EX = m oraz A = A~! (A oznacza tu macierz kowariancji X).

19. Zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny o $redniej
(0,0) i macierzy kowariancji
2 1
A= [ 2 1 ]

a) Napisaé¢ gestosé zmiennej (X,Y).
b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + 3Y.
¢) Wyznaczy¢ taka liczbe a € R, by zmienne X + Y, X + aY byly niezalezne.

20. Nadajnik wysyla sygnat £, a odbiornik odbiera sygnal n = af + (, gdzie
a € Ry jest wspolczynnikiem wzmocnienia, zas ¢ jest zakldceniem. Zakladamy,
ze £ i ¢ sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym E¢ = m, Varf = 1,
E¢ = 0, Var ¢ = 0%. Wyznaczyé wspélezynnik korelacji £ i 1 oraz regresje liniowa,
¢ wzgledem 7 (tzn. najlepsze liniowe przyblizenie £ za pomoca 7).
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9. ROZNE RODZAJE ZBIEZNOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH

Zajmiemy sie teraz zachowaniem granicznym ciagdéw zmiennych losowych. Za-
cznijmy jednak od pewnego pozytecznego faktu.

Definicja 9.1. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczng oraz Fi,
Fa, ... C F jest ciagiem o-cial. Wéwczas o-cialo

oo

m 0-<]:n>]:n+la]:n+27-~-)

n=1

nazywamy o-ciatem resztkowym.

Przyklad: Zalézmy, ze X;, X5, ... jest ciagiem zmiennych losowych i niech
Fn = o(X,) bedzie o-cialem generowanym przez zmienng X,, n = 1,2, ....
Woéwczas kazde ze zdarzen

{(Xn)n>1 jest zbiezny}, {sup|X,| < oo}, {Z Xy, jest zbieZny}

n=1
nalezy do o-ciala resztkowego.
Twierdzenie 9.1 (Prawo 0—1 Kolmogorowa). Zatdimy, ze (Q, F,P) jest przestrzeniq
probabilistyczng oraz o-ciata Fi, Fa, ... C F sq niezalezne. Wowczas dla kazdego
Ae Mo, 0(Fns Futt,--.) mamy P(A) =0 lub P(A) = 1.
Lemat 9.1. Zaléimy, ze Gy C Gy C ... C F jest wstepujacym ciqgiem o-cial
oraz niech G = 0(G1,Ga,...). Wowczas dla dowolnego A € G istnieje ciag (An)n>1

takich zdarzen, ze A, € Gy, dla kazdego n oraz lim, ., P(AAA,) =0 (A oznacza
tu réznice symetrycznag zbiordw).

Dowdd. Wprowadzmy klase zbioréw

K = {A € G : istnieje ciag (A,)n>1 jak w sformulowaniu lematu}.
Oczywiscie Un21 G, C K, ponadto suma po lewej stronie zawierania jest m-ukladem.
Wystarczy wiec wykazaé, ze K jest Al-ukladem. Sprawdzamy:

(1) 2 € K - jest to oczywiste.

(i) Zalézmy, ze A, B € K spelniajg warunek A C B i niech (A4,)n>1, (Bn)n>1
beda odpowiednimi ciagami przyblizajacymi. Wykazemy, zgodnie z intuicja, ze ciag
(B \ An)n>1 przybliza B\ A. Oczywidcie B,, \ 4, € G,, dla kazdego n. Ponadto,
korzystajac z tozsamosci P(AAB) = E|14 — 15|, mamy

P((Bn \ An)A(B\ A)) =E[1,\a, — 1p\4|
=E|lp, —1a,nB, — 1B + 14|
S E|an - 1B| + E|1A - 1A7L1Bn|'
Pierwszy sktadnik jest réwny P(B,AB), a wiec zbiega do 0 gdy n — co. Ponadto,
E[la—1a,1p,| =E[1a — (14, —1a +14)(1p, — 15 +1p)|
<E[la—141p|+Ely|lp, —15]
+Elg|la, — 14|+ E|1a, — 14||lp, — 15|
<0+ P(BAB,)+P(AAA,) + 2P(AAA,)

takze zbiega do zera gdy n dazy do nieskonczonosci. Udowodnilidémy zatem, ze

B\A€eK.
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(iii) Jesli Ay, Ao, ... jest wstepujacym ciagiem elementéw z K, to |J,—, A,

takze nalezy do K. Istotnie, sume (J;-; A, mozemy dowolnie dokladnie przyblizy¢
;. . N . . .

za pomocy sumy czesciowej |J,_; A, = Ay, a nastepnie zbiér Ay przyblizamy

odpowiednim ciagiem zdarzen z o-ciat G,,. O

Dowdd twierdzenia Kotmogorowa. Rozwazmy wstepujacy ciag o-cial dany przez
gn:U(fl,fQ,...,fn)’ n:1’27._“

Wezmy zdarzenie A nalezace do o-ciala resztkowego. Oczywiscie nalezy ono takze
do o-ciala

o(F1, Fa,...) = 0(G1,G2,. . .),

a zatem, na mocy powyzszego lematu, mozemy wskazaé ciag (A4, )n>1 taki, ze 4,, €
G, oraz P(AAA,) — 0 gdy n — oco. Poniewaz P(AAA,) =P(A\ A4,) +P(A, \ 4),
to kazde z tych dwoch prawdopodobienstw takze zbiega do 0. Ale

P(A\ A,) =P(A) —P(AN A,),
zatem P(A N A,) — P(A). Ponadto,

P(A,\ A) =P(4,) —P(AN A,),
a wiec, w polaczeniu z poprzednia zbieznoscia, P(A,) — P(A). Wreszcie, dla
dowolnego n mamy

AEU(.FnJrl,.FnJrQ,...), AHGQH,

i te o-ciala sa niezalezne. Wobec tego A oraz A, takze sa niezalezne, P(ANA,) =
P(A)P(A,), i lewa strona dazy do P(A), a prawa do P(A)2. Stad P(A4) € {0,1}. O

Przechodzimy teraz do zbiezno$ci zmiennych losowych.

Definicja 9.2. Zalézmy, ze (X,,)n>1 jest ciagiem zmiennych losowych o wartosciach
w R?. Méwimy, ze

(i) X, zbiega do X prawie na pewno, jesli P(lim, . X, = X) = 1. Oznaczenie:
X, — X pn.

(ii) (p > 1,d = 1) X,, zbiegado X w L? jesli X1, Xs, ... € LP oraz lim, o || Xn—
Xl = 0 (przypomnijmy: |[¢]|, = (E[¢[P)/? dla p < oo, [[¢]|ec = esssup|¢]). Oz-
naczenie: X,, - X w LP.

(i) X, zbiega do X wedlug prawdopodobienistwa, jedli dla kazdego ¢ > 0,

lim,, oo P(|X,, — X| > €) = 0. Oznaczenie: X, B x.

Twierdzenie 9.2. Jesli X,, — X p.n., to X, LNS'S Implikacja przeciwna nie
zachodzi.

Dowdd. 7 definicji, ciag (X, )n>1 zbiega do X prawie na pewno, jesli

Pl U {w: 1 Xnlw) - X(w)| <e} | =1.

e>0 N=1n>N

Jest to rownowazne warunkowi, ze dla kazdego € > 0,

P U ﬂ{w:|Xn(w)—X(w)|<6} =1

N=1n>N
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Ale ciag zdarzen (ﬂn>N{|Xn -X|< 5}) N jest wstepujacy; na mocy twierdzenia
2 1

o ciaglosci, powyzsza rownosé oznacza, iz dla dowolnego € > 0,

lim P | () {w: | Xn(w) - X(w)| <e} | =1.

N—o00
n>N

Wobec tego tym bardziej
lim P{w: | Xyw) - X(w)| <e}) =1,
N—o0

czyli, po przejéciu do zdarzenia przeciwnego, P(| Xy — X| >¢) — 0.

Aby udowodnié, ze implikacja przeciwna nie zachodzi, rozwazmy nastepujacy
przyklad. Zalézmy, ze przestrzen probabilistyczna to przedziat [0, 1] wraz ze swoimi
podzbiorami borelowskimi oraz miara Lebesgue’a. Niech

X1 = 10,1),
Xo=1j,1/2), X3=121),
Xa=10,1/2), Xs=1psa172), Xe=111723/4), X7=13/41)

Wéwezas ciag (Xy,)n>0 zbiega do 0 wedlug prawdopodobieristwa: dla dowolnego ¢,
P(|X,, — 0] > €) jest potega dwdjki z coraz mniejszym catkowitym wykladnikiem. Z
drugiej strony, dla dowolnego w € [0,1), liczbowy ciag (X,,(w)),>1 nie jest zbiezny;
jest to ciag zawierajacy nieskoriczenie wiele zer oraz nieskoriczenie wiele jedynek. [

Twierdzenie 9.3. Jesli X,, - X w L?, to X, 5 x. Implikacja w druga strone
nie zachodzi.

Dowdd. Na mocy nieréwnoéci Czebyszewa, dla dowolnego £ mamy

< EIXn - X‘p n—o0

P(|X, — X| > ¢) 0.

ep

Wykazemy, ze implikacja w druga strone nie zachodzi. Rozpatrzymy tylko p < oo,
przypadek p = oo pozostawiamy czytelnikowi. Rozwazmy przestrzenn probabilisty-
czng ([0,1],8(0,1),] - |) oraz ciag (X, )n>1 zmiennych zadanych wzorem

Xn(w) = n'P1ig 1 jny(w).
Woéwczas X, 5 0: da dowolnego € mamy
P(| X, —0| >¢) <1/n—0.

Zatem, gdyby ciag (X, )n>1 zbiegal w LP, to do zmiennej skoncentrowanej w zerze
(na mocy implikacji ktéra wlasnie udowodnilisémy). Ale

E|X,—-0P=E|X,’P=1A0 0O
Twierdzenie 9.4. Jesli p < p' oraz X, > X w L¥ , to X,, —» X w LP.

Dowdéd. Wynika to natychmiast z nieréwnosci Holdera: mamy

n—00
1 Xn = Xlp < | Xn = X[y ——0. O
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Twierdzenie 9.5. a) Cigg (X,,)n>1 jest zbieiny wedtug prawdopodobieristwa wtedy
i tylko wtedy, gdy spetnia warunek Cauchy’ego wedtug prawdopodobienstwa:

V550Ve>0INYmn>NP(| Xy — Xim| > €) < 4.

b) Jesli Xy, zbiega do X wedtug prawdopodobieristwa, to istnieje podciag (ng)k>1
taki, ze ciag (Xn, )k>1 2biega p.n. do X.

Definicja 9.3. Zalézmy, ze { X, };c7 jest rodzina calkowalnych zmiennych losowych.
Moéwimy, ze ta rodzina jest jednostajnie (jednakowo) catkowalna, jesli

sup/ | X;|dP =22 0.
i€ J{|X;|>r}
Przyklady:

1) Zalézmy, ze istnieje nieujemna calkowalna zmienna 7 taka, ze | X;| < n dla
wszystkich i € Z. Wéwcezas {X; }ier jest rodzing jednakowo catkowalna. Istotnie,

swp [ xfdps [ piar S0,
€T J{|X;[>r} {n>r}

na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejéciu do granicy.

2) Kazda skoriczona rodzina zmiennych catkowalnych jest jednakowo catkowalna:
wystarczy wykorzysta¢ poprzedni przyktad, biorac n =), ;[ Xil.

3) Dowolna jednostajnie catkowalna rodzina zmiennych losowych, po dodaniu do
niej skonczonej liczby zmiennych catkowalnych, pozostaje jednostajnie catkowalna.

4) Rozwazmy przestrzen probabilistyczna ([0, 1], B([0, 1]), |-|) oraz ciag zmiennych
X1, Xo, ... zadanych przez X, (w) = n21[071/n] (w). Rodzina ta nie jest jednostajnie
catkowalna: mamy

0 dlan <m
X, > m?} = {nlgq1/m > m?} = ’
{IXnl 2m"} = {n"10.1/m 2 m7} [0,1/n] dlan>m,

a wiec

0 dl
/ Xalap={° an<m,
{1 Xn|>m2} n®-1/n dlan>m,

a wiec dla kazdego r, sup,, f{‘X >} | X |dP = oo.
Z drugiej strony, rodzina zmiennych {Yy, }n>1 = {v/n10,1/n] }n>1 jest jednostajnie
catkowalna. Powtarzajac powyzsze rozumowanie widzimy, ze

0 dl
[ - avn<r
{Ianz"'} \/H l/n dla \/’ﬁ Z r.

Zatem dla ustalonego r,

sup/ | Xn|dP < 1/r,
{IXn|2r}

n

co zbiega do 0 gdy r — 0.
Udowodnimy teraz pewien réwnowazny warunek na jednakows catkowalnosc.
Twierdzenie 9.6. Rodzina {X;}iez jest jednakowo catkowalna wtedy i tylko wtedy,

gdy zachodza nastepujace dwa warunki:
1° sup; 7 B[ X;] < oo,
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2° Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, zZe jesli zdarzenie A spelnia P(A) < 6,
to

/ | X;|dP < e, i el
A

Dowdéd. = Zacznijmy od warunku 2°. Dla kazdego A € F oraz i € Z mamy

/ | X |dP :/ |Xi|d]P’+/ | X |dP < sup/ | X;|dP+rP(A).
A AN{|X:|>r} AN{|X;|<r} i€ J{ x>}

Zatem, przy ustalonym e > 0, bierzemy r takie, by pierwszy skladnik byl mniejszy
niz /2 (jest to mozliwe na mocy definicji jednakowej catkowalnosci); nastepnie,
bierzemy § = ¢/(2r): wéwczas drugi sktadnik takze jest mniejszy niz /2. Ponadto,
biorac wyzej A = 2, dostajemy, iz dla kazdego r,

supE|X;| < sup/ | X |dP + r < oo,
i€l i€ J{|X:|>r}
co jest zadanym warunkiem 1°.
< Dla dowolnego ¢ € Z mamy, z nieréwnosci Czebyszewa oraz 1°,

E|X;

P(|X;| >r) < ElX| <supE|X;|/r < .
r i€l

Nastepnie, dla dowolnego € > 0 dobieramy ¢ z warunku 2°. Powyzszy rachunek

daje, iz dla dostatecznie duzych r mamy sup;.7 P(|X;| > r) < 0, a zatem z 2°,

sup/ | X;|dP < e.
i€ J{1x 120}

Oznacza to, iz jest spelniony warunek definiujacy jednakowa catkowalnosé. ([

Twierdzenie 9.7. Niech p > 1 bedzie ustalong liczbg. Cigg (X,)n>1 jest zbieiny
w LP wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbieiny wedtug prawdopodobienstwa oraz rodzina
{|Xn|P}n>1 jest jednostajnie catkowalna.

Dowdd. = Zbieznosé¢ wedlug prawdopodobienistwa mamy za darmo; pozostaje wykazaé
jednostajna catkowalnosé. Dla dowolnego A € F,

1/p
(%) (/A IandeP> = |1 Xn1allp < [1XTallp + |[(X = Xp)1allp.

Dla A =, nieréwnosé (x) daje || X, ||, < [| X ||, + | X0 — X||p, a wiec sup,, || Xn||p <
00, co pociaga za soba warunek 1° z poprzedniego twierdzenia. Aby dowiesé 2°,
ustalmy ¢ > 0. Z definicji zbieznosci w LP, istnieje N takie, ze || X,, — X||, < €/2
dla n > N. Rodzina {|X]?,|X; — X|P,...,| XNy — X|P} jest skoniczona i zaw-
iera catkowalne zmienne losowe, jest wiec jednakowo catkowalna (por. Przyklad
2 powyzej) i spelnia warunek 2°: istnieje § taka, ze jesli P(A) < 4, to

1/p 1/p
</ |X|pd]P’> < e/2, (/ |X1-—X|pd]P’> <g/2, i=1,2,...,N.
A A

Wystarczy teraz polaczyé wszystkie powyzsze rozwazania i (*): jesli P(A) < 4, to

sup/ | X [PAP < £P.
n Ja
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< Poniewaz X,, — X wedlug prawdopodobienstwa, to mozemy wybraé¢ podciag
(Xny)k>1 zbiezny do X prawie na pewno. Z lematu Fatou, X € L:

E/X[? =E lim |X,, |? <liminf E|X,, |? < supE|X,|” < co.
k—o0 k—o0 n

Dalej, mamy
1 X0 — X1lp < (X0 = X)1qx, —x120}|lp + (X0 — X)1{1x, —x|<a}llp

1/p 1/p
< </ |Xn|pd]P’> + (/ |X|pd]P’>
{|Xn—X‘ZO¢} {|X7L_X|ZO‘}
1/p
+ / X, — X|PdP| .
{IXn—X[<a}

Nastepnie, wybierzmy dowolne € > 0 i poltézmy « = ¢/3. Z warunku 2° dostajemy
istnienie takiej ¢, ze jesli P(A) < 4, to

s%p/A|Xn\PdIP’<(5/3)p, /A|X|p<(5/3)”.

Ponadto, z definicji zbieznosci wedlug prawdopodobienistwa, istnieje N takie, ze dla
n > N, P(|X, — X| > a) < §. Stad wynika teza, gdyz dwa pierwsze sktadniki w
powyZszym oszacowaniu sa mniejsze niz €/3 oraz

1/p

1/p
(/ Xn—XdeP’> < (/ ozpd]P’> <a=¢/3. O
{|Xn—X|<a} {I[Xn—=X|<a}
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10. ZADANIA

1. Zmienne (X,,),>1 sa niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Udowodnié¢, ze
(Xn)n>1 nie jest zbiezny p.n.. Czy (X,,)n>1 jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa?

2. Dany jest ciag (X, )n>1 jak poprzednio. Udowodnié, ze szereg > - 27 "X,
jest zbiezny p.n. i wyznaczy¢ rozklad graniczny.

3. Dane sg ciagi (X,,)n>1, (Yn)n>1 zbiezne wedlug prawdopodobiedstwa do X,
Y, odpowiednio. Udowodnié, ze

a) (X, + Y3, )n>1 zbiega do X +Y wedlug prawdopodobiefstwa.

b) (X,Y,)n>1 zbiega wedlug prawdopodobiefistwa do XY

4. Dana jest catkowalna zmienna losowa X. Niech dlan > 1,
—n  jesli X(w) < —n,
Xp(w) =19 X(w) jesli | X(w)| <m,
n jesli X (w) > n.
Czy (X,)n>1 zbiega do X p.n.? Czy zbiega w L'?
5. Dane sg ciagi (X,,)n>1, (Y5 )n>1 zbiezne p.n. do zmiennych X, Y. Udowodnic¢,

ze jedli dla kazdego n zmienne X, oraz Y,, maja ten sam rozklad, to X i Y tez maja
ten sam rozklad.

6. Zmienne X, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
wykladniczym z parametrem A.

(a) Udowodnié, ze jesli A > 1, to z prawdopodobienistwem 1 mamy {X,, < logn}
dla dostatecznie duzych n, natomiast jesli A > 1, to z prawdopodobienstwem 1
mamy X,, > logn dla nieskoniczenie wielu n.

(b) Zbadaé zbieznosé p.n. ciagu (X,,/logn),>so.

7. Zmienne X7, X, ... sg niezalezne, nieujemne i maja ten sam rozktad, rézny
od dg. Dowiesé, ze Zle X,, = 0o z prawdopodobienstwem 1.

8. Zmienne losowe X1, Xo, ...sa niezalezne, maja ten sam rozklad i speiniaja
warunek P(]X;| < 1) = 1. Udowodnié, ze lim, oo X1 X2... X, =0 p.n.

9. Zmienne X7, X, ... sg niezalezne i maja ten sam rozktad.

(a) Udowodnié, ze ciag Srednich

X1+ Xo+...+ X,
n
jest albo zbiezny p.n., albo rozbiezny z prawdopodobienstwem 1.

(b) Udowodnié, ze jedli ten ciag jest zbiezny p.n., to jego granica ma rozklad

jednopunktowy.

, n=12,...

10. Dany jest ciag (X, )n>1 niezaleznych zmiennych losowych takich, ze dla
n > 1 X, ma rozklad Poissona z parametrem 1/n. Czy (X,),>1 jest zbiezny
wedtug prawdopodobieristwa? Czy jest zbiezny p.n.? Czy jest zbiezny w L?? Czy
jest zbiezny w L3/2?

11. Dany sa ciagi zmiennych (Xp)n>1, (Yn)n>1, przy czym X, — X w LP
oraz Y, — Y w L9, gdzie p, ¢ > 1 spelniaja warunek 1/p + 1/q¢ = 1. Dowiesé, ze
(XnYy)n>1 zbiega w L' do XY

12. Jakie warunki musi speliaé¢ niepusty zbiér A C (0, 00), aby rodzina zmien-
nych losowych (X))aea, gdzie
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(a) Xx ~U([0, A]),
(b) X\ ~ Exp (X)),
byla jednostajnie caltkowalna?

13. Dana jest funkcja G : [0,00) — [0, 00) taka, ze lim;_, @ = 00. Zalézmy,

ze (X;)ier jest rodzing zmiennych losowych takich, ze sup;c; EG(|X;|) < oo. Udowodnié,
ze rodzina ta jest jednostajnie catkowalna.
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11. PRAWA WIELKICH LICZB

Prawa wielkich liczb méwia o zachowaniu granicznym ciagu srednich arytmety-

cznych
X1+ Xo+...+ X,

)

n=12,...,
n

przy rozmaitych zalozeniach dotyczacych zmiennych. Zacznijmy od stabego prawa
wielkich liczb (SPWL): termin ,,stabe” bierze sie stad, iz badana jest zbieznosé
wedlug prawdopodobienistwa.

Twierdzenie 11.1. Zalézmy, ze X1, Xo, ... sa zmiennymi losowymi catkowalnymi
z kwadratem. Jesli zmienne te sq nieskorelowane oraz majq wspolnie ograniczong
wariancje, to
X1 +Xo+ ...+ X, —-EXi1 +Xo+...+ X,,)
n

—0

wedtug prawdopodobienistwa. W szczegdlnosci, jesli zmienne X; posiadajg te sama
warto$é oczekiwang, to

X1+ Xot o+ X,
1tdet.. +An Popy

n

Dowdd. Zauwazmy, iz

E’Xl+X2—|—...+Xn—]E(X1+X2+...+Xn) 2

n

(Xl+X2+...+Xn—]E(X1+X2+...+Xn)>
n

= Var

1 n
= ﬁ Var (Z Xk)
sup Var X,
== ZVaer L

Wobec tego dla ustalonego € > 0 mamy, na mocy nieréwnosci Czebyszewa,

P( Xi4+Xo4 .. X, —E(X1+ Xo4...+ X,) 25)

n
< SUpg>1 Vaer-

Wystarczy zauwazy¢, ze ostatnie wyrazenie zbiega do 0 gdy n — oco. Wynika stad

zadana zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa. [l

ne2

Jako przypadek szczegélny, dostajemy tzw. stabe prawo wielkich liczb Bernoul-
liego. Mianowicie, rozwazmy ciag (£,)n>1 zmiennych losowych (niekoniecznie nie-
zaleznych), przy czym dla n > 1, zmienna §,, ma rozklad B(n,p), gdzie p € (0,1)
jest ustalonym parametrem. Wéwczas

in B,

n
Istotnie, wystarczy wziaé ciag (X, )n>1 niezaleznych (a wiec w szczegdlnosci niesko-
relowanych) zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie dwupunktowym P(X; =
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HN=p=1-P(X; =0). Wowczas &, ~ X1+ Xo+ ...+ X, a wiec dla e > 0,

X\ 4+ Xod . 4+ X
lim]P’(’E:—p‘>5):limIP<‘ 1tle b, + ”—p‘>e):0.

n— 00 n— 00 n

Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest tzw. mocne prawo wielkich liczb (MPWL)
(Twierdzenie 11.4 ponizej), ktére méwi o zbieznosci prawie na pewno. Zacznijmy
od kilku przygotowawczych faktéw.

Twierdzenie 11.2 (Nieréwnosé¢ Kolmogorowa). Zalézmy, ze X1, Xa, ..., Xp
sq niezaleznymi i scentrowanymi zmiennymi losowymi catkowalnymi z kwadratem.
Wowczas dla dowolnego o > 0,

1
P(1r<n]?x X1+ Xo+ ...+ Xk >2a) < e Var (X1 + Xo+ ...+ X,).

Dowdd. Wprowadzmy oznaczenie So = 0 oraz S, = X1+ Xo + ...+ X dla k =
1, 2, ..., n. Rozwazmy zdarzenia

Ay ={|Sj| <adlaj <k oraz |Si| > a},

kE=1,2,...,n Jak widaé, dla dowolnego k¥ mamy A, € o(X1,Xs,...,X).
Ponadto, zdarzenia A, Az, ..., A, sa parami rozlaczne i daja w sumie B :=
{maxlgkgn |Sk| Z Oé}. Dalej,

Var S,, = ES?

/ S2dP + S2dp
B/

/ S2dp

= Z S2dP
k=17 Ak

- Z/ (Sk + Sy — Si)2dP
k=17 Ak

=> [ SZdP + 2/
k=1 L/ Ax

Ay

(Sn — Sk)Skd]P + /

Ap

(Sn — Sk)2dP}

U S,deP’JrQ/(SnSk)SklAde] .
k=1 L/ Ak Q

Ale dla dowolnego k zmienne S,, — Sy oraz Sila, sa niezalezne (pierwsza z nich
to Xp41 + Xgy2 + ... + Xn, a druga z nich zalezy wylacznie od X1, Xo, ..., Xi).
Stad

Y

/(sn S0k, dP = E(S, — S)Skla, = E(Sn — Sk)ESkla, =0,
Q

Zatem, kontynuujac,

’I’L

Var S,, > Z SkdIP’ > Z/ o?dP = o? (Ak) = o*P(B).
k=1 k=

Dowdéd jest zakoriczony. O
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Twierdzenie 11.3. Zaloimy, ze X1, Xo, ... jest ciggiem niezaleinych, scen-
trowanych zmiennych losowych calkowalnych z kwadratem. Jesli 270;):1 Var X, <
00, to Y07 | X, jest zbieiny p.n.

Dowdd. Jak latwo sprawdzié¢, mamy

P <Z X, jest rozbieZny)

n=1

1
=P (376N+Vn sup | Xy, + Xpg1 + -« + Xngr| > )
k>0 0

1
=P | |J Vasup| X+ Xop1 +.. + Xpgs| > =
yENL k=0 v

Wystarczy wiec wykazaé, ze dla kazdego v € N,

1
(%) P (Vn sup | X, + Xpa1 + .o+ Xpwi| > > =0.
k>0 ¥

Ale dla kazdego n, powyzsze prawdopodobienstwo szacuje sie z gory przez

1
P <sup | X0+ Xpg1 + oo+ Xpgi| > >
k>0 0

1
= lim ]P’( sup |Xn+Xn+1+...+Xn+k|>’y)

m o0
< limsup~? Z Var X, 1, = 7> Z Var Xj.
m—eo k=0 k=n
Jedli teraz wzia¢ n — oo, to z zalozenia powyzsze wyrazenie zbiega do 0. Tak wiec
prawdopodobienstwo (*) musi wynosi¢ 0. O

Lemat 11.1 (Kronecker). Zatdzmy, zZe (an)n>1 jest ciagiem liczbowym takim, Ze
szereg Y-, an/n jest zbiezny. Wowczas (a1 + az + ...+ an)/n — 0.

Dowdd. Oznaczmy S,, = ZZ=1 ar/k. Woéwcezas a, = n(S,, — S,—1) dla wszystkich
n oraz
a; +as+...+a, Sl+2(52751)++n(5n75n_1)

n n

:nSn_Sl_SQ_...—Snflﬁo' 0
n

Przechodzimy do gléwnego twierdzenia.

Twierdzenie 11.4 (MPWL Kolmogorowa). Zatézmy, ze X1, Xo, ... jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie.
(a) Jesli X, € L' im =EXy, to
X1+ Xo+...+ X,
n

—-m p.n.

:oo>:1_

(b) Jesli X,, ¢ L, to
P( Xi+Xo+...+ X,

lim sup
n— 00 n
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Dowdd. (a) Przypu$émy najpierw, ze zmienne X7, Xo, ... sa catkowalne z kwadratem.
Woéweczas teza wynika z dwdch powyzszych pomocniczych faktéow. Istotnie, korzys-

tajac z Twierdzenia 11.3, szereg > -, X";m jest zbiezny p.n., gdyz

Xpn—m  VarX,

Var 3
n n

)

i wystarczy skorzystaé¢ z lematu Kroneckera.
Rozwazmy teraz przypadek ogélny. Wprowadzmy nowy ciag (X}, )n>1 zmiennych
losowych, zadanych przez

Xn(w) jesli | Xp(w)] <mn,

X;l(w) = Xn(w)l(_nyn) (Xn(w)) = {O jesli | X, (w)| > n.

Woéwezas X|, X5, ... saniezaleznymi zmiennymi losowymi calkowalnymi z kwadratem.
Mozemy napisaé

X1+ Xo+...+ X,

—m =1, +II, + III,,

n
gdzie

7 X+ X+ X (X X+ X))

n — n ?
I X+ X0+ + X, - (EX{+EX;+ ...+ EX])
n — n )

EX{+EX,+...+EX/
g, — —ar B e AR,

n

Zbadajmy zachowanie kazdego ze sktadnikéw I,,, I1,, I11, gdy n — oo. Na mocy
twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsciu do granicy,

EX;I = Ean{\X,LKn} = EX11{|X1|<n} —>naoo EX, =m,

skad wynika, ze I1I, — 0. Nastepnie, zauwazmy, ze

n=1

n=1

=Y P(IX:]| > n)
n=1
g/ P(|1X,| > £)dt = E|X:| < oo.
0

Zatem z lematu Borela-Cantelli, z prawdopodobienstwem 1 zajdzie tylko skoriczenie
wiele sposréd zdarzen {X,, # X/ }. Innymi stowy, dla prawie wszystkich w, ciagi
(Xn(w))n>1 oraz (X, (w))n>1 pokrywaja sie od pewnego miejsca. Stad I, — 0 p.n.

Pozostalo juz tylko pokazaé, ze I, — 0 p.n. Na mocy lematu Kroneckera,

wystarczy udowodnié, ze szereg >~ | (X, —EX])/n jest zbiezny prawie na pewno.
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Skorzystamy z Twierdzenia 11.3. Otz

Var () - (B0 - (EX0))

1
E]E(X':L)Q

1 00/ 112
=— | X5 [7dP
n? ,; (k—1<| X" |<k}
1 — / )
=— | X, *dP
n? kz::l {k—1<| X | <k}
1 n
= — ‘X1|2dP
n? ,;/{k1<|xl<k}

IN

1 n
<= k/ | X, |dP.
n? kz::l (1<% | <k}
Wobec tego,
_ ]:EX/ oo n k
ZVar () < Z Z —EIX1 1 (e—1<1x, )<k}
=1kt
= Y %]E|X1|1{k—1§|X1\<k}
n
k=1n—k
[e%e] 0 1
= ZkE‘X1|1{k71§|X1\<k} ' Z o)
k=1 n=~k
Ale
=1 1 =1 1 > 1 2
SweEt X mspt) weep
n==k n=k+1

Wobec tego, uwzgledniajac to w powyzszych rozwazaniach, dostajemy

EX/ =
Z\/ar () <2 EIXa|1 13 k) = 2E[ X1 < oo

k=1
Stad teza (a).
(b) Mamy
Xn _X1+X2—|—+Xn _n—1X1—|—X2—|—...—|—Xn_1
n o n n n—1 ’

Wynika stad, ze jesli ciag ((X1(w) + X2(w) + ... + Xy (w))/n),>; jest ograniczony
dla pewnego w, to ciag (X, (w)/n)n>1 takze ma te wiasnosé. Wobec tego, wystarczy

wykazac, ze
. Xn . . .
P [ ciag | — jest nieograniczony | = 1.
/>

Mamy

X, X, . , L
P ((n) n1eogran1czony> P ( {| > M dla nieskoniczenie wielu n}) ,
n

MeN
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a wiec teza bedzie zachodzié, jesli udowodnimy, ze dla kazdego M € N,

X,
<| | > M dla nieskonczenie wielu n) =1.
n

Zauwazmy, ze zdarzenia {|X,|/n > M}, n =1, 2, ..., sa niezalezne; ponadto

o0

S P(IXn|/n> M) =Y P(X| > nM)

3
Il
-

ot
M8

P (kM < |X1| < (k+1)M)

3
I
—
=~
I

3

M
M=

P (kM < |X1| < (k+1)M)
1

>
Il
—

n

M

KP(kM < |Xy| < (k+1)M)

k=1
> -1+ iié(k—&-l)MIP)(kM <|Xi1| < (k+1)M)
> i 1l <
> -1+ — / | X4 [dP
Z {kM<|X1|<(k+1)M}
= -1+ ME|X1|1{|X1‘>M} =00
Zatem, z lematu Borela-Cantelli wynika teza. O

Omoéwimy teraz jedno z zastosowan mocnego prawa wielkich liczb, zwiazane z
tzw. dystrybuanta empiryczna.

Definicja 11.1. Zalézmy, ze X7, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi o tym samym
rozkladzie z dystrybuanta F. Wowczas n-ta dystrybuanta empiryczna nazywamy

Lixi<ey + Mxo<y +-- -+ Lix, <y
n
Lcoo, ) (X1) + Lcoo) (X2) + oo+ T oo, (Xn)
n

F.(t) =

Zauwazmy, ze dla kazdego w € ), funkcja F,, jest dystrybuanta (jako funkcja
zmiennej t). Ponizsze twierdzenie jest jednym z podstawowych wynikéw statystyki
matematyczne;j.

Twierdzenie 11.5 (Gliwienko-Cantelli). Jesli X1, Xs, ..., F, F,, sq jak wyzej, to
sup |F,,(t) — F(t)] 22250

teR
prawie na pewno.

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy lemat (bez dowodu: pozostawiamy to
jako ¢éwiczenie).
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Lemat 11.2. Zalozmy, ze F, Fi, Fs, ... sq dystrybuantami oraz S jest zbiorem
punktow nieciggtosci funkcyi F'. Zatozmy, ze Q) jest gestym, przeliczalnym podzbiorem
R takim, Ze lim, o F,,(t) = F(t) dla kazdego t € Q. Wowczas jesli dla kaidego
t € S mamy F,(t) — F,(t—) = F(t) — F(t—), to

n—roo

sup | F,(t) — F(t)]| —= 0.
teR

Dowdd twierdzenia Gliwienki-Cantelli’eqo przy zaltozeniu lematu. Ustalmy dowolny
gesty przeliczalny podzbiér @@ C R i niech S bedzie zbiorem punktéw nieciaglosci
F. Na mocy MPWL, dla kazdego ¢t € ) mamy

Fo(t) == F(t) prawie na pewno,

gdyz E1(_o 4)(X1) = P(X; <t) = F(t). Podobnie, dla dowolnego t € S,

LX) 1y (Xo) + . 4 1y (Xn)
S Bl (X)) = P(Xy =t) = F(t) — F(t-).

Zatem zbior

Qo = (J{Fu(t) = F)} 0 [ {Fult) = Ful(t—) = F(t) — F(t-)}

teqQ tes

jest pelnej miary, jako przeliczalne przeciecie zbioréw pelej miary. Zatem, z
lematu, dla kazdego w € )y mamy zbieznos¢ jednostajna F,, — F. O

Na zakoniczenie tego rozdziatu, oméwimy wstepne wyniki zwiazane ze zbieznoscia
szeregow niezaleznych zmiennych losowych. Zacznijmy od nastepujacego faktu.

Twierdzenie 11.6. Zaléimy, ze X1, Xo, ... sa niezaleznymi, wspdlnie ogranic-
zonymi zmiennymi losowymi (tzn. istnieje takie a > 0, zZe |X,| < a z praw-
dopodobieristwem 1 dla n = 1,2, ...). Jesli szereg Y - X,, jest zbiezny prawie
na pewno, to jest on takze zbieiny w LP dla dowolnego p > 1.

Lemat 11.3 (Nieréwno$¢ Hoffmana-Joergensena). Zatdzmy, ze Xy, Xs, ... sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi (byé moze o wartosciach w R?, bad# ogdlniej, o
wartosciach w przestrzeni Banacha) i zdefiniujmy So = 0, S, = X1+ Xo+...+ X,
n > 1. Wowczas dla dowolnych s, t, a > 0,
P( max |Sk| > s+t +a)
1<k<n
<P X P S P Sp— S t/2).
< P(max |Xi| > a)+P(max |Sp[ > s)P( max |5, — Skl >1/2)
Dowdd. Niech 7 = inf{k >1:|Sk| > s} (przyjmujemy inf ) = c0). Zauwazmy, ze
{ max |Sg| >s+t+a}
1<k<n
n
- < =9
C {lrgnlfgcn | Xk| > a} U LJI ({1rgnka%<n | Xk <a}n{r=3j}n {lrgnliag(n |Sk| >s+t+ a})
=

n
= {1r§nlca§n | X 5| > a} @] LJlAj.
j=
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Ustalmy w € A;. Mamy S;(w) > s; ponadto, |S;_1(w)| < s oraz |X;(w)| < q,
skad wynika, na mocy nieréwnosci tréjkata, iz |S;| < s + a. Nastepnie, mamy
|Se(w)| > s+t + a dla pewnego ¢ > j. Mozemy wiec napisaé
s+t+a<|S
<1851+ 15 = 55
< 2 Sn — Skl
<s+a+ jrgnka§xn| n — Skl

Whioskujemy stad, ze max;<g<n |Sn — Sk| > t/2. Wobec tego
A; c {r=j}n{ max [S, — Sk| > t/2}
J<k<n

i przecinane zdarzenia sa niezalezne: istotnie, pierwsze z nich zalezy tylko od zmi-
ennych X, Xa, ..., Xj, podczas gdy drugie zapisuje sie w terminach pozostalych
zmiennych. Zbierajac wszystkie powyzsze fakty dostajemy iz

n

< = -
P(lrgnkaéin [Sk| > s+t+a) < P(lrélka%(n | X% > a)—l—lz1 P(r ])P(lrgnggn |Sr—Sk| > t/2)
j=

i wystarczy juz tylko zauwazy¢, ze

le(T =) =P(1r < x0) = P(lgll?gn |Sk| > s). O
iz

Dowdd Twierdzenia 11.6. Niech, jak wyzej, S,, = X1+ Xo+...+X,,,n=1,2,....
na mocy zatozen, (Sy)n>1 jest zbiezny p.n., a wiec dla kazdego € € (0, 1) istnieje m
takie, ze

IP’(mnglg)Scn |Sn — Sk| >¢€/2) <e

o ile tylko n > m. Mamy

E|S, — Sw|P = p/ AP P18, — S| > a)da
0

-/ o IP(|S, — S| > a)da
r=0 (r+1)(e+a)>a>r(e+a)

eta
:p/ AP IP(|Sp — S| > a)da
0
o0
+Dp
r=1
Ale S, — S = Xppg1 + Xongo + ... + X, wiec stosujac nieréwnos¢ Hoffmana-

Joergensena do tych zmiennych, z parametrami s = (r—1)(¢ +a), t = € oraz a = a,
dostajemy

/ AP P(|S,, — S| > (e + a))da
(r4+1)(et+a)>a>r(e+a)

_ < _ —
P(mn<1%)§(n |Sk = Sm| >r(e+a)) <0+ P(mrg%}én Sk = Sm| > (r —1)(e + a)) X

P - 2).
< P( max |Sn —Sk|>¢/2)

Drugi czynnik szacuje sie przez €, a zatem, przez prosta indukcje, dostajemy, ze

P(|Sp — Sim| > r(e +a)) <P( max [Sn — S| > (e +a)) <e".



60 ADAM OSEKOWSKI

Wobec tego

£ e+a
E|Sn, — Sm|P < p/ apfldoqup/ ap71P(|Sn — S| > e)da
0 5

+ Zp/
r=1 T

<el 4 (5+a)p-6+6i5“1((r+ P —rP)(e+a)?

r=1

(r4+1)(e+a)
aP~le"da
(e+a)

SE'C,

gdzie C jest pewna stalg zalezaca tylko od p i a. Wobec tego (Sn)m>0 spehia
warunek Cauchy’ego w LP, a wiec jest zbiezny w LP. ]

Whprowadzmy nastepujace oznaczenie: dla zmiennej losowej X oraz a > 0, niech

a dla X (w) > a,
Xw) =< X(w) dla|X(w)| <a,
—a dla X (w) < —a.

Twierdzenie 11.7 (Kolmogorowa o trzech szeregach). Zatdzmy, ze X1, Xo, ... sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz a jest ustalong liczba dodatniq. Wowczas
szereg Z;’LO:O X, jest zbiezny p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sq szeregi liczbowe

(oo} oo (oo}
SCEXE Y VarXy, > P(IXa| > a).
n=1 n=1 n=1

W dowodzie wykorzystamy nastepujacy prosty fakt.

Lemat 11.4. Zatézmy, ze X1, Xo, ... sq zmiennymi losowymi spetniajacymi warunek
Soo2  P(|X,| > a) < oo dla pewnego a > 0. Wéwczas szereg Y ooy X, jest zbiezny
p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Y .~ | X2 jest zbiezny p.n.

Dowdd. Na mocy lematu Borela-Cantelli, dla prawie wszystkich w ciagi X, (w),
X% (w) pokrywaja sie od pewnego miejsca. Stad natychmiast wynika teza. (]

Dowdd twierdzenia o trzech szeregach. < Na mocy lematu, wystarczy wykazac, ze
szereg y -~ X jest zbiezny p.n. Zmienne X2 — EX sa scentrowane, niezalezne,
ograniczone oraz

(oo} oo

Z Var (X, —EX,) = Z Var X} < oo,

n=1 n=1
a wigc na mocy Twierdzenia 11.3 szereg >~ | (X?—EX?) jest zbiezny p.n. Poniewaz
szereg liczbowy Zzozl EX? takze jest zbiezny, wynika stad teza.

= Przypusémy, wbrew tezie, ze Y.~ P(|X,| > a) = co. Wéwezas na mocy

lematu Borela-Cantelli, z prawdopodobienstwem 1 zachodzi nieskoiiczenie wiele
nieréwnosci | X,,| > a, co wyklucza zbiezno$é szeregu Y | X,,, sprzecznosé. Zatem
Y2 P(JX,| > a) < oo, a wiec z powyzszego lematu szereg >~ | X2 jest zbiezny
p.n. Korzystajac z Twierdzenia 11.6, dostajemy, ze szereg » - | X jest zbiezny w
L' oraz L?. Zatem, w szczegdlnodci, ciag liczbowy

N N
(EZX;;) = (Z EX,g)
n=1 N>1 n=1 N>1
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jest zbiezny. Ponadto, to samo jest prawda dla

N 2 N N
E (Z(Xg - EX,C;)) = (Var (Z Xg)) = (Z VarX;';) :
n=1 n=1 N>1 n=1 N>1

N>1
To za$ oznacza teze. O

Przyklad: Zal6zmy, ze X1, Xo, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
takich, ze X,, ma rozklad wykladniczy z paramtrem J\,,. Wyznaczymy warunek na
ciag (An)n>0 ktdry jest réwnowazny zbieznosci prawie na pewno szeregu >~ | X,,.

Na mocy twierdzenia Kolmogorowa, zbiezno$¢ p.n. ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy

> oo
(1) SP(XY>1) <o, czyli Y e <o,
n=1 —

> N
2 EX, < oo, li LS R
(2) ; <00, czyli Z ( " e 00

n=1

oo o0 2
(3) ZVarXi < oo, czyli Z (/\1% —e M — (1—;5\71)6_2)‘") < 00.

n=1 n=1

Zalézmy teraz, ze szereg Y - | X, jest zbiezny p.n. Wéwezas z (1) mamy A, —
00, co w polaczeniu z (2) prowadzi to wniosku, iz Y, ﬁ < 00.

Wykazemy, ze warunek » ﬁ < oo jest dostateczny. Istotnie, wynika z
niego, ze A, — 00, a stad >~ ; 37 < oo (gdyz dla dostatecznie duzych n mamy
é < )\i) Dalej, mamy e *» < Z+1)\” < /\i oraz e~ < é, skad wynika juz
zbieznosé wszystkich trzech szeregéw w (1), (2) oraz (3).
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12. ZADANIA

1. Dany jest ciag (X, )n>1 niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie Pois-
sona z parametrem 2. Udowodnié, ze ciag

X1Xo+ Xo X5+ o+ XnXni1
n + 2009 ’

jest zbiezny p.n. i wyznaczy¢ jego granice.

n=1,2,...

2. Dany jest ciag (X,)n>1 niezaleznych zmiennych losowych, przy czym dla
n > 1 zmienna X, ma rozklad jednostajny na przedziale (1/n,1]. Udowodnié, ze
ciag
X1+ Xo+...+ X,
n

, n=12,...,

jest zbiezny p.n. i wyznaczy¢ jego granice.
3. Dany jest ciag (X,),>1 niezaleznych nieujemnych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie. Udowodni¢, ze jesli EX; = oo, to
X1+ Xo+...+ X,
n

— 0

prawie na pewno.
4. Dany jest ciag (Ay)n>1 niezaleznych zdarzen, p,, = P(A4,,). Udowodnié, ze

gy +1la, +... 14, pPrtp2t...+pn .
n n

0

wedlug prawdopodobienistwa.

5. Dany jest ciag (X, ),>1 niezaleznych catkowalnych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie. Udowodni¢, ze ciag

X1+ Xo+...+ X,
n

. n =1,

zbiega w L' do EX.

6. Dany jest ciag (N,)n>1 zmiennych losowych (niekoniecznie niezaleznych),
przy czym dla n > 1 zmienna N,, ma rozklad Poissona z parametrem n. Wykazac,
ze Ny/n— 1w L.

7. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad jednostajny na [—1,1]. Czy
ciag

X1+ X3+, + X2
n

, n=12,...,
jest zbiezny p.n.?
8. Obliczy¢ granice

1 o 1,2 2 3 4, n
1im—/ / / x1+x§+x3+x4+ 2+m”dx1dx2...dxn
1 r{+r5+...+ x5

oraz

0 0
gdzie f :[0,1] — R jest ustalona funkcja ciagta.
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9. Zmienne losowe X7, Xo, ... sa niezalezne, przy czym dla n > 1 rozktad X,
zadany jest nastepujaco:
1 1
P(X,=0)=1/2,P(X,=1)=1/2— —, P(X,,=n) = —.
(X0 =0)=1/2, P(Xy = 1) = 1/2— — 5, P(Xy =n) = 1

Udowodni¢, ze ciag
Xi1+Xo+...+X,

n
jest zbiezny prawie na pewno i wyznaczy¢ jego granice.

10. Zmienne €1, €2, ... 83 niezalezne i maja rozklad Rademachera. Dowies¢, ze

dla @ > 1/2, ciag
e1t+ex+...+ten

nO{

n=12, ...

jest zbiezny p.n.

11. Udowodnié¢ nastepujace twierdzenie o dwéch szeregach: jesli (X,,)n>1 jest
ciagiem takich niezaleznych zmiennych losowych catkowalnych z kwadratem, ze sz-

eregi liczbowe
> EX,, > VarX,
n=1 n=1

sa zbiezne, to szereg Y - | X,, jest zbiezny p.n.

12. Dany jest ciag (X,)n>1 niezaleznych zmiennych losowych takich, ze

P(X, = —n) = F(X, = 1) = —

5 P =0)=1-

Udowodni¢, ze Y~ | X, jest zbiezny p.n.

13. Dany jest ciag (€5, ),>1 niezaleznych zmiennych Rademachera. Jaki warunek
musi spelniaé ciag (an)n>1, by szereg > - | ane, byl zbiezny p.n.?

14. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych takich, ze dla n >

1 zmienna X,, ma rozkltad jednostajny na odcinku [—n,n]. Dla jakich wartosci
parametru p > 0 szereg

o0

Xn

npb
n=1

jest zbiezny p.n.?
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13. TWIERDZENIE DE MOIVRE’A-LAPLACE’A

Zajmiemy sie teraz niezwykle waznym i uzytecznym faktem, pozwalajacym przy-
blizaé¢ rozklad Bernoulliego B(n,p) przez rozklad normalny. Znaczne uogélnienie
ponizszych wynikéw bedzie podane na wyktadzie z Rachunku Prawdopodobienstwa
II, przy okazji tzw. Centralnego Twierdzenia Granicznego.

Zatézmy, ze ® : R — [0, 1] jest dystrybuanta, a g jest gestoscia, standardowego
rozkladu normalnego:

1 2 o
ola) = <=2 () = / gla)da.

Ponadto, bedziemy zakladaé, ze p jest ustalong liczba z przedzialu (0,1), ¢ =1—1p
oraz S, jest zmienng losowa o rozktadzie B(n,p).

Twierdzenie 13.1. Zalozmy, ze k jest liczba calkowitq takaq, Ze

() ‘k_np‘.wgl/g.
npq
Wowcezas )
1 (k — np)
P(S,=k) = —— ——— + R(n,k) |,
( ) \2Tnpq o ( 2npq + B(n )>
gdzie
— — 3 1
R(n, k) < 3k —np| | |k —mnp| _
4dnpq 3n2p2¢2  3npq
Dowdd. Stosujac wzér Stirlinga
nl = \/27mn"e_"+9"/(12"), 0<¥6, <1,
dostajemy
n—k
n np\* [ ng 0, O On—r
]P) Sn = kj = _— | — . _— Y —
( VY (k) <nk> eXp<12n 12k 12(n— k)

=I-IT-1II.
Zbadajmy po kolei czynniki I, I oraz I1I. Mamy

- L <1+ k—np -q)1/2 (1 _ Ak -p)m L cmu,
V2mnpgq npq npq V2mnpgq
Dla dowolnego = > —1/2 zachodzi oszacowanie
|log(1 + ) — | < a?,
skad wynika, ze

1 k— k—
Ri(n,k)=—=|log | 1+ np.q +log|1— np-p
2 npq npq

Lp—q(k—np)
= 2DV TD) | pri g
2 npq + 1(7’L, )’
gdzie | R (n, k)| < 3(p*+4*)(k—np)?/(n*p*¢*) < |[k—np|/(4npq), na mocy zalozenia
(*). W konsekwencji,

3|k — np|

k) <
Rafn.b)| < 2T
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Nastepnie, mamy

g 17 = klog () + (0~ 1o (1)

k k n—k n—k
=-np-—log| — | —ng- log
np np nq nq
=-—np- <1+ k_np>10g (1-1— k—np)
np np

k— k—
- ng- <1 — nqnp> log (1 - nqnp) .

Korzystamy teraz z nieréwnosci

T 1
(1+x)log(1+m)—x77 §|x|3,

2
| <

prawdziwej dla > —1/2: jesli (*) jest spelniona, to

_ 1 _ 2
log Il = —np <k np+</€ np) )
np 2 np

k—np 1 [(k—mnp 2 ,
nq( ” +2( p )>+R2(n,k)

1(k —np)2 /
= k
9 npq +R2(ﬂ, )7
gdzie
1 k—npl® k—npl® |k — np|? |k — np|?
R K< = I =1 P )2 <o T
|Ry(n, k)| < 3 (np np —i—nq‘ ng 3n2p2q2( +47) < 3n2p2q?

n,k)

Wreszcie, mamy I11 = efs(F)  gdzie

1 1 1
- (m AT k)) < R k) < 350

Réwnowaznie,

1 k—np -t k—np -t 1
— 1 . 1- . R k)< —
12npq ( * npq q) ( npq L < Bs(n, k) 12n’

skad, na mocy (*), wynika oszacowanie

1
R B < —.
Ryl b)] < 5o

Laczac otrzymane wyzej nieréwnosci dla R;(n, k), dostajemy teze. O
Kolejne twierdzenie, tzw. integralne twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a, pozwala

przybliza¢ prawdopodobienstwo, ze liczba sukcesow nalezy do ustalonego przedziatu.

Twierdzenie 13.2. Zalozmy, Ze a, b > 0 spelniajq warunek

max(p, q max(p, q
(+) a—np| 2P gy mex(g)

<1/2.
npq npq
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Wowczas

_ 1 —ap— 1
P(a< S, <b)= [@ (b”p+2> _ (aanﬂ eDn.ab)
Vibg NET

gdzie

|D(n,a,b)] < max [

5k—np+1k—np3} 1 1
ke{a,b}

4 npq 3 n2p2q? 3npqg  Snpq’

Dowdéd. Przypomnijmy, ze g oznacza gesto$é¢ standardowego rozkladu normalnego.

Oznaczmy
k—mnp b 1

Vipg R

7 twierdzenia o wartosci sredniej mamy, iz
® (zkx + h/2) — ® (xx — h/2) = hg(&),
gdzie & € (z — h/2,z + h/2). Innymi stowy, mamy
hg (k)
1
—exp (36— 1)) @ (or+/2) = @ (o = 1/2),
Dalej, [£2 — 22| = [& + ai| - & — k| < 3R (2|lzk| + 3h) = hlzyk| + 1h?, a zatem

hg(zg) = €™ [®(xk + h/2) — O(x — h/2)],

gdzie |rg| < %h|xk| + %hQ. W potaczeniu z poprzednim twierdzeniem, otrzymujemy
zatem

P(S, = k) = "™ B0 (D (2 + h/2) — B(z), — h/2)].
Niech d = maxpefa,a+1,...0} [Tk + R(n, k)|; dostajemy zatem
e [® (2 + h/2) — O(xy — h/2)] < P(S, = k) < e [®(xy + h/2) — ®(x), — h/2)].
Piszac te nieréwnosci dla k = a, a+ 1, ..., b i sumujac, dostajemy teze. ([l

Na zakoniczenie, sformutujemy (bez dowodu) fakt, ktéry zawiera wygodne osza-
cowanie na blad przyblizenia w twierdzeniu de Moivre’a-Laplace’a.

Twierdzenie 13.3. Przy oznaczeniach jok wyzej, mamy

_ 2 2
sup IP(S""pgt) _a@)| < XL
teR v/ 1pq v/ 1ipq
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14. ZADANIA

1. Prawdopodobienstwo urodzenia chlopca wynosi 0,517. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze wéréd n = 10000 noworodkoéw liczba chlopcéw nie przewyzszy
liczby dziewczat?

2. Rzucamy symetryczna moneta az do momentu, gdy wyrzucimy 200 ortéw
(tacznie, niekoniecznie pod rzad). Jakie jest przyblizone prawdopodobieristwo tego,
ze rzucimy wiecej niz 440 razy?

3. Do sklepu meblowego przywieziono 150 biurek I rodzaju oraz 75 biurek II
rodzaju. Wiadomo, ze biurka I rodzaju ciesza sie dwukrotnie wiekszym powodze-
niem (tzn. prawdopodobieristwo tego, ze klient kupujacy biurko zdecyduje sie na
biurko I rodzaju, wynosi 2/3). Jakie jest przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze
ktorys z pierwszych 200 klientéw kupujacych biurka nie dostanie takiego modelu,
jaki chce?

4. Stwierdzono, iz przecietnie 30% sposréd ogdlnej liczby studentéw przyjetych
na studia konczy je w terminie. Ile 0séb trzeba przyja¢ na pierwszy rok, aby z
prawdopodobienistwem co najmniej 0,9 co najmniej 50 o0s6b skoriczylo studia w
terminie?

5. W pewnym do$wiadczeniu prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A wynosi
0,7. Ile razy trzeba powtérzy¢ to do$wiadczenie, zeby z prawdopodobienstwem 0, 9
czestosé zajscia zdarzenia A nie réznita sie od 0,7 o wiecej niz 0,17 Czy mozna
co$ powiedzie¢ o potrzebnej liczbie powtorzen, jesli nie znamy prawdopodobienstwa
zdarzenia A?

6. a) Rzucamy 4500 razy kostka, dla ktérej prawdopodobieristwo wypadniecia
sz6stki wynosi 1/6. Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze liczba wyrzu-
conych szostek przekroczy 450.

b) Zalézmy, ze prawdopodobienistwo wypadniecia széstki wynosi 1/1000. Jakie
jest przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze liczba wyrzuconych széstek przekroczy
27

7. Dany jest ciag (€5 )n>1 niezaleznych zmiennych losowych Rademachera. Dowies¢,
ze clag

E1+E2+...+en
\/ﬁ 7

nie jest zbiezny prawie na pewno.

2

n=1

5 g ey
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15. WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA

Warunkowa warto$¢ oczekiwana jest jednym z kluczowych poje¢ w teorii praw-
dopodobienstwa. Zacznijmy od sytuacji gdy warunkujemy wzgledem zdarzenia.

Definicja 15.1. Zalézmy, ze (€2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna oraz B jest
zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie. Niech X bedzie calkowalna zmienna
losowa. Warunkowa wartoscia oczekiwana X pod warunkiem B nazywamy liczbe

]E(X|B):/X(w)]P’(dw|B).
Q
Twierdzenie 15.1. Przy zaloZeniach jak wyzej,

; /
* E(X|B)= —— [ XdP.
() (X1B) = 5055 /.

Dowdd: Stosujemy standardowa metode komplikacji zmiennej X.
1. Zalézmy najpierw, ze X = 14, gdzie A € F. Wéwczas

P(AN B) 1
E(X|B) =P(A|B) = B(B) _ P(B) /BlAdIP.

2. Z liniowosci, dowodzona réwnos¢ zachodzi takze dla zmiennych prostych (kom-
binacji liniowych indykatoréw zdarzen).

3. Teraz jesli X jest nieujemna zmienna losowa, to bierzemy niemalejacy ciag
(Xn)n>1 zmiennych prostych zbiezny prawie na pewno do X. Piszac (*) dla X,
i zbiegajac z n — oo dostajemy (*) dla X, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o
monotonicznym przejsciu do granicy pod znakiem catki.

4. Jedli X jest dowolna zmienna losowa, to rozwazamy rozbicie X = X — X_ i
stosujemy (*) dla X oraz X_; po odjeciu stronami dostajemy (*) dla X. O

Rozwazmy teraz nastepujacy przyklad. Przypusémy, ze {B;};=12 . jest rozbi-
ciem () na zdarzenia o dodatniej mierze. Niech X bedzie calkowalna zmienng losowa
i zdefiniujmy zmienna 7 wzorem n(w) = E(X|B;) jesli w € B;, i = 1,2, ..., n.
Zmienna 7 interpretujemy jako srednia warto$¢ X jesli wiemy wszystko o zdarzeni-
ach z o-ciala generowanego przez rozbicie {B;}. Zmienna 7 posiada nastepujace
wlasnosci:

1) n jest mierzalna wzgledem o(B1, Ba, ..., B,) - gdyz jest stala na dowolnym
zdarzeniu B;,

2) Dla kazdego i = 1, 2, ..., n mamy

/vnd]P’:]E(X|Bi)-IED(Bi) :/BdeIP’,

/nd]P’:/ XdP
B B

dla dowolnego B € o(By, Ba, ..., Bp).
Prowadzi to do definicji warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem o-ciala.

skad wynika, iz

Definicja 15.2. Zalézmy, ze (2, F,[P) jest przestrzenia probabilistyczna, M jest
pod-o-ciatem F, a X jest calkowalng zmienna losowa. Warunkowa wartoscia oczeki-
wang X pod warunkiem M nazywamy taka zmienna losowa 7), ze sa spelnione
nastepujace dwa warunki.

1) 7 jest mierzalna wzgledem M.
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/nd]P’:/ XdP.
B B
Oznaczenie: E(X|M).

W szczegdlnosei gdy X = 14, A € F, to definiujemy prawdopodobienstwo
warunkowe zdarzenia A pod warunkiem M poprzez P(A|M) = E(14|M).

2) Dla kazdego B € M,

Twierdzenie 15.2. Zalozmy, ze X jest catkowalna zmienng losowa, a M jest pod-
o-ciatem F. Wowczas warunkowa wartosé oczekiwana istnieje i jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscia do rownosci p.n.

Dowdd: Dla dowolnego B € M definiujemy v(B) = [, XdP. Funkcja v: M — R
jest przeliczalnie addytywna funkcja zbioru. Ponadto jedli P(B) = 0, to v(B) =0
(jest to tzw. absolutna ciaglto$é v wzgledem P). Na mocy twierdzenia Radona-
Nikodyma istnieje M-mierzalna zmienna losowa n bedaca gestoscia v wzgledem P,
tzn. taka, ze dla wszystkich B € M,

/BXdIP’:z/(B):/BndIP’.

Jednoznacznosé jest oczywista: jesli n1, 12 sa zmiennymi losowymi spehiajacymi 1)
oraz 2), to w szczegdlnosci, dla kazdego B € M, [, mdP = [, n2dP, skad n1 = 2
p-n. ([l

Przechodzimy do pojecia warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem zmiennej
losowej. Bedziemy potrzebowaé nastepujacego pomocniczego faktu.

Lemat 15.1. Zaloimy, ze Y jest zmienna losowa. Wowczas kaZda zmienna losowa
X mierzalna wzgledem o(Y) ma postaé f(Y) dla pewnej funkcji borelowskiej f.

Dowdéd: Ponownie stosujemy metode komplikacji zmienne;j.

1. Zatézmy, ze X = 14, gdzie A € o(Y). Wéwczas A = {Y € B} dla pewnego
B, skad X = 15(Y), czyli jako f mozemy wziaé indykator 1p.

2. Jedli X jest zmienng prosta, to jako f bierzemy kombinacje liniowa odpowied-
nich indykatoréw (patrz poprzedni punkt).

3. Zalézmy, ze X jest nieujemna zmienng losowa. Istnieje niemalejacy ciag (X,,)
prostych, o(Y)-mierzalnych zmiennych losowych zbiezny do X. Na mocy 2), mamy
X, = fn(Y) dla pewnego ciagu funkeyjnego (f,,). Jak latwo sprawdzié¢, wystarczy
wziaé

) lim,, o fn(x) jesli granica istnieje,
J@) = 0 jesli granica nie istnieje.

4. Jedli teraz X jest dowolna zmienng losowa, to mamy X = X, — X_
f+(Y) = f_(Y) = f(Y), gdzie f4, f— to funkcje borelowskie odpowiadajace o (Y
mierzalnym X oraz X_.

D\/

Definicja 15.3. Zalézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi, przy czym X jest
calkowalna. Definiujemy warunkowa warto$é¢ oczekiwana X pod warunkiem Y jako

E(X]Y) = E(X|o(Y)).

Uwaga: Na mocy lematu mamy E(X|Y) = f(Y) dla pewnej funkeji borelowskiej
f. Liczbe f(y) mozemy interpretowaé jako E(X|Y = y).
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Przyklady:
1. Zalézmy, ze X, Y posiadaja rozktady skokowe. Oznaczmy

Py(y) =P(Y =y) oraz P(X’Y)(x7y) =P(X =z,Y =vy).
Jedli h jest dowolna funkcja borelowska taka, ze h(X) € L', to
2 (X Y) z,Y)

h(z
Aby to wykazaé, nalezy sprawdzi¢, iz prawa strona (oznaczana dalej przez 7)) spelnia
wlasnosci 1) i 2) z definicji E(h(X)|o(Y)). Pierwszy warunek jest jasny - 1, jako
funkcja Y, jest o(Y)-mierzalna. Zajmijmy sie zatem drugim warunkiem. Niech
B € o(Y). Poniewaz Y ma rozklad dyskretny, B jest co najwyzej przeliczalna suma
zdarzeni postaci {Y = y} oraz zdarzenia o prawdopodobienstwie 0. Wystarczy wiec
sprawdzi¢ 2) dla zbioréw B postaci {Y = y}. Mamy

P z,
/ ndP = / 3 h(x)yd]}”: 3" h(z)Pxy(z.y)
Y=y} Y=y} Je5n v (Y) e
oraz
[ om0 =3 hw) [ deadP= 3 b Py (o)
{Y=y} zESx {y=y} T€Sx

2. Konkretny przyktad. Zalézmy, ze X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozkladzie Poissona z parametrami A, p, odpowiednio. Wyznaczymy E(X|X +Y").
Wiadomo, ze X 4+ Y ma rozktad Poissona z parametrem \ + u. Stad

A k
Pxiy(k) = %e—(*ﬂb), k=0,1,2,....
Ponadto, jesli £ > ¢ > 0, to
Px x4y (k) =P(X =0, X4+Y =k)=P(X=0PY =k—{)
/\e o [kt .
E' (k—20)!

Pxxiv(bk) kIRt (k)( A >f(1_ A )’H
Pxiy(k) — 0Kk —-0O!\+p)k ) \A+u A+ p '

Stad
A
EXIX+Y)= —(X+Y).
(XX +Y) AJru( +Y)

[y

3. Zalézmy, ze (X,Y) ma rozklad z gestoscia g i niech gy (y) = [, g(z,y)dzx
bedzie gestoscia zmiennej Y. Zdefiniujmy gesto$é warunkowaq wzorem

g(x,y) 54
jesli gy (y) # 0,
gxy (zly) = {QY(y) ®)

0 jesli gy (y) = 0.

Wéwezas dla dowolnej funkeji borelowskiej h : R — R takiej, ze h(X) € L' mamy

() E(h(X)[Y) = / h(@)gxy (2]Y)de
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Istotnie, sprawdzimy, ze prawa strona spelnia warunki 1) i 2) z definicji E(h(X)]Y).
Oczywiscie warunek 1) jest spelmiony - prawa strona jest funkcja od Y. Przejdzmy
do 2). Dla dowolnego B € o(Y) mamy, iz B = {Y € A} dla pewnego A € R oraz

[ 0 = [ 1yenp()a = [ 1genh@atepdsdy

:/Rl{yeA}gY(y)/ h(x)gxy (x|y) d:l:dy_// )gx |y (] )dadP.

4. Konkretny przyklad. Zalézmy, ze (X,Y) ma rozklad jednostajny na tréjkacie
D={(z,y): 0<z<y<1}.
Obliczymy E(XY) oraz P(X < 1/2|Y).
Mamy g(z,y) = 21{9<z<y<1} Oraz

gy (y) = /Rg(x,y)dx = 2yljo,(¥)-

Wobec tego, gestos¢ warunkowa gx |y zadana jest wzorem

L .
gx|y (zly) = {gl[o,y] @ i?lpifoifélﬂéh Y.
Stad
E(X[Y) =/$9X|Y z|Y)d —/ md:c_ il
oraz ’

P(X < 1/2]Y) = E[L(—sc.1/2)(X)|Y]

=/1(70071/2](37)9X\Y($|Y)d33
R

1 Y
— ? /O 1(_0071/2] (x)1[07y] (;v)dac

1 jesli Y < 1/2,
| 1/(2Y) jesiY >1/2.

Wiasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej

Zalézmy, ze (Q, F,P) jest ustalona przestrzenia probabilistyczna i niech M
bedzie pewnym pod-o-cialem F. Ponadto, o wszystkich zmiennych losowych warunk-
owanych zakltadamy, ze sa caltkowalne.

0. Mamy E(E(X|M)) = EX. Wynika to natychmiast z 2), jesli weZmiemy
B=9Q.

Przyklad: Liczba wypadkéw danego dnia w pewnym miescie ma rozklad Pois-
sona z parametrem 5. Wysoko$¢ szkody powstalej w wypadku ma rozklad jednosta-
jny na przedziale [2,10]. Niech X oznacza laczna szkode danego dnia. Wyznaczy¢
EX.

Rozwigzanie: ~ Wprowadzmy zmienna losowa Y, zadana jako liczbe wypadkéw
danego dnia. Zmienna Y ma rozklad Poissona z parametrem 5, ponadto, z warunkéw
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zadania, E(X|Y) = 6Y. Istotnie, Srednia wysokos¢ szkody powstalej w poje-
dynczym wypadku wynosi 6, a wiec jedli bylo Y wypadkdw, to érednia szkoda
wynosi 6Y. Zatem, korzystajac z wlasnosci 0.,

EX = E(E(X|Y)) = E6Y = 30.
1. Niech «, f € R. Wéwcezas
E(aX; + fX2|M) = aE(X1|M) 4+ BE(X3|M).

Istotnie: sprawdzimy, ze prawa strona (oznaczana dalej przez R) spelia warunki 1)
i 2) z definicji E(aX; + fX2|M). Pierwszy warunek jest oczywisty. Aby sprawdzi¢
drugi zauwazmy, ze dla dowolnego B € M,

/RdP:a/ E(X1|M)dlp+ﬂ/ E(X2|M)d19>:a/ de}P’JrB/ XodP
B B B B B
= / aXy + BX,dP.
B

2. Jedli X jest nieujemna zmienna losowa, to E(X|M) > 0 p.n. Istotnie, niech
B = {E(X|M) < 0}. Wéwczas B € M i

/BIE(X\M)dIP’:/BXdP.

Widzimy, ze gdyby zdarzenie B mialo dodatnie prawdopodobienistwo, to lewa strona
bylaby ujemna, a prawa - nieujemna.
3. Mamy
(%) [E(X|M)] <E(IX[IM) pn.
Istotnie, na mocy 1. oraz 2. mamy, iz nieréwnos¢ X < Y p.n. pociaga za soba
E(X|M) <E(Y|M). Stad, z prawdopodobieristwem 1,
E(X1 M) <E(|X1][M)

—E(X; M) < E(|X1|[M).
Uwaga: Biorac warto$¢ oczekiwana obu stron w (*) dostajemy, na mocy 0.,
E(E(X|M)]) < E[X].

Innymi stowy, operator liniowy E(-|M) : LY(Q, F,P) — LY(Q, F,P) jest kontrakcja.

4. Warunkowa wersja twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym przejéciu do
granicy. Zalézmy, ze X,, jest niemalejacym ciagiem nieujemnych zmiennych losowych
zbieznych p.n. do X € L'. Wéwcezas E(X,,| M) + E(X|M) p.n.

Aby to wykazaé, zacznijmy od obserwacji iz na mocy 1. i 2., ciag (E(X,,|M)) jest
z prawdopodobieristwem 1 niemalejacy, a wiec w szczegdlnosci zbiezny. Oznaczmy
jego granice przez 1, E(X1|M) <n < oo. Niech teraz B € M. Mamy, na mocy 2)
oraz bezwarunkowego twierdzenia Lebesgue’a,

/X: lim [ X, = lim E(Xn|M):/ 7.
B

Poniewaz 7 jest M-mierzalna, to z powyzszej réwnosci wynika, iz n = E(X|M).

5. Analogicznie dowodzimy warunkowe wersje twierdzenia Lebesgue’a o zmajo-
ryzowanym przejsciu do granicy pod znakiem calki oraz lematu Fatou.
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6. Zalézmy, ze X, jest mierzalna wzgledem M. Wowczas
(+) E(X1X2|M) = XGE(X2|M)  p.n.

W szczegblnodei, biorac Xo = 1, dostajemy, iz E(X1 M) = X;.

Sprawdzamy, ze prawa strona spelia warunki 1) oraz 2) z definicji E(X; X5|M).
Warunek 1) jest oczywisty, pozostaje wiec sprawdzi¢ drugi. Zastosujemy metode
komplikacji zmiennej X7.

a) Jedli X; = 14, gdzie A € M, to dla dowolnego B € M,

/XlE(XgM/l)dIP’:/ E(X,|M)dP = ng]P’:/ X1 XodP.
B ANB B

ANB

b) Jesdli X; jest zmienna prosta, to wzér (+) dostajemy na mocy a) oraz liniowosci
warunkowych wartosci oczekiwanych.

c) Jesli X7 jest nieujemna zmienna losowa, to istnieje niemalejacy ciag (Y,) M-
mierzalnych zmiennych prostych, zbiezny p.n. do X;. Rozbijmy X5 = X2+ - X5 i
zastosujmy b) do zmiennych Y;, oraz X, :

E(Y, XS |M) = V,E(X] M)

Zbiegajac z n — oo i korzystajac z warunkowej wersji twierdzenia Lebesgue’a
(whasnosé 4.), dostajemy
E(X1 X5 M) = X1E(X |M).
Zastepujac X;r przez X, i powtarzajac rozumowanie, dostajemy
E(X1 X5 M) = X1 E(X5 |IM)
i po odjeciu stronami dostajemy (+).

d) Jesli X, jest dowolna zmienng losowa, to rozbijamy ja na réznice Xfr - X7,
stosujemy c) do zmiennych X", Xo, oraz X, , Xo, i odejmujemy stronami uzyskane
réwnosci.

7. Jesli My C Ms sa pod-o-cialami F, to
(=) E(X M) = E(E(X|M2)[ M) = E(E(X|M1)[My).

Zacznijmy od obserwacji, iz wyrazenia stojace po skrajnych stronach sa réwne.
Wynika to natychmiast z poprzedniej wlasnosci: zmienna losowa E(X| M) jest

mierzalna wzgledem Msy. Wystarczy wiec udowodnié, ze pierwsze dwa wyrazy w
(=) sa réwne. Wezmy B € M;. Mamy B € My, a wiec

[ Beet = [ x = [ Boois) = [ EEiMom)

skad teza.

8. Zalézmy, ze X jest niezalezna od M. Woéwezas E(X|M) = EX. Istotnie,
sprawdzimy, ze EX spelnia warunki 1) i 2) w definicji E(X|M). Warunek 1) jest
oczywisty: EX jest zmienna losowa stala, a wiec mierzalna wzgledem kazdego o-
ciata. Niech teraz B € M. Mamy na mocy niezaleznosci 1p oraz X,

/ EXdP = E1gEX = E(15X) = / XdP.
B B

9. Nierownos¢ Jensena. Zalézmy, ze f : R — R jest funkcja wypukla taka, ze
f(X) jest zmienna catkowalnag. Wéwcezas

E(f(X)IM) = FE(X|M)).



74 ADAM OSEKOWSKI

Bedzie nam potrzebny nastepujacy prosty fakt. Dowdd pozostawiamy jako
proste ¢wiczenie.

Lemat 15.2. Zaldzmy, ze f : R — R jest funkcjo wypukla. Wowczas istniejq ciqgi
(an), (by) takie, ze dla dowolnego x € R,
f(x) = sup(anz + by).
Powréémy do dowodu 9. Dla ciagéw (ay,), (by), gwarantowanych przez powyzszy

lemat, mamy f(X) > a,X + b, dla kazdego n. Stad, na mocy 1. oraz 2., z
prawdopodobienstwem 1,

E(f(X)|M) > a,E(X|M) + b,

Poniweaz ciagi (ay,), (b,) sa przeliczalne, to mozemy wziaé¢ supremum po n po
prawej stronie i dalej nier6wnos¢ bedzie zachodzita z prawdopodobienstwem 1:

E(J(X)|M) =z sup(anE(X|M) +bn) = [(E(X|M)).

Uwaga: Jako wniosek, dostajemy, iz dlap > 11 X € LP(Q, F,P),
E(X[PIM) = [E(|X[IM)]P.
Stad po wzieciu wartodci oczekiwanej obu stron, E(|E(X|M)|P) < E|X|?, czyli
EX M) < 11X,
Zatem warunkowa warto$¢ oczekiwana E(-|M) jest kontrakcja w LP.

Na zakonczenie zajmiemy sie zagadnieniem regresji nieliniowej. Zalézmy, ze X, Y
sa zmiennymi losowymi calkowalnymi z kwadratem. Obserwujemy zmienna Y i za
pomoca tych danych chcemy najlepiej przyblizyé¢ X (w sensie sredniokwadratowym)
zmienna postaci h(Y"). Scislej, szukamy funkcji borelowskiej f takiej, ze

E(X - f(Y))* = minE(X — h(Y))2.
W przypadku, gdy zawezimy sie do klasy funkcji liniowych, prowadzi to do zagad-
nienia regresji liniowej, rozwazanej wczesnie;j.
Twierdzenie 15.3. Rozwiqzaniem powyzszego zagadnienia jest f(Y) =E(X|Y).
Dowdd. Wezmy dowolna funkcje borelowska h. Mamy
E(X —n(Y))? =E(X - f(Y) + f(Y) = h(Y))?
=E(X — f(Y))? + 2E(X — f(Y))(f(Y) = h(Y)) + E(f(Y) — h(Y))*.

Ale zmienna f(Y) — h(Y) jest mierzalna wzgledem o(Y). Zatem korzystajac z
wlasnosci 0., 1. oraz 6.,

E(X — f(V)(/(Y) — h(Y)) = E{E[(X YY) — h))Y] }
—B{(107) ~ KV )ECE - F) | =0

Wobec tego czton srodkowy w poprzednim ciagu réwnosci znika i otrzymujemy
E(X — h(Y))? > E(X — f(Y))*
Stad teza. O
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16. ZADANIA

1. Zmienne losowe €1, €2, €3 sa niezalezne i maja ten sam rozkltad P(e; = —1) =
P(e; =1) =1/2,i=1, 2, 3. Obliczyé E(e1]e1 + 2 + €3) oraz E(e122]|e1 + eses).

2. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne, przy czym X ma rozklad Bernoul-
liego B(n,p), a Y ma rozktad Bernoulliego B(m, p). Wyznaczyé¢ E(X + Y |X) oraz
EX|X+Y).

3. Rzucono kostka, a nastepnie rzucono nia tyle razy, ile oczek wypadlo w
pierwszym rzucie. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang liczby wyrzuconych tréjek.

4. W urnie znajduje si¢ a kul biatych, b kul czarnych i ¢ kul czerownych (a, b,
¢ sa dodatnimi liczbami calkowitymi). Losujemy ze zwracaniem po jednej kuli az
do momentu wyciagniecia kuli czerwonej. Wyznaczyé wartosé oczekiwana liczby
losowan w ktorych wyciagnieto bialg kule.

5. Wiadomo, ze p procent monet stanowia monety falszywe, z ortem po obu
stronach. Losujemy ze zwracaniem n monet i kazda z nich wykonujemy rzut. Niech
F oznacza liczbe losowan, w wyniku ktérych wyciagnieto monete falszywa, O -

liczba wyrzuconych ortéw. Udowodnié, ze E(F|O) = 10%711)0.

6. Zmienna losowa (X,Y’) ma gestos§é

2 )
g(z,y) = 5 Liz>0,y>0}-

Wyznaczyé E(Y|X), E(Y?|X?) oraz P(Y > 1| X3 +1).
7. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad wyktadniczy z parametrem
1. Obliczy¢ P(X € B|X +Y) (dla B € B(R)) oraz E(sin X|X +Y).

8. Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy z parametrem 1, zas Y jest
zmienng losowa taka, ze jesli X = z, to Y ma rozklad wykladniczy z parametrem
x.

a) Wyznaczy¢ rozklad Y.

b) Obliczyé P(X > r|Y).

9. Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej 0,
VarX = 0%, VarY = o2, Cov(X,Y) = c. Obliczyé P(Y € B|X) (dla B € B(R))
oraz E(Y|X).

10. Zmienne X7, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja ten sam rozklad o skoniczonej
wartosci oczekiwanej. Obliczyé E(X| X1 + Xo + ... + X,,).

11. Zalézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi a G jest o-cialem takim, ze X jest
mierzalne wzgledem G, a Y jest niezalezne od G. Niech ¢ : R? — R bedzie funkcja
borelowska taka, ze ¢(X,Y) jest catkowalna zmienna losowa. Udowodnié, ze

gdzie ®(z) = E¢(z,Y).

12. Zalézmy, ze X jest catlkowalna zmienng losowa, a o-cialo G jest niezalezne
od X oraz od o-ciala M. Udowodni¢, ze

E(X|o(G, M)) = E(X|M).

13. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X ma standardowy rozklad
normalny, Y jest nieujemna zmienna ograniczona, a Z ma rozklad Rademachera.

Obliczy¢ E(eXY|Y) oraz E(eXY|Y Z).
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14. Zmienne N, X7, Xo, ... sa niezalezne, przy czym NN ma rozklad Poissona
z parametrem 3, a X, ma rozklad jednostajny na [0,1], n = 1,2, .... Obliczyé¢
E(X1 + Xz + ...+ Xnp1).



