Rozdziatl 5

Uklady autonomiczne

5.1 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Przedmiotem analizy w tym rozdziale beda uktady réwnan autonomicznych
&= f(z), (5.1

z funkcja f: @ — R™, gdzie @ jest otwartym zbiorem w R™, a f jest funkcja
klasy C.

Ograniczenie analizy do uktadéw autonomicznych nie jest istotne, poniewaz w
roz. 1 pokazaliSmy jak dowolne rownanie nieutonomiczne

i = f(t ), (5.2)

mozna sprowadzi¢ do postaci autonomiczne;.

Analizg uktadu (5.1) rozpoczniemy od badania stabilnosci jego rozwiazan pod
wptywem matych zmian warunkéw poczatkowych. Czgsciowej informacji dostar-
czaja twierdzenia o ciaglej i gladkiej zaleznoS$ci rozwiazania od danych poczat-
kowych. Jednak uzyskane wyniki maja charakter lokalny, tzn. rozwiazanie zalezy
w sposéOb regularny w tym sensie, ze jeSli dokonamy matego zaburzenia w chwili
poczatkowej, to rozwigzanie zmieni si¢ tez mato dla czasu bliskiego chwili za-
burzenia. Ta informacja nic nie méwi o zachowaniu si¢ rozwigzania dla dtugiego
czasu, jesli dokonamy matego zaburzenia.

Zajmiemy si¢ teraz odpowiedzia na pytanie, jakie warunki musza by¢ spet-
nione, aby mate zaburzenie danych poczatkowych powodowalo mata zmiang roz-
wiazania nawet na dlugim odcinku czasu. Rozpoczniemy od definicji stabilnoSci
rozwigzania w sensie Lapunowa. Poniewaz definicja ta jest niemal identyczna dla
uktadéw autonomicznych i nieautonomicznych sformutujemy ja jednocze$nie dla
obu uktadéw.

5.1 DEFINICJA. Niech dany bedzie uktad rownan (5.1) z funkcjq f: Q — R™,
gdzie Q jest otwartym zhiorem w R™, a f jest funkcjq klasy C* (lub uktad (5.2)
z funkcjq f: Q — R™, gdzie Q jest otwartym zbiorem w R™ 1L, a f jest funkcjq
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klasy C*). Niech Z(t) bedzie rozwiqzaniem jednego z tych uktadéw w przedziale
[0, +00). Mowimy, Ze rozwiqzanie Z(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla t —
~+00, jesli dla kazdego € > ( istnieje takie to > 0 orazn > 0, Ze kaZde rozwiqzanie
x(t) rownania (5.1) (odpowiednio réwnania (5.2)), takie Ze

|z (t0) — Z(to)| <,
spetnia dla t > to warunek
lx(t) — z(t)] < e.
Jesli dodatkowo

lim |z(t) — 2(t)] = 0,

t—-4o00

to méwimy, Ze rozwiqzanie Z(t) rownania (5.1) (réwnania (5.2)) jest asymptotycz-
nie stabilne.

5.2 Przyklad. Rozwazmy uklad liniowy w R?

- . a B
T =Ax, gdzie A= (—ﬂ a> . (5.3)
. _ 0\ . . : L . . o
Funkcja stata Z(t) = 0 jest rozwigzaniem tego réwnania. Zbadajmy stabilnos¢

tego rozwiazania. Z rozdziatu 4 wiemy, ze rozwigzania réwnania (5.3) maja postaé

x1(t) = e (cy sin Bt + o cos Bt),
x2(t) = e (cy cos Bt — co sin ft).

Jesli a < 0, to |z1(t)| i |z2(t)| sa dowolnie bliskie zeru dla dostatecznie duzych ¢.
Wynika stad, ze Z(t) jest asymptotycznie stabilnym potozeniem réwnowagi dla
a < 0.Jesli a > 0, to |z1(t)] i |x2(t)| oscyluja z amplituda rosnaca jak e, wigc
Z(t) nie jest rozwigzaniem stabilnym.

W przykladzie 5.2 pokazaliSmy sposéb badania stabilnosci skuteczny tylko
wtedy, gdy potrafimy znaleZ¢ rozwiazanie rownania. Obecnie podamy sposéb ba-
dania stabilno$ci rozwiazania bez koniecznosci jego znajdowania. Najpierw zaj-
miemy si¢ przypadkiem réwnan autonomicznych.

Rozwazmy réwnanie (5.1) z funkcja f okreslona na zbiorze (), zawierajacym
poczatek uktadu wspétrzednych oraz spetniajaca warunek f(0) = 0.

5.3 DEFINICJA. Funkcjq Lapunowa dla réwnania (5.1) nazywamy funkcje V ()
klasy C*w Q (V: Q — R), spetniajacq warunki:

1) V(z) 20,

2) V(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
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3) jesli x(t) jest rozwiqzaniem réwnania (5.1), to funkcja ztoZona V(a:(t)) Jest
nierosnqcq funkcjq zmiennej t czyli
d

£V(x(t)) =gradV - f <O0.

5.4 TWIERDZENIE. Niech f bedzie odwzorowaniem okreslonym na zbiorze ot-
wartym @, zawierajqcym poczatek uktadu wspotrzednych. Zaktadamy, ze f jest
klasy C' oraz spetnia warunek f(0) = 0. Jesli dla réwnania (5.1) z odwzorowa-
niem f istnieje funkcja Lapunowa, to rozwiqzanie T(t) = 0 réwnania (5.1) jest
stabilne. Jesli dodatkowo

gradV - f <0 5.4)

dla x € Q\{0}, to rozwiqzanie Z(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne.

Dowéd. Udowodnimy najpierw stabilno$¢ rozwiazania z(t) = 0. Rozwazmy kule
B(e) o srodkach w zerze i promieniach ¢ < ¢ oraz brzegi tych kul, czyli sfery
S(e). Niech g bedzie taki, ze B(ep) C Q. Niech § = min,cg(.) V(z). Z wiasno-
$ci 2) definicji 5.3 wynika, ze § > 0.

Niech U = {z € B(e): V(x) < d}. Z whasnosci 3) definicji 5.3 wynika, ze
rozwigzanie zaczynajace si¢ w punkcie xg € U nie osiagnie brzegu S(e). Ponie-
waz wzdhuz krzywej catkowej funkcja Lapunowa nie ro$nie, wigc biorac zg, takie
ze V(xg) < 6, otrzymamy dla z(t) bedacego rozwiazaniem z warunkiem poczat-
kowym z(0) = zo oszacowanie V (z(t)) < 4, dla kazdego ¢ > 0. Dowodzi to
stabilnosci rozwiazania z(t) = 0.

W celu udowodnienia asymptotycznej stabilnosci tego rozwiazania wystarczy
wykazaé, ze przy wzmocnionych zatozeniach, jesli z:(t) jest rozwiazaniem, to

V(z(t)) — 0, gdy t— +oc. (5.5)

Aby udowodni¢ prawdziwos¢ (5.5) zatézmy, ze istnieje rozwigzanie y(t), dla kt6-
rego V (y(t)) nie dazy do zera. Poniewaz funkcja V (y(t)) jest monotoniczna, wigc
oznacza to, ze V (y(t)) > a > 0dlat > to. Tym samym rozwiazanie |y(t)| > &
dla pewnego €; > 0 oraz t > ty. Z warunku (5.4) wynika istnienie m > 0, takiego

ze J
%V(y(t)) <-m<0

na zewnatrz kuli B(e1), tj. dlat > t,. Stad

V(y(®) = V(y(to)) < —m(t —to),

czyli
V(y(t)) < V(y(to)) — m(t —tg) — —co dla t — +oo.

Jest to sprzeczne z definicja funkcji Lapunowa i dowodzi, ze V (z(t)) — 0 dla
wszystkich rozwiazan réwnania (5.1).
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Z warunku (5.5) wynika zbiezno$¢ z(t) — 0 dlat — +o00. Gdyby tak nie byto,
to istniatoby rozwiazanie y; (t), takie ze dla pewnego 1 > 0 i ciagu {¢,,} praw-
dziwe bytoby oszacowanie €1 < |y1(t,)| < €. Z ciagu {yi(¢,)} mozna wybraé
zbiezny podciag y1(tn,) — yo, gdzie |yo| > €. Stad V(yo) = mo > 0. Z cia-
glosci funkcji V (y) wynika, ze V (y1(ty,)) jest bliskie V(o). Dla dostatecznie
duzych ny, bedzie wige V (y1(ty,)) > 2. Z monotonicznosci funkcji V' na krzy-
wej catkowej y1 (t) wynika, Ze ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich
dostatecznie duzych ¢. To jest jednak sprzeczne z (5.5). [ |

W przypadku réwnan nieautonomicznych (5.2) nalezy dokona¢ pewnych mo-
dyfikacji definicji funkcji Lapunowa, aby twierdzenie analogiczne do tw. 5.4 bylo
prawdziwe.

5.5 DEFINICJA. Funkcja V (t,z) klasy C* na Q = {(t,x): t > to,|z| < b}
nazywa sig funkcjq Lapunowa dla rownania (5.2), jesli:

1) V(t,0) =0dlat >t
2) istnieje funkcja ciggta W (x) okreslona dla |x| < b, taka Ze:

a) W(z) =0,
b) W(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
c) V(t,x) = Wi(x)dlat > to,

3) jesli x(t) jest rozwiqzaniem réwnania (5.2), to

d ov
— = — . < 0.
dtV(t, (t)) 5 +grad, V- f(t,x) <0

5.6 TWIERDZENIE. Niech funkcja f(t,x) w rownaniu (5.2) bedzie ciqgta na
zbiorze Q = {(t,x): t > to,|z| < b} i spetnia warunek

f(t,0) =0 dlat > t.
Jesli dla rownania (5.2) istnieje funkcja Lapunowa spetniajqaca warunki definicji

5.5, to rozwiqzanie T(t) = 0 jest stabilne. Jesli dodatkowo istnieje funkcja W1 (z)
ciggta dla |x| < b, ktdra spetnia warunki a) i b) definicji 5.5 oraz

D, Vo f(t2) < ~Wile) diat >t

to rozwiqzanie T(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne.

Dowdéd tego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu tw. 5.4.
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5.7 Przyklad. Dla réwnania z przykladu 5.2 znajdziemy funkcje Lapunowa.
Niech V(x) = 2% + x3. Funkcja ta spetnia warunki 1) i 2) definicji 5.3, nalezy
jedynie sprawdzi¢ warunek 3). Niech wigc x(t) bedzie rozwiazaniem. Wtedy

%v(x(t)) = 2wy (£)i) + 29 (t)d =

= 2z (axy + Bao) + 2xo(— By + axy) = 2a(z? + 23).

Dla a < 0 jest spetniony warunek 3) i funkcja V' (x) = 22 + 23 jest funkcja La-
punowa dla réwnania (5.3). Oznacza to, ze x(t) = 0 jest rozwigzaniem stabilnym.
Co wigcej, % < 0 dla niezerowych rozwiazan, wigc sa spelnione takze warunki
asymptotycznej stabilnosci, tzn. rozwiazanie z:(t) = 0 jest asymptotycznie stabil-
ne.

5.8 Przyklad. Zbadamy stabilno$¢ potozenia réwnowagi dla wahadla z tarciem,
ktérego réwnanie ma postaé

T1 = T2,

To = —wg sinzy — 2kxo. (5.6)

Punkt (0, 0) jest potozeniem réwnowagi dla tego uktadu. (Oczywiscie, potozenia-
mi réwnowagi sa wszystkie punkty o wspétrzednych (n, 0), ich analiza przebiega
analogicznie). Aby zbada¢ stabilnos$¢ rozwiazania (0, 0), tworzymy funkcje Lapu-
nowa
2 L o

V(z1,x2) = wi(1l —coszy) + 522

Poniewaz w? > 0, wigc V (21, 22) = 01 V (21, 22) = 0 tylko jesli 1 = x5 = 0.
Mamy dalej

&V(xl, x9) = wSxQ sinz + 1132(—(,()8 sinz — 2kxy) = —21{::1:% < 0.

Wynika stad, ze punkt (0, 0) jest punktem réwnowagi stabilnej. Zbadanie stabilno-
Sci asymptotycznej wymaga dodatkowej analizy, bo 2kz3 zeruje si¢ we wszystkich
punktach (z1,0). Pokazemy jednak, ze jesli taki punkt lezy na krzywej catkowe;j,
to jest to punkt przegigcia dla funkcji Lapunowa V (z1(t), z2(t)) i funkcja ta jest
Scisle malejaca, czyli punkt (0, 0) jest asymptotycznie stabilny. Rzeczywiscie, jesli
(1(t1),0) lezy na krzywej catkowej i z1(tg) # O (ale jest w bliskim otoczeniu
zera), to z (5.6) otrzymujemy 2 (t1) # 0. Stad, na krzywej catkowej przechodza-
cej przez punkt (x1,0), po obu stronach tego punktu mamy x5(¢) # 0 i funkcja
Lapunowa jest SciSle malejaca dla ¢ # t1, czyli punkt (x1(t1),0) jest jej punktem
przegiecia.

5.2 Potoki i orbity

Zajmiemy sig teraz klasyfikacja zbior6w rozwiazan réwnan autonomicznych. W
tym celu rozwigzania traktujemy jako trajektorie w odpowiedniej przestrzeni topo-
logicznej, czyli pewne podzbiory tej przestrzeni.
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Rozwazmy ponownie réwnanie autonomiczne
&= f(x), (.7

ktérego prawa strona jest funkcja klasy C'* w pewnym zbiorze otwartym @ C R™.
Z zatozenia tego wynika, ze réwnanie (5.7) uzupelnione warunkiem poczatkowym

r(0)=p, peqQ, (5.8)

ma jednoznaczne rozwigzanie w pewnym przedziale (—a, a).
Nastepujacy wniosek wynika bezposrednio z tw. 3.1.

5.9 WNIOSEK. Niech funkcja ¢(t;p), jako funkcja argumentu t, bedzie rozwiq-
zaniem zagadnienia poczatkowego (5.7) — (5.8), okreslonym w zbiorze otwartym
Q C (—a,a) x Q. Funkcja ta spetnia warunki:

1) ¢(0;p) =p,

2) o(t;p) jest ciggta na ,

3) @(t+7;p) = (t;0(T;p)) na Q.

Rozwazmy teraz przestrzefi fazowa M réwnania (5.7) i niech f(x) bedzie
funkcja klasy C'! na M. Wtedy dla kazdego warunku poczatkowego p € M mamy
rozwiazanie (t;p) C M. Zalézmy w dalszym ciagu, ze rozwiazanie ¢(¢; p) moze
by¢ przedtuzone na cata prosta (—oo, 00) z zachowaniem warunku o(¢;p) C M.

Z zatozen na temat funkcji f(x) oraz z tw. 3.15 wynika, Ze istnieje rodzina
dyfeomorfizméw parametryzowana zmienna ¢

g\ M — M,
7z s . t _ .
wyznaczona réwnoscia g'(p) = ¢(t;p).

5.10 DEFINICJA. Potokiem nazywamy pare (M, g*), gdzie M jest przestrzeniq

fazowa, a g*, t € (—o0, ), jest rodzing dyfeomorfizmoéw M, spetniajqcq warunki:
1) gt M — M,
2)gtoraz (¢") " =g~
3) gt+s — gtgs'

Zauwazmy, ze dla rozwigzania réwnania rézniczkowego warunki definicji sa spet-
nione na podstawie tw. 3.15 (gtadka zaleznos¢ od danych poczatkowych) i wniosku
5.9.

t sq roiniczkowalnymi przeksztatceniami M w M,

5.11 DEFINICJA. Trajektoriq albo orbitq punktu p w potoku (M, g') nazywamy
zbior wartosci odwzorowania g'(p), t € (—oo, c0).
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5.12 DEFINICJA. Punkt p o tej wtasnosci, ze f(p) = 0 nazywa si¢ punktem
krytycznym albo punktem osobliwym potoku wyznaczonego przez réwnanie (5.7).

Latwo zauwazyC, ze jeSli punkt p jest krytyczny, to jego orbita jest stata
(¢'(p) = p). Stad punkty takie czgsto nazywa si¢ tez punktami stacjonarnymi
(potozeniami réwnowagi).

5.13 Przyklad. Rozwazmy réwnanie & = x, gdzie x = z(t) € R. Orbita punktu
p ma postaé {e'p}, t € (—o0o,00). Jesli p > 0, to orbita ta jest pétprosta (0, 00),
jesli p < 0, to pétprosta (—o0,0), a dla p = 0 orbita jest statym punktem {0}.
Oznacza to, ze punkt p = 0 jest punktem krytycznym.
5.14 Przyklad. Rozwazmy ukiad réwnan

i1 = —xg + 21(1 — 23 — 23),

By = a1 + 29(1 — 23 — 23).
Przez wprowadzenie wspétrzednych biegunowych

x1 =rcosf, xo=rsinb,

powyzszy uktad mozna sprowadzi¢ do postaci

r=r(l—r?), 6=1.

Dla pierwszego réwnania mozna tatwo znalez¢ rozwiazania. Maja one postac

pe’
/p2e2t —p2 +1 |’

czyli orbitami sa: punkt = 0, odcinek (0, 1), punkt r = 1 i p6iprosta (1, 00).
Jesli dotaczymy do tego zalezno$¢ od kata 6, to jako orbity w uktadzie zmiennych
(z1, v9) bedziemy mieli: punkt krytyczny (0, 0), orbitg okresowa 22 +x3 = 1 oraz
orbity otwarte, ktére spiralnie od wewnatrz i od zewnatrz nawijaja si¢ na orbitg
okresowa.

Powyzsze przyktady pokazuja istotne zalety badania rownan w przestrzeni fa-
zowej. Badanie wielkiej liczby oddzielnych rozwiazafh mozna ograniczy¢ do bada-
nia znacznie mniejszej liczby orbit.

5.15 TWIERDZENIE. Przez kaidy punkt przestrzeni fazowej M przechodzi do-
ktadnie jedna orbita.

Dowéd. Niech p1: R — M ips: R — M beda dwoma rozwigzaniami row-
nania (5.7) z r6znymi warunkami poczatkowymi. Zalézmy, ze wyznaczone przez
te rozwiazania orbity maja punkt wspdlny. Oznacza to, ze istnieja takie t; i to,



84 ROZDZIAL 5. UKEADY AUTONOMICZNE

ze 1(t1) = ¢a(te). Rozwazmy funkcje oo i funkcje o3 = T %2y, gdzie
T3p(t) = o(t + s). Zauwazmy, ze jesli ¢(t) jest rozwigzaniem réwnania (5.7),
to T%(t) jest tez rozwigzaniem tego réwnania. Mamy bowiem

d, . Cde(t+s)| de(t)
aT o(t) i - ar 1=ty Todt t=tots B
= f(go(to + S)) = f(gp(t + 5)) ‘t:t() = f(TSSD(t)) ‘t:to'

Wynika z tego, ze ¢3 jest rozwigzaniem réwnania (5.7). Poniewaz o (t2) = ¢3(t2),
wigc sa to rozwigzania z tym samym warunkiem poczatkowym. Z jednoznacznosci
wynika, ze @2 = 3. Tak wigc 1 1 @2 opisuja t¢ sama orbite i réznia si¢ tylko
parametryzacja tej orbity zmienng niezalezng t.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze jesli dwie orbity maja chociaz jeden punkt
wspdlny, to sg identyczne. Dowodzi to jednoznaczno$ci wyznaczenia orbity prze-
chodzacej przez dany punkt przestrzeni fazowej. Fakt, ze przez kazdy punkt prze-
strzeni fazowej p przechodzi orbita, wynika z istnienia rozwigzania réwnania (5.7)
z warunkiem z(0) = p. ]

Przejdziemy obecnie do klasyfikowania orbit uktadéw autonomicznych. Oka-
zuje sig, ze z topologicznego punktu widzenia jest bardzo mato orbit istotnie r6z-
nych (wszystkie przypadki sa zilustrowane w przyktadzie 5.14).

5.16 TWIERDZENIE. Niech bedzie dany potok (M, g'), t € (—o0, ), gene-
rowany przez réwnanie autonomiczne (5.7) 7 funkcja f € CY(M). Orbity tego
potoku dzielq sig na trzy kategorie:

1) orbity otwarte, dyfeomorficzne z prostq rzeczywistaq,

2) orbity zamknigte, dyfeomorficzne z okregiem,

3) punkty krytyczne.

Dowéd. Niech pq(t), t € (—a,a), bedzie rozwigzaniem réwnania (5.7), ktére
nie jest typu 1), tj. niech spetnia warunek ¢g(t1) = ¢o(t2) dla pewnych ¢; i to
(ta > t1). Wtedy rozwiazanie to przedtuza si¢ na cala prosta jako rozwigzanie
okresowe p(t + T') = p(t) z okresem T' = to — t1. Jesli zdefiniujmy funkcje

o(t) =po(t1+7) dla t=nT+T,

to funkcja ta jest rozwigzaniem réwnania (5.7) jako przesunigcie rozwiazania g
(patrz dowdd tw. 5.15). Funkcja ta jest okresowa, bo jesli ¢ jest postaci nT" + T,
tot+T = (n+ 1T +71ip(t) = ¢+ T). Pokazemy obecnie, ze funkcja
©(t) jest ciagta. Funkcja ta jest oczywiScie kawatkami ciagta, a jedyne punkty
mogace budzi¢ watpliwosci to punkty n’I’, w ktérych jest ona prawostronnie ciagta.
Pokazemy, ze w tych punktach jest takze ciagta lewostronnie. Niech ciag ¢, bedzie
zbiezny lewostronnie do nT. Wtedy ¢(t,) = wo(t1 + 7o), gdzie ciag 7, dazy
lewostronnie do 7. Z ciagtosci funkcji ¢o wynika, ze @o(t1+70) — po(t1+7T) =
= @p(t2) = ¢o(t1) = @(nT), co dowodzi lewostronnej ciagtosci funkeji ¢ ().
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Jesdli teraz T, T sa dwoma okresami funkcji ¢, to 17 + T5 jest tez okresem,
bo p(t + Ty £ Ts) = (t + T1) = ¢(t). Niech K oznacza zbiér wszystkich
okreséw funkcji ¢(t). Sa dwie mozliwosci. Pierwsza, kiedy zbiér K zawiera ele-
ment najmniejszy 7y > 0. Wtedy o(t + Tp) = ¢(t) oraz ¢(t1) # @(t2), dla
0 < t1 <ty < Tp. Odpowiada to orbicie zamknigtej o okresie 1.

Druga mozliwo$¢, to brak najmniejszego elementu wigkszego od zera w zbio-
rze K, czyli w zbiorze tym sa okresy dowolnie male. Pokazemy obecnie, ze zbidr
okres6w jest domknigty. Niech {7;} bedzie zbieznym ciagiem okreséw. Niech
T = lim;_, o T;. Z ciagtosci funkcji ¢(t) mamy dla kazdego ¢ réwnos¢

p(t+T) = lim ot +T;) = lim o(t) = o(t).

71— 00

Wynika stad, ze w drugim przypadku najmniejszy okres jest réwny zero, czyli
©(t) = ¢(0) dla kazdego t. To oznacza, ze w tym przypadku zbiér K pokrywa si¢
z calq prosta rzeczywista R a rozwiazanie ¢(t) jest punktem krytycznym. [ |

5.3 Klasyfikacja punktow krytycznych ukladéw liniowych
na plaszczyznie

Klasyfikacje punktéw krytycznych uktadéw autonomicznych ograniczymy do ba-
dania dwuwymiarowych uktadéw liniowych o statych wspétczynnikach

T = Ax 5.9)

4o (an a12> _
a1 a2
Jak tatwo zauwazy¢, punkt x = 0 jest punktem krytycznym réwnania (5.9). Jesli
macierz A jest nieosobliwa (det A # 0), to uktad (5.9) nazywa si¢ prostym.
Analizg zachowania si¢ rozwigzan uktadu (5.9) w otoczeniu punktu krytyczne-

go rozpoczniemy od przypadku uktadéw prostych. W celu znalezienia rozwiazan
rozpatrzmy wielomian charakterystyczny macierzy A

Z macierza

p(A) = A% — (tr A)X 4+ det A = 0,

gdzie tr A = a11 + a99 jest §ladem macierzy A. Znajdujemy pierwiastki wielomia-
nu charakterystycznego

1

M=-(trA+VA), Xo=c(trA—VA),

N |
N

gdzie A = (tr A)2 — 4det A. Znajomos¢ pierwiastkéw wielomianu charaktery-
stycznego pozwala znalez¢ postaé kanoniczna macierzy A.
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Przypadek A>0. Macierz A ma wéwczas dwie rozne, rzeczywiste wartosci wia-
sne, a odpowiadajace im wektory wlasne tworza kanoniczna baze przestrzeni R?.
W tej bazie macierz A ma postaé

(MO
=y 4):
Roéwnanie (5.17) sprowadza si¢ wtedy do uktadu

1 = M1,

To = Ao,

ktérego rozwiazania dane sa wzorami

z1(t) = cret, 29(t) = cpe?t.

Przez proste przeksztalcenie otrzymujemy réwnanie orbit w przestrzeni fazo-

wej R?

2y = ca}?™.
Obrazy orbit w otoczeniu punktu krytycznego = = 0 zaleza istotnie od znaku
pierwiastkéw A; i Ao. Ponizej zilustrujemy wszystkie istotnie rézne sytuacje.

Jesli Ay < A1 < 0, to portret fazowy w otoczeniu punktu krytycznego jest
przedstawiony na rys. 5.1. W takiej sytuacji punkt krytyczny = = 0 jest stabilny
(rozwiazania daza do niego, gdy ¢ — oc0). Punkt taki nazywa si¢ wezlem stabil-
nym (przypadek A\; < A2 < 0 jest analogiczny).

Jesli Ay > A; > 0, to otrzymany portret fazowy ma analogiczny ksztalt or-
bit, a jedynie ewolucja na orbitach odbywa si¢ w przeciwnym kierunku (rys. 5.2).
Mamy wtedy do czynienia z wezlem niestabilnym.

Xz

Rysunek 5.1: Wezet stabilny
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X;

Rysunek 5.2: Wezet niestabilny

Jesli pierwiastki A1 i Ao maja przeciwne znaki, \; < 0 < Ao, to otrzymujemy
portret fazowy przedstawiony na rys. 5.3. Punkt krytyczny x = 0 nazywa si¢ wtedy
siodlem. Zwr6émy uwage, ze pétosie wspotrzednych takze sa orbitami, przy czym
po osi Ox1 ewolucja odbywa si¢ do punktu krytycznego, a po osi Oxy od punktu
krytycznego. Juz z tej obserwacji wynika, ze siodlo nie jest punktem stabilnym.

Przypadek A=0. Macierz A ma wéwczas podwdjny pierwiastek wielomianu cha-
rakterystycznego \g. Jesli warto$ci wlasnej A\g odpowiadaja dwa liniowo niezalez-

X

Rysunek 5.3: Siodto
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ne wektory wilasne, to macierz A ma postaé kanoniczng

(X O
(3 D)
Punkt z = 0 nazywa si¢ wtedy wezlem gwiazdzistym. Jesli Ay < 0, to otrzymuje-

my wezet gwiazdzisty stabilny (rys. 5.4), jesli A\g > 0, to mamy wezel gwiazdzisty
niestabilny (rys. 5.5).

Xy

Rysunek 5.4: Wezel gwiazdzisty stabilny

Rysunek 5.5: Wezet gwiaZdzisty niestabilny

Jesli macierz A ma tylko jeden wektor wtasny odpowiadajacy wartoSci wiasne;j
\o, to cata przestrzen R? jest przestrzenia niezmiennicza macierzy A, a jej postacia
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kanoniczna jest klatka Jordana

A= <Af f0> .
Réwnanie (5.9) ma wtedy postaé

Ty = Aoz,

To = 1 + AoTo.

Stad

Aot

Aot
x1 = cre’0, x9 = (co + c1t)e".

W takiej sytuacji punkt = 0 nazywa si¢ wezlem zdegenerowanym. Dla Ay < 0
jest to wezet stabilny (rys. 5.6). Dla A\g > 0 otrzymujemy wezet zdegenerowany
niestabilny (rys. 5.7).

Rysunek 5.6: Wezet zdegenerowany stabilny

Aby mieé lepsze wyobrazenie o ksztalcie orbit w otoczeniu wezta zdegenero-
wanego, rozpatrzmy punkty, w ktérych orbity osiagaja warto$¢ ekstremalna wzgle-
dem zmiennej xo. W takich punktach @9 = 0, czyli x1 = —Agz2 (proste o tym
réwnaniu zaznaczyliSmy linia przerywana na odpowiednich rysunkach).

Przypadek A <0. Mamy wéwczas dwa sprzezone pierwiastki zespolone Ao i Ag. W
zmiennych rzeczywistych macierz A ma postaé¢ kanonicznag

A:(% §>’ B> 0.

Roéwnanie (5.9) sprowadza si¢ do uktadu

j:l = axry — 53327

.i’Q = ,61)1 + axs.
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Rysunek 5.7: Wezetl zdegenerowany niestabilny
Po przejSciu do wspétrzednych biegunowych
xr1 =71cosf, x5 =rsinf
otrzymujemy

T1 =7cos —rfsinfd = arcosf — Brsinb,

B9 = 7sinf + rfcosd = Brecos + arsinb.

Mnozymy te rownania przez cos 6 i sin 6, a nastgpnie dodajemy i odejmujemy je
stronami, skad otrzymujemy

Rozwiazanie ma wigc postaé

r=roe™, 0 =0y+ ft.

Jesli @ < 0, to otrzymujemy portret fazowy, na ktérym orbity sg spiralami
zwijajacymi si¢ do punktu z = 0. Punkt ten nazywa si¢ ogniskiem stabilnym
(rys. 5.8). Jesli a > 0, to otrzymujemy ognisko niestabilne, dla ktérego spirale
wychodza z punktu z = 0 (rys. 5.9).

Dla @ = 0 orbity sa koncentrycznymi okregami (rys. 5.10). Punkt x = 0
nazywa sie wtedy $rodkiem. Srodek jest oczywiscie punktem stabilnym, ale nie
jest on asymptotycznie stabilny — w przeciwieristwie do wszystkich poprzednich
przypadkéw, gdzie stabilnoS¢ bylta jednoczesnie asymptotyczna stabilnoscia.

Obecnie rozpatrzymy sytuacje, kiedy uktad (5.9) nie jest ukladem prostym.
Wtedy det A = 0 i przynajmniej jedna z wartoSci wtasnych macierzy A jest réwna
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X2

Rysunek 5.8: Ognisko stabilne

X 4

sl

Rysunek 5.9: Ognisko niestabilne

zeru. Mozliwe sa wtedy dwa przypadki zalezne od rzgdu macierzy A: rz A = 0,
czyli macierz jest zerowa i kazdy punkt ptaszczyzny jest krytyczny orazrz A = 1.
Pierwszy z tych przypadkéw jest nieciekawy. W drugim przypadku, tzn. kiedy
rz A = 1, istnieje cala prosta (przechodzaca przez punkt x = 0) ztozona z punktéw
krytycznych.

Jesli A > 0, to macierz A ma dwie wartoSci whasne Ay # 01 Ay = 0 oraz

posta¢ kanoniczng
(A0
A= (3 1)

Dla A\; < 0 otrzymujemy portret fazowy, na ktéorym wszystkie punkty osi Oxa
sa punktami krytycznymi i wszystkie sg stabilne, ale nie asymptotycznie stabilne
(rys. 5.11). Dla A; > O portret fazowy jest analogiczny, tylko punkty krytyczne sa
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ah
o

Rysunek 5.10: Srodek

niestabilne.

Jesli A = 0, to zero jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu charaktery-
stycznego i macierz A ma forme kanoniczng

00
a=(19)
Otrzymujemy wtedy portret fazowy, na ktérym cata o§ Ox; jest ztozona z punk-

tow krytycznych (rys. 5.12).

X,

A
>

L
L

A

4
]

Rysunek 5.11: Portret fazowy dla uktadu nieprostego, A > 0
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Xa

Rysunek 5.12: Portret fazowy dla uktadu nieprostego, A = 0

Aby rozpatrywac portret fazowy w uktadzie wspétrzednych, w ktérym zostato
napisane réwnanie (5.9), musimy przypomnieé, ze dla macierzy A istnieje prze-
ksztatcenie nieosobliwe (), takie ze Q~' AQ jest macierza w postaci kanonicznej.
Przeksztalcenie () przeprowadza przy tym baze kanoniczng na baze przestrzeni
wyjsciowej. Znaczy to, ze jesli jest dane réwnanie

T = Ax,
ktére w bazie kanonicznej przyjmuje postac

y=Jy,
gdzie J jest forma kanoniczna macierzy A, to

T = Qy.

Kolumny macierzy przeksztalcenia () sa zbudowane z wektoréw bazy kanonicznej,
wyrazonych we wspétrzednych zmiennej x. Aby je znalezé, nalezy skorzystaé z
metod opisanych w roz. 4.

5.17 Przyklad. Znajdziemy portret fazowy uktadu
i = Ax,
7T —4
A= .
(6 =)
Wielomian charakterystyczny ma postac

p(\) = A% — 25,
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Pierwiastkami tego wielomianu sa A\; = —5, Ay = 5. Odpowiadaja im wektory
wlasne
v =[2,1], va=1[1,3].

Poniewaz \; < 0 < Ag, wigc punkt z = 0 jest siodlem. Portret fazowy w zmien-
nych kanonicznych y; s jest pokazany na rys. 5.13.

42

Y

Rysunek 5.13: Portret fazowy w zmiennych kanonicznych dla uktadu z przyktadu
5.17

W zmiennych wyjsciowych o§ Oy przechodzi na o$ o kierunku wektora vy,
a 0§ Oy na o§ o kierunku wektora v. W zmiennych x portret fazowy jest pokazany
narys. 5.14.

Obecnie podsumujemy nasze badania portretéw fazowych uktadéw liniowych
w R2. W analizie portretéw fazowych na ptaszczyZnie wystepuja trzy istotnie rézne
sytuacje:

1) Pierwiastki sa rzeczywiste i odpowiadaja im dwa liniowo niezalezne wektory
wtasne. W tym przypadku uktad réwnan (5.9) separuje si¢ na dwa uklady
jednowymiarowe.

2) Pierwiastki sa zespolone, sprzezone. Gdyby réwnanie (5.9) rozpatrywaé
w przestrzeni zespolonej, wowczas przypadek ten nie r6znitby si¢ od przy-
padku 1). Rozpatrujac go w przestrzeni rzeczywistej, musimy przej$s¢ do
wspotrzednych biegunowych, w ktérych uklad (5.9) separuje si¢ na dwa
uktady jednowymiarowe.

3) Pierwiastek jest podwdjny, rzeczywisty, ale odpowiada mu tylko jeden wek-
tor wtasny. W tym przypadku uktad si¢ nie separuje, a przestrzenia niezmien-
nicza jest cale R2.
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X,
/ / X,

Rysunek 5.14: Portret fazowy w zmiennych wyjSciowych dla uktadu z przyktadu
5.17

Przedstawiona wyzej klasyfikacja zostala dokonana ze wzgledu na postaé ka-
noniczng macierzy A. Przypadek 1) odpowiada macierzy kanonicznej w postaci

diagonalnej. Przypadek 2) odpowiada macierzy diagonalnej w przestrzeni zespo-
—p

o ), o, B € R, w przestrzeni rzeczywistej. Wreszcie

lonej i macierzy postaci (

przypadek 3) odpowiada niediagonalnej klatce Jordana (Alo /\00 ) .

5.4 Punkty krytyczne ukladow nieliniowych

Bedziemy teraz starali si¢ pokazaé, w jakim stopniu prowadzone poprzednio bada-
nia portretéw fazowych uktadéw liniowych o staltych wspéiczynnikach moga by¢
przydatne do badania portretéw fazowych dowolnych uktadéw autonomicznych.

5.18 DEFINICJA. Niech bedq dane dwa potoki (M, g%) i (M, gb) z ta sama prze-
strzeniq fazowaq. Mowimy, ze potoki te sq topologicznie sprzezone, jesli istnieje taki
homeomorfizm przestrzeni fazowej h: M — M, 7e h o gt = g% o h dla kaidego
teR

Aby nieco lepiej zrozumied sens sprzgzenia dwdch potokoéw, zatrzymajmy si¢ jesz-
cze przy uktadach liniowych o statych wspétczynnikach.

5.19 DEFINICJA. Niech w przestrzeni R™ bedzie dane réwnanie
T = Ax

zmacierzq A o statych wspétezynnikach. Niech (R™, et) bedzie potokiem genero-
wanym przez to rownanie. Mowimy, Ze potok ten jest hiperboliczny, jesli wszystkie
wartosci wlasne macierzy A majq niezerowe czesci rzeczywiste.
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Przytoczymy obecnie bez dowodu twierdzenie o topologicznym sprzg¢zeniu
uktad6éw liniowych.

5.20 TWIERDZENIE. Niech bedq dane dwa potoki hiperboliczne (M, et41) oraz
(M, et42). Potoki te sq topologicznie sprzezone, jesli liczby wartosci wiasnych z
dodatniq i ujemnq czesciq rzeczywistq sq takie same dla macierzy Ay i As.

Z twierdzenia 5.20 wynika, ze punkty krytyczne w R? prostych uktadéw liniowych
o statych wspoétczynnikach rozpadaja si¢ na nieréwnowazne topologicznie klasy:

1) punkty krytyczne niestabilne (we¢zty i ogniska niestabilne),
2) siodta,

3) punkty krytyczne stabilne (wezly i ogniska stabilne),

4) punkty odpowiadajace potokom niehiperbolicznym (Srodki).

Przejdziemy teraz do badania punktéw krytycznych uktadéw nieliniowych.
Aby poréwnaé portrety fazowe takich uktadéw z portretami fazowymi uktadéw
liniowych, musimy przeprowadzi¢ linearyzacje.

5.21 DEFINICJA. Niech bedzie dany uktad autonomiczny

= f(x) (5.10)

i niech x = 0 bedzie jego punktem krytycznym. Linearyzacjq uktadu (5.10) w oto-
czeniu punktu x = 0 nazywamy uktad liniowy o statych wspotczynnikach

T = Az, (5.11)
taki Ze uktad (5.10) mozna zapisaé w postaci
& = Az + g(z),
gdzie g(x) jest funkcjq ciggta, ktora spetnia warunek

tim 9@ _
le[—0 ||

Moze si¢ zdarzy¢, ze punkt x = 0 nie jest punktem krytycznym uktadu (5.10), tzn.
f(0) # 0, ale istnieje punkt x, taki ze f(z9) = 0. Wtedy punktem krytycznym jest
punkt x( i linearyzacje nalezy przeprowadzi¢ wokét tego punktu, tzn. przedstawic
uktad (5.10) w postaci

&= Az — xo) + g(z),

gdzie g(z) jest ciagta i spetnia warunek

l9()]

lim =
|z—x0|—0 |J} — .’L'()|
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Z twierdzenia 5.20 mozna si¢ domysli¢, ze uklady nieliniowe dajq si¢ poréw-
nywa¢ z uktadami liniowymi tylko wtedy, gdy odpowiednie potoki liniowe sa hi-
perboliczne.

5.22 DEFINICJA. Punkt krytyczny uktadu autonomicznego (5.10) nazywa sie pro-
stym, jesli otrzymany po linearyzacji uktad jest prosty (det A # 0). Punkt kry-
tyczny nazywa sig hiperbolicznym, jesli otrzymany po linearyzacji uktad generuje
potok hiperboliczny.

5.23 TWIERDZENIE. (Grobmana-Hartmana) Jesli x = 0 jest punktem hiper-
bolicznym uktadu
&= Az + g(x), (5.12)

gdzie g(x) jest klasy C' w otoczeniu zera, g(0) = 0 oraz

L gt

2|0 ||

I

to portret fazowy uktadu (5.12) jest w otoczeniu punktu x = 0 homeomorficzny z
portretem fazowym uktadu zlinearyzowanego

T = Azx.

Nastepujacy przyktad jest klasyczng ilustracja tego, co moze si¢ dzia¢ wokot
punktu niehiperbolicznego.

5.24 Przyklad. Zbadajmy portrety fazowe uktadéw

i = —xg + 21 (2% + 23),
I S (5.13)
To = x1 + x2(x] + 25),
oraz
. 2 2
r1 = —x9 — x1(2] +23),
! 2= @@ +33) (5.14)

By = x — zo(x? + 23).
Oba uktady maja taka sama linearyzacje wokét punktu (0, 0)
T = —T2,
To = T1.
Dla réwnania zlinearyzowanego poczatek uktadu wspétrzednych jest Srodkiem,

czyli punktem niehiperbolicznym. Natomiast po przejsciu do wspétrzednych bie-

gunowych dla uktadu (5.13) otrzymujemy

=1t p=1,
czyli poczatek uktadu wspéirzednych jest ogniskiem niestabilnym. Dla uktadu
(5.14) mamy

P=—rt p=1,

czyli poczatek uktadu wspétrzednych jest ogniskiem stabilnym.
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5.25 Przyklad. W przykladzie tym pokazemy, ze wzmocnienie tezy w tw. 5.23
nie jest mozliwe. Rozwazmy uktad

. I 1)

1=+ ——55—"7
In(a} + 23)172"

. X1

To = To +

In(z? + 23)1/2
Nalezy sklasyfikowaé punkt krytyczny x = (0, 0).
Linearyzacja prowadzi do uktadu
T = 21,
.%"2 = Z9.
Punkt (0, 0) dla uktadu zlinearyzowanego jest weztem niestabilnym (A; = Ay = 1).
Oznacza to, ze punkt ten jest punktem hiperbolicznym i takze dla uktadu nielinio-

wego bedzie punktem krytycznym niestabilnym. Przechodzimy do wspéirzgdnych
biegunowych i sprowadzamy uktad nieliniowy do postaci

Rozwiazaniem tego uktadu sg funkcje

r:cet’ gp:(po—i—hl’t—i—d.

Stad wida¢, ze punkt x = (0, 0) dla uktadu nieliniowego jest ogniskiem niestabil-
nym. R6zny charakter punktu osobliwego dla uktadu nieliniowego i jego lineary-
zacji jest zwiazany z faktem, ze tw. 5.23 gwarantuje tylko ciggto$¢ przeksztalcenia
portretu fazowego réwnania nieliniowego oraz jego linearyzacji.

5.5 Calki pierwsze
5.26 DEFINICJA. Niech bedzie dane réwnanie autonomiczne

i = f(z) (5.15)
z prawq stronq ciqgtq w pewnym zbiorze otwartym Q C R™. Funkcje U(x) okre-

slong w otwartym zbiorze Qo C QQ nazywamy catkq pierwszq niezaleznq od czasu
rownania (5.15), jesli jest ona stata na kazdej krzywej catkowej tego réwnania.

Jesli funkcja U () jest klasy C' w Qg, to warunek statosci na krzywych catkowych
przyjmuje postac

d NOU . = 0U B
%U(x(t)) = ; B i = ; %fi(w) =0. (5.16)
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Calka pierwsza niezalezna od czasu ma te wlasnos¢, ze jej poziomice zawieraja
krzywe catkowe réwnania (5.15). Jesli wigc znamy catke pierwsza U (x), to tatwo
mozna znalez¢ postaé krzywych catkowych, rozwiazujac réwnanie U (x) = const.

W przypadku réwnan nieautonomicznych nalezy wprowadzic nieco inng defi-
nicje calki pierwsze;j.

5.27 DEFINICJA. Niech bedzie dane rownanie
&= f(t,x) (5.17)

z prawq stronq ciqgla w pewnym zbiorze otwartym Q C R™*L Funkcje U(t, x)
okreslong w otwartym zbiorze Qo C Q) nazywamy catkaq pierwszq rownania (5.17),
jesli jest ona stata na kazdej krzywej catkowej tego réwnania.

Jesli z(t) jest rozwiazaniem réwnania (5.17), takim ze (¢, z(t)) € Qo dla t naleza-
cego do przedziatu («, 3), to funkcja U (t, :U(t)) jest niezalezna od t. Jesli funkcja
Ul(t,z) jest klasy C*, to warunek statosci na krzywych catkowych przyjmuje po-
staé

LU ROU . U ROU

d
aV e 0) = G+ 2 grt = 2 g

dt fi(t,z) = 0. (5.18)

5.28 Przyklad. W przypadku uktadéw autonomicznych na ptaszczyznie znalezie-
nie catek pierwszych sprowadza si¢ do jednokrotnego scatkowania pewnego row-
nania skalarnego. Jesli dany jest uktad w R?

i1 = fi(x1, 22),
Ty = fo(x1,12), (5.19)

to mozemy go zamieni¢ na jedno réwnanie

dze  fa(x1,22)
— = 5.20
dey  fi(x1,z2) 620

Zapisujemy to réwnanie w postaci rozniczek
fi(x1, x2)dxs — fo(w1, 2)dx1 = 0.
Jesli powyzsza forma jest r6zniczka zupetna, to rozwigzanie jest postaci
U(x1,z2) = const.

Jesli takie rozwiazanie znajdziemy, to funkcja U(x1,x2) bedzie catka pierwsza
uktadu (5.19). Rzeczywiscie, rézniczkujac U i traktujac xo jako funkcje x; otrzy-
mujemy
dau  oU 90U dxy
dry Oz Owgday
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Z réwnania (5.20) dostajemy

oUu oU
aTclfl(ﬂfla@) + 8762&(371,062) =0,

co zgadza si¢ ze wzorem (5.16).

Z tego co zostalo powiedziane wyzej, jest jasne, ze catkowanie rézniczek zu-
petnych prowadzi do catek pierwszych. Réwnie tatwo mozna znaleZ¢ catke pierw-
sza w przypadku, gdy réwnanie (5.20) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

5.29 Przyklad. Znajdziemy catki pierwsze dla uktadu
T =1 — T1%2,
To = —X9 + T1T2.
Réwnanie (5.20) dla danego uktadu ma postac

dxs T2+ T1T2 acg(xl — 1)

dil'l 1 — 12 N xl(l — .:UQ)‘

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych

()= (2 i

Po scatkowaniu mamy
Inxe —290 =21 —Inzy +c

Skad po przeksztatceniu otrzymujemy

T1e Flxge™ 2 = c.

5.30 Przyklad. Przyktad ten pokazuje, ze calki pierwsze moga by¢ takie same dla
r6znych uktadéw réwnan. Rozwazmy dwa uktady:

{ T = —11, { T1 = —1‘1(1 —.TQ),

i‘g = T2, 1"2 :.132(1—1‘2).

Poszukiwanie catek pierwszych ze wzoru (5.20) prowadzi do identycznego réwna-
nia dla obu uktadéw
da?Q _ T2

dx 1 1 '
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, ktérego catka ma postaé

Tr1xo = C.

Mamy wigc tg¢ samg rodzing calek pierwszych dla dwu réznych uktadéw. Poniewaz
sa to uktady autonomiczne, wigc krzywe fazowe obu uktadéw leza na poziomicach
tej samej funkcji x1z2 = c.
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Poza pokazanymi wyzej przyktadami znajdowania catek pierwszych dla ukta-
déw autonomicznych na ptaszczyznie trudno jest znaleZ¢ nietrywialne (czyli r6zne
od statych) catki pierwsze. Pewnym wyjatkiem sa problemy wynikajace z mecha-
niki, gdzie istnienie catek pierwszych, nawet dla zagadnien wielowymiarowych,
jest zwiazane ze spelnieniem praw zachowania, takich jak prawo zachowania ener-
gii, prawo zachowania pedu itp.

5.6 Przyklady z dynamiki populacji

Zajmiemy si¢ teraz analiza kilku nieliniowych modeli dynamiki populacji, ktére sa
opisywane uktadami réwnan autonomicznych.

Rozpoczniemy od analizy wzrostu populacji. Wzrost populacji jest zwykle
charakteryzowany przez podanie dwdch liczb: wspoéteczynnika urodzen b oraz
wspoélczynnika zgondéw d. Na tej podstawie mozna napisa¢ réwnanie wzrostu po-
pulacji

T =rx, (5.21)

gdzie » = b — d jest wspélczynnikiem wzrostu populacji. Réwnanie (5.21)
prowadzi do wykladniczego prawa wzrostu

z(t) = zoe",

po raz pierwszy sformutowanego przez Thomasa R. Malthusa w 1798 roku. Gdy-
by wzrostem populacji rzadzito réwnanie (5.21) i wspélczynnik urodzen byt wyz-
szy od wspoélczynnika zgonéw (r > 0), nastgpowalby wyktadniczy przyrost li-
czebnosci populacji. Taki model wzrostu populacji ma zastosowania w dynamice
wzrostu populacji pewnych bakterii. Przede wszystkim jednak model (5.21) okazat
si¢ dobrym modelem rozpadu pierwiastkéw promieniotwérczych (dla tego modelu
b=0,stad r < 0).

Jesli populacja musi egzystowac w okres§lonym Srodowisku, to niemozliwy jest
jej nieograniczony wzrost ze wzgledu na ograniczone zasoby tego Srodowiska. Na-
lezy wigc powtornie przeanalizowaé zatozenia prowadzace do réwnania (5.21). Za-
lozenie, ze liczba nowych urodzeni jest proporcjonalna do liczebnosci populacji,
wydaje si¢ by¢ dos¢ rozsadnym przyblizeniem. Zmodyfikujemy natomiast zatoze-
nie odno$nie wspoétczynnika zgonéw, zaktadajac, ze wspdtczynnik ten nie jest sta-
1y, ale ro$nie wraz z liczebnoscia populacji (efekt Smierci na skutek przeggszczenia
Srodowiska). Zaktadajac, ze d = ax, otrzymujemy réwnanie wzrostu populacji

T =x(b— ax). (5.22)

Roéwnanie to nazywa si¢ rownaniem logistycznym. Opisuje ono do$é wiernie
wzrost pojedynczej populacji w Srodowisku o ograniczonych zasobach, o czym
przekonano si¢, badajac hodowle bakterii.

Réwnanie (5.22) jest rtOwnaniem o zmiennych rozdzielonych i mozna je tatwo
scatkowac. W dalszym ciagu przeprowadzimy jego analiz¢ jakoSciowa.
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Po pierwsze zauwazmy, ze réwnanie (5.22) ma dwa punkty réwnowagi:

Punkt z = 0 odpowiada wyginigciu populacji i jest on punktem réwnowagi nie-
stabilnej (jesli tylko b > 0). Punkt x = g odpowiada asymptotycznie stabilnemu
punktowi réwnowagi. Jest to stan, do ktérego dazy rozwijajaca si¢ populacja i na-
zywany jest pojemnoscia Srodowiska. Portret fazowy dla réwnania logistycznego
pokazany jest na rys. 5.15. Sktada si¢ on z dwoch punktéw krytycznych: niesta-
bilnego x = 0 i stabilnego x = g oraz taczacej te dwa punkty otwartej krzywej
fazowe;j.

0 b/a, X

Rysunek 5.15: Portret fazowy dla réwnania logistycznego

Zajmiemy si¢ teraz Srodowiskiem, w ktérym zyja dwie populacje. Wzrost obu
populacji zalezy wtedy nie tylko od wtasnosci Srodowiska, ale takze od tego, jak
oba gatunki odnosza si¢ do siebie. W ogélnosci moze tu wystgpowaé wiele mo-
deli relacji. W dalszym ciagu zajmiemy si¢ szczegélowo modelowaniem sytuacji,
gdy jeden gatunek, zwany drapieznikiem, zywi si¢ osobnikami drugiego gatun-
ku, zwanego ofiara. Niech x1(t) bedzie liczebnoscia populacji ofiar, a xo(t) —
populacji drapieznikéw. Dla populacji ofiar przyjmiemy prosty model wyktadni-
czego wzrostu. Zmodyfikujemy go jedynie zalozeniem, ze wspéiczynnik zgonéw
jest proporcjonalny do liczebnosci populacji drapieznikéw d = axo (ofiary gina
pozerane przez drapiezniki). W przypadku drapieznikéw zaktadamy, ze wzrost ich
populacji zalezy tylko od ilosci dostarczonego pozywienia, ktéra jest proporcjo-
nalna do liczebnosci ofiar (dx1). Zauwazmy przy tym, ze pewna ilo$¢ pozywienia
(o) jest niezbedna do utrzymania przy zyciu istniejacej populacji i nie prowadzi do
jej wzrostu. W efekcie uzyskujemy uktad rownan

il = (b — CL.TQ)CL‘l,
(5.23)
.%"2 = ((5.%1 — O’)HZQ.

Uktad ten nazywa si¢ ukladem (modelem) Lotki- Volterry i zostat zaproponowa-
ny przez Vito Volterre na podstawie obserwacji populacji ryb w Adriatyku.
Badanie ukfadu (5.23) jest dosy¢ proste. Zauwazmy, ze ma on dwa punkty
krytyczne (0,0) i (§, 2) Punkt (0,0) jest siodltem, a jego separatrysami sg osie
uktadu wspoétrzednych (Sciaganie wzdhuz osi Oz, rozciaganie wzdtuz osi Ox1).
W celu zbadania charakteru punktu (§, 2) nalezy zlinearyzowac uktad w otoczeniu
tego punktu. Niestety, dla uktadu zlinearyzowanego punkt (§, 2) jest Srodkiem, nie
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Rysunek 5.16: Portret fazowy dla uktadu Lotki-Volterry

daje to wigc zadnej informacji o zachowaniu ukladu nieliniowego. Na szczgScie,
mozna tatwo znalez¢ catke pierwsza uktadu (5.23).

Rzeczywiscie, po pomnozeniu pierwszego réwnania przez 9, a drugiego przez a
i dodaniu stronami, otrzymujemy

0% + ato = bdx1 — aows.

b

Analogicznie, po pomnozeniu pierwszego réwnania przez .-, a drugiego przez -

i dodaniu stronami, mamy

o . b .
—d1 + —1&9 = bdx1 — acrs.
1 T2

Z dwéch ostatnich rownafi otrzymujemy

. . o, b .
0t1 + ato = —x1 + —To,
I xI9
czyli
0x1+axo =clnzy +blnxs +c.
Stad
xabe0TeT2 = ¢,

Tak wigc funkcja

o _—béx1,.b,_—ars __

flx1,x2) = aTe x9e = g(z1)h(x2)
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jest catka pierwsza uktadu (5.23). Zauwazmy, ze funkcja f(z1,z2) osiaga mak-
simum w punkcie (%, %) Z faktu tego oraz z ksztattu wykreséw funkcji g(z1)
i h(x2) wynika, ze punkt (§, g) jest Srodkiem takze dla uktadu nieliniowego. Por-
tret fazowy uktadu (5.23) w pierwszej ¢wiartce uktadu wspéirzgdnych sklada sig
wigc z zamknigtych krzywych (rozwigzai okresowych) otaczajacych punkt (5, 2)
(rys. 5.16). Istnienie takich okresowych rozwiazan dla modelu drapieznik-ofiara

zostalo potwierdzone badaniami eksperymentalnymi.



