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Dodatek A

Wazne rozklady prawdopodobienstwa

Rozklad DWUMIANOWY X ~ Bin(n, p)

Funkcja prawdopodobieristwa:

Momenty: EX =np, VarX = np(1l—p).

Rozklad POISSONA X ~ Poiss(\)

Funkcja prawdopodobienstwa:

Momenty: EX =\, VarX = A

Rozklad UJEMNY DWUMIANOWY X ~ Bin™ (a,p)

Funkcja prawdopodobienstwa:

Momenty: EX = a1 —p)/p, VarX = a(l —p)/p>.

Rozklad GEOMETRYCZNY X ~ Geo(p) = Bin™(1,p)

Funkcja prawdopodobienstwa:  f(k) = P(X = k) = p(1 —p)*, (k=0,1,...).
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Momenty: EX = (1 —p)/p, VarX = (1 - p)/p?.

Rozklad HIPERGEOMETRYCZNY X ~ H(n,r,m)

Funkcja prawdopodobienstwa:

=rex == (1) (0 ()= GG/ C)

< min(n, m) )

Momenty: EX =nm/r, VarX =nm(r —m)(r —n)r—2(r — 1)71

(maX(O n+m—r)

Rozklad JEDNOSTAINY X ~ U(a,b)

Gestos¢ prawdopodobienistwa i dystrybuanta:
1 T—a
, F(z) = <z <b).
P (a<w<b)

fl@) = —

Momenty: EX = (a+b)/2, VarX = (b—a)?/12.

Rozktad NORMALNY X ~ N(y,0o?)

Gestosé prawdopodobienstwa i dystrybuanta:
1 —p)? 1 -
f(z) = exp [—M} , F(z)=-® <$ ,u) , (—o0 <z < 00).

 \V2ro 202 o o
Momenty: EX =p, VarX = o2

Standardowy rozktad normalny N(0, 1) ma dystrybuante ® i gestosé :

QI>(Z):/ \/1277e_x2/2d3«"7 o) = —=c 12

Rozklad GAMMA X ~ Gamma(a, \)

Gestosé prawdopodobieristwa:

Momenty: EX = a/A, VarX = a/)\2

Rozklad WYKEADNICZY X ~ Ex(\) = Gamma(1, \)

Gestosé prawdopodobiefistwa:  f(z) = Ae™*%; dystrybuanta: F(z) =1—e (2 > 0).
Momenty: EX =1/), VarX =1/)\%
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Rozkltad CHI-KWADRAT Y ~ x?(k) = Gamma(k/2,1/2)

Definicja: Y = Z2 + -+ + Z,?, gdzie Zy,. .., Zy sa niezalezne i Z; ~ N(0,1).

Gestos¢ prawdopodobieristwa:

Rozklad t-STUDENTA T ~ t(k)

Definicja: T = Z/+/Y/k, gdzie Z i Y sa niezalezne, Z ~ N(0,1), Y ~ x2(k).

Gestosé prawdopodobieristwa:

T(k/2+1/2) 1 2\~ /2
_T/2+1/2) <1+ )  (coo<t<oo)

TO==x0m valt%

Rozklad F-SNEDECORA R ~ F(k,m)

Definicja: T = Z/+\/(Y/k)/(V/m), gdzie Z i V sa niezalezne, Y ~ x2(k) i V ~ x2(m).
Gestos¢ prawdopodobieristwa:

_KFPmmPT(kj241/2) M2

) = D(k/2)T(m/2)  (kr + m)k+m)/2’ (r>0).
Rozklad BETA X ~ Be(a,f)
Gestos¢ prawdopodobieristwa:
r
f(z) = Im:po‘_l(l—x)ﬁ_l, (0 <z <0).

Momenty: EX = a/(a+ ), VarX =af(a+ ) 2(a+B+1)"L
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Rozklad CAUCHY’ego X ~ Cauchy(a,d)

Gestosé prawdopodobienistwa i dystrybuanta:

+ - (—o0 <z < 00).

Momenty: nie istniejg.

Wielowymiarowy rozklad NORMALNY XNN(u, V) = (1, ), V= (0ij0i0})ij=1,...n

Gestos¢ prawdopodobieristwa:

Fla) = (2m) et V) 2 exp |~ (a— )V @ )|

Momenty: EX =pu, EX;=pu;, VARX =V, VarX;=o02, Cov(X;, X;)= 0ijoi0;.

Rozktady brzegowe: X; ~ N(u;,02).

Dwuwymiarowy rozklad NORMALNY (X,Y) ~ N(ux, iy, 0%, 0%, 0)

Gestosé prawdopodobienstwa: — f(x,y) =

1 1 — 2 — _ _ 2
exp | — i <($ étx) g,y ) éty) > '
2roxoyy/1 — 02 2(1 - 0?) oy oxXoy oy

Momenty: EX = puyx, EY =puy, VarX =o%, VarYy =02, Cov(X,Y)= goxoy.
Rozklady brzegowe: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0d).

Rozklady warunkowe: jesli X =z to Y ~ N (uy + (z — px)ooy /ox, 08 (1 — 0?)).

Rozklad WIELOMIANOWY Mult(n,pi,...,pq)

Funkcja prawdopodobienstwa:

n!
f(nla---,nd):P(Xl=n17-~7Xk=nd)Zmp?l”'pgd, (ny+ -+ +ng =n).

Momenty: EX; =np;, VarX; =np;(1 —p;), Cov(X;, X;) = —pip; dlai # j.
Rozktady brzegowe: X; ~ Bin(n, p;).
Rozktady warunkowe: jesli X1 =n; to

(Xo,--+, Xq) ~Mult (n —ny,p2/(1 —p1),...,0a/(1 —p1))



Dodatek B

Rozwigzania wybranych zadan

B.1 Zadania do Rozdzialu 1

Rozwiazanie Zadania 1.1.

Obliczy¢ EF(x), VarF(z).

Uzywajac podstawowych wlasnosci wartosci oczekiwanej i definicji F'(z) wnioskujemy, ze EF(z) =
En 'Y " 1(X; €< ) = E1(X; < #) = P(X; < x) = F(z). Podobnie, korzystajac z nieza-
leznoéci zmiennych losowych X1,..., X, otrzymujemy VarF(z) = Var (130 1(Xs <)) =
n~23 " Varl(X; < z) =n"'Varl(X; < z) =n"1F(z)(1 - F(z).

Rozwiazanie Zadania 1.2.

Pokazaé, 7e cigg zmiennych losowych /n(F,(z) — F(z)) jest zbiezny do rozkladu normalnego.
Zidentyfikowaé parametry tego rozktadu.

Wystarczy skorzystaé¢ z wynikéw poprzedniego zadania i z Centralnego Twierdzenia Granicznego
(CTG) w najprostszej wersji, dla ciagu zmiennych niezaleznych o jednakowym rozktadzie. Otrzy-
mujemy zbieznos¢ wedtug rozktadu /n(F,(x) — F(x)) — N(0, F(z)(1 — F(x)).

Rozwiazanie Zadania 1.3.

Podaé granice lim,, .oP(F,(z) < F(z)) przy zalozeniu, ze 0 < F(z) < 1. Dokladnie uzasadni¢
odpowiedz.

lim,, oo P(Fyy () < F(x)) = 1/2. Istotnie, dystrybuanta rozktadu normalnego ® jest funkcja ciagla.
Stad wynika, ze zbieznos¢ wedtug rozktadu /n(F,(z) — F(z)) — N(0, F(z)(1 — F(z)) jest row-
nowazna zbieznosci punktowej dystrybuant. Dla kazdego z mamy P (\/ﬁ(ﬁn(x) - F(z)) < z) —
®(zy/F(z)(1 — F(x))). Wystarczy wzaé z = 0 aby otrzymaé¢ odpowiedz.
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Rozwiazanie Zadania 1.4.

Zadanie. Wyprowadzi¢ alternatywny wzor na wariancje probkowa:

- 1 & _
SP=-3"X7?-X°
n
=1

SP=n T 3L (X - X)? =t [ X - 2X 0 X (X)) = a0 XP - 2(X) (X))
Obliczenia sg bardzo podobne jak dla wariancji zmiennej losowej.

B.2 Zadania do Rozdzialu 2

Rozwiazanie Zadania 2.1.

Zadanie. Rozpatrzmy proces statystycznej kontroli jako$ci przyjmujac te same zalozenia co w
Przyktadzie 2.1.4 z ta réznica, ze obserwujemy kolejne wyroby do momentu gdy natrafimy na k
wybrakowanych, gdzie k jest ustalong z gory liczba. Zbudowaé model statystyczny.

Za obserwacje uznamy wektor (N, X1, ..., Xy), gdzie zmienna losowa N oznacza liczbe sprawdzo-
nych detali, X; sa zmiennymi losowymi o wartosciach 0 lub 1. Mamy przy tym N = min{n :
Yoy Xi = k}. Przestrzen obserwacji jest nieco skomplikowana:

00 n—1
X = U{n} x X, gdzie X, = {(z1,...,2,) € {0,1}": Zx =k—1,2, =1}
n=1 i=1
Rozktad prawdopodobienistwa jest dany wzorem:
P(N=n,X1=a1,...,Xn1=ap1,Xn =1) = pF(1 —p)"F.

Przestrzenia parametrow jest © = [0, 1]. Oczywiscie, mozna zredukowaé¢ model, przechodzac ,w pa-
mieci” do przestrzeni wartosci statystyki dostatecznej. Na przyktad statystyka T'= N —k przyjmuje
wartosci w zbiorze T = {0,1,...} i ma rozklad ujemny dwumianowy, Bin™ (k, p).

Rozwiazanie Zadania 2.2.

Zadanie. Uogolni¢ rozwazania z Przykladu 2.1.5 (badanie reprezentacyjne), uwzgledniajac wiecej
niz jeden rodzaj jednostek ,wyréznionych”. Powiedzmy, ze mamy w urnie m; kul czerwonych, mg
zielonych i r — m1 — mo biatych, gdzie r jest znana liczbg, a m i mg sa nieznane i sg przedmiotem
badania. Opisa¢ dokladnie odpowiedni model statystyczny.

Za obserwacje uznamy wektor (X1, Xs), zawierajacy liczbe kul czerwonych (X7) i zielonych (X3)
w probee. Przestrzenia obserwacji jest podzbior X C {0,...,n}? (nie musimy si¢ bardzo troszczy¢
o to, zeby wszystkie punkty X mialy niezerowe prawdopodobienistwo). Przestrzenia parametrow
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jest podzbior © C {0,...,7}2. Rozklad prawdopodobienstwa jest dwuwymiarowa wersja rozktadu
hipergeometrycznego:

mi mo r—mi1p —mo r
Pm1,m2<X1 =21, X2 = X2) - <l'1> (x2> <n—x1 -T2 >/<n>

Rozwiazanie Zadania 2.3.

Zadanie. Obliczy¢ rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej Z2, jesli Z ~ N(0,1) (obliczyé
bezposrednio dystrybuante i gestogé rozktadu x?(1)).

Najpierw obliczymy dystrybuante: F(y) = P(Z? < y) = P(|Z] < y) = ®(\/y) — ®(—/y) =
20(,/y)—1, dlay > 0. Gestos¢ obliczymy rézniczkujac dystrybuante: f(y) = F'(y) = ¢(\/¥)/\/J =
(27) 12y~ 1/2e-0/2,

Rozwiazanie Zadania 2.4.

Zadanie. Obliczyé rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Z7 + Z2, jezeli Z; ~ N(0,1) sa
niezalezne dla i = 1,2 (obliczyé¢ bezposrednio dystrybuante i gestosé rozktadu x2(2)).

Dystrybuanta jest rowna

2 | 2 1 A+ 25
F(y)=P(Z] + Z; <y) = p(21)p(22)d21d2g = 5 &P |~ dz1dzs.
23+22<y 22+422<y
Te dwuwymiarowa caltke obliczamy przechodzac do wspoélrzednych biegunowych: z; = rcosa,

Z9 = rcosa:

1 2 \/gj 2 \/ﬂ o
F(y) = — / T exp [—r} drda = / re "2y = [—e_ﬂ/?} v _ 1 — e v/2
2 0 0 2 0 r=

Rozwiazanie Zadania 2.5.

Zadanie. Korzystajac z Zadania 2.3 oraz z wlasnosci rozkltadow gamma, udowodni¢ Uwage 2.2:
gestoéé zmiennej losowej Y ~ x2(k) ma postaé

1 q
f(?/)zmyk/2 le y/27 (y > 0).

Wynik Zadania 2.3 pokazuje, ze rozktad x?(1) jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu Gamma,
mianowicie Gamma(1/2/1/2). Zatem rozktad x?(k) jest k-krotna potega splotowa tego rozktadu,
czyli jest rowny Gamma(k/2/1/2).

Rozwiazanie Zadania 2.6.

Zadanie. Udowodni¢ zbieznos¢ rozktadow: t(k) —4 N(0,1) dla k — oc.
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Z defingji, t(k) jest rozktadem zmiennej losowe;j
A
V@ 4+ 22k

gdzie Zy, Z1,...,Zy sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie N(0,1). Za-
uwazmy, ze na mocy Prawa Wielkich Liczb, (Z1 + -+ + Z)/k —pn. EZ? = 1. Mianownik we
wzorze definiujagcym T} zmierza do 1 prawie na pewno, a wiec tym bardziej wedtug prawdopodo-
bienistwa. Z lematu Stuckiego wynika, ze T —q Zo ~ N(0, 1), co nalezato pokazac.

T, =

i

Rozwiazanie Zadania 2.8.

Zadanie. Niech X1,..., X, bedzie probka z rozktadu (Weibulla) o gestosci

302279 dlaz > 0;
Jo(z) =
0 dla z <0,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Znalez¢ jednowymiarowa statystyke dostateczna.

Napiszmy taczng gestos¢ w postaci:

folzi,...,zn) = <3”H$3) 0" exp !—QZJC‘Z’] .

Skorzystajmy teraz z twierdzenia o faktoryzacji: za czynnik zawierajacy 6 wezmy 0" exp [—0 > xf’] .
Stad wynika, ze Xf jest statystyka dostateczna.

Rozwiazanie Zadania 2.9.

Zadanie. Niech X7, ..., X,, bedzie probka z rozktadu Gamma(a, A). Znalezé dwuwymiarowa staty-
styke dostateczna, zaktadajac ze 6 = («a, \) jest nieznanym parametrem.

Napiszmy taczng gestosé w postaci

a—1
foz,/\(xla---a«rn): I‘?‘é)n (Hl‘z) exp [—AZ.’L‘Z] .

Stad wynika, ze (>, X;, [[; Xi) jest statystyka dostateczng. Réwnowaznie, mozemy powiedzie¢, ze
(32 Xi, >, log X;) jest statystyka dostateczna.

Rozwiazanie Zadania 2.10.

Zadanie. Rozwazamy rodzine przesunietych rozktadéw wyktadniczych o gestosci

e”@=m dla x> p;
fulz) = {

0 dla z < .

Niech Xj,..., X, bedzie probks losowa z takiego rozktadu. Znalezé jednowymiarows statystyke
dostateczng dla parametru pu.
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Napiszmy taczna gestosé w postaci

fulwr, . n) = " 2Te [T (i > ).

Zauwazmy, ze [[, 1(z; > p) = 1(min(z1,...,2,) = p). Stad widaé, ze min(Xy,...,X,) jest
statystyka dostateczna.

Rozwiazanie Zadania 2.11.

Zadanie Rozwazamy rodzine przesunietych rozktadéw wyktadniczych z parametrem skali o gestosci

Xe @) dla z > p;
fu,)\( ):
0 dla z < p.

Niech Xi,...,X, bedzie probka losowa z takiego rozktadu. Znalezé dwuwymiarowa statystyke
dostateczna dla parametru (p, A).
Mamy

fur(@i, ..., xn) = APe™ M exp [—)\in] H 1(z; = p).

Rozumujemy bardzo podobnie, jak w poprzednim zadaniu. Poniewaz mamy [[, 1(z; > p) =
L(min(z,...,2,) > 1), wiec statystyka dostateczng jest na przyktad (min(Xq,...,Xy), >, Xi).

Rozwiazanie Zadania 2.12.

Zadanie. Rozwazamy rodzine rozktadow na przestrzeni {0, 1,2,...}:

0 dla z = 0;

Jo(z) =Pp(X =2) = {(1 —-6)/2* dlaxze{l,2,...}.

gdzie 6 €]0, 1] jest nieznanym parametrem. Niech X7, ..., X, bedzie probka losowa z wyzej poda-
nego rozktadu. Znalezé jednowymiarows statystyke dostateczna.

Jesli przyjmiemy oznaczenie ng = Y . ; L1(x; = 0) (liczba elementéw probki réwnych 0) to tatwo
zauwazyc, ze

fola1, ... an) = 0m0(1 — )"0 .27 17

Z twierdzenia o faktoryzacji natychmiast wynika, ze No = > 1" | 1(X; = 0) jest statystyka dosta-
teczna.

Rozwiazanie Zadania 2.13.

Zadanie. Niech Xi,..., X, bedzie schematem Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu 6.
Obliczy¢ warunkowy rozktad prawdopodobienistwa zmiennych losowych X1, ..., X, przy danym S =
s, gdzie S =31 | X; jest liczba sukcesow. Zinterpretowaé fakt, ze statystyka S jest dostateczna.
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Mozemy postuzy¢ sie elementarna definicja prawdopodobienistwa warunkowego. Jesli Y z; = s, to

. B . . ]P)(Xl :.Tl,...,Xn :Qj‘n) . 9‘%1—9)"75 o 1
P(X;=21,..., X, =x,|S=s) = P(S = 5) = (2)95(1_9)71—3 = (n)

S

(jesli >° x; # s to, oczywiscie, prawdopodobieristwo warunkowe jest rowne 0). Otrzymane wyrazenie
nie zalezy od parametru 6, a wiec pokazaliSmy z definicji, ze S jest statystyka dostateczna.

Rozwiazanie Zadania 2.14.

Zadanie. Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozkladu Poiss(6). Obliczy¢ warunkowy rozktad praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych Xi,..., X, przy danym S = s, gdzie S = Y/ | X;. Zinter-
pretowaé fakt, ze statystyka S jest dostateczna.

Podobnie, jak w zadaniu poprzednim, obliczamy elementarne prawdopodobieristwo warunkowe. Za-
tozmy, ze > x; = s i skorzystajmy z tego, ze S ~ Poiss(nf). Prawdopodobienistwo warunkowe
P(X; =x1,...,X, = x,|5 = s) jest rowne

P(X1=21,...,Xn=2,) e ][0% /]! s! (1)8

n

P(S =s) e (nh)s/s! [

Rozwiazanie Zadania 2.15.

Zadanie. Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozktadu Ex(0). Niech S = >"" | X; . Pokaza¢, ze roz-
ktad warunkowy (X1,..., X, _1) przy danym S = s jest jednostajny na sympleksie {(x1,...,zp_1) :
z; =0, E?:_ll x; < s}. Zinterpretowaé fakt, ze statystyka S jest dostateczna.

Mamy tu do czynienia ze zmiennymi o rozktadach ciagtych. Nie mozemy postuzyé sie elemen-
tarng definicja prawdopodobieristwa warunkowego. Zamiast tego obliczymy gestos¢ warunkowa

zmiennych Xi,..., X, 1 przy danym S = s. Zauwazmy, ze ta n — l-wymiarowa gesto$¢ w petni
wyznacza rozklad warunkowy n-wymiarowego wektora losowego X1, ..., X,_1, X,,, poniewaz X, =
S — X1, — Xp—1. Najpierw obliczymy gestos¢ taczna zmiennych losowych Xy,..., X,,_1,5. Sto-
sujemy znany wzor na przeksztalcanie gestosci (inaczej, wzor na catkowanie przez podstawienie):
niech J oznacza jakobian przeksztalcenia (z1,...,2,—1,8) — (21,...,%p—1,Ty). Latwo sprawdzi¢,
ze |J| = 1.
lea---7Xn—1,S(x17 <oy Tn—1, 3) = le,--an—LXn(xlv ceyTp—1,8 —T1 — $n_1) ’ ’J’

= fxi (@) fxp (@) fx, (s =21 = —2pa) - | ]

=0"exp[—O(x1+ -+ xp 1 +s—21 — - —2p1)]

= 0" exp [—05]

— 0" n—1_—60s (n - 1)'

(n—1)! sn—1
= fS(S) : le,...,Xn_1|S(x17 cee ,.I'n_1|8)

Stad wida¢, ze S ~ Gamma(n,0) i (X1,...,Xp-1]S = s) ~ U(sX), gdzie s¥ = {(z1,...,Tp-1) :
x; >0, z; < s}. Rozktad warunkowy obserwacji przy danej wartosci statystyki S = s nie zalezy
od parametru 6.
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Rozwiazanie Zadania 2.16.

Zadante. Znalezé rozktad zmiennej losowej
1 n
— > (Xi-
o= 4
i=1
w modelu normalnym. Poréwnaé z twierdzeniem Fishera (Stwierdzenie 2.2.3).

Wystarczy napisaé

Ulzzn:(Xi—ﬂ)Q _ Z": <Xia— M>2

=1

i zauwazyé, ze (X; — pu)/o ~ N(0,1). Suma kwadratéw ma zatem rozktad x?(n).

Rozwiazanie Zadania 2.17.

Zadanie. (Ciag dalszy). Wyprowadzi¢ tozsamosé

1 o 1 o . n o
p=) > (Xi—p)?= po) > (Xi—- X))+ ;(X — p)*.
i=1 i=1
Jaki jest rozktad prawdopodobieristwa pierwszego i drugiego sktadnika po prawej stronie?

Tozsamosé sprawdza sie tatwo, podobnie jak w Zadaniu 1.4. 7Z Twierdzenia Fishera wynika, ze
pierwszy sktadnik ma rozktad y?(n — 1). Drugi sktadnik ma, oczywiscie, rozktad x2(1).

Rozwiazanie Zadania 2.18.

Zadanie. Rozwazmy jednoparametryczna wyktadnicza rodzine rozktadéow z gestosciami danymi
wzorem fy(x) = exp (T(x)y — b(¥))h(z). Pokazad, ze

ob(v)

E,T(X) =~ o

Rozniczkujac pod znakiem calki i korzystajac z tego, ze b(¢) = log [ (T(x)v) h(z)dz otrzymujemy

ag(f) 8((3/1 log exp(T(m)w)h(x)dx
(0100 [y (T bz
S exp(T()y) h(z)dz
S (8/09) exp(T (x)y)h ( )dx
fxexp( x)zﬁ)h
fX exp(T w)dj)h
exp(b(v))

_ / (@) fy(2)de = E,T(X).
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B.3 Zadania do Rozdzialu 3

Rozwiazanie Zadania 3.2.

Zadanie. W modelu Hardy’ego-Weinberga, Przyklad 3.1.2, skonstruowac estymator najwickszej
wiarogodnosci, 6 = MLE(6).

Obserwujemy trojke zmiennych losowych (Np, N2, N3) o wielomianowym rozktadzie prawdopodo-
bieristwa Mult (n, p1, p2, p3) = Mult (n, 62,2001 —6), (1 — 9)2). Wiarogodnosé jest dana wzorem

o (ap(1 — 6))"(1 - 6)™.

mn1, N2, N =
f@( 1,762, 3) nl!nQ!nS!

Mamy zatem
log fg(n1,n2,n3) = (2n1 + n2)log 6 + (n2 + 2n3) log(1 — #) + const.
MLE(f) wyznaczamy rozwiazujac rownanie

2n1+ng  no+ 2n3 B

0 1-46 0

0
%bgfe(m,nz,ns) =

Banalne przeksztalcenia daja
. 2n1 + n9

MLE(6) 5
n

Rozwiazanie Zadania 3.3.

Zadanie. (Ciag dalszy). W modelu Hardy’ego-Weinberga, trzy genotypy oznaczmy symbolami
1= AA, 2 = Aa, 3 = aa. Wyobrazmy sobie statystyke zliczajaca liczbe literek A w probce. Napisaé
te statystyke w terminach Nj, Nao, N3, obliczy¢ jej wartos¢ oczekiwana. Uzasadnié¢, ze ENW z
poprzedniego zadania jest w istocie estymatorem podstawienia czestosci (tutaj: czestosci literek A).

Liczba literek A w probee jest rowna 2nq + no. Obliczamy warto$é oczekiwang tej statystyki:
Eg(2N7 + No) = n(2p1 + p2) = n(26? +20(1 — ) = 2nf. Estymator metody momentéw (w tym
przypadku metoda momentéw jest tym samym co metoda podstawienia czestosci) otrzymujemy
rozwiazujac réwnanie 2n; + ng = 2n#.

Rozwiazanie Zadania 3.4.

Zadanie. Niech X7,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie (po-
tegowym) o gestosci
B 6201 dla0<z<1;
Jolx) = 0 w pozostalych przypadkach,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem.

(a) Poda¢ wzor na estymator najwickszej wiarogodnosci OMLE parametru 6§ w oparciu o probke
X1, X0, ..., X,
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(b) Podaé¢ wzor na estymator metody momentow OnivE parametru @ w oparciu o te sama probke.

(a) Wiarogodnos¢ dla probki ma postac

n 0—-1
f@(.’E]_,...,SUn):en (H'xl) ;
i=1

jesli0 < x; < 1dlai=1,...,n. Obliczamy logarytm wiarogodnosci:
n
0(0) =nlogf + (6 — 1) > log.
i=1

Jest to funkcja wklesta, ktora jedyne maksimum przyjmuje w punkcie zerowania sie pochodne;j.
Poniewaz

7(0) = % + Zlog:z:i,
i=1

"
S logw;

Uwaga: Alternatywna (i do$¢ pouczajaca) droga otrzymania tego wyniku jest taka. Mozna zauwa-
zy¢, ze —log X; ma rozklad wyktadniczy Ex(0) (prosze sprawdzi¢). Mozna skorzystaé¢ ze znanej
postaci ENW dla probki z rozktadu wyktadniczego.

wiec estymatorem najwiekszej wiarogodnosci jest éMLE = —

(b) Obliczenie estymatora metody momentéw wymaga tylko wzoru na wartosé¢ oczekiwana:

1
0
EX; = / z-02' de = ——.
0 0+1
Rozwiazujemy réwnanie = 7 1 otrzymujemy N ¢ —.
0+1 1—-z
Rozwiazanie Zadania 3.5.
Zadanie. Rozwazamy rodzine rozkltadéw Pareto o gestosci:
0/t dla x> 1;
fo(x) = .
0 w przeciwnym przypadku,

gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem. Niech X1, ..., X, bedzie probka losowa z wyzej podanego
rozktadu.

(a) Obliczy¢ estymator parametru § metodg momentow.

(b) Obliczy¢ estymator najwickszej wiarogodnosci parametru 6.
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Rozwiazanie jest analogiczne do Zadania 3.4. Nalezy tylko zwréci¢ uwage, ze wartosé oczekiwana
dla rozktadu Pareto moze by¢ nieskoriczona.

Rozwiazanie Zadania 3.8.

Zadanie. Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozktadu o gestosci

ot = oo [ S [Lta -]

gdzie p,a sa nieznanymi parametrami. Wyznaczy¢ estymatory fi, = (Xi,...,X,) oraz a, =
a(Xi,...,X,) metoda momentow.

Oczywiscie, EXy = u, zatem [i, = . Wariancje obliczymy tatwo, jesli zauwazymy, ze rozktad w
tym zadaniu jest mieszanka dwoch rozkladéw normalnych: N(p —a,1) i N(p + a,1). Jesli Z ~
N(0,1) i wprowadzimy dodatkowo jest niezalezna zmienng losowa I o rozktadzie dwupunktowym
P(I = 1) = P(I = —1) = 1/2, to zmienna losowa al + Z ma rozklad taki zam jak X;. W
konsekwencji Var X; = a?+41. Przyréwnujac to wyrazenie do wariancji probkowej 32 = n~ > (z;—2)?
wnioskujemy, ze estymatorem metody momentéw jest a, = v/52 — 1.

Rozwiazanie Zadania 3.13.

Zadanie. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozkladu jednostajnego U(6,03). Podaé wzér na
estymator najwiekszej wiarogodnosci 6 parametru 6 = (01, 62).

Wiarogodnosé dla probki jest dana wzorem

fo(xi,...,zy) =

Ta funkcja przybiera najwieksza wartosé dla 6, = min;(z;) i Oy = max; (x;).

Rozwiazanie Zadania 3.14.

Zadanie. Niech Xy,..., X, bedzie probka z rozkladu jednostajnego U(# — 1/2,0 + 1/2). Zna-
lez¢ estymator najwickszej wiarogodnosci 6 parametru (jednowymiarowego) 6. Czy estymator jest
wyznaczony jednoznacznie?

Wiarogodnosé dla probki jest dana wzorem

n

folzr,.ymn) =[]0 - 1/2 <2 <O+ 1/2),
=1

n
= 1(6 — 1/2 < min(z;) < m’éf(a:i) <0+1/2).
1= 1=
Ta funkcja przybiera najwicksza wartos¢ réwna 1 dla dowolnego 6 spetniajacego warunek 6—1 /2 <

min?_, (z;) < max™  (x;) < 6 + 1/2. Zbior takich 0 jest przedzialem i kazdy z punktéw tego
przedziatu moze byé¢ uznany za ENW.
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B.4 Zadania do Rozdzialu 4

Rozwiazanie Zadania 4.1.

Zadanie. Zmienne losowe X1, ..., X,, opisuja ceny (w zl.) pewnego artykulu w n réznych sklepach.
Zakladamy, ze sa to zmienne niezalezne, o jednakowym rozktadzie normalnym N (ju,0?). Interesuje
nas estymacja Sredniej ceny p. Wryniki wcezedniejszych badan sugeruja, ze nieznana wielkosé p
powinna by¢ bliska 200 zt. Wobec tego uzywamy nastepujacego estymatora:

gdzie X = 13" X;.

(a) Obliczy¢ obcigzenie tego estymatora, E,, o[t — fu.

(b) Obliczy¢ blad sredniokwadratowy tego estymatora, E,, ,(fi — u)%.

Poniewaz E,, »fi = (200 + E,, ,X)/2 = (200 + p1)/2, wigc obciazenie naszego estymatora jest réwne
(200 — ) /2.

Btad sredniokwadratowy jest réwny

S

200 — p1 2+ a?
2 4

—_— =

L riancj
(obciazenie)? wanancja

Uwaga: Estymator 6 jest MLE. Estymator 0 jest tak zwanym estymatorem bayesowskim.

Rozwiazanie Zadania 4.2.

Zadanie. Niech X ~ Bin(n, p) bedzie liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego. Obliczy¢ i porow-
na¢ btqd sredniokwadratowy dwoch estymatorow: p = X/n oraz p= (X +1)/(n + 2).

Estymator p jest nieobciazony, a wiec jego btad sredniokwadratowy jest rowny wariancji, Var,X/n =
p(l — p)/n. Estymator p ma obciazenie (np + 1)/(n +2) —p = (1 — 2p)/(n + 2) i wariancje
Var p = np(1 — p)/(n + 2)?. Wobec tego, btad $redniokwadratowy estymatora p jest rowny

np(1 —p) + (1 — 2p)*
(n+2)2

Latwo zauwazy¢, ze estymator p jest lepszy od p, jesli nieznany parametr p jest bliski 1/2 i odwrotnie,
estymator p jest gorszyszy od p, jeli nieznany parametr p jest bliski 0 lub 1.

Rozwiazanie Zadania 4.4.
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Zadanie. W modelu Hardy’ego-Weinberga, Przyklad 3.1.2, pokaza¢, ze 6 = MLE(0) jest BUE.
Wskazéwka: Obliczy¢ Vargf i poréwnaé z dolnym ograniczeniem Craméra-Rao.

Przypomnijmy, ze obserwujemy trojke zmiennych losowych (N1, Na, N3) o rozkladzie wielomiano-
wym Mult(n, p1, pa, p3), gdzie p1 = 6%, py = 20(1—0) i p3 = (1—0)?. Pierwsza pochodng logarytmu
wiarogodnosci obliczylismy w Zadaniu 3.2. Obliczmy druga pochodna:

2 log ( ) 2n1 + nog n9 + 2ng
— log fp(n1,n2,n3) = — -
892 g Jo(n1, N2, N3 02 (1 — 9)2

Stad otrzymamy informacje Fishera:

02 2N71 + No Ny + 2N3
1,(6) = —Eg——1log fo(Ny, Na, N3) = E E
(0) 0 5g2 108 fo(IV1, Na, Ns) = Bg——5— + Eo 1—0)y
2 _ _ _ g2
(P H00=0) 000+ (10
2 (1-0)?

oty L) _ 2
B 6 1-0) 6001—-0)
Wykorzystalismy to, ze EgNy = nf?, EgNy = 2n6(1 — 0) i EgN3 = n(1 — 6)2.

Estymator najwickszej wiarogodnodci parametru 6 znalezliSmy w Zadaniu 3.2:

2N1 + N»

0 = MLE(0) = o

Bardzo tatwo sprawdzi¢, ze Egf = 0, korzystajac z tego, ze EN; = np;. Wariancje 6 mozna
obliczy¢ korzystajac ze wzoru Var(2N; + N3) = 4VarN; + Var Ny + 4Cov(Ny, No). Zastosujemy
znane wyrazenia na wariancje i kowariancje dla rozktadu trojmianowego: VarN; = np;(1 — p;),
Cov(N;, Nj) = —pip;. Uwzgledniajac zaleznos¢ p; od 6, po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

01—-60) 1

= = .
Vare on 1.(0)

W tym modelu, MLE jest wigc BUE .

B.5 Zadania do Rozdzialu 5

Rozwiazanie Zadania 5.1.

Zadanie. Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozktadu jednostajnego U(0 R 0). Wykazaé¢ bezposredno

(i szczegdlowo) mocna zgodnosé estymatora najwickszej wiarogodnosci 6, = 6(Xq, ..., X,).

Wiemy, ze § = max(X1,...,X,). Najpierw pokazemy stabg zgodnos¢, czyli zbieznos¢ wedlug praw-
dopodobienistwa. Dla ustalonego ¢ > 0 mamy Pg(f — ¢ < 0, < 0) = Pyp(0 —ec < X;dlai =
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1,...,n) = (1 —¢/0)" — 0 przy n — oo. Aby uzasadni¢ mocna zgodnosé¢, zauwazmy, ze 0,, jest
ciagiem niemalejacym (z prawdopodobienistwem 1), a wiec musi mie¢ granice w sensie zbieznosci
prawie na pewno. Poniewaz juz wiemy, ze 6, —p 60, wiec ta granicg musi by¢ 6. Pokazalidmy, ze
0 —pn. 0.

Rozwiazanie Zadania 5.2.

Zadanie. Niech Xj,..., X, bedzie probka z rozkladu wyktadniczego Ex(0) o gestosci fy(x) = fe 0=
dla x > 0. Niech 6, bedzie estymatorem najwickszej wiarogodnosci parametru 6.

(a) Wykaza¢ asymptotyczna normalnosé 6,, korzystajac bezposrednio z CTG i ,metody delta”
(Lemat 5.2.3). Podaé¢ asymptotyczng wariancje.

trzymac ten sam rezultat korzystajac z Twierdzenia 5.2.5.
b) O ltat k jac z Twierdzenia 5.2.5
(a) Wiemy, ze 6 = 1/X,. Poniewaz EgX; = 1/)\ i VargX; = 1/A?, wiec CTG implikuje zbieznosé

Vn(X, —1/0) —q N(0,1/6%). Zastosujemy ,metode delta”, przyjmujac h(z) = 1/z i u = 1/6.
Oczywiscie, b/ (1) = 62 i w rezultacie v/n(1/X,, — ) —4 N(0,6?).

(b) W przyktadzie 4.2.4 obliczylismy, ze I1(0) = 1/62, zatem na mocy Stwierdzenia 4.2.8 mamy
I,(0) = n/6%. Zgodnie z Twierdzeniem 5.2.5 w tym przypadku otrzymujemy /n(1/X, — ) —q
N(0, 6?).

B.6 Zadania do Rozdzialu 6

Rozwiazanie Zadania 6.1.

Zadanve. Zwazono 10 paczek masta i otrzymano nastepujace wyniki:
245; 248; 241; 251; 252; 244; 246; 248; 247; 248.

Zakladamy, ze jest to probka losowa z rozktadu normalnego N(j, 0?) z nieznanymi parametrami p
i 0. Poda¢ przedziat ufnosci dla sredniej masy paczki p na poziomie ufnosci 1 — a = 0.95.

Obliczamy X = 2471 S = 3.23. Odpowiedni kwantyl rozktadu t-Studenta jest réwny t = tg.975(9) =
2.26. Przedzial ufnosci ma posta¢ X 4 St/y/n. Otrzymujemy wynik [244.69,249.31].

Rozwiazanie Zadania 6.3.

Zadanie. Dwa laboratoria niezaleznie zmierzyty stata c¢: predkosé¢ swiatta w prozni. Kazde labora-
torium zbudowalo przedzial ufnosci dla ¢ na poziomie 1 — a = 0.95.

(a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jeden z dwoch przedzialow zawiera praw-
dziwa wartos¢ ¢ 7
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(b) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze oba przedzialy zawieraja prawdziwa wartosé ¢ 7

Niech A; oznacza zdarzenie losowe polegajace na tym, ze przedzial obliczony w i-tym laborato-
rium pokryt prawdziwa wielkos¢ c¢. Z zalozenia A; i Ay sa niezalezne i P(4;) = P(A2) = 1 — au
Odpowiedzi: (a) P(4; U Ag) =1 —a?, (b) P(4;1 N As) = (1 — a)?.

Rozwiazanie Zadania 6.4.

Zadanie. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozkladu U(0,#), z nieznanym parametrem 6 > 0,
Przyklad 3.2.8. Skonstruowa¢ przedzial ufnosci dla parametru 6 postaci [M,, ¢, M), gdzie M,, =
max(X1,...,X,). Dobraé stala ¢, tak, aby prawdopodobienistwo pokrycia bylo réwne 1 — a.

Zawsze zachodzi nieréwnos¢ M,, < 6. Nalezy dobraé¢ ¢, tak, zeby Pyp(c,M,, > 0) = 1 — «a. Ale
Py(cn My, = 0) = Pg(M,, > 0/c,) =1 — (1/c,)™, skad wnioskujemy, ze ¢, = a1/

Rozwiazanie Zadania 6.5.

Zadante. Jaka powinna byé minimalna liczebno$é préobki pochodzacej z rozkltadu normalnego
N(p, 0?), gdzie 0 > 0 jest znane, aby przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie ufnosci
1 — a miat dlugosé nie przekraczajaca 2d, d > 07

Przedzial ufnosci ma posta¢ X + oz/\/n, gdzie z = z_, /2. Wobec tego musimy wybra¢ takie n,
zeby oz/\/n < d, czyli n > 0222 /d?.

Rozwiazanie Zadania 6.10.

Zadanie. Niech X1, ..., X490 bedzie probka z nieznanego rozktadu o dystrybuancie F. Zatézmy, ze
m jest jednoznacznie wyznaczona mediana tego rozktadu, F'(m) = 1/2. Pokazac, ze

Pr(Xi183:400 < m < X217:400) = 0.9.

Wskazowka: Poréwnaé z poprzednim zadaniem. Uzyé przyblizenia rozktadu dwumianowego roz-
ktadem normalnym, czyli CTG.

Rozwazmy schemat Bernoulliego, w ktérym i-te doswiadczenie konczy sie “sukcesem”; jesli X; < m
lub “porazka’, jesli X; > m. Oczywiscie, prawdopodobieristwo sukcesu jest réwne 1/2. Niech
L, =", 1(X; < m) oznacza liczbe sukcesow.

Pr(X183:400 < m < Xo17:400) = P(183 < Lago < 217).

Prawdopodobieristwo w powyzszym wzorze nie jest tatwo obliczy¢é bez pomocy komputera, ale
mozemy zastosowaé przyblizenie normalne. Z tablic rozkladu normalnego odczytujemy kwantyl
Z =170.95 = 1.645. Poniewaz EL400 = 2001 VarL400 = 102, WiQC P<183 < L400 < 217) ~ P(—1.655 <
Z < 1.645) ~ 0.9 (Z oznacza tu standardowa zmienna normalna, Z ~ N(0, 1)).
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B.7 Zadania do Rozdziatlu 7

Rozwigzanie Zadania 7.1.

Zadanie. W Przyktadzie 7.1.7 obliczyé p-wartosé testu.
Wskazowka: Rozklad x?(2) jest rozkladem wyktadniczym Ex(1/2).

Otrzymana warto$é statystyki testowej wynosi x> = 2.53. Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy
zerowej, statystyka ma w przyblizeniu rozktad wyktadniczy, wiec ze wzoru na dystrybuante rozktadu
wyktadniczego dostajemy P(x? > 2.53) ~ e~ 253/2 = (.282.

B.8 Zadania do Rozdzialu 8

Rozwiazanie Zadania 8.2.

Zadanie. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozktadu N(u,o?) ze znang wartoscig oczekiwang pu.
Pokazaé, ze UMPT Hy : 0 < g9 przeciw Hy : ¢ > 0¢ na poziomie istotnosci o odrzuca hipoteze
zerowa gdy > (X; — pu)? > c. Jak wybraé prog c?

Rozwazmy najpierw zadanie testowania hipotez prostych: Hf, : 0 = og przeciw H] : 0 = 01, dla
ustalonej wartosci o1 > 0g. Obliczamy iloraz wiarogodnosci:

for (1, ) 1 1 - 9

Foo (w0, ) P [(200 - 2al> 2 (wi=p) ] '
Widaé, ze iloraz wiarogodnosci jest rosngca funkeja statystyki no? = Yoy (@i — w)?. Stad wynika,
ze najmocniejszy test Hf, przeciw Hj jest postaci nd? > c. Stala ¢ dobieramy tak, zeby Py, (né? >
¢) = a. Wiemy (Zadanie 2.16), ze przy zalozeniu prawdziwosci Hj, zmienna losowa né?/02 ma
rozktad chi-kwadrat z n stopniami swobody, a wiec ¢ = x3__(n)od. Otrzymany test nie zalezy od
wyboru o1 > o9. Wynika stad, ze jest to TJINM prostej hipotezy zerowej Hj, : 0 = o0¢ przeciw
ztozonej alternatywie Hy : ¢ > o0g. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze tenze test jest
TIJNM w wyjsciowym zadaniu Hy przeciw Hj.

Rozwiazanie Zadania 8.3.

Zadanie. Obserwujemy pojedynczg zmienng losowa X o rozktadzie o gestosci

fo() (04 1)z jesli 0 <z < 1;
xTr) =
0 0 w przeciwnym przypadku.

Testujemy hipoteze Hg : € = 0 przeciwko Hy : 6 > 0.

(a) Skonstruowa¢ TJNM na poziomie istotnosci a.
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(b) Obliczy¢ funkcje mocy, 1 — 3(0), tego testu.

Dla ustalonego 6 > 0 obliczamy iloraz wiarogodno$ci:

fo(z) 0

fo(z) @+ 1)
Widag¢, ze iloraz wiarogodnosci jest rosnaca funkcja statystyki X. Najmocniejszy test na poziomie
istotnosci « jest postaci X > ¢ (odrzuca Hy na rzecz Hy jesli X > c¢), dla stalej ¢ dobranej tak,
zeby Pg,(X > ¢) = a. Rozktad Py, jest po prostu rozkltadem jednostajnym, a zatem ¢ = 1 — o
dotychczasowe rozwazania dotyczyly ustalonej wartosci 6 > 0, ale otrzymany test nie zalezy od
wyboru 6, a wiec jest jednostajnie najmocniejszy. Pozostaje obliczyc jego moc:

1
1—-80) =Py (X >1—«) :/ @+ 1)zldz =1— (1 — ).

11—«

Rozwiazanie Zadania 8.8.

Zadante. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozkladu o dystrybuancie F. Przeprowadzamy test
Kolmogorowa-Smirnowa hipotezy Hgy : F' = Fy, gdzie Fy jest dystrybuanta rozktadu wyktadni-
czego Ex(1), przeciwko alternatywie F # Fy. Statystyka testowa jest D, = sup, |E,(x) — Fo(z)|.
Naprawde, probka pochodzi z rozktadu Ex(2).

(a) Zbada¢ zbieznos$é ciagu zmiennych losowych D,, prawie na pewno.

(b) Zbadaé zbieznosé ciagu odpowiednich p-wartosci prawie na pewno.

Wskazowka: Wykorzystaé¢ Twierdzenie Gliwienki-Cantelliego.

7 twierdzenie Gliwienki-Cantelliego wynika zbieznosc prawie na pewno do zera ciagu zmiennych
losowych sup,, |F,(x) — Fy(z)|, gdzie Fy jest dystrybuanta rozktadu Ex(2). Stad natychmiast widac,
ze Dy, = sup,, |Fj,(x)—Fy(x)| = sup, | Fi(x)—Fy(x)| w sensie zbieznosci prawie na pewno. W naszym
konkretnym przykladzie mozemy podaé jawny wzér na granice: sup,~g |(1—e %) —(1—e™%)| = 1/4,
a wigc Dy, —pn. 1/4.

B.9 Zadania do Rozdzialu 9

Rozwiazanie Zadania 9.3.

Zadanie. Wyprowadzi¢ bezposrednio wzory na Varf i Varﬁo.

Skorzystamy ze wzorow (9.2.1). Wygodnie bedzie nieco przeksztalcié wzor na 1. Poniewaz mamy
> (x; — ) =0, wige
5 2 (@i —1)Y;

A SGimar
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WprowadZzmy oznaczenie SS, = Y (x; —)? (Sum of Squares for x). Zmienne Y; sa niezalezne i kazda
z nich ma wariancje réwna o2, wiec Var 3 (z; — Z)Y; = SS,02. Ostatecznie zatem Varf; = 02/SS,.

Zauwazmy teraz, ze Cov(Y,3;) = 0. Istotnie, poniewaz Cov(Y;,Y;) = o%1(j = i), wigc mamy
Cov(Yj, > (2, —2)Y;) = (z;—)o?. Stad wynika, ze Cov(3_; J,Z (zi—2)Y;) = >_;(; —7)0% = 0.
Korzystajac z faktu nieskorelowania zmiennych losowych Y i ,81, mozemy teraz obliczy¢ wariancje
Bo. Mamy Var,Bo = VarY + mz\/arﬁl = 0?/n + 7202 /SS,. Po prostych przeksztatceniach, Varﬁo =
o’y

n SS,

Rozwiazanie Zadania 9.4.

Zadanie. Pokazaé, ze zmienne losowe Y i (31 sg niezalezne.
Wskazowka: Skorzystaé z poprzednich zadan.

Zmienne losowe Y i /5’1 maja taczny rozktad normalny (dwuwymiarowy). W rozwiazaniu poprzed-
niego zadania sprawdzilismy, ze Cov(Y, 1) = 0. Wiadomo z rachunku prawdopodobienstwa, ze dla
zmiennych o tacznym rozkladzie normalnym, nieskorelowanie implikuje niezalezno$é.

Rozwiazanie Zadania 9.5.

Zadanie. Wyprowadzi¢ bezposrednio wzory na VarY™* i Var(Y* — Y*)

Mozemy napisaé¢ Yy =Y + 3 (z, — T), wiec
A _ R 1 . — —\2
VarY, = VarY + (z, — z)?Varf; = 0 | — + (@ —2) ]
n SS,

Poniewaz zmienna Y, jest niezalezna od Y, (dlaczego?) to

. . 1 . —T)2
Var (Y, — Yi) = VarY, + VarY, = g2 [1—|—n+ (HTSS‘T)] .

Rozwiazanie Zadania 9.6.

Zadanie. Udowodni¢ bezposredno (nie korzystajac z geometrycznych rozwazan w przestrzeni R™)
podstawowsa, tozsamosé analizy wariancji:

DMi=V)P=) (oY) (Ni-Y

Napiszmy lewa strong w postaci SY; - Y +Y; - )2 Oczywiscie, (YVi—Y +Y;— Y;)? = (Y Y)2+
(Vi —Yi)2 + 2(Y; — V) (Y — Y) Zauwazmy, ze Y; — Y = 3y (z; — $) 1Y, =Y, =Y, - Y — Bi(z; — @)
Stad S2(Y; = V) (Vi = Y) = 1 (2 — 2)(Y; = YV) — 323 (2 — )2 = 0. Suma iloczynéw mieszanych

znika i pozostaja tylko dwie sumy kwadratéw po prawej stronie tozsamosci.

Rozwiazanie Zadania 9.9.
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Zadante. Wyprowadzi¢ wzory na estymatory najwiekszej wiarogodnosci w modelu prostej regresji
liniowej bez wyrazu wolnego,
Y; = Bx; + &4, (i:1,...,n),

przyjmujac Zaltozenie 9.1.2.

Zmienne Y; sa niezalezne i Y; ~ N(Bz;,0?). Stad wynika, ze wiarogodnosé jest dana wzorem

fﬁ,a(yh---,yn)=< 217“7)” [ Zn: — Bx;) ]

Estymator najwiekszej wiarogodnosci B otrzymujemy minimalizujac sume kwadratow

n

RSS =Y "(yi — )%,

=1

czyli rozwiazujac rownanie » | z;(y; — fx;) = 0. W rezultacie B = > i Tl / >, 22, Estymator naj-
wiekszej Wlarogodnosc1 o otrzymujemy maksymalizujac logarytm wiarogodnosci. Latwo sie przeko-
na¢, ze 62 = RSS/n, przy czym RSS obliczamy dla 3 = B

Rozwiazanie Zadania 9.11.

Zadanie. Pokazaé, ze statystyka F' testu analizy wariancji jest rownowazna statystyce ilorazu wia-
rogodnosci dla modeli zagniezdzonych (Punkt 8.3.1 w Podrozdziale 8.3).

Wskazowka: Bardzo podobne rozwazania przeprowadziliSmy w Przyktadzie 8.3.2. Zbudujemy test
ilorazu wiarogodnosci. Wiarogodnosé jest dana wzorem

j

const \" 1 &
E(u,ff):( ~ > exp | =55 D> (i — )’

j=1i=1

Latwo sprawdzié¢, ze estymatory bez ograniczer (w duzym modelu) sa nastepujace:

Podmodel jest zupelnie prosty do przeanalizowania. Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, to Y jest
probka rozmiaru n z rozktadu N(ug,o02). Role estymatoréw z ograniczeniami pelnia doskonale
znane, typowe estymatory:

p p Ty
o=V =3 n¥y= o3 S Ve 2= Y S (v
j=1 j=1i=1 j=1i=1

Statystyka ilorazu wiarogodnosci jest, jak tatwo widzieé¢, L£(f,5)/L(f,6) = (6/5)". Test kaze od-
rzuci¢ hipoteze zerowa, gdy ta statystyka przekracza odpowiednio ustalony prég. Przeksztalcimy
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ten test do réwnowaznej, powszechnie uzywanej postaci. Przypomnijmy oznaczenia na sumy kwa-
dratow (calkowita — T'SS, pomiedzy probkami — BSS i wewnatrz probek — WSS). Zauwazmy, ze
62 = TSS/n i 62 = WSS/n. lloraz wiarogodnosci jest zatem rosnaca funkcja TSS/WSS. Wykorzy-
stujac tozsamosé analizy wariancji TSS = BSS + WSS mozemy napisa¢ TSS/WSS = 1+ BSS/WSS.
Stad juz widaé, ze iloraz wiarogodnosci jest rosngca funkcja statystyki Snedecora,

_ BSS/(p—1)

P = Wss/(n—p)

Dla ustalenia progu odrzucen dla LRT nie korzystamy z asymptotycznego wyniku wobec znajomosci
doktadnego rozktadu prawdopodobieristwa statystyki F' (przy prawdziwosci Hg jest to rozktad F-
Snedocora). Hipoteze Hy odrzucamy, jesli

F>Fi_o(p—1,n—p).



