
1. Podstawowe Zasady

� 1. Przegl d funkcjonalno ci. Mathematica jako kalkulator.

Praktycznie  wszyskie  potrzebne  informacje  o  Mathematice  mo na  uzyska  z   Centrum  Dokumentacji

(aby do niego dotrze  nale y nacisn   F1 lub u y  meni Help).

Mo na  oczywi cie  u ywa  Mathematiki   jako  zaawansowanego  kalkulatora:  wpisujemy  formu ,

naciskamy na SHIFT + ENTER (RETURN) i Mathematica  daje nam odpowied . 

Przyk ad.

2 + 2

(naci nij  SHIFT + ENTER po ustawieniu kursora w dowolnym miejscu w komórce zawieraj cej formu )

2 + 2

4

Widzimy  tak  zwan  komórk  z  danymi  wej ciowymi  (input  cell)  oraz  komórk  z  danymi  wyj ciowymi

(output cell). W tej ostatniej jest wynik obliczenia, w tym przypadku 4. W najnowszej wersji Mathematiki

(wersji  9)  poni ej  komórki  wyj ciowej  pojawi  si  tak e  lista  sugestii  nast pnego  kroku  w  obliczeniach.

Jest to ca kiem pomocne dla pocz tkuj cych ale dla bardziej zaawansowanych u ytkowników mo e by

irytuj ce. Naszcz cie sugestie mo na atwo wy czy  u ywaj c meni “Preferences”. 

Wa n  cech  Mathematiki   jest  mo liwo  pos ugiwania  si  nie  tylko  liczbami  ale  tak e  formu ami

matematycznymi.  U ytkownik  Mathematiki  dysponuj  do  najwi ksz  na  wiecie  kolekcj  algorytmów

obliczeniowych.  Na  przyk ad,  Mathematica  “zna” ogromn  ilo  tak  zwanych  funkcji  specjalnych,  które

odgrywaj  ogromn  rol  w matematyce i jej zastosowaniach.

Przyk ad.   Nast puj ca  funkcja  oblicza  wielomian  Czebyszewa   dziesi tego  stopnia,  a   nast pnie

tworzy jego wykres nad odcinkiem [-1, 1].

Plot@ChebyshevT@10, xD, 8x, -1, 1<D
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Poniewa  Wolfram|Alpha  u ywa  Mathematiki,  mo emy  oczekiwa  e  co  podobnego  mo na  uzyska

u ywaj c tego programu. Zobaczmy co si  stanie je li wpiszemy do okienka Wolfram|Alpha dok adnie t

sam  instrukcj  której u yli my powy ej:

Zwró my  uwag  na  dwie  hiperlinki  w  prawym  dolnym  rogu:  pobierz  jako  PDF  i  Live  Mathematica.

Pierwsza jest oczywista, druga wymaga instalacji darmowego programu CDF Player.
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Pliki  Mathematiki,  zwane  “notownikami” (notebooks)  a  tak e  grafik  itp.  sworzon  w  Mathematice

mo na eksporotwa  do wielu formatów. Mathematica ma tak e bardzo ekstensywne mo liwo ci importu.

� Kernel i FrontEnd

Mathematica sk ada si  z dwóch niezale nych rodowisk obliczeniowych zwanych “Przyód” (FrontEnd) i

“J dro” (Kernel), które porozumiwaj  si  z sob  za pomoc  protoko u o nazwie MathLink. W najbardziej

typowej  sytuacji,  u ytkownik  wpisuje  wyra enie  do  obliczenia  za  pomoc  FrontEndu,  nast pnie  Fron-

tEnd przekazuje je do J dra, które wykonuje obliczenie po czym zwraca je do FrontEndu. Teoretycznie

mo e  istnie  wiele  ró nych  FrontEndów,  ale  dzi  w  praktyce  u ywany  jest  prawie  wy acznie

“notatnikowy” FrontEnd  (Notebook  Front  End),  b d cy  integraln  cz ci  Mathematiki  (dost pny  jest

tak e tekstowy FrontEnd, szczególnie na komputerach dzia aj cych w sytemie UNIX. 

Interesuj cym  faktem  jest  e  FrontEnd  mo e  by  ca kowicie  kontrolowany  programistycznie  przez

Kernel.  Nie  b dziemy  tu  wi cej  zajmowali  si  tym  tematem.  Jest  tak e  inne  mo liwe  podej cie  do

programowania  FrontEndu,  oparte  na  funkcji  Dynamic.  Po wi cimy  temu tematowi  ca y  jeden  rozdzia

(Rozdzia  IV).

� Notowniki

Podstawowym  poj ciem  na  którym  opare  jest  funkcjonowanie  FrontEndu  jest  tak  zwany  “notownik”

(notebook).  “Notownik” jest  interaktywnym  dokumentem  który  mo e  zawiera  tekst,  grafik ,  tabele,

“ywe” obliczenia i animacje i wiele innych elementów.
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Podstawowym  poj ciem  na  którym  opare  jest  funkcjonowanie  FrontEndu  jest  tak  zwany  “notownik”

(notebook).  “Notownik” jest  interaktywnym  dokumentem  który  mo e  zawiera  tekst,  grafik ,  tabele,

“ywe” obliczenia i animacje i wiele innych elementów.

Notownik sk ada si  z  “komórek”, które mo na grupowa , ka da z którch mo e by  w innym stylu itd.  

wiczenie.  Kliknij  na  ró ne  nawiasy  komórek  po  prawej  stronie  tego  notownika  i  sprawd  w

jakim s  one stylu.

Obok  tradycyjnych  notowników  Wolfram  Research  wprowadzi  nowy  format  dokumentu  zwany  CDF

(Computable  Document  Format).  Dokumenty  zapisane  w  tym  formacie  wygl daj  identycznie  jak

notowniki  ale  mog  by  otwarte  przez  darmowy  CDF  Player,  ze  strony  Wolfram  Research.  W  przeci-

wie stwie  do  statycznych  formatów  takich  jak  PDF,  CDF  mo e  mo e  by  u ywany  interaktywnie

poniewa  CDF Player zawiera wi kszo  algorytmów u ywanych przez Mathematik .  U ytkownik CDF

Playera  mo e  wykonywa  obliczenia  i  tworzy  wizualizacje  za  pomoc  dynamicznego interfejsu  (który

b dzie tematem rozdzia u 4). Cho  obecnie pliki CDF mog  by  tworzone wy cznie przy u yciu Mathe-

matiki  istnieje plan stworzenia narz dzi sieciowych to tego celu. 

� G ówne cechy j zyka Mathematiki

Zanim zaczniemy eksperymentownie  z  Mathematic   musimy  pozna   podstawowe zasady  sk adni  jej

j zyka.  Je li  naszym celem jest  u ywanie Mathematici  wy cznie do robienia oblicze ,  grafiki  itp.,  to w

najnowszych  wersjach  Mathematici   znajomo  sk adni  nie  jest  ju  a  tak  konieczna  jak  by o  dawniej

(mo na  u ywa  tzw.  “Tradycyjnej  Formy” (TraditionalForm),  palet,   a  nawet  “swobodnego  formatu” w

stylu Wolfram|Alpha) ale dla wszyskich bardziej ambitnych celów nadal jest to tak potrzebna jak znajo-

mo  gramatyki j zyka francuskiego do pisania powa nej ksi ki w tym j zyku. 

1.  Jedn  cech  j zyka  Mathematiki  odró niaj c  go  od  standartowej  notacji  matematycznej  a  tak e

wi kszo ci  j zyków  programistycznych  jest  to  e  argumenty  funkcji  zawarte  s  w  nawiasach  kwadra-

towych a nie w zwyk ych. Zwyk e (okr g e) nawiasy s  w Mathematice zarezerwowane do precyzowania

kolejno ci  operacji.  Poniewa  precyzja j zyka programistycznego musi  by  wi ksza ni   j zyka którym

pos uguj  si  na codzie  matematycy, wi c konieczno  odró niania tych poj

wydaje si  by  oczywista. 

2. Nazwy wbudowanych funkcji zaczynaj  si  z du ej litery. Celem tej konwencji jest unikni cie konfliktu

mi dzy nazwami funkcji zdefiniowanych przez u ytkownika i nazwami funkcji wbudowanych. Oczywi cie

w tym celu u ytkownik powinien przestrzega  zasady zaczynania nazw w asnych funkcji z ma ej litery. 

3.  Mno enie  oznacza  si  symbolem  *  lub  spacj .  W  sytuacjach  w  których  nie  ma  mo liwo ci  zaj cia

nieporozumienia symbol mno enia mo e by  opuszczony.

4. Pot ga jest oznaczana przez ^. 

5. Liczby w tzw. “naukowej notacji” (“scientific notation”) s  pisane w formie:  2.5*^-4 or 2.5 10^-4 itp.

6.  W  Mathematice  przyj ta  jest  ogólna  zasada  e  nazwy  funkcji  s  pe nymi  angielskimi  s owmi  (lub

wyra eniami  sk adaj cym si  z  kilku  s ów),  chyba e  s  to  standardowe skróty  matematyczne,  jak,  na

przyk ad, Log na logarytm. W przypadku nazw sk adaj cych si   kilku s ów, ka de s owo zaczyna si  z

du ej  litery,  np.  CharacteristicFunction.  Jest  kilka  wyj tków;  np.  lad  macierzy  nazwany  jest  Tr  a  nie

Trace,  poniewa  Trace  by o  ju  wcze niej  (to  znaczy,  we  wcze niejszej  wersji  Mathematici)  u yte  w

innym  celu.  Zalet  tej  konwencji  jest  to  e  atwo  jest  zapami ta  a  nawet  zgadn  nazwy  funkcji  w

Mathematice.

8. W Mathematice jest kilka rodzajów liczb. Po pierwsze, liczby mog  by  dok adne (exact) i przybli one

(nie dok adne). Na przyk ad, liczby 3 i  2/3 s  liczbami dok adnymi a liczba 0.66 jest liczb  przybli on .

Natomiast Pi  E czy Sqrt[2] nie s  liczbami ale s  symbolami numerycznymi, które tak e s  dok adnie w

tym  sensie  e  maj  “niesko czon  precyzj ”.   Liczby  przybli one  dziel  si  na  dwa  rodzaje,  liczby  z

precyzj  maszynow , i liczby o przed u onej precyzji. W obliczeniach numerycznych jest bardzo wa ne

odró nianie  tych  dwóch  rodzajów  liczb.  Je li  w  obliczeniach  wszystkie  liczby  s  dok adne  (czyli  z

niesko czon  precyzj )  to wynik te  b dzie dok adny. Je li  cho  jedna liczba jest  przybli ona to wynik

b dzie  tak e  przybli ony.  Obliczenia  z  precyzj  maszynow  s  robione  bez  jakiejkolwiek  kontroli  pre-

cyzji; s  wi c one bardzo szybkie ale mog  dawa  ca kowicie b dne wyniki. Natomiast w obliczeniach z

liczbami  i  przed u onej  precyzji  Mathematica szacuje  precyzj  wyniku.  Je li  Mathematica twierdzi  e

wynik  ma  precyzj  0  to  nie  mo na  na  nim  polega  i  nale y  albo  przenalizowa  obliczane  wyra enie

metodami analizy numerycznej albo zwi kszy  precyzj  wszystkich liczb i wykona  je ponownie. 

Funkcja N oblicza warto  przybli on  dok adnej liczby lub symbolu numerycznego. Je li funkcja N jest

wywo ana tylko z jednym argumentem wynik ma precyzj  maszynow .  
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liczbami  i  przed u onej  precyzji  Mathematica szacuje  precyzj  wyniku.  Je li  Mathematica twierdzi  e

wynik  ma  precyzj  0  to  nie  mo na  na  nim  polega  i  nale y  albo  przenalizowa  obliczane  wyra enie

metodami analizy numerycznej albo zwi kszy  precyzj  wszystkich liczb i wykona  je ponownie. 

Funkcja N oblicza warto  przybli on  dok adnej liczby lub symbolu numerycznego. Je li funkcja N jest

wywo ana tylko z jednym argumentem wynik ma precyzj  maszynow .  

N@PiD

3.14159

Precision@%D

MachinePrecision

Natomiast forma dwu argumentowa daje wynik z precyzj  okre lon  w drugim argumencie:

N@Sqrt@2D, 30D

1.41421356237309504880168872421

Precision@%D

30.

Poniwe  litera  N  jest  zarezerwowana  do  powy szego  celu,  ona   nie  mo e  by  u ywana  w  nazwach

funkcji lub zmiennych. To samu stosuje si  do niektórych innych du ych liter, na przyk ad E lub C. Jest

to jeszcze jeden powód dla którego warto trzyma  si  do konwencji wed ug której funkcje u ytkowników

zaczynaj  si  z ma ej litery. 

Definicj  i  inne  informacje  o  wbudowanej  (lub  nawet  zdefiniownej  przez  u ytkownika)  funkcji  mo na

zobaczy  po wpisaniu znaku zapytania a po nim nazwy funkcji:

? FullForm

FullForm@exprD prints as the full form of expr, with no special syntax.  �

? Part

expr@@iDD or Part@expr, iD gives the i
th

part of expr.

expr@@-iDD counts from the end.

expr@@i, j, … DD or Part@expr, i, j, … D is equivalent to expr@@iDD@@ jDD … .

expr@@8i1, i2, … <DD gives a list of the parts i1, i2, … of expr.

expr@@m ;; nDD gives parts m through n.

expr@@m ;; n ;; sDD gives parts m through n in steps of s. �

Klikni cie na “strza ki” po prawej stronie ostaniej linijki prowadzi nas do pe nej dokumentacji w Przegl -

darce Pomocy.

Bardzo wa nymi strukturami danych w Mathematice  s  listy,  które oznaczaj  si  przez 8a, b, c<  lub (w

FullForm) List@a, b, cD. Macierze i wy ej wymiarowe tensory s  listami. 
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Bardzo wa nymi strukturami danych w Mathematice  s  listy,  które oznaczaj  si  przez 8a, b, c<  lub (w

FullForm) List@a, b, cD. Macierze i wy ej wymiarowe tensory s  listami. 

Naprzyk ad poni sze wyra enie jest macierz . 

881, 2, 3<, 82, 3, 4<<

881, 2, 3<, 82, 3, 4<<

Nie  wygl da  one  wprawdzie  jak  macierz  w  ksi kach  matematycznych,  ale  mo na  temu  zaradzi ,  i

nawet jest na to kilka sposobów. W nowoczesnych wersjach Mathematiki  istnieje mo liwo  pokazania

ka dej  formu y  matematycznej  w  tradycyjnej  formie  matematycznej.  Mo na  nawet  tak  ustawi  prefer-

encje  e  ka dy  wynik  b dzie  automatycznie  pokazywany  w  ten  sposób.  (Mo na  nawet  u ywa  trady-

cyjnej formy w formu ach wej ciowych, cho  s  w tym pewne niebezpiecze stwa wi c nie b dziemy tej

metody rozwa ali.) eby zobaczy  macie  88a, b<, 8c, d<< w tradycyjnej formie nale y albo wybra  tekst i

u y  meniu Cell:ConvertTo:Traditional Form  albo u y  instrukcji:

TraditionalForm@88a, b<, 8c, d<<D

a b

c d

Je li usawimy w preferencjach (Mathematica:Preferences:Format Type of New Output Cells) Traditional-

Form jako domy lny format wyj ciowy to macierze zawsze b d  wygl da y jak macierze (a nie listy list),

i  wszystkie  formu y  matematyczne  te  b d  wygl da y  jak  w  ksi kach  (z  kilkoma,  ma o  znacz cymi

wyj tkami). Zobaczmy jak to dzia a na przyk adzie:

Przyklad. 

à
0

¥ sinJ x N

x

â x

Tak wygl da formu a w TraditionalForm - czyli w standartowej notacji matematycznej. Formu  t  mo na

wpisa  za pomoc  palet lub u ywaj c specjalnych kombinacji klawiszów, ale wygodniej jest wpisa  j  w

InputForm:  

Integrate@Sin@Sqrt@xDD � x, 8x, 0, Infinity<D

Nie wygl da to atrakcyjnie ale zawiera tylko symbole ASCII, wi c

nadaje si , na przyk ad, do wysy ania przez e-mail. Zauwa my e do pewnych celów programistycznych

InputForm  nie  jest  wystarczaj co  dok adn  reprezentacj  wyra enia  i  w  nie  których  sytuacjach  (do

których jeszcze wrócimy) konieczne jest u ycie FullForm:

FullForm@Hold@Integrate@Sin@Sqrt@xDD � x, 8x, 0, Infinity<DDD

Hold@Integrate@Times@Sin@Sqrt@xDD, Power@x, -1DD, List@x, 0, InfinityDDD

(Musieli my u y  funkcji Hold bo inaczej Mathematica obliczy aby ca k  i otrzymaliby my odpowied  Π ).

Kompromisem  pomi dzy  TranitionalForm  i  InputForm  jest  StandardForm,  która  w  tym  przypadku

wygl da tak:
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à
0

¥ SinB x F

x

âx

Widzimy  e  StandardForm  jest  bliskie  tradycynej  notacji,  ale  z  pewnymi  wyra nymi  ró nicami,  w  tym

przypadku: kwadratowe nawiasy funkcji i nazwa funkcji Sin zaczynaj ca si  z du ej litery. 

W tym miejscu warto wspomnie  o jeszcze jednym rodzaju “form” które istniej  w Mathematice. Celem

tych  form  jest  uproszczenie  zapisu  i  unikni cie  konieczno ci  pisani  wielu  nawiasów.  Na  przyk ad,

zamiast f @xD mo na pisac f �x  (prefix form) lub x �� f  - postfix form. Dla funckji wielu argumentów istnieje

tak e infix form: f @x , yD mo na zapisywa  jako x ~ f ~y . Wi cej przyk

 “tychform” które istniejna si istniejee konieczno tych  zapisywa form. pisac mo form jest,e  si , cej cej



Sin@ΠD

0

First@8a, b, c<D

a

(zarówno  wej cie  jak  i  wyj cie)  s  przyk adami  wyra e .  Te  wyra nia  wygl daj  albo  jak  standartowe

formu y matematyczne albo jak naturalne operacje na listach itp, co bardzo u atwie szybkie ich zrozumie-

nie przez ludzi. Tym niemniej, format w którym s  zapisane nie jest wystarczaj co precyzyjny dla celów

programistycznych. Z tego powodu istnieje jeszcze jeden format, zwany FullForm, który jest zbyt skomp-

likowany do codiennych “ludzkich” potrzeb ale jest u ywany “wewn trznie” przez Mathematik  i ktorego

znajomo   jest bardzo przydatna w programowaniu. 

� FullForm wyra e

Ka de wyra enie jest albo atomem albo ma form

F@a1, a2, ..., anD

gdzie  F  jest  tak  zwan  Head  (G ow )  wyra enia,  a  a1,  a2,  s  wyra eniami.  Przyk adami  atomów  s

2,a,3/4,3.2, "kot". Mo emy sprawdzi  czy co  jest atomem za pomoc  funkcji AtomQ:

AtomQ@2D

True

AtomQ@82, 3<D

False

Wyra en  cz sto bardzo ro ni si  od swojej FullForm, fna przyk ad  a+b ma FullForm:

FullForm@a + bD

Plus@a, bD

Head@a + bD

Plus

Head@aD

Symbol
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Head@2D

Integer

FullForm@8a, b<D

List@a, bD

Head@8a, b<D

List

Oczywi cie atomy tak e maj  Head, ale jest  ona czym  innym (odpowiada “typowi” w innych j zykach

programistycznych). Na przyk ad:

Head@2D

Integer

Head@"cat"D

String

Head@catD

Symbol

Zauwa my tak e e:

Head@xD

Symbol

Oczywi cie, je li przypiszemy x  jak  warto  to sytuacja si  zmieni:

x = 1;

Head@xD

Integer

Zanim  funkcja  Head  mia a  szans  zadzia a ,  nast pi a  ewaluacja  x ,  wi c  otrzymali my  Head@1D  czyli

Integer.  Aby  otrzyma  prawdziw  Head  musimy  nie  dopu ci  do  ewaluacji,  np.  u ywaj c  funkcji

Unevaluated. 
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Head@Unevaluated@xDD

Symbol

Z tego samego powodu,  je li  chcieliby my sprawdzi  FullForm wyra nia  artymetycznego,  na  przyk ad,

2+3, musimy powstrzyma  ewaluacj . 

FullForm@Hold@2 + 3DD

Hold@Plus@2, 3DD

ReleaseHold@%D

5

FullForm wyra enia 

x = 1

jest

FullForm@Hold@x = 1DD

Hold@Set@x, 1DD

Clear@xD

Tu nale y zwróci  uwag  na ró nic  mi dzy przypisaniem =  (Set) i równo ci  ==  (Equal)

FullForm@Hold@x � 1DD

Hold@Equal@x, 1DD

� Cz ci wyra e

Bardzo wa n  technik  programistyczn  jest manipulowanie cz ciami wyra e . Ka de wyra nie mo e

by  przedstawione jako “drzewo” przy pomocy TreeForm, na przyk ad:

g = a + b
2

+ c
3

+ d;

FullForm@gD

Plus@a, Power@b, 2D, Power@c, 3D, dD
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TreeForm@gD

Plus

a Power

b 2

Power

c 3

d

Drzewo sk ada si  z  obiektów na ró nych poziomach. W tym przypadku, objekty na pozionach jeden i

dwa to:

Level@g, 81<D

9a, b
2
, c

3
, d=

Level@g, 82<D

8b, 2, c, 3<

Level@g, 81, 2<D

9a, b, 2, b
2
, c, 3, c

3
, d=

Ka de wyra nie ma tak e cz ci. Cz ci  zerow  jest jego Head.

Part@g, 0D

Plus

Nest pne cze ci to (po kolei) wyra enia po kwadratowym nawiasie. Tym razem u yjemy InputForm:

g@@1DD

a

g@@2DD

b
2
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g@@3DD

c
3

W  tym  wyra eniu  trzecia  cz  nie  ma  trzeciej  cz ci.  Mathematica  ostrzega  nas  o  tym  i  zwraca

(zgodnie z ogólna zasad  w podobnych sytuacjach) formu  wej ciow  (ale po dokonaniu ewaluacji,  a

wi c zamiast g mamy jego warto  a + b
2

+ c
3

+ d).

g@@3, 3DD

Part::partw : Part 3 of c
3
 does not exist. �

Ia + b
2

+ c
3

+ dMP3, 3T

g@@2, 2DD

2

g@@2, 0DD

Power

Mo na oczywi cie wybiera  elementy “od ko ca”:

g@@-2, 1DD

c

a mo na bra  tak e pewn  rozpi to  (Span), np. od 2 pozycji do 4:

g@@2 ;; 4DD

b
2

+ c
3

+ d

A  teraz  bardzo  przyjemny  i  po yteczny  fakt:  mo na  zmienia  wyra enia  przez  “przypisanie” nowych

warto ci ich cz ciom. Na przyk ad:

g@@1DD = x + y;

g

b
2

+ c
3

+ d + x + y

g@@3 ;; 4DD = z; g

b
2

+ x + y + 2 z
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� Listy, Wektory, Macierze i Tensory

W  Mathematice listy s , po prostu, wyra eniami których Head jest List:

m = 8a, b, c, d<;

Length@mD

4

List@a, b, c, dD

8a, b, c, d<

Macierz jest, po prostu, list  list o tej samej d ugo ci

mat = 88a, b, d<, 8c, d, e<<

a b d

c d e

mat@@1, 1DD

a

mat@@2, 2DD

d

mat@@All, 1DD

8a, c<

mat@@All, 2DD

8b, d<

mat@@1, AllDD

8a, b<

mat@@2, AllDD

8c, d<

Pó niej zobaczymy jak atwo tworzy si  macierze dowolnego rozmiaru za pomos  funkcji Table i Array
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TableAi
2
, 8i, 1, 10<E

81, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100<

Table@i * j, 8i, 1, 5<, 8j, 1, 5<D

1 2 3 4 5

2 4 6 8 10

3 6 9 12 15

4 8 12 16 20

5 10 15 20 25

ã Uwaga o formach wyra e .

 

Jak ju  wiemy, wyra enia Mathematiki  wygl daj  inaczej  “w ludzkich oczach” od ich formy wewn trzej

(FullForm).  Jednak e,  sytuacja  komplikuje  si  jeszcze  bardziej  z  powodu  faktu  e  tradycyjna  notacja

matematyczna nie jest ca kowicie jednoznaczna. Z tego powodu (a tak e w celu utrzymania kompatybil-

no ci ze starszymi wersjami)   Mathematica ma kilka from wej cia (input) i wyj cia (output).  We wczes-

nych wersjach Mathematiki  by y tylko dwie formy: InputForm, oparta na sposobie pisania formu  matem-

atycznych  w  popularnych  j zykach  programistycznych  jak  Fortran  oraz  OutputForm,  nieco  bardziej

przypominaj ca standartow  notacj  matematyczn . Ta forma jest dzi  zupe nie przestarza a i istnieje w

celu  zachowania  kompatybilon ci.  InputForm  (która  u ywa  wy cznie  charakterów  ASCII)  jest  nadal

czasem  u ywana,  ale  w  praktyce  u ywa  si  g ównie  StandardForm  lub  TradtionalForm.  Domy lne

ustawienie  Mathematiki u ywa  StandardForm  zarówno  dla  formy  wej ciowej  jaki  wyj ciowej  ale  to

ustawinie  mo na  zmieni  w  Preferencjach.  U ywaj c  TradtionalForm  jako  formy  wej ciowej  nale y

jednak  zachowa  pewn  ostro no ,  i  z  tego  powodu  nie  jest  to  podej cie  rekomendowane  przez

Wolfram Research. Cz sto, szczególnie w prezentacjach “na ywo” dla osób nie obeznanych z Mathe-

matik ,  wygodne jest ustawienie Standardowej formy wejsciowej i Tradycyjnej wyj ciowej. 

ã Podstawowe zasady sk adni Mathematiki w InputForm oraz w StandardForm.

1. Nazwy wszystkich wbudowanych funkcji zaczynaj  si  od du ej litery. 

2. Argumenty funkcji s  otoczone kwadratowymi nawiasami. 

3.  (InputForm)  Podsawowe  operacje  artymetyczne  s  oznaczane  jako  +  (dodawanie),*  or  spacja

(mno enie) / (dzielenie), ^ (pot gowanie).

4.  Zachodz  nast puj ce ostre relacje w o enia InputForm Ì StandardForm Ì TraditionalForm  

ã Links

http://reference.wolfram.com/Mathematica/guide/Expressions.html

http:��reference.wolfram.com�mathematica�tutorial�FormsOfInputAndOutput.html

� 2. Operacje na Listach

Jednym z najcze ciej pojawiaj cych si  wyra en w Mathematice jest lista. Listy pojawiaj  si    w bardzo

wielu kontekstach.  Na przyk ad,  rozwi zania równania lub systemu równa  s  zwracane przez funkcj

Solve w formie listy list, których elementami s  “regu y”. 
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Jednym z najcze ciej pojawiaj cych si  wyra en w Mathematice jest lista. Listy pojawiaj  si    w bardzo

wielu kontekstach.  Na przyk ad,  rozwi zania równania lub systemu równa  s  zwracane przez funkcj

Solve w formie listy list, których elementami s  “regu y”. 

SolveAx
3

� 1, xE

98x ® 1<, 9x ® -H-1L1�3=, 9x ® H-1L2�3==

% �� N

88x ® 1.<, 8x ® -0.5 - 0.866025 ä<, 8x ® -0.5 + 0.866025 ä<<

Wiele  wbudowanych  funkcji  ma  s owo  lista  w  nazwie.  Mo emy  nawet  skonstruowa  list  wszystkich

takich funkcji:

Select@Names@"System`*"D,

StringMatchQ@ð, StringExpression@___, "List", ___DD &D

8AdjacencyList, BinaryReadList, BinLists, ButtonStyleMenuListing,

CoefficientList, CompletionsListPacket, ComposeList, CounterStyleMenuListing,

DateList, DateListLogPlot, DateListPlot, DMSList, EdgeList, FactorList,

FactorSquareFreeList, FactorTermsList, FindList, FixedPointList, FoldList,

HistogramList, IncidenceList, List, Listable, ListAnimate, ListContourPlot,

ListContourPlot3D, ListConvolve, ListCorrelate, ListCurvePathPlot,

ListDeconvolve, ListDensityPlot, Listen, ListFourierSequenceTransform,

ListInterpolation, ListLineIntegralConvolutionPlot, ListLinePlot,

ListLogLinearPlot, ListLogLogPlot, ListLogPlot, ListPicker, ListPickerBox,

ListPickerBoxBackground, ListPickerBoxOptions, ListPlay, ListPlot,

ListPlot3D, ListPointPlot3D, ListPolarPlot, ListQ, ListStreamDensityPlot,

ListStreamPlot, ListSurfacePlot3D, ListVectorDensityPlot,

ListVectorPlot, ListVectorPlot3D, ListZTransform, MessageList,

MonomialList, NestList, NestWhileList, ParentList, PermutationList,

PermutationListQ, PowerModList, PropertyList, ReadList, RecordLists,

ReplaceList, SampledSoundList, SingularValueList, StringReplaceList,

StyleMenuListing, TrigFactorList, VertexList, WaveletListPlot, $MessageList<

 Na przyk ad, funkcja CoefficientList daje list  wspó czynników wielomianu

CoefficientList@a x^2 + b x + c, xD

8c, b, a<

Funkcja Options daje list  regu  przypisuj cych opcjom danej funkcji ich warto ci.
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Options@PlotD

:AlignmentPoint ® Center, AspectRatio ®
1

GoldenRatio

, Axes ® True,

AxesLabel ® None, AxesOrigin ® Automatic, AxesStyle ® 8<, Background ® None,

BaselinePosition ® Automatic, BaseStyle ® 8<, ClippingStyle ® None,

ColorFunction ® Automatic, ColorFunctionScaling ® True,

ColorOutput ® Automatic, ContentSelectable ® Automatic,

CoordinatesToolOptions ® Automatic, DisplayFunction ¦ $DisplayFunction,

Epilog ® 8<, Evaluated ® Automatic, EvaluationMonitor ® None,

Exclusions ® Automatic, ExclusionsStyle ® None, Filling ® None,

FillingStyle ® Automatic, FormatType ¦ TraditionalForm, Frame ® False,

FrameLabel ® None, FrameStyle ® 8<, FrameTicks ® Automatic,

FrameTicksStyle ® 8<, GridLines ® None, GridLinesStyle ® 8<,
ImageMargins ® 0., ImagePadding ® All, ImageSize ® Automatic,

ImageSizeRaw ® Automatic, LabelStyle ® 8<, MaxRecursion ® Automatic,

Mesh ® None, MeshFunctions ® 8ð1 &<, MeshShading ® None, MeshStyle ® Automatic,

Method ® Automatic, PerformanceGoal ¦ $PerformanceGoal,

PlotLabel ® None, PlotPoints ® Automatic, PlotRange ® 8Full, Automatic<,
PlotRangeClipping ® True, PlotRangePadding ® Automatic, PlotRegion ® Automatic,

PlotStyle ® Automatic, PreserveImageOptions ® Automatic, Prolog ® 8<,
RegionFunction ® HTrue &L, RotateLabel ® True, Ticks ® Automatic,

TicksStyle ® 8<, WorkingPrecision ® MachinePrecision>

Przypomnijmy e macierze te  s  listami:

881, 2, 3<, 82, 3, 4<, 834, 5, 3<< �� TraditionalForm

1 2 3

2 3 4

34 5 3

 Zajmimy  si  teraz  generowaniem list  i  operacjami  na  listach.  Najbardziej  po yteczn  funkcj  do  gen-

erowania list jest Table. 

Table@8i, i^2 + 2<, 8i, -1, 3<D �� TraditionalForm

-1 3

0 2

1 3

2 6

3 11

Wynik mo na przedstawi  w ró nych formach

Grid@Table@8i, i^2 + 2<, 8i, -1, 2<DD

-1 3

0 2

1 3

2 6
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Grid@Table@8i, i^2 + 2<, 8i, -1, 2<D, Frame ® AllD

-1 3

0 2

1 3

2 6

Mo na, oczywi cie generowa  nie tylko listy liczb ale ogólnych wyra e :

Array@a, 3D

8a@1D, a@2D, a@3D<

Niektóre  cz sto  u ywanie  macie e  s  ju  zdefiniowane  w  Mathematice.  Na  przyk ad,  macierz  identy-

czno ciowa:

IdentityMatrix@3D �� TraditionalForm

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Lub ogólniej:

DiagonalMatrix@8a, b, c, d<D �� TraditionalForm

a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d

Mathematica ma wiele wbudownych operacji zwi zanych z macierzami, na przyk ad:

Eigenvalues@881, 2<, 83, 2<<D

84, -1<

Eigenvectors@881, 2<, 83, 2<<D

882, 3<, 8-1, 1<<

Na  listach  mo na  wykonywa  wszystkie  podstawowe  operacje  artytmetyczne  (jest  to  du o  bardziej

wydajne podej cie od u ywania p tli). Jest to zwi zane z tym e wszystkie operacje arytmetyczne maj

atrybut “Listable”, co b dzie wyt umaczone pó niej. Zauwa my kilka przyk adów:

81, 2, 3< + 81, 2, 3<

82, 4, 6<
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81, 2, 3< + 1

82, 3, 4<

Kropk  ozancza si  iloczyn skalarny wektorów a tak e mno enie macierzy:

8a, b, c<.8s, d, f<

b d + c f + a s

a b

c d
.

e f

g h

a e + b g a f + b h

c e + d g c f + d h

Ta konwencja mo e wydawa  si  nie zgodna z przyj t  konwencj  w matematyce e iloczyn macierzy

jest  oznaczany  tak  samo  jak  iloczyn  liczb,  ale  matematycznie  jest  to  uzasadnione  tym  e  iloczyn

macierzy  jest  naturalnym  uogólnieniem  iloczyny  skalarnego  wektorów.  Poza  tym,  z  powodu  wy ej

wspomnianego atrybutu Listable mno enia, “zwyczajne” mno enie macierzy daje odmienny wynik:

a b

c d

e f

g h

a e b f

c g d h

Jest wiele innych naturalnych operacji na listach:

Prepend@8a, b, c<, dD

8d, a, b, c<

Append@8a, b, c<, dD

8a, b, c, d<

Union@8a, b, c<, 8a, b, d<D

8a, b, c, d<

Join@8a, b, c<, 8a, b, d<D

8a, b, c, a, b, d<

Take@8a, b, c, e<, 2D

8a, b<

Jest  wiele  innych  operacji,  takich  jak  Insert,  Delete,  itp.  których  nazwy  same  sugeruj  ich  funkcj .

Wi kszo  z nich mo na stosowa  do ogólnych wyra e , nie tylko list.  Na przyk ad, funkcja Join która

czy listy 
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Jest  wiele  innych  operacji,  takich  jak  Insert,  Delete,  itp.  których  nazwy  same  sugeruj  ich  funkcj .

Wi kszo  z nich mo na stosowa  do ogólnych wyra e , nie tylko list.  Na przyk ad, funkcja Join która

czy listy 

Join@8a, b, c<, 8d, e, f<D

8a, b, c, d, e, f<

dzia a tak e na ogólnych wyra eniach, na przyk ad:

JoinAa
b
, c

dE

a
b
c
d

Poniewa  listy  mog  by  zag szczane,  naturalnie  mog  tak e  by  “splaszczane”.  S u y  temu  funkcja

Flatten:

? Flatten

Flatten@listD flattens out nested lists.

Flatten@list, nD flattens to level n.

Flatten@list, n, hD flattens subexpressions with head h.

Flatten@list, 88s11, s12, … <, 8s21, s22, … <, … <D

flattens list by combining all levels sij to make each level i in the result.  �

ls = 88c, a, b<, 8a, f, g<, 8g, a<< �� Flatten

8c, a, b, a, f, g, g, a<

Aby pozby  si  elementów powtarzaj cych si  bez sortowania listy mo na u y  funkcji DeleteDuplicates:

DeleteDuplicates@lsD

8c, a, b, f, g<

Podobny efekt da funkcja Union, z tym e ta funkcja sortuje (porz dkuje) list  w kanonicznym porz dku.  

Jest  wiele  konstukcji  które  z  danej  listy  tworz  zwi zane  z  ni  listy,  jak  na  przyk ad  list  wszystkich

premutacji, krotek i podzbiorów:

Permutations@8a, b, c<D

88a, b, c<, 8a, c, b<, 8b, a, c<, 8b, c, a<, 8c, a, b<, 8c, b, a<<

Tuples@80, 1<, 3D

880, 0, 0<, 80, 0, 1<, 80, 1, 0<,
80, 1, 1<, 81, 0, 0<, 81, 0, 1<, 81, 1, 0<, 81, 1, 1<<
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Subsets@8a, b, c, d<D

88<, 8a<, 8b<, 8c<, 8d<, 8a, b<, 8a, c<, 8a, d<, 8b, c<, 8b, d<,
8c, d<, 8a, b, c<, 8a, b, d<, 8a, c, d<, 8b, c, d<, 8a, b, c, d<<

� Apply and Map

W programowniu funkcyjnym bardzo wa n  rol  odgrywaj  funkcje których argumentami mog  by  inne

funkcje. Dwa najwa niejsze pszyk ady to Apply i Map.

? Apply

Apply@ f , exprD or f �� expr replaces the head of expr by f .

Apply@ f , expr, levelspecD replaces heads in parts of expr specified by levelspec.  �

 

FullForm@8a, b, c<D

List@a, b, cD

Zamieniamy  list  na iloczyn jej  elementów. Wystarczy u y  Apply i  zmieni  Head wyra enia z List  na

Times:

Times �� 8a, b, c<

a b c

FullForm@a b cD

Times@a, b, cD

Teraz zamienimy iloczyn wyra en na ich sum :

List �� Ha b cL

8a, b, c<

A tu mamy przyk ad u ycia funkcji Subscript w celu stowrzenia listy indeksowanych wyra e  

Subscript@a, ðD & �� Table@i, 8i, 1, 10<D

8a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10<

Powy ej /@ jest form  prefiksow  funkcji Map.  
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? Map

Map@ f , exprD or f �� expr applies f to each element on the first level in expr.

Map@ f , expr, levelspecD applies f to parts of expr specified by levelspec.  �

Najcz sciej spotykane u ycie Map to zastosowanie funkcji do elementów wyra enia, które mo e, ale nie

musi,  by  list .  Na przyk ad, u yjemy funkcji  podnosz cej do kwadratu i  listy liczb naturalnych od 1 do

10:

FunctionAx, x
2E �� Range@10D

81, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100<

W tym przypadku u ycie Map jest nie optymalne, bo mo na uzyska  ten sam wynik szybciej  i  pro ciej

przez:

Range@10D2

81, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100<

Ale map mo na u y  z bardziej skomplikowan  funkcj , na przyk ad, funkcj  która podnosi do kwadratu

liczby parzyste a do sze cianu nieparzyste:

FunctionAx, IfAEvenQ@xD, x
2
, x

3EE �� Range@10D

81, 4, 27, 16, 125, 36, 343, 64, 729, 100<

Funkcja Map dzia a tak e na dowlonych wyra eniach:

MapAFunctionAx, x
2E, x + yE

x
2

+ y
2

Mo na j  tak e stosowa  na ró nych poziomach wyra enia. Domy lnie dzia a na poziomie 1:

MapAFunctionAx, x
2E, Sin@xD + Cos@yDE

Cos@yD2
+ Sin@xD2

Tu dzia a na poziomie 2

MapAFunctionAx, x
2E, Sin@xD + Cos@yD, 82<E

CosAy2E + SinAx2E

Ewaluacja

20 2. Podstawy Jezyka.nb



Ewaluacja

Bardzo  wa nym  poj ciem  w  programowaniu  w  Mathematice  jest  ewaluacja  czyli  obliczenie  warto ci

wyra enia.  Oblicznie  warto ci  wyra enia  zawartego  w  komórce  wyst puje  po  umieszczeniu  kursora  w

dowolnym  miejscu  komórki  i  naci ni ciu  klawiszy  (dwóch  na  raz)  Shift  +  Enter.  Oblicznie  warto ci

wyra enia zawartego w komórce wyst puje po umieszczeniu kursora w

dowolnym miejscu komórki i naci ni ciu klawiszy

Shift  +  Enter.  Mo na  tak e  obliczy  warto ci  wyra e  w  kilku  wybranych  komórkach  albo  w  ca ym

notowniku. Proces ewaluacji wyra enia w Mathematice jest skomplikowany i sk ada si  z kroków wykony-

wanych  po  kolei  w  okre lonym  porz dku  a  wyra enie  przestanie  si  zmienia .  Ta  ko cowa  forma

wyra enia jest wynikiem ewaluacji. Zrozumienie procesu ewaluacji wyra e  jest bardzo wa nym aspek-

tem programowania w Mathematice. Jednym z najcz ciej spotykanych zjawisk zwi zanych z procesem

ewaluacji  jest  otrzymanie  wyra enia  wyj ciowego.  Zazwyczaj  oznacza  to  e  Mathematica  nie  zna

adnych  regu  ewaluacji  które  prowadz  do  zmiany  wyra enia.  Tak  b dzie,  na  przyk ad,  je li  damy

Mathematice do porównania dwa niezdefiniowane symbole:

Clear@x, yD

x + 1 � y

1 + x � y

Podobny  wynik  otrzymamy  je li  ka emy  Mathematice  rozwi za  równanie  którego  Mathematica

rozwi za  nie potrafi, np

Solve@x 3
x

- x Sin@xD - 1 � 0, xD

Solve::nsmet : This system cannot be solved with the methods available to Solve. �

Solve@-1 + 3
x
x - x Sin@xD � 0, xD

Próba ewaluacji zaj a tym razem d ugi czas, ale Mathematica nie znalaz a adnej metody rozwi zania

tego równinia, o czym zostali my poinformowani, po czym zwróci a nam wyra enie wej ciowe. Czasem,

jednak,  kiedy wydaje si  e  w czasie ewaluacji  nic  nie zasz o,  prawda wygl da inaczej.  Jednym takim

przyk adem jest:

2

3

2

3

Wygl da jakby nic nie zasz o, ale w tym przypadku jest to tylko iluzja, spowodowana faktem e Mathe-

matica  czasem  reprezentuje  ró ne  wyra enia  w  ten  sam  sposób.  Przypominamy,  e  je li  chcemy

zobaczy  jak dane wyra enie jest reprezentowane “wewn trznie” musimy dotrze  do jego FullForm. W

tym przypadku,  FullForm wyra enia  wej ciowego  i  wyj ciowego  jest  odmienna.  Aby  móc  to  stwierdzi

musimy zapobiec ewaluacji zanim u yjemy FullForm:

FullForm@Hold@2�3DD

Hold@Times@2, Power@3, -1DDD
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Czyli przed ewaluacj  FullForm wyra enia jest Times[2,Power[3,-1]].  Natomiast po ewaluacji:

FullForm@2 � 3D

Rational@2, 3D

Widzimy e w czasie ewaluacji co  jednak zasz o: wyra enie Times[2,Power[3,-1]]  zosta o zamienione

na  Rational[2,3]. 

ã wiczenie:

Opisz proces ewaluacji  1+ä  oraz 
1+ä

2
.

� FullForm obiektów graficznych

Zwi zek  mi dzy  FullForm,  InputFrom,  StandardForm  i  TraitionalForm  jest  szczególnie  interesuj cy  w

przypadku obiektów graficznych. 

gr = PlotAx2
, 8x, -1, 1<E
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Short@InputForm@grD, 5D

Graphics@888<, 8<,
8Hue@0.67, 0.6, 0.6D, Line@88-0.9999999591836735, 0.9999999183673486<,

<< 272 >>, 80.9999999591836735, << 1 >><<D<<<, 8<< 6 >><D
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Grid@88TraditionalForm@grD, StandardForm@grD<<D
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Widzimy z t d e “wykres funkcji” lub raczej, jego reprezentacja graficzna to po prostu TraditionalForm

lub StandardForm kodu Mathematica który opisuje ten wykres. Sam kod to InputForm lub StandardForm

“obrazka”. 

InputFormB

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F

Przygl daj c si  temu kodowi, widzimy e wykres funkcji jest obiektem graficznym opisanym przez tylko

jedn  prymitywn  funkcj  graficzn  Line,  która  tworzy  aman  cz com  punkty  o  danych  wspó rz d-

nych. 

� Podstawowa zasada ewaluacji

Jak  ju  wspominali my,   Kernel  Mathematiki  oblicza  warto ci  wyra e  w  ci le  okre lonym  porz dku.

Ten  porz dek  opiszemy  dok adniej  pó niej,   po  wyt umaczeniu  wzorów  i  regu .  Teraz  tylko  opiszemy

g ówn  idea:  Mathematica  oblicza  ka d  cze  wyra enia  po  kolei,  zaczynaj c  od  Head,  i  u ywaj c

regu  zdefiniowanych  przez  u ytkownika  oraz  wbudowanych,  a  wyra enie  przestanie  si  zmienia .

Wtedy ewaluacja si  ko czy i Mathematica zwraca jej wynik. (Czasem ewaluacja nigdy si  nie ko czy i

wpadamy w niesko czon  p tl .  Mathematica próbuje  sama wykry  takie sytuacje i zatrzyma  ewalu-

acj .  Zazwyczaj, ale nie zawsze, robi to skutecznie). 

Programowanie przy pomocy wzorów i regu

W  Mathematice  mo na  atwo  programowa  w  ró nych  stylach.  Jest  jednak  jeden  styl  który,  cho  nie

ca kowicie  unikalny,  ale  najbardziej  odró nia  Mathematic  od  innych,  podobnych  programów.  Jest  to

programowanie  za  pomoc  regu  przepisywania  (“re-write  rules”).  Podstawowymi  poj ciami  s  tu

“wzory” i “regu y”. Te ostatnie mog  by  lokalne albo globalne. 

� Regu y lokalne

Regu y lokalne tworzy si  przy pomocy funkcji Rule lub RuleDelayed:

?Rule

lhs -> rhs or lhs ® rhs represents a rule that transforms lhs to rhs.  �
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?RuleDelayed

lhs :> rhs or lhs ¦ rhs represents a rule that transforms lhs to rhs, evaluating rhs only after the rule is used.  �

Oczywi cie

FullForm@lhs ® rhsD

Rule@lhs, rhsD

FullForm@lhs :> rhsD

RuleDelayed@lhs, rhsD

Ró nica  mi dzy  Rule  i  RuleDelayed  b dzie  wyt umaczona  pó niej.  Najcz ciej  obie  te  funkcj  s

u ywane razem z funkcj  ReplaceAll lub Repalce:

?ReplaceAll

expr �. rules applies a rule or list of rules in an

attempt to transform each sub part of an expression expr. More…

? Replace

Replace@expr, rulesD applies a rule or list of rules in an attempt to transform the entire expression expr.

Replace@expr, rules, levelspecD applies rules to parts of expr specified by levelspec.  �

Zacznijmy  od  troch  sztucznego  przyk adu.  Mamy  dane  wyra enie  x2 + Sin@x yD + 3  i  chcemy  pro-

gramistycznie  zamieni  x  i  y  na  Π,  otrzymuj c  x2
+ SinAΠ

2E + 3.  W  tym  przypadku  naj atwiej  zrobi  to

zapomoc  dwóch regu :

x
2

+ Sin@x yD + 3 �.8x ® Π, y -> Π<

3 + Π
2

+ SinAΠ
2E

(Sprawd  jaka jest FullForm wyra enie wej ciowego!) 

Chcemy teraz zrobi  to  samo ale przy u yciu tylko jednej  regu y.  Do tego celu musimy u y  “wzoru” -

który pozwoli  na  równoczesne przekszta cenie x  i  y.  Czyli  potrzeba nam wyra enie do którego b dzie

“pasowa o” (“match”)  zarówno  x  jak  i  y .  Najprostrzym  wzorem  tego  typu  jest  x y  -  jest  to  wzór  do

którego pasuj  wy cznie symbole x  i y .

x
2

+ Sin@x yD + 3 �.x y ® Π

3 + Π
2

+ SinAΠ
2E

Oczywi cie  obie  metody  b d  nie  wygodne  je li  b dziemy  potrzebowali  regu y  do  której  b dzie

pasowa o bardzo du o wyra e . Spróbujmy u y  najbardziej ogólnego wzoru:
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? _

_ or Blank@D is a pattern object that can stand for any Mathematica expression.

_h or Blank@hD can stand for any expression with head h.  �

x
2

+ Sin@x yD + 3 �. _ ® Π

Π

Co si  sta o? Otó  funkcja ReplaceAll (której form  infiksow  jest /. )  zaczyna poszukiwanie podwyra e-

nia które pasuje do wzoru od ca ego wyra enia - i od razu go znajduje. Dalej ju  nie szuka - ca e wyra e-

nie zostaje zast pione przez Π. Aby

omin  ten  problem  spróbujmy  u y  funkcji  Replace,  która  mo e  dzia a  na  dowlonym  poziomie.

Przygl daj c si  strukturze drzewka

TreeForm@x^2 + Sin@x yD + 3D

Plus

3 Power

x 2

Sin

Times

x y

widzimy e wszystkie x i y znajduj  si  na poziomie -1 “li cie” drzewa. Niestety, znajduje si  tam tak e 2

oraz 3, wi c regu a

ReplaceAx2
+ Sin@x yD + 3, _ ® Π, 8-1<E

Π + Π
Π

+ SinAΠ
2E

nie daje tego co chcieli my. Musimy wi c ograniczy  nasz wzór. Mo na to zrobi  tak:

ReplaceAx
2

+ Sin@x yD + 3, _Symbol ® Π, 8-1<E

3 + Π
2

+ SinAΠ
2E
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_h jest  wzorem do którego pasuje  ka de wyra enie  którego Head jest  h.  Istnieje  jeszcze wiele  innych

sposobów tworzenia wzorów.

A teraz przyk ad gdzie Rule i RuleDelayed daj  inn  odpowied :

a = 0;

Sin@2D �. a_Integer ® a
2

0

Sin@2D �. a_Integer :> a
2

sinH4L

W pierszym przyk adzie prawa strona regu y zosta a obliczona zanim sama regu a zosta a wykonana a

poniwa  a  mia o  warto  0  wi c  Sin@2D zamieni o  si  w  Sin@0D  czyli  w  0.  W  drugim  przypadku  regu a

zosta a wykonana bez oblicznia prawej strony wi c 2 zosta o zamienione przez 22 czyli 4. 

Zanim zastosujemy regu  do wyra enia konieczna jest znajomo  FullForm tego wyra enia. Podajemu

przyk ad jednej z wielu pu apek w jakie mo na wpa  je li si  nie b dzie przestrzega  tej zasady.

Clear@aD

2 +
1

2

�. 2 ® a

a +
1

2

Patrz c si  na FullForm widzimy dlaczego nasza regu a nie da a oczekiwanego rezultatu:

FullFormB 2 +
1

2

F

Plus@Power@2, Rational@-1, 2DD, Power@2, Rational@1, 2DDD

S  dwa sposoby na obej cie tego problemu. Mo emy u y  regu y na nie-ewaluawanym wyra eniu (do

tego s u y Unevaluated). 

UnevaluatedB 2 +
1

2

F �. 2 ® a

1

a

+ a

Drug  metod  jest u ycie poprawnego wzoru dla FullForm wyra enia po ewaluacji. Na przyk ad
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2 +
1

2

�. 2^Rational@x_, y_D ® a^x

a +
1

a

Mo emy, oczywi cie, tak e u y  dwóch regu  równocze nie:

2 +
1

2

�. : 2 ® a,

1

2

® 1�a>

a +
1

a

Regu y i Grafika

Programowanie za pomoc  regu  jest szczególnie wygodne w przypadku grafiki. 

gr = Disk@80, 0<, 1D;

Graphics@gr, ImageSize ® SmallD

Graphics@8Red, gr<, ImageSize ® TinyD
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Graphics@8Red, gr<, ImageSize ® 8100, 100<D �. Disk ® Circle

gr2 = PolarPlotBSin@3 ΘD, :Θ, 0,

Π

3

>, ImageSize ® SmallF
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gr2 �. Line ® Polygon
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Jak  ju  wspominali my,  wiele  funkcji   Mathematici   zwraca  list  regu  jako  wyra enie  wyj ciowe.  Na

przyk ad:

rules = SolveAx3
+ 3 x + 4 � 0, xE

:8x ® -1<, :x ®
1

2
K1 - ä 15 O>, :x ®

1

2
K1 + ä 15 O>>

Zauwa my e  otrzymali my  list  list,  ka da z  których  zwiera  regu  (kilka  regu  je li  zamiast  rownania

u yjemy listy kilku równa ).

Wygoda  takij  formy  wyra enia  wyj ciowego  bierze  si  st d  e  mo emy  teraz  u y  ReplaceAll  i  zas-

tosowa  otrzymane regu y do innego wyra enia. Wyra eniem tym mo e by  nawet samo x :

x �. rules

:-1,
1

2
K1 - ä 15 O,

1

2
K1 + ä 15 O>
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x
3

+ 3 x + 4 �. rules �� Simplify

80, 0, 0<

Simplify@%D

80, 0, 0<

Oto podobny przyk ad z FindRoot zamiast Solve

FindRoot@x ã
-x

� 0.2, 8x, 0.1<D

8x ® 0.259171<

Sprawdzimy czy otrzymana odpowied  spe na równanie wej ciowe:

x Exp@-xD � 0.2 �. %

True

ã Links

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PatternsAndTransformationRules.html

� Regu y Globalne ("Funkcje")

Przedstawimy teraz jeden z dwóch g ównych sposobów zdefinowania "funkcji" w Mathematice:

Clear@ f D

f @x_D := x
2

f@ID

-1

Clear@aD

f @aD

a
2

f@3D

9

?f
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Global`f

f@x_D := x
2

DownValues@fD

9HoldPattern@ f Hx_LD ¦ x
2=

Chocia  czesto takie f  nazywa si  “funkcj ”, w rzeczywisto ci jest to “regu a globalna”, w sensie e jest

stosowana nie do wybranego wyra nia ale do ka dego wyra enia które jest ewaluawane przez Kernel.

Dok adniej, kiedy definicja tego typu jest ewaluowana, Mathematica tworzy regu  dla symbolu f . Teraz

przy ka dej ewaluacji f  regu a b dzie zastosowana.  Regu a jest przechowywana jako tak zwana Down-

Value  f :

DownValues@ f D

9HoldPattern@ f Hx_LD ¦ x
2=

9HoldPattern@ f Hx_LD ¦ x
2=

Tutaj x_  to wzór, do którego pasuje wszytko,  z tym e po dopasowaniu wyra enie tymczasowo zostaje

nazwane x .  Regu a  teraz  brzmi:   "zamie  f HcokolowiekL  na  cokolwiek2".  HoldPattern  jest  to  konieczne

aby zapobiec ewaluacji  f(x_) (które inaczej by oby zast pione przez by x_2)  ale  HoldPattern[f[x_]] jest

traktowane tak jak f @xD podczas dopasowywania. 

Czyli, po ewaluacji tego rodzaju definicji Mathematica tworzy pewne regu y, zachowuje je jako DownVal-

ues, poczym stosuje w pewnej kolejno ci. Oto przyk ady:

Clear@"Global`*"D

f @x_RealD := 3

f @1D := 2

f @x_SymbolD := x
2

f @x_IntegerD := 5

DownValues@ f D

9HoldPattern@ f H1LD ¦ 2, HoldPattern@ f Hx_RealLD ¦ 3,

HoldPattern@ f Hx_SymbolLD ¦ x
2, HoldPattern@ f Hx_IntegerLD ¦ 5=

DownValues@fD = Rest@DownValues@fDD

9HoldPattern@ f Hx_RealLD ¦ 3, HoldPattern@ f Hx_SymbolLD ¦ x
2, HoldPattern@ f Hx_IntegerLD ¦ 5=
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DownValues@fD

9HoldPattern@ f Hx_RealLD ¦ 3, HoldPattern@ f Hx_SymbolLD ¦ x
2,

HoldPattern@ f Hx_IntegerLD ¦ 5, HoldPattern@ f Hx_LD ¦ 0=

f@2 � 3D

0

f@x_D := 0

f@"cat"D

f HcatL

f@1D

5

f@x_D := 0

f@"dog"D

0

Clear@fD

DownValues@fD

8<

f @2D

5

f @7D

5

f @1.1D

3
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f @aD

a
2

f @"cat"D

f HcatL

Map@ f , 8.5, 1, a<D

93, 2, a
2=

Kolejno  stosowania   zapisanych  regu  jest  (w  przybli eniu)  okre lony  przez  dwa  czynniki:  bardziej

specyficzne  regu y  s  stosowane  przed  bardziej  ogólnymi  -  w  przypadku  regu  które  Mathematica

traktuje jako “równo ogólne”, decyduje kolejno  w której powsta y. 

Poza DownValues, s  tak e OwnValues, UpValues, SubValues i NValues:

Clear@aD

a = 1; OwnValues@aD

8HoldPattern@aD ¦ 1<

ClearAll@bD;

b �: Sin@bD = 2;

b �: Cos@bD = 2;

cos
2HbL + sin

2HbL

8

UpValues@bD

8HoldPattern@cosHbLD ¦ 2, HoldPattern@sinHbLD ¦ 2<

W procesie ewaluacji  wyra enia Mathematica  stosuje regu y zachowane w UpValues, DownValues itd,

po  czym  stosuje  regu y  wbudowane.  Ewaluacja  to  proces  rekursywny:  zaczyna  si  od  g owy  ca ego

wyra enia, potem ewaluawane s  argumenty. Kolejno  ewaluacji mo e by  zmienione przez Atrybuty -

o których b dzie mowa dalej, i jest kontynuowana a  wyra enie przestanie si  zmienia .

  Zobaczmy  teraz  przyk ad  sytuacji  kiedy  regu y  zapisane  w  UpValues  i  DownValues  s  z  sob

sprzeczne.  Przyk ad ten ilustruje znaczenie kolejno ci stosowania regu .

Najpierw definiujemy DownValue dla symbolu f :
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f@x_D := x
2

Nast pnie definiujemy UpValue dla symbolu y :

g_@yD ^:= y
3

Sprawdzamy e wszytko dzia a tak jak powinno:

8f@pD, q@yD<

9p2, y
3=

Nast pny wynik pokazuje e UpValues maj  pierwsze stwo przed DownValues:

f@yD

y
3

Podamy jeszcze przyk ad wbudowanych regu  które Mathematica stosuje automatycznie 

Clear@aD

a
n

a
m

a
m+n

Wykonywanie tego rodzaju “uproszcze ” automatycznie w czasie ewaluacji wyra enia jest uzasadnione

potrzebami szybko i.  Z drugiej strony, oznacza to e jedyny sposób otrzymania w formule wyj ciowej

wyra enia z rozdzielonymi pot gami wymaga u ycia funkcji Hold lub HoldForm:

HoldFormAa
2

a
3E

a

a
2

a
2
a
3

a

Z drugiej strony, wiele podstaowych uproszcze  nie zostanie wykonane automatycznie:

cosHΑL2
+ sinHΑL2

sin
2HΑL + cos2HΑL

mimo  e  to  wyra enie  jest  zawsze  równe  1,  uproszczenie  wymaga  zastosowania  jednej  z  funkcji

“upraszczj cych”:

SimplifyAcos
2HaL + sin

2HaLE

1
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Niektóre  uproszczenia  wymagaj  dodatkowych  za o e .  Domy lnie  Mathematica  zak ada  e  ka da

zmienna reprezentuj  dowoln  liczb  zespolon , a wi c

SimplifyB x
2 F

x
2

AssumingBx ³ 0, SimplifyB x
2 FF

x

AssumingBx <= 0, SimplifyB x
2 FF

-x

Jak ju  wspominali my, ogólnie Mathematica stosuje do wyra enia wszytkie transformacje a  wyra enie

przestanie  si  zmienia .  W  niektórych  sytuacjach  jednak  tak  nie  jest;  na  przyk ad  funkcja  ReplaceAll

przeszukuje  wszystkie  cz ci  wyra enia  a  znajdzie  co  co  pasuje  do  danego  wzoru,  ale  w  ka dej

cz ci szuka tylko jednego pasuj cego podwyra enia. 

rules = 8Log@x_ y_D ¦ Log@xD + Log@yD, Log@x_^k_D ¦ k Log@xD<;

LogB a Ib c
dM

e
F �.rules

1

2
logIa Ib c

dM
e
M

Tym razem ReplaceAll nie znalaz o nic co pasuje do pierszej regu y i tylko jedno podwyra enie pasuj ce

do drugiej. 

Oczywi cie po przepisaniu wyra enia pojawia si  nowy przypadek pasuj cy do wzorów ale ReplaceAll

ju  go  nie  szuka.  Aby  wykona  wszystkie  mo liwe  transformacje  musimy  u y  ReplaceRepeated  (//.),

które kontynuje poszukiwanie rekursywnie a  wyra enie przestanie si  zmienia :

LogB a Ib c
dM

e
F ��.rules

1

2

HLog@aD + e HLog@bD + d Log@cDLL

Inny wa ny fakt dotycz cy regu  (lokalnych) : Opcje funkcji Mathematiki s  tak e regu ami. 
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PlotAx2
, 8x, 0, 1<E
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Options@PlotD

:AlignmentPoint ® Center, AspectRatio ®
1

Φ
, Axes ® True, AxesLabel ® None, AxesOrigin ® Automatic,

AxesStyle ® 8<, Background ® None, BaselinePosition ® Automatic, BaseStyle ® 8<, ClippingStyle ® None,

ColorFunction ® Automatic, ColorFunctionScaling ® True, ColorOutput ® Automatic,

ContentSelectable ® Automatic, DisplayFunction ¦ $DisplayFunction, Epilog ® 8<, Evaluated ® Automatic,

EvaluationMonitor ® None, Exclusions ® Automatic, ExclusionsStyle ® None, Filling ® None,

FillingStyle ® Automatic, FormatType ¦ TraditionalForm, Frame ® False, FrameLabel ® None,

FrameStyle ® 8<, FrameTicks ® Automatic, FrameTicksStyle ® 8<, GridLines ® None,

GridLinesStyle ® 8<, ImageMargins ® 0., ImagePadding ® All, ImageSize ® Automatic, LabelStyle ® 8<,
MaxRecursion ® Automatic, Mesh ® None, MeshFunctions ® 8ð1 &<, MeshShading ® None,

MeshStyle ® Automatic, Method ® Automatic, PerformanceGoal ¦ $PerformanceGoal,

PlotLabel ® None, PlotPoints ® Automatic, PlotRange ® 8Full, Automatic<,
PlotRangeClipping ® True, PlotRangePadding ® Automatic, PlotRegion ® Automatic,

PlotStyle ® Automatic, PreserveImageOptions ® Automatic, Prolog ® 8<, RegionFunction ® HTrue &L,

RotateLabel ® True, Ticks ® Automatic, TicksStyle ® 8<, WorkingPrecision ® MachinePrecision>

PlotAx2
, 8x, 0, 1<, Axes ® False, Frame ® True, GridLines ® Automatic, PlotStyle ® 8Red, Dashing@0.01D<E
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� Ró nica pomi dzy SetDelayed i Set 

Ró nica pomi dzy SetDelayed ( := )  i  Set (=) jest dok adnie taka sama jak  ta pomi dzy  RuleDelayed

( ¦ L i Rule ® . 

Dla przyk adu, rozwa my dwie definicje:

f @p_D := Expand@pD

g@p_D = Expand@pD;

Stosuj c f  do wyra nia Ha + bL3 otrzymamy inny wynik:

f AHa + bL3E

a
3

+ 3 a
2
b + 3 a b

2
+ b

3

gAHa + bL3E

Ha + bL3

Proste wyt umaczenie tego zachowania jest takie.  Set oblicza praw  stron  wyra enia zanim przypisze

wynik  lewej  stronie,  natomiast  SetDelayed  przypisuje  lewej  stronie  nie  obliczon  (nie-ewaluowan )

warto  prawej strony. 

Dok adniejsze wyt umacznie wymaga poj cia atrybutu funkcji, rozwa anego poni ej. 

ã Links

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingValueLists.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingOptions.html

Funkcje i Programowanie Funkcyjne

� Czyste Funkcje (Pure Functions)

Poza  “funkcjami” opisanymi  powy ej,  które,  w  rzeczywisto ci  s  gloablnymi  regu ami,   w  Mathematice  

mo na tak e tworzy  “prawdziwe funkcje”, za pomoc  funkcji Function. Na przyk ad, FunctionAx , x
3E jest

funkcj  podnoszenia do sze cianu:

FunctionAx, x
3E@cD

c
3

Zauwa my e taka funkcja (w przeciwienstwie to funkcji zdefiowanej przez globaln  regu ) nie potrze-

buje  nazwy,  st d  takie  funkcje  zwane  s  tak e  “funkcjami  anonimowymi” (“anonymous  functions”).

Oczywi cie je li chcemy, mo emy nada  jej imie za pomoc  regu y globalnej,
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cube = FunctionAx, x
3E;

cube@3D

27

OwnValues@cubeD

9HoldPattern@cubeD ¦ FunctionAx, x
3E=

W taki sam sposób mo emy tworzy  funkcje wielu zmiennych:

FunctionA8x, y<, x
3

+ y
2E@4, 2D

68

Te podej cie ma dwa oczywiste problemy. Jeden to niewygoda konieczno ci u ywania liter do oznacza-

nia argumentów funkci. Ten problem jest rozwi zany przez u ycie notacji #1, #2 ,... na pierwszy, drugi,

trzeci itd argument funckcji. Na przyk ad:

FunctionAð1
2

+ ð2
2E@1, 5D

26

Mo na tak e zdefiniowa  funkcj  z nieograniczon  ilo ci  argumentów:

Function@8ðð<^2D@1, 1, 2D

81, 1, 4<

Drugim  problemem  jest  d ugo  s owa  Function.   Zazwyczaj  zast puj  si  je  przez  skrót:  po  prostu

omijamy s owo Function i  oznaczamy koniec definicji funkcji symbolem &,  tak jak tu

ð1
2

+ ð2
2

&@2, 3D

13

� Predykaty (Funkcje Boolowskie)

Wa n  klas  funkcji  s  funkcje  o  warto ciach   True   i  False.  W  Mathematice  takie  funkcje  zwane  s

predykatami. Wiele z predykatów w  Mathematica ko czy si  liter  Q (zapewne od “question”):

PrimeQ@25D

False
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PrimeQ@18D

False

EvenQ@7D

False

Wed ug  konwencji  Mathematiki  tylko  te  funkcje  boolowskie  ko cz  si  na  Q  które  zawsze  daj

odpowied  True lub False. Na przyk ad, dla nie symbolu x :

EvenQ@xD

False

Z  drugiej  strony,  funkcja  (dwu  argumentów)  Element  tak e  jest  boolowska,  ale  nie  ko czy  si  na  Q.

Widzimy e

Element@Π, RealsD

True

Element@x, RealsD

x Î Reals

Poka emy  teraz  dwa  sposoby  zdefiniowania  funkcji  boolowskiej  która  sprawdza  czy  dana  liczba  jest

wi ksza od 5. Pierwsza metoda to zdefiniowanie globalnej regu y:

LargerThanFive@n_D := n > 5

LargerThanFive@1D

False

LargerThanFive@pD

p > 5

Teraz to samo za pomoc  czystej funkcji:

ð > 5 &@7D

True

Czyste funkcje mog  by  u ywane do tworzenia nowych wzorów:

Clear@ f D
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f @x_? Hð > 5 &LD := x
2

f @x_? Hð £ 5 &LD := x
3

Jest  to  typowy przyk ad definicji  wielocz ciowej.  Funkcje  f  jest  kwadratem dla  x > 5 i  sze cianem dla

x £ 5. Funkcja oznaczona przez ? to PatternTest:

? PatternTest

p? test is a pattern object that stands for any

expression which matches p, and on which the application of test gives True.  �

Plot@ f @xD, 8x, 0, 11<, Exclusions ® 85<D
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� Atrybuty

Zachowanie si  funkcji  i globalnych regu  Mathematiki  jest kontrolowane przez ich Atrybuty (Attributs).

Ka da wbudowana funkcja ma pewne atrybuty:

Attributes@SinD

8Listable, NumericFunction, Protected<

Prawie  ka da  funkcje  ma  atrybut  “Protected”.  Dzi ki  niemu  nie  mo na  niechc cy  zmieni  definicji

funkcji. Na przyk ad

Sin@PiD = 0

Set::write : Tag Sin in Sin@ΠD is Protected. �

0

Je li  naprawd  chcieliby my  zmieni  warto  funkcji  sinus  w  Π,  to  mo emy  to  zrobi ,  ale  najpierw

musimy u y  funkcji Unprotect

Unprotect@SinD; Sin@PiD = 2; Protect@SinD;

Teraz
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Sin@PiD

2

Oczywi cie  taka  zmiana  zazwyczaj  nie  jest  dobrym  pomys em.  Aby  przywróci  oryginaln  definicj

sinusa musimy znowu wykona  ci g operacji:

Unprotect@SinD; Clear@SinD; Protect@SinD;

Oczywi cie Clear usuwa tylko definicje u ytkownika a wi c funkcja wraca do oryginalnego zachowania:

Sin@PiD

0

Jednym z najbardziej po ytecznych atrybutów jest Listable. Wyt umaczymy jak on dzia a. Zacznijmy od

funkcji f  bez tego atrybutu.

Clear@ f D

ls = Range@10D

81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<

Map@ f , lsD

8 f H1L, f H2L, f H3L, f H4L, f H5L, f H6L, f H7L, f H8L, f H9L, f H10L<

Je li nadamy f   atrybut Listable uzyskamy powy szy wynik bez u ywania Map:

SetAttributes@ f , ListableD

f @lsD

8 f H1L, f H2L, f H3L, f H4L, f H5L, f H6L, f H7L, f H8L, f H9L, f H10L<

Atrybut wp ywa tak e na zachoanie si  funkcji z wi cej ni  jednym argumentem:

f @8a, b<, 8c, d<D

8 f Ha, cL, f Hb, dL<

f @a, 8b, c<D

8 f Ha, bL, f Ha, cL<

To w a nie fakt e funkcja Plus ma atrybut Listable powoduje znane nam zachowanie:
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81, 2, 3< + 84, 5, 6<

85, 7, 9<

1 + 82, 3, 4, 5<

83, 4, 5, 6<

Atrybuty  Orderless,  Flat  i  OneIdentity  s  interesuj ce  ale  bardziej  skomplikowane.  Zobaczmy  to  na

ilustracji:

ClearAll@fD

f@a, bD �. f@b, x_D ® g

f Ha, bL

Powy ej  wyra enie f @a, bD  nie pasuje do wzoru f @b, x_D bo, oczywi cie, kolejno  argumentów si  nie

zgadza. Po dodaniu atrubutu Orderless funkcja f  staje si  “komutatywna”:

SetAttributes@f, OrderlessD

f@a, bD �. f@b, x_D ® g

g

Poni ej f @a, b, cD nie pasuje do wzoru f @a, f @b, cDD

f@a, b, cD �. f@a, f@b, cDD ® g

f Ha, b, cL

Po dodaniu atrybutu Flat funkcja f  staje si  spójna:

SetAttributes@f, FlatD

f@a, b, cD �. f@a, f@b, cDD ® g

g

ClearAll@fD

Inn  bardzo wa n  grup  atrybutów stanowi  atrybuty ze s owem Hold,   HoldFirst,  HoldAll,  HoldRest i

kilka innych (HoldComplete, HoldAllComplete, SequenceHold,NHoldFirst,NHoldRest,NHoldAll).  Normal-

nie  funkcja  w  Mathematice  oblicza  wszystkie  swoje  argumenty  zanim  zacznie  stosowa  definicj .

Jednak e,  je li  funkcja  ma  jeden  z  powy szych  atrybutów,  wszystkie  albo  cz  argumentów  nie  jest

obliczona przez ewaluacj . Na przyk ad, funkcje Set nie oblicza swojego pierszego atrybutu:
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Attributes@SetD

8HoldFirst, Protected, SequenceHold<

Natomiast funkcja SetDelayed nie oblicza adnego ze swoich atrybutów:

Attributes@SetDelayedD

8HoldAll, Protected, SequenceHold<

Na koniec, zobaczmy przyk ad u ycia atrybutu HoldFirst w definiowaniu w asnej funkcji. Poni ej zdefin-

iowana funkcja f  przyjmuje dwa argumenty. Pierwszy z nich jest zmienn  a drugi liczb . Funkcja przyp-

isuj  danej  zmiennej  kwadrat  danej  liczby.  W  sytuacji  kiedy  zmienna  ma  ju  przypisan  warto

nast pi by  b d  polegaj cy  na  przypisaniu  liczbie  innej  liczby.  Nadaj c  funkcji  f  atrybut  HoldFirst,

unikamy tego problemu. 

ClearAll@fD

SetAttributes@f, HoldFirstD

f@x_, y_D := Hx = y^2L

x = 3;

f@x, 2D;

x

4

ã Links

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PureFunctions.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ApplyingFunctionsToListsAndOtherExpressions.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/Attributes.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/SelectingPartsOfExpressionsWithFunctions.html
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