1. Podstawowe Zasady

= 1. Przeglad funkcjonalnosci. Mathematica jako kalkulator.

Praktycznie wszyskie potrzebne informacje o Mathematice mozna uzyska¢ z Centrum Dokumentacji
(aby do niego dotrze¢ nalezy nacisnaé¢ F1 lub uzy¢ meni Help).

Mozna oczywiscie uzywaC Mathematiki jako zaawansowanego kalkulatora: wpisujemy formute,
naciskamy na SHIFT + ENTER (RETURN) i Mathematica daje nam odpowiedz.

Przyktad.

2+2

(naci$nij SHIFT + ENTER po ustawieniu kursora w dowolnym miejscu w komorce zawierajgcej formute)

2+2

4

Widzimy tak zwang komodrke z danymi wejsciowymi (input cell) oraz komoérke z danymi wyj$ciowymi
(output cell). W tej ostatniej jest wynik obliczenia, w tym przypadku 4. W najnowszej wersji Mathematiki
(wersji 9) ponizej komérki wyjsciowej pojawi sie takze lista sugestii nastepnego kroku w obliczeniach.
Jest to catkiem pomocne dla poczatkujgcych ale dla bardziej zaawansowanych uzytkownikéw moze byé
irytujgce. Naszczescie sugestie mozna tatwo wytgczy¢ uzywajgc meni “Preferences”.

Wazng cechg Mathematiki jest mozliwo$¢ postugiwania sie nie tylko liczbami ale takze formutami
matematycznymi. Uzytkownik Mathematiki dysponuje do najwigkszg na swiecie kolekcjg algorytmow
obliczeniowych. Na przyktad, Mathematica “zna” ogromna ilo$¢ tak zwanych funkcji specjalnych, ktére
odgrywajg ogromna role w matematyce i jej zastosowaniach.

Przyktad. Nastepujgca funkcja oblicza wielomian Czebyszewa dziesigtego stopnia, a nastepnie
tworzy jego wykres nad odcinkiem [-1, 1].

Plot[ChebyshevT[10, x], {X, -1, 1}]

|\

-10

Poniewaz Wolfram|Alpha uzywa Mathematiki, mozemy oczekiwaé¢ ze cos$ podobnego mozna uzyskaé
uzywajgc tego programu. Zobaczmy co sie stanie jesli wpiszemy do okienka Wolfram|Alpha doktadnie tg
samg instrukcje ktorej uzyliSmy powyzej:
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#& WolframAlpha s,

| Plot[ChebyshevT[10, ], {x, -1, 1}] =)

= Examples =2 Random

Input Interpretation:

plot Tialx) x=-1t01

T, (x) isthe Chebyshev polynomial of the first kind »

Plot:

1O0F

Computed by Wolfram Mathematica Download as: PDF | Live Mathematica

=10 -0

=

ZwréEmy uwage na dwie hiperlinki w prawym dolnym rogu: pobierz jako PDF i Live Mathematica.
Pierwsza jest oczywista, druga wymaga instalacji darmowego programu CDF Player.

Pliki Mathematiki, zwane “notownikami” (notebooks) a takze grafike itp. sworzong w Mathematice
mozna eksporotwaé do wielu formatéw. Mathematica ma takze bardzo ekstensywne mozliwosci importu.

Kernel i FrontEnd

Mathematica sktada sie z dwoch niezaleznych srodowisk obliczeniowych zwanych “Przyéd” (FrontEnd) i
“Jadro” (Kernel), ktére porozumiwaja sie z soba za pomocg protokotu o nazwie MathLink. W najbardziej
typowej sytuacji, uzytkownik wpisuje wyrazenie do obliczenia za pomocg FrontEndu, nastepnie Fron-
tEnd przekazuje je do Jadra, ktére wykonuje obliczenie po czym zwraca je do FrontEndu. Teoretycznie
moze istnie¢ wiele réznych FrontEndoéw, ale dzi§ w praktyce uzywany jest prawie wylacznie
“notatnikowy” FrontEnd (Notebook Front End), bedacy integralng czescia Mathematiki (dostepny jest
takze tekstowy FrontEnd, szczegdlnie na komputerach dziatajgcych w sytemie UNIX.

Interesujgcym faktem jest ze FrontEnd moze by¢ catkowicie kontrolowany programistycznie przez
Kernel. Nie bedziemy tu wiecej zajmowali sie tym tematem. Jest takze inne mozliwe podejscie do
programowania FrontEndu, oparte na funkcji Dynamic. Poswiecimy temu tematowi caty jeden rozdziat
(Rozdziat 1V).

NotowniKki

Podstawowym pojeciem na ktérym opare jest funkcjonowanie FrontEndu jest tak zwany “notownik”
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(notebook). “Notownik” jest interaktywnym dokumentem ktéry moze zawieraC tekst, grafike, tabele,
“zywe” obliczenia i animacje i wiele innych elementow.

Notownik sktada sie z “komorek”, ktére mozna grupowaé, kazda z ktérch moze by¢ w innym stylu itd.

Cwiczenie. Kliknij na rézne nawiasy komoérek po prawej stronie tego notownika i sprawdz w
jakim sg one stylu.

Obok tradycyjnych notownikéw Wolfram Research wprowadzit nowy format dokumentu zwany CDF
(Computable Document Format). Dokumenty zapisane w tym formacie wygladajg identycznie jak
notowniki ale moga byé otwarte przez darmowy CDF Player, ze strony Wolfram Research. W przeci-
wienstwie do statycznych formatéw takich jak PDF, CDF moze moze byé uzywany interaktywnie
poniewaz CDF Player zawiera wiekszo$¢ algorytmow uzywanych przez Mathematike. Uzytkownik CDF
Playera moze wykonywac obliczenia i tworzy¢ wizualizacje za pomocg dynamicznego interfejsu (ktory
bedzie tematem rozdziatu 4). Cho¢ obecnie pliki CDF mogg by¢ tworzone wytgcznie przy uzyciu Mathe-
matiki istnieje plan stworzenia narzedzi sieciowych to tego celu.

m Gtowne cechy jezyka Mathematiki

Zanim zaczniemy eksperymentownie z Mathematicg musimy pozna¢ podstawowe zasady sktadni jej
jezyka. Jesli naszym celem jest uzywanie Mathematici wytgcznie do robienia obliczen, grafiki itp., to w
najnowszych wersjach Mathematici znajomos$¢ sktadni nie jest juz az tak konieczna jak bylo dawniej
(mozna uzywac¢ tzw. “Tradycyjnej Formy” (TraditionalForm), palet, a nawet “swobodnego formatu” w
stylu Wolfram|Alpha) ale dla wszyskich bardziej ambitnych celéw nadal jest to tak potrzebna jak znajo-
mos¢ gramatyki jezyka francuskiego do pisania powaznej ksiazki w tym jezyku.

1. Jedna cechg jezyka Mathematiki odrézniajacg go od standartowej notacji matematycznej a takze
wiekszosci jezykéw programistycznych jest to ze argumenty funkcji zawarte sg w nawiasach kwadra-
towych a nie w zwyktych. Zwykte (okragte) nawiasy sg w Mathematice zarezerwowane do precyzowania
kolejnosci operacji. Poniewaz precyzja jezyka programistycznego musi by¢ wieksza niz jezyka ktorym
postugujg sie na codziern matematycy, wiec konieczno$é odrézniania tych pojeé

wydaje sie byé oczywista.

2. Nazwy wbudowanych funkcji zaczynaja sie z duzej litery. Celem tej konwenciji jest unikniecie konfliktu
miedzy nazwami funkcji zdefiniowanych przez uzytkownika i nazwami funkcji wbudowanych. Oczywiscie
w tym celu uzytkownik powinien przestrzega¢ zasady zaczynania nazw wtasnych funkcji z matej litery.

3. Mnozenie oznacza sie symbolem * lub spacjg. W sytuacjach w ktérych nie ma mozliwosci zajscia
nieporozumienia symbol mnozenia moze by¢ opuszczony.
4. Potega jest oznaczana przez ™.

5. Liczby w tzw. “naukowej notacji” (“scientific notation”) sg pisane w formie: 2.5*"-4 or 2.5 10"-4 itp.

6. W Mathematice przyjeta jest ogblna zasada ze nazwy funkcji sg petnymi angielskimi stowmi (lub
wyrazeniami sktadajgcym sie z kilku stéw), chyba ze sg to standardowe skréty matematyczne, jak, na
przyktad, Log na logarytm. W przypadku nazw sktadajgcych sie kilku stéw, kazde stowo zaczyna sie z
duzej litery, np. CharacteristicFunction. Jest kilka wyjatkéw; np. $lad macierzy nazwany jest Tr a nie
Trace, poniewaz Trace byto juz wczesniej (to znaczy, we wczesniejszej wersji Mathematici) uzyte w
innym celu. Zaletg tej konwencji jest to ze tatwo jest zapamieta¢ a nawet zgadng¢ nazwy funkcji w
Mathematice.

8. W Mathematice jest kilka rodzajéw liczb. Po pierwsze, liczby mogg by¢ doktadne (exact) i przyblizone
(nie dokfadne). Na przyktad, liczby 3 i 2/3 sg liczbami doktadnymi a liczba 0.66 jest liczbg przyblizona.
Natomiast Pi E czy Sqrt[2] nie sg liczbami ale sg symbolami numerycznymi, ktére takze sg doktadnie w
tym sensie ze majg “nieskoriczong precyzje”. Liczby przyblizone dzielg sie na dwa rodzaje, liczby z
precyzjg maszynowa, i liczby o przedtuzonej precyzji. W obliczeniach numerycznych jest bardzo wazne
odréznianie tych dwdch rodzajow liczb. Jesli w obliczeniach wszystkie liczby sg doktadne (czyli z
nieskoriczong precyzjg) to wynik tez bedzie doktadny. Jesli cho¢ jedna liczba jest przyblizona to wynik
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bedzie takze przyblizony. Obliczenia z precyzjg maszynowg sg robione bez jakiejkolwiek kontroli pre-
cyzji; sg wiec one bardzo szybkie ale mogg dawac¢ catkowicie btedne wyniki. Natomiast w obliczeniach z
liczbami i przedtuzonej precyzji Mathematica szacuje precyzje wyniku. Je$li Mathematica twierdzi ze
wynik ma precyzje 0 to nie mozna na nim polegac i nalezy albo przenalizowa¢ obliczane wyrazenie
metodami analizy numerycznej albo zwigkszy¢ precyzje wszystkich liczb i wykonac je ponownie.

Funkcja N oblicza wartos¢ przyblizong doktadnej liczby lub symbolu numerycznego. Jesli funkcja N jest
wywotana tylko z jednym argumentem wynik ma precyzje maszynows.

N[Pi]

3.14159

Precision[%]

MachinePrecision
Natomiast forma dwu argumentowa daje wynik z precyzjg okreslong w drugim argumencie:

N[Sqrt[2], 30]

1.41421356237309504880168872421

Precision[%]

30.

Poniwez litera N jest zarezerwowana do powyzszego celu, ona nie moze by¢ uzywana w nazwach
funkcji lub zmiennych. To samu stosuje sie do niektérych innych duzych liter, na przyktad E lub C. Jest
to jeszcze jeden powdd dla ktérego warto trzymac sie do konwencji wedtug ktorej funkcje uzytkownikow
zaczynajg sie z matej litery.

Definicje i inne informacje o wbudowanej (lub nawet zdefiniownej przez uzytkownika) funkcji mozna
zobaczy¢ po wpisaniu znaku zapytania a po nim nazwy funkcji:

? FullForm

FullForm[expr] prints as the full form of expr, with no special syntax. >

? Part

expr([i]] or Part[expr, i] gives the i part of expr.

expr[[—i]] counts from the end.

expr([i, j, ...]1] or Part[expr, i, j, ...] is equivalent to expr([[i]][[j]] ...
expr([{iq, i2, ...}]] gives a list of the parts iy, i, ... of expr.
expr([m;; n]] gives parts m through n.

expr([m;; n;; s|]] gives parts mthrough nin steps of s. >

Klikniecie na “strzatki” po prawej stronie ostaniej linijki prowadzi nas do petnej dokumentacji w Przegla-
darce Pomocy.
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Bardzo waznymi strukturami danych w Mathematice sg listy, ktére oznaczajg sie przez {a, b, c} lub (w
FullForm) List[a, b, c]. Macierze i wyzej wymiarowe tensory sg listami.

Naprzyktad ponizsze wyrazenie jest macierzg.

{{1, 2, 3}, {2, 3, 4}}

{{1, 2, 3}, {2, 3, 4}}

Nie wyglada one wprawdzie jak macierz w ksigzkach matematycznych, ale mozna temu zaradzié, i
nawet jest na to kilka sposobéw. W nowoczesnych wersjach Mathematiki istnieje mozliwo$¢ pokazania
kazdej formuty matematycznej w tradycyjnej formie matematycznej. Mozna nawet tak ustawi¢ prefer-
encje ze kazdy wynik bedzie automatycznie pokazywany w ten sposob. (Mozna nawet uzywac trady-
cyjnej formy w formutach wejsciowych, cho¢ sg w tym pewne niebezpieczenstwa wiec nie bedziemy tej
metody rozwazali.) Zeby zobaczyé maciez {{a, b}, {c, d}} w tradycyjnej formie nalezy albo wybraé tekst i
uzy¢ meniu Cell:ConvertTo:Traditional Form albo uzy¢ instrukciji:

TraditionalForm[{{a, b}, {c, d}}]
(< o)
cd

Jesli usawimy w preferencjach (Mathematica:Preferences:Format Type of New Output Cells) Traditional-
Form jako domy$Iny format wyjSciowy to macierze zawsze bedag wygladaty jak macierze (a nie listy list),
i wszystkie formuty matematyczne tez bedg wygladaty jak w ksigzkach (z kilkoma, mato znaczgcymi
wyjgtkami). Zobaczmy jak to dziata na przyktadzie:

Przyklad.

sin(‘/?)

r d X
0 X

Tak wyglada formuta w TraditionalForm - czyli w standartowej notacji matematycznej. Formute ta mozna
wpisa¢ za pomoca palet lub uzywajgc specjalnych kombinacji klawiszéw, ale wygodniej jest wpisa¢ jg w
InputForm:

Integrate[Sin[Sqrt[x]] /X, {X, O, Infinity}]
Nie wyglada to atrakcyjnie ale zawiera tylko symbole ASCII, wiec
nadaje sie, na przykiad, do wysytania przez e-mail. Zauwazmy ze do pewnych celéw programistycznych

InputForm nie jest wystarczajgco doktadna reprezentacjg wyrazenia i w nie ktorych sytuacjach (do
ktorych jeszcze wrdcimy) konieczne jest uzycie FullForm:

FullForm[Hold[Integrate[Sin[Sqrt[x]] / X, {X, O, Infinity}]]]

Hold[I ntegrate[Times[Sin[Sqrt [x]], Power [x, -1]], List [x, O, Infinity]]]

(Musielismy uzy¢ funkcji Hold bo inaczej Mathematica obliczytaby catke i otrzymaliby$my odpowiedz = ).

Kompromisem pomiedzy TranitionalForm i InputForm jest StandardForm, ktéra w tym przypadku
wyglada tak:



SCOBRESLEFZOAREP e7E])

Sin W/Y
[

Widzimy ze StandardForm jest bliskie tradycynej notacji, ale z pewnymi wyraznymi réznicami, w tym
przypadku: kwadratowe nawiasy funkcji i nazwa funkcji Sin zaczynajgca si¢ z duzej litery.

W tym miejscu warto wspomnie¢ o jeszcze jednym rodzaju “form” ktére istniejg w Mathematice. Celem
tych form jest uproszczenie zapisu i uniknigcie koniecznosci pisanig wielu nawiaséw. Na przyktad,
zamiast f[x] mozna pisac f @x (prefix form) lub x //f - postfix form. Dla funckji wielu argumentow istnieje
takze infix form: f[x, y] mozna zapisywa¢ jako x ~f ~y. Wiecej przyk
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Sin[x]

First[{a, b, c}]

a

(zaréwno wejscie jak i wyjscie) sg przyktadami wyrazen. Te wyraznia wyglgdajg albo jak standartowe
formuty matematyczne albo jak naturalne operacje na listach itp, co bardzo utatwie szybkie ich zrozumie-
nie przez ludzi. Tym niemniej, format w ktérym sg zapisane nie jest wystarczajgco precyzyjny dla celow
programistycznych. Z tego powodu istnieje jeszcze jeden format, zwany FullForm, ktéry jest zbyt skomp-
likowany do codiennych “ludzkich” potrzeb ale jest uzywany “wewnetrznie” przez Mathematike i ktorego
znajomos$¢ jest bardzo przydatna w programowaniu.

= FullForm wyrazen

Kazde wyrazenie jest albo atomem albo ma forme

Flal, a2, ..., an]

gdzie F jest tak zwang Head (Gtowa) wyrazenia, a al, a2, sg wyrazeniami. Przyktadami atoméw sg
2,a,3/4,3.2, "kot". Mozemy sprawdzi¢ czy cos jest atomem za pomocg funkcji AtomQ:

AtomQI[2]

True
AtomQI[{2, 3}]
False
Wyrazene czesto bardzo rozni sie od swojej FullForm, fna przyktad a+b ma FullForm:
FullForm[a + b]

Plus[a, b]

Head[a + b]

Plus

Head[a]

Synbol
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I nt eger

Li st [a, b]

List

Oczywiscie atomy takze majg Head, ale jest ona czym$ innym (odpowiada “typowi” w innych jezykach
programistycznych). Na przyktad:

Integer

String

£
3
g

Zauwazmy takze ze:

g
:

Oczywiscie, jesli przypiszemy x jakg$ wartos¢ to sytuacja sie zmieni:

I nt eger

Zanim funkcja Head miata szanse zadziata¢, nastgpita ewaluacja x, wiec otrzymalismy Head[1] czyli
Integer. Aby otrzyma¢ prawdziwg Head musimy nie dopusci¢ do ewaluacji, np. uzywajgc funkcji
Unevaluated.
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| Synbol

Z tego samego powodu, jesli chcieliby$my sprawdzi¢ FullForm wyraznia artymetycznego, na przyktad,
2+3, musimy powstrzymac ewaluacje.

Hol d[Plus[2, 3]]

|

FullForm wyrazenia

jest

| Hol d [Set [x, 1]]

Tu nalezy zwréci¢ uwage na réznice miedzy przypisaniem = (Set) i rownoscig == (Equal)

| Hol d [Equal [x, 1]]

= Czesci wyrazen

Bardzo wazng technikg programistyczng jest manipulowanie czesciami wyrazen. Kazde wyraznie moze
by¢é przedstawione jako “drzewo” przy pomocy TreeForm, na przykfad:

Pl us[a, Power [b, 2], Power [c, 3], d]
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Pl us

|E| Power Power |E|

&

Drzewo sktada sie z obiektow na réznych poziomach. W tym przypadku, objekty na pozionach jeden i
dwa to:

{bl 2! cl 3}
{a, b, 2, b?, c, 3, ¢ d}
Kazde wyraznie ma takze czesci. Czes$cig zerowg jest jego Head.

Pl us

Nestepne czesci to (po kolei) wyrazenia po kwadratowym nawiasie. Tym razem uzyjemy InputForm:
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[

o
w

W tym wyrazeniu trzecia cze$¢ nie ma trzeciej czesci. Mathematica ostrzega nas o tym i zwraca
(zgodnie z ogodlna zasadg w podobnych sytuacjach) formute wejsciowg (ale po dokonaniu ewaluacji, a

wiec zamiast g mamy jego warto$é a + b2 + ¢ + d).

Part::partw : Part 3 of ¢ does not exist. >

(a+b2+c3+d)[[3, 3]

| |

Power

Mozna oczywiscie wybieraé elementy “od korica”:

(¢}

a mozna bra¢ takze pewng rozpietos¢ (Span), np. od 2 pozycji do 4:

b2 icd+d

A teraz bardzo przyjemny i pozyteczny fakt: mozna zmieniaé wyrazenia przez “przypisanie” nowych
wartosci ich czesciom. Na przykfad:

b2+c3+d+x+y

b2+x+y+2z

1
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m Listy, Wektory, Macierze i Tensory

W Mathematice listy sa, po prostu, wyrazeniami ktérych Head jest List:

o~

{a, b, ¢, d}

Macierz jest, po prostu, listg list o tej samej dugosci

(abd
cde

N—

{a, c}

{b, d}

{a, b}

{c, d}

Pd&zniej zobaczymy jak fatwo tworzy sie macierze dowolnego rozmiaru za pomosa funkcji Table i Array
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Table[i?, {i, 1, 10}]
{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

Table[i *j, {i, 1,5}, {J, 1, 5}]

2 3 4 5
4 6 8 10
6 9 12 15
8 12 16 20
10 15 20 25

a b~ W DN

Jak juz wiemy, wyrazenia Mathematiki wygladajg inaczej “w ludzkich oczach” od ich formy wewnetrzej
(FullForm). Jednakze, sytuacja komplikuje sie jeszcze bardziej z powodu faktu ze tradycyjna notacja
matematyczna nie jest catkowicie jednoznaczna. Z tego powodu (a takze w celu utrzymania kompatybil-
nosci ze starszymi wersjami) Mathematica ma kilka from wejscia (input) i wyjscia (output). We wczes-
nych wersjach Mathematiki byty tylko dwie formy: InputForm, oparta na sposobie pisania formut matem-
atycznych w popularnych jezykach programistycznych jak Fortran oraz OutputForm, nieco bardziej
przypominajgca standartowg notacje matematyczng. Ta forma jest dzi$ zupetnie przestarzafa i istnieje w
celu zachowania kompatybilonsci. InputForm (ktéra uzywa wytgcznie charakterow ASCII) jest nadal
czasem uzywana, ale w praktyce uzywa sie gtéwnie StandardForm lub TradtionalForm. Domys$ine
ustawienie Mathematiki uzywa StandardForm zaréwno dla formy wejsciowej jaki wyjsciowej ale to
ustawinie mozna zmieni¢ w Preferencjach. Uzywajgc TradtionalForm jako formy wejsciowej nalezy
jednak zachowaé¢ pewng ostroznos¢, i z tego powodu nie jest to podejscie rekomendowane przez
Wolfram Research. Czesto, szczegdlnie w prezentacjach “na zywo” dla oséb nie obeznanych z Mathe-
matikg, wygodne jest ustawienie Standardowej formy wejsciowej i Tradycyjnej wyjsciowe].

1. Nazwy wszystkich wbudowanych funkcji zaczynajg sie od duzej litery.
2. Argumenty funkcji sg otoczone kwadratowymi nawiasami.

3. (InputForm) Podsawowe operacje artymetyczne sg oznaczane jako + (dodawanie),* or spacja
(mnozenie) / (dzielenie), * (potegowanie).

4. Zachodzg nastepujgce ostre relacje wtozenia InputForm c StandardForm c TraditionalForm

http://reference.wolfram.com/Mathematica/guide/Expressions.html

http: //reference. wol fram com/rmat hemati ca/tutori al /For nsOf | nput AndQut put . ht m

m 2. Operacje na Listach

Jednym z najczesciej pojawiajgcych sie wyrazen w Mathematice jest lista. Listy pojawiajg sie w bardzo

13


http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Expressions.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/FormsOfInputAndOutput.html
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wielu kontekstach. Na przyktad, rozwigzania réwnania lub systemu réwnan sg zwracane przez funkcje
Solve w formie listy list, ktérych elementami sg “reguty”.

Solve[x3 =1, x]

[{x=>1}, {x>-(-13}, x> (-1)%3}}

% // N

({x>1.}, (X>-0.5-0.866025i}, {X >-0.5+0.866025 i}}

Wiele wbudowanych funkcji ma stowo lista w nazwie. Mozemy nawet skonstruowac liste wszystkich
takich funkcji:

Select[Names["'System™ %"],
StringMatchQ[#, StringExpression[__ , "List™, __ 1] &]

{Adj acencylLi st, Bi naryReadLi st, Bi nLi sts, ButtonStyl eMenulLi sti ng,
Coef fici entList, Conpl eti onsLi st Packet, ConposelLi st, Counter Styl eMenulLi sti ng,
Dat eLi st, Dateli stLogPl ot, DatelListPl ot, DVSLi st, EdgelLi st, FactorLi st,
Fact or Squar eFr eeLi st, Factor TernsLi st, Fi ndLi st, Fi xedPoi nt Li st, Fol dLi st,

H
Li
Li
Li
Li
Li
Li
Li
Li

stogranii st, | nci dencelLi st, List, Listable, ListAnimte, ListContourPl ot,
st Cont our Pl ot 3D, Li st Convol ve, Li stCorrel ate, Li st CurvePat hPl ot ,

st Deconvol ve, ListDensityPlot, Listen, ListFourierSequenceTransform

st nterpol ati on, ListLinelntegral Convol uti onPl ot, ListLinePl ot,

st LogLi near Pl ot, ListLogLogPl ot, ListLogPl ot, ListPicker, ListPickerBox,
st Pi cker BoxBackgr ound, ListPi cker BoxOptions, ListPlay, ListPlot,

st Pl ot 3D, Li st Poi nt Pl ot 3D, Li stPol arPl ot, ListQ ListStreanmDensityPl ot,
st StreanPl ot, Li st SurfacePl ot 3D, Li st Vect or Densi tyPI ot

st Vect or Pl ot, Li st Vect or Pl ot 3D, Li st ZTransform Messageli st,

Monom al Li st, NestList, Nest Wil eList, ParentList, PernutationList,

Permut at i onLi st Q Power ModLi st, PropertylLi st, ReadLi st, RecordLi st s,

Repl aceli st, Sanpl edSoundLi st, Si ngul ar Val ueLi st, Stri ngRepl acelLi st,

Styl eMenulLi sting, TrigFactorlList, VertexList, Wavel et Li st Pl ot, $Messageli st }

Na przyktad, funkcja CoefficientList daje liste wspoétczynnikéw wielomianu

CoefficientList[ax”™2 + bX + C, X]

{c,

b, a}

Funkcja Options daje liste regut przypisujacych opcjom danej funkcji ich wartosci.
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Options[Plot]

1

Gol denRati o
AxesLabel - None, AxesOrigin - Automatic, AxesStyle - {}, Background - None,
Basel i nePosi ti on - Automati c, BaseStyle —» {}, Clippi ngStyl e - None,

Col or Functi on - Aut omati ¢, Col or Functi onScal i ng - True,

Col or Qut put — Aut omati c, Cont ent Sel ect abl e - Aut omati c,

Coor di nat esTool Opti ons - Aut omati ¢, Di spl ayFuncti on > $Di spl ayFuncti on,

Epi |l og » {}, Eval uat ed -» Aut onati c, Eval uati onMonitor - None,

Excl usi ons —» Aut omati ¢, Excl usi onsStyl e - None, Filling - None,

FillingStyle— Automati c, Format Type :» Tradi ti onal Form Frane - Fal se,
FrameLabel — None, FraneStyle - {}, FrameTi cks - Aut omati c,

FrameTi cksStyl e —» {}, GidLi nes - None, GidLinesStyle - {},

| mmgeMar gi ns - 0., | magePaddi ng - Al |, | mageSi ze - Aut omati c,

| mageSi zeRaw - Aut omati c, Label Style — {}, MaxRecur si on - Aut ormati c,

Mesh —» None, MeshFunctions —» {#t1 &}, MeshShadi ng - None, MeshStyl e —» Aut ormati c,
Met hod — Aut onat i ¢, Perfor manceGoal :» $Perf or manceCoal ,

Pl ot Label — None, Pl ot Poi nts - Aut omati c, Pl ot Range — {Ful |, Aut omati c},

Pl ot RangeC i ppi ng —» True, Pl ot RangePaddi ng —» Aut omati c, Pl ot Regi on —» Aut omati c,
Pl ot Styl e - Automati c, Preservel mageOpti ons —» Aut omatic, Prolog - {},

Regi onFuncti on » (True &), Rot at eLabel - True, Ti cks —» Aut omati c,

{AI i gnnent Poi nt - Center, AspectRatio - Axes - True,

Ti cksStyl e - {}, Worki ngPreci si on - Machi nePr eci si on}
Przypomnijmy ze macierze tez sa listami:

{{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {34, 5, 3}} // TraditionalForm

g w N
w b~ W

1
2
34
Zajmimy sie teraz generowaniem list i operacjami na listach. Najbardziej pozyteczng funkcjg do gen-

erowania list jest Table.

Table[{i, i™"2 + 2}, {i, -1, 3}] // TraditionalForm

-1

w N P O
D W NN W

Wynik mozna przedstawi¢ w r6znych formach

Grid[Table[{i, i"2+2}, {i, -1, 2}1]

-1
0
1
2

O WM W
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Grid[Table[{i, i"2+2}, {i, -1, 2}], Frame -» All]

-11]3
0 |2
113
2 |6

Mozna, oczywiscie generowac nie tylko listy liczb ale ogdinych wyrazen:

Array[a, 3]

{a[1], a[2], a[3]}

Niektore czesto uzywanie macieze sg juz zdefiniowane w Mathematice. Na przyktad, macierz identy-
cznosciowa:

IdentityMatrix([3] // TraditionalForm

Lub ogdlniej:

DiagonalMatrix[{a, b, c, d}] // TraditionalForm

a000
0Ob 0O
00cO
oood

Mathematica ma wiele wbudownych operacji zwigzanych z macierzami, na przyktad:

Eigenvalues[{{1, 2}, {3, 2}}]

{41 _1}

Eigenvectors[{{1, 2}, {3, 2}}]

{{21 3}1 {_11 l}}

Na listach mozna wykonywaé¢ wszystkie podstawowe operacje artytmetyczne (jest to duzo bardziej
wydajne podejscie od uzywania petli). Jest to zwigzane z tym ze wszystkie operacje arytmetyczne majg
atrybut “Listable”, co bedzie wyttumaczone p6zniej. Zauwazmy kilka przyktadéw:

{1, 2, 3} + {1, 2, 3}

{2, 4, 6}
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{1, 2, 3} +1
(2, 3, 4}
Kropka ozancza sie iloczyn skalarny wektorow a takze mnozenie macierzy:

{a, b, c}.{s, d, T}

bd+cf +as

(a b)(e f)
c d)\gh
[ae+bg af+bh)
ce+dg cf+dh

Ta konwencja moze wydawac sie nie zgodna z przyjeta konwencjg w matematyce ze iloczyn macierzy
jest oznaczany tak samo jak iloczyn liczb, ale matematycznie jest to uzasadnione tym Zze iloczyn
macierzy jest naturalnym uogoélnieniem iloczyny skalarnego wektorow. Poza tym, z powodu wyzej
wspomnianego atrybutu Listable mnozenia, “zwyczajne” mnozenie macierzy daje odmienny wynik:

( ab )( e f )
c d/\gh
[ae b f )
cg dh
Jest wiele innych naturalnych operacji na listach:

Prepend[{a, b, c}, d]

{d, a, b, c}

Append[{a, b, c}, d]

{a, b, c, d}

Union[{a, b, c}, {a, b, d}]

{a, b, c, d}

Join[{a, b, c}, {a, b, d}]

{a, b, c, a, b, d}

Take[{a, b, c, e}, 2]

{a, b}
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Jest wiele innych operacji, takich jak Insert, Delete, itp. ktérych nazwy same sugerujg ich funkcje.
Wiekszos¢ z nich mozna stosowaé¢ do ogélnych wyrazen, nie tylko list. Na przyktad, funkcja Join ktéra
faczy listy

Join[{a, b, c}, {d, e, f}]

{a, b, c, d, e, f}
dziata takze na ogdlnych wyrazeniach, na przyktad:

Join[ab, cd]

d
ace

Poniewaz listy mogg by¢ zageszczane, naturalnie mogg takze by¢ “splaszczane”. Stuzy temu funkcja
Flatten:

? Flatten

Flatten[list] flattens out nested lists.
Flatten[list, n] flattens to level n.
Flatten[list, n, h] flattens subexpressions with head h.
Flatten(list, {{si1, St2, ..}, {S21, So2, .} - 1]
flattens list by combining all levels s; to make each level i in the result. >

Is={{c, a, b}, {a, F, 9}, {9, a}} // Flatten
{c, a, b, a f, g 9 aj
Aby pozby¢ sie elementéw powtarzajgcych sie bez sortowania listy mozna uzy¢ funkcji DeleteDuplicates:
DeleteDuplicates[Is]
{c, a, b, f, g}

Podobny efekt da funkcja Union, z tym ze ta funkcja sortuje (porzadkuje) liste w kanonicznym porzadku.

Jest wiele konstukcji ktore z danej listy tworza zwigzane z nig listy, jak na przyktad liste wszystkich
premutacji, krotek i podzbioréw:

Permutations[{a, b, c}]

{{a, b, c}, {a, c, b}, {b, a, ¢}, {b, ¢, a}, {c, a, b}, {c, b, a}}

Tuples[{0, 1}, 3]

{{0, 0, 0}, {0, O, 1}, {0, 1, O},
{0, 1, 1}, {1, 0, O}, {1, O, 1}, {1, 1, O}, {1, 1, 1}}
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Subsets[{a, b, c, d}]

{{}, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d},
{c, d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, ¢, d}}

= Apply and Map
W programowniu funkcyjnym bardzo wazng role odgrywaja funkcje ktérych argumentami moga by¢ inne
funkcje. Dwa najwazniejsze pszyktady to Apply i Map.

? Apply

Apply[f, expr] or f @@ expr replaces the head of expr by f.
Apply[f, expr, levelspec] replaces heads in parts of expr specified by levelspec. >

FullForm[{a, b, c}]
Li st [a, b, c]
Zamieniamy liste na iloczyn jej elementow. Wystarczy uzy¢é Apply i zmieni¢ Head wyrazenia z List na

Times:
Timesee {a, b, c}

abc

FullForm[ab c]

Tinmes[a, b, c]

Teraz zamienimy iloczyn wyrazen na ich sume:

Listee (abc)
{a, b, ¢}

A tu mamy przyktad uzycia funkcji Subscript w celu stowrzenia listy indeksowanych wyrazen

Subscriptla, #] &/eTable[i, {i, 1, 10}]

{all dp, Az, ag, as, ag, ay, Ag, Adog, a-10}

Powyzej /@ jest formg prefiksowg funkcji Map.
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? Map

Map[f, expr] or f /@ expr applies f to each element on the first level in expr.
Map| f, expr, levelspec] applies f to parts of expr specified by levelspec. >

Najczesciej spotykane uzycie Map to zastosowanie funkcji do elementéw wyrazenia, ktére moze, ale nie
musi, by¢ listg. Na przyktad, uzyjemy funkcji podnoszgcej do kwadratu i listy liczb naturalnych od 1 do
10:

Function[x, x*] /@Range[10]

{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

W tym przypadku uzycie Map jest nie optymalne, bo mozna uzyskac ten sam wynik szybciej i prosciej
przez:

Range[10]?

(1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100}

Ale map mozna uzy¢ z bardziej skomplikowang funkcja, na przyktad, funkcjg ktéra podnosi do kwadratu
liczby parzyste a do szesScianu nieparzyste:

Function|[x, If[EvenQ[x], x2, X3]] /@Range [10]

(1, 4, 27, 16, 125, 36, 343, 64, 729, 100}

Funkcja Map dziata takze na dowlonych wyrazeniach:

Map [Function[x, x*], x +y]

2 2

X" +y

Mozna ja takze stosowan na réznych poziomach wyrazenia. Domy$lnie dziata na poziomie 1:

Map [Function[x, x*], Sin[x] + Cos[y]]
Cos[y]?+Sin[x]?

Tu dziata na poziomie 2
Map [Function|[x, x2] , Sin[x] +Cos[y], {2}]

Cos [y?] +Sin[x?]

Ewaluacja
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Bardzo waznym pojeciem w programowaniu w Mathematice jest ewaluacja czyli obliczenie warto$ci
wyrazenia. Oblicznie wartosci wyrazenia zawartego w komérce wystepuje po umieszczeniu kursora w
dowolnym miejscu komorki i nacisnigciu klawiszy (dwoch na raz) Shift + Enter. Oblicznie wartosci
wyrazenia zawartego w komérce wystepuje po umieszczeniu kursora w

dowolnym miejscu komorki i nacisnieciu klawiszy

Shift + Enter. Mozna takze obliczy¢é wartosci wyrazen w kilku wybranych komérkach albo w catym
notowniku. Proces ewaluacji wyrazenia w Mathematice jest skomplikowany i sktada sie z krokéw wykony:
wanych po kolei w okreslonym porzadku az wyrazenie przestanie sie zmienia¢. Ta konicowa forma
wyrazenia jest wynikiem ewaluacji. Zrozumienie procesu ewaluacji wyrazen jest bardzo waznym aspek-
tem programowania w Mathematice. Jednym z najczesciej spotykanych zjawisk zwigzanych z procesem
ewaluacji jest otrzymanie wyrazenia wyjsciowego. Zazwyczaj oznacza to ze Mathematica nie zna
zadnych regut ewaluacji ktére prowadzg do zmiany wyrazenia. Tak bedzie, na przyktad, jesli damy
Mathematice do poréwnania dwa niezdefiniowane symbole:

Clear([x, y]

X+1 ==

1+X =

Podobny wynik otrzymamy jesli kazemy Mathematice rozwigza¢ réwnanie ktérego Mathematica
rozwigzaé nie potrafi, np

Solve[x 3*-xSin[x] -1 =0, X]

Solve::nsmet : This system cannot be solved with the methods available to Solve. >

Solve[-1+3*x-xSin[x] =0, X]

Proba ewaluacji zajeta tym razem dtugi czas, ale Mathematica nie znalazta zadnej metody rozwigzania
tego réwninia, o czym zostaliSmy poinformowani, po czym zwrécita nam wyrazenie wejsciowe. Czasem,
jednak, kiedy wydaje sie ze w czasie ewaluacji nic nie zaszto, prawda wyglada inaczej. Jednym takim
przyktadem jest:

W[ N wIinN

Wyglada jakby nic nie zaszto, ale w tym przypadku jest to tylko iluzja, spowodowana faktem ze Mathe-
matica czasem reprezentuje rézne wyrazenia w ten sam sposéb. Przypominamy, ze jesli chcemy
zobaczy¢ jak dane wyrazenie jest reprezentowane “wewnetrznie” musimy dotrze¢ do jego FullForm. W
tym przypadku, FullForm wyrazenia wejsciowego i wyjsciowego jest odmienna. Aby mdc to stwierdzié
musimy zapobiec ewaluacji zanim uzyjemy FullForm:

FullForm[Hold[2/3]]

Hold[Times[2, Power[3, —1]]]
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Czyli przed ewaluacjg FullForm wyrazenia jest Times[2,Power[3,-1]]. Natomiast po ewaluacji:

FullForm([2 / 3]

Rati onal [2, 3]

Widzimy ze w czasie ewaluacji co$ jednak zaszto: wyrazenie Times[2,Power[3,-1]] zostato zamienione
na Rational[2,3].

. ve g 1+i
Opisz proces ewaluacji 1+i oraz f

= FullForm obiektéw graficznych

Zwigzek miedzy FullForm, InputFrom, StandardForm i TraitionalForm jest szczegdlnie interesujgcy w
przypadku obiektow graficznych.

gr = Plot[x?, {x, -1, 1}]

Short[InputForm[gr], 5]

Gaphics[{{{}, {},
{Hue[0.67, 0.6, 0.6], Line[{{-0.9999999591836735, 0.9999999183673486},
<< 272 >>, {0.9999999591836735, <<1>>}}11}1}, {<<6>>}]
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Grid[{{TraditionalForm[gr], StandardForm[gr]}}]

10t 1.0
08} 0.8}
06 0.6
04f 0.4
02f 0.2f
10 “05 0s 10 10 05 0.5 Lo

Widzimy z tad ze “wykres funkcji” lub raczej, jego reprezentacja graficzna to po prostu TraditionalForm
lub StandardForm kodu Mathematica ktory opisuje ten wykres. Sam kod to InputForm lub StandardForm
“obrazka”.

InputForm [

-1.0-05 05 10

Przygladajac sie temu kodowi, widzimy Ze wykres funkcji jest obiektem graficznym opisanym przez tylko
jedng prymitywng funkcjg graficzng Line, ktéra tworzy tamang taczacom punkty o danych wspétrzed-
nych.

m Podstawowa zasada ewaluacji

Jak juz wspominaliSmy, Kernel Mathematiki oblicza wartosci wyrazenn w $cisle okreslonym porzadku.
Ten porzadek opiszemy dokfadniej pozniej, po wyttumaczeniu wzorow i regut. Teraz tylko opiszemy
gtébwna idea: Mathematica oblicza kazdg czes¢ wyrazenia po kolei, zaczynajgc od Head, i uzywajac
regut zdefiniowanych przez uzytkownika oraz wbudowanych, az wyrazenie przestanie sie zmieniac.
Wtedy ewaluacja sie konczy i Mathematica zwraca jej wynik. (Czasem ewaluacja nigdy sie nie konczy i
wpadamy w nieskoriczong petle. Mathematica probuje sama wykryé takie sytuacje i zatrzymaé¢ ewalu-
acje. Zazwyczaj, ale nie zawsze, robi to skutecznie).

Programowanie przy pomocy wzorow i regut
W Mathematice mozna tatwo programowac¢ w réznych stylach. Jest jednak jeden styl ktéry, cho¢ nie
catkowicie unikalny, ale najbardziej odr6znia Mathematice od innych, podobnych programéw. Jest to

programowanie za pomocg regut przepisywania (“re-write rules”). Podstawowymi pojeciami sg tu

“wzory” i “reguty”. Te ostatnie moga by¢ lokalne albo globalne.

= Reguly lokalne

Reguty lokalne tworzy sie przy pomocy funkcji Rule lub RuleDelayed:

?Rule

lhs —> rhs or Ihs - rhs represents a rule that transforms Ihsto rhs. >
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?RuleDelayed

Ilhs:> rhs or lhs:> rhs represents a rule that transforms lhs to rhs, evaluating rhs only after the rule is used. >
Oczywiscie
FullForm[lhs - rhs]

Rule[lhs, rhs]

FullForm[lhs:> rhs]

RuleDelayed[lhs, rhs]

Réznica miedzy Rule i RuleDelayed bedzie wyttumaczona pdézniej. Najczesciej obie te funkcje sa
uzywane razem z funkcjg ReplaceAll lub Repalce:

?ReplaceAll

expr /. rules applies a rule or list of rules in an
attenpt to transform each sub part of an expression expr. More...

? Replace

Replace[expr, rules] applies a rule or list of rules in an attempt to transform the entire expression expr.
Replace[expr, rules, levelspec] applies rules to parts of expr specified by levelspec. >

Zacznijmy od troche sztucznego przyktadu. Mamy dane wyrazenie x? + Sin[xy] +3 i chcemy pro-
gramistycznie zamienié x i y na x, otrzymujac x2 +Sin[7r2] +3. W tym przypadku najtatwiej zrobi¢ to
zapomocg dwoéch regut:

X2 +SiN[Xyl +3 /.{X>7n, y-> n}

3+7r2+Sin[7r2]

(Sprawdz jaka jest FullForm wyrazenie wejsciowego!)
Chcemy teraz zrobi¢ to samo ale przy uzyciu tylko jednej reguty. Do tego celu musimy uzy¢ “wzoru” -
ktory pozwoli na réwnoczesne przeksztatcenie x i y. Czyli potrzeba nam wyrazenie do ktérego bedzie

“pasowato” (“match”) zaréwno x jak i y. Najprostrzym wzorem tego typu jest x |y - jest to wzér do
ktérego pasuja wytgcznie symbole x iy.

Xx?+Sin[Xy] +3/.X|y-»>x

3+7r2+Sin[7r2]

Oczywiscie obie metody beda nie wygodne jesli bedziemy potrzebowali reguty do ktorej bedzie
pasowato bardzo duzo wyrazen. Sprobujmy uzy¢ najbardziej ogélnego wzoru:



2. Podstawy Jezyka.nb 25

_ or Blank([] is a pattern object that can stand for any Mathematica expression.
_h or Blank[h] can stand for any expression with head h. >

X2 +Sin[xyl+3/. _—>nx

T

Co sie stato? Otdz funkcja ReplaceAll (ktorej formg infiksowg jest /. ) zaczyna poszukiwanie podwyraze-
nia ktore pasuje do wzoru od catego wyrazenia - i od razu go znajduje. Dalej juz nie szuka - cate wyraze-
nie zostaje zastgpione przez n. Aby
oming¢ ten problem sprobujmy uzy¢ funkcji Replace, ktéra moze dziataé na dowlonym poziomie.
Przygladajac sie strukturze drzewka

TreeForm[X"2 + Sin[xy] + 3]

Pl us

Power Sin

Ti mes

widzimy ze wszystkie X i y znajdujg sie na poziomie -1 “liscie” drzewa. Niestety, znajduje sie tam takze 2
oraz 3, wiec reguta

Replace[x? + Sin[x y] + 3, _ - x, {~1}]

70+ Sin[n2]
nie daje tego co chcieliSmy. Musimy wiec ograniczy¢ nasz wzor. Mozna to zrobié tak:

Replace[x® +Sin[xy] +3, _Symbol » x, {-1}]

3+7T2+Sin[7(2]
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_h jest wzorem do ktérego pasuje kazde wyrazenie ktérego Head jest h. Istnieje jeszcze wiele innych
sposobéw tworzenia wzoréw.

A teraz przykfad gdzie Rule i RuleDelayed dajg inng odpowiedz:
a=0;
Sin[2] /. a_Integer - &2
0
Sin[2] /. a_Integer :> a°

sin(4)

W pierszym przykfadzie prawa strona reguty zostata obliczona zanim sama reguta zostata wykonana a
poniwaz a miato wartos 0 wiec Sin[2]zamienito sie w Sin[0] czyli w 0. W drugim przypadku reguta
zostata wykonana bez oblicznia prawej strony wiec 2 zostato zamienione przez 22 czyli 4.

Zanim zastosujemy regute do wyrazenia konieczna jest znajomos$¢ FullForm tego wyrazenia. Podajemu
przyktad jednej z wielu putapek w jakie mozna wpas¢ jesli sie nie bedzie przestrzegac tej zasady.

Clear[a]

1
«/2 +— /N2 >
: a

1
a+—

V2

Patrzgc sie na FullForm widzimy dlaczego nasza reguta nie data oczekiwanego rezultatu:

1
FullForm \j 2 + —
[ V2 ]
Plus[Power[2, Rational[-1, 2]], Power[2, Rational[1, 2]]]

Sa dwa sposoby na obejscie tego problemu. Mozemy uzy¢ reguty na nie-ewaluawanym wyrazeniu (do
tego stuzy Unevaluated).

Unevaluated[\j 2 + é] /.\/ 2 sa
1

—+a

a

Drugg metoda jest uzycie poprawnego wzoru dla FullForm wyrazenia po ewaluacji. Na przyktad
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1
\/; + — /. 2"Rational[x_, y ] - a*x
V2

1
a+—
a

Mozemy, oczywiscie, takze uzy¢ dwdéch regut rbwnoczesnie:

\/?+é/.{\/;—»a, é—)l/a}

Programowanie za pomocg regut jest szczeg6lnie wygodne w przypadku grafiki.
gr = Disk[{0, 0}, 1I;

Graphics[gr, ImageSize » Small]

Graphics[{Red, gr}, ImageSize - Tiny]

27
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Graphics[{Red, gr}, ImageSize -» {100, 100}] /. Disk - Circle

/g
, —

gr2= PoIarPIot[Sin[30], {0, 0 3}, ImageSize —» Small]

05}
0.4}
03}
02F
0.1t

0.2 0.4 0.6 0.8

gr2/.Line— Polygon

Jak juz wspominaliSmy, wiele funkcji Mathematici zwraca liste regut jako wyrazenie wyjsciowe. Na
przyktad:

rules= Solve[x® + 3x + 4==0, x|

fix -3 (o 2 (14338 ), o S (10635 )

Zauwazmy ze otrzymalismy liste list, kazda z ktérych zwiera regute (kilka regut jesli zamiast rownania
uzyjemy listy kilku réwnan).

Wygoda takij formy wyrazenia wyjsciowego bierze sie stad ze mozemy teraz uzy¢ ReplaceAll i zas-
tosowaé otrzymane reguty do innego wyrazenia. Wyrazeniem tym moze by¢ nawet samo X :

x /.rules

(-1 g(l_,zﬁ),g(mﬁ)}
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{0, 0, 0}

{0, 0, 0}

Oto podobny przykfad z FindRoot zamiast Solve

{x— 0.259171}

Sprawdzimy czy otrzymana odpowiedz spetna réwnanie wejsciowe:

True

o Links

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PatternsAndTransformationRules.html

m Reguty Globalne ("Funkcje")

Przedstawimy teraz jeden z dwdch gtdwnych sposobdw zdefinowania "funkcji" w Mathematice:

|
(I

mN

|



http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PatternsAndTransformationRules.html
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d obal " f
fIx_]:=x2
DownValues[f]

{HoldPattern[ f (x )] = X?}

Chociaz czesto takie f nazywa sie “funkcjg”, w rzeczywistosci jest to “reguta globalna”, w sensie ze jest
stosowana nie do wybranego wyraznia ale do kazdego wyrazenia ktore jest ewaluawane przez Kernel.
Doktadniej, kiedy definicja tego typu jest ewaluowana, Mathematica tworzy regute dla symbolu f. Teraz
przy kazdej ewaluacji f reguta bedzie zastosowana. Reguta jest przechowywana jako tak zwana Down-
Value f:

DownValues[ ]

{HoldPattern[ f(x )] > x°}

{HoldPattern[ f (x )] > x?}

Tutaj x_ to wzor, do ktérego pasuje wszytko, z tym ze po dopasowaniu wyrazenie tymczasowo zostaje
nazwane X. Reguta teraz brzmi: "zamien f(cokolowiek) na cokolwiek?®". HoldPattern jest to konieczne
aby zapobiec ewaluacji f(x_) (ktére inaczej bytoby zastgpione przez by x_?) ale HoldPattern[f[x_]] jest
traktowane tak jak f[x] podczas dopasowywania.

Czyli, po ewaluacji tego rodzaju definicji Mathematica tworzy pewne reguty, zachowuje je jako DownVal-
ues, poczym stosuje w pewnej kolejnosci. Oto przykfady:

Clear[" Global *" ]
f[x_Real]:=3
fl1l]:=2
f[x_Symbol] := x?
f[x_Integer] :=5

DownValues[f]

{HoldPattern[ f (1)] :» 2, HoldPattern[ f (x_Real)] > 3,
HoldPattern| f (x_Symbol)] > x?, HoldPattern] f (x_Integer)] :» 5}

DownValues[f] = Rest[DownValues[f]]

{HoldPattern| f (x_Real)] :» 3, HoldPattern[ f (x_Symbol)] :» x*, HoldPattern[ f (x_Integer)] - 5}
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w

{HoldPattern[ f (x_Real)] > 3, HoldPattern[ f (x_Symbol)] = x2,
HoldPattern[ f (x_Integer)] - 5, HoldPattern[ f (x_)] :» O}

o

f(cat)

|

||

—_
=

|

|

|

1
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fla]

f["cat"]

f(cat)

Maplf, {.5, 1, a}]

(3,2 a7

Kolejnos¢ stosowania zapisanych regut jest (w przyblizeniu) okreslony przez dwa czynniki: bardziej
specyficzne reguly sg stosowane przed bardziej ogolnymi - w przypadku regut ktére Mathematica
traktuje jako “réwno ogolne”, decyduje kolejnosé w ktérej powstaty.

Poza DownValues, sg takze OwnValues, UpValues, SubValues i NValues:

Clear[a]

a=1; OwnValues[a]

{HoldPattern[a] > 1}

ClearAll[b];
b/: Sin[b] = 2;
b /: Coslb] = 2;

cos?(b) + sin?(b)
8

UpValues[b]

{HoldPattern[cos(b)] :» 2, HoldPattern[sin(b)] :-» 2}

W procesie ewaluacji wyrazenia Mathematica stosuje reguty zachowane w UpValues, DownValues itd,
po czym stosuje reguty wbudowane. Ewaluacja to proces rekursywny: zaczyna sie od gtowy catego
wyrazenia, potem ewaluawane sg argumenty. Kolejno$¢ ewaluacji moze by¢ zmienione przez Atrybuty -
o ktérych bedzie mowa dalej, i jest kontynuowana az wyrazenie przestanie sie zmieniaé.

Zobaczmy teraz przyktad sytuacji kiedy reguty zapisane w UpValues i DownValues sg z sobg
sprzeczne. Przykiad ten ilustruje znaczenie kolejnosci stosowania regut.

Najpierw definiujemy DownValue dla symbolu f:
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fIx_] 1= x°

Nastepnie definiujemy UpValue dla symbolu y:

g_[yl "= y°
Sprawdzamy ze wszytko dziata tak jak powinno:
{fIpl, alyl}
{p% y?}
Nastepny wynik pokazuje ze UpValues majg pierwszeristwo przed DownValues:
fly]
3

y

Podamy jeszcze przyktad wbudowanych regut ktére Mathematica stosuje automatycznie

Clear[a]

Wykonywanie tego rodzaju “uproszczen” automatycznie w czasie ewaluacji wyrazenia jest uzasadnione
potrzebami szybkosc¢i. Z drugiej strony, oznacza to ze jedyny sposéb otrzymania w formule wyjsciowej
wyrazenia z rozdzielonymi potegami wymaga uzycia funkcji Hold lub HoldForm:

HoIdForm[a2 a3] 2
a2

a2 ad

a

Z drugiej strony, wiele podstaowych uproszczen nie zostanie wykonane automatycznie:
cos(@)? + sin(@)?
sin’(a) + cos’(a)

mimo ze to wyrazenie jest zawsze réwne 1, uproszczenie wymaga zastosowania jednej z funkcji
“upraszczjgcych”:

Simplify[cos’(a) + sin®(a)]

1
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Niektore uproszczenia wymagajg dodatkowych zatozen. Domyslnie Mathematica zaktada ze kazda
zmienna reprezentuje dowolng liczbe zespolong, a wiec

Simplify[\/x—2 ]
\/XT

Assuming[x =0, Simplify[\/x—Z]]

X

Aswming[x <=0, Simplify[\/x_z]]

-X

Jak juz wspominalismy, ogélnie Mathematica stosuje do wyrazenia wszytkie transformacje az wyrazenie
przestanie sie zmienia¢. W niektérych sytuacjach jednak tak nie jest; na przyktad funkcja ReplaceAll
przeszukuje wszystkie czesci wyrazenia az znajdzie co$ co pasuje do danego wzoru, ale w kazdej
czesci szuka tylko jednego pasujacego podwyrazenia.

rules = {Log[x_Yy ] = Log[x] +Log[y], Log[x_"k_] = kLog[X]};

Log['\/a (bc?)® ] /.rules

1 e
Elog(a(bc ))

Tym razem ReplaceAll nie znalazto nic co pasuje do pierszej reguty i tylko jedno podwyrazenie pasujgce
do drugie;j.

Oczywiscie po przepisaniu wyrazenia pojawia sie nhowy przypadek pasujacy do wzoréw ale ReplaceAll
juz go nie szuka. Aby wykona¢ wszystkie mozliwe transformacje musimy uzy¢ ReplaceRepeated (//.),
ktore kontynuje poszukiwanie rekursywnie az wyrazenie przestanie sie zmieniac:

Log[w/a (bc?)® ] //.rules

(Log[a] +e (Log[b] +dLog[c]))

N | -

Inny wazny fakt dotyczacy regut (lokalnych) : Opcje funkcji Mathematiki 3 takze regutami.
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Plot[x?, {x, 0, 1}]

10 I
0.8
0.6
0.4

0.2

Options[Plot]

1
{AIignmentPoi nt — Center, AspectRatio » —, Axes— True, AxesLabel - None, AxesOrigin - Automatic,
¢

AxesStyle - {}, Background — None, BaselinePosition —» Automatic, BaseStyle — {}, ClippingStyle —» None,
ColorFunction - Automatic, ColorFunctionScaling — True, ColorOutput —» Automatic,

ContentSelectable —» Automatic, DisplayFunction :» $DisplayFunction, Epilog — {}, Evaluated —» Automatic,
EvaluationMonitor » None, Exclusions —» Automatic, ExclusionsStyle — None, Filling —» None,
FillingStyle » Automatic, FormatType > Traditional Form, Frame — False, FramelL abel - None,
FrameStyle — {}, FrameTicks —» Automatic, FrameTicksStyle — {}, GridLines — None,

GridLinesStyle — {}, ImageMargins — 0., ImagePadding — All, ImageSize —» Automatic, LabelStyle - {},
MaxRecursion —» Automatic, Mesh —» None, MeshFunctions — {£+1 &}, MeshShading — None,

MeshStyle » Automatic, Method — Automatic, PerformanceGoal -» $PerformanceGoal,

PlotLabel —» None, PlotPoints —» Automatic, PlotRange — {Full, Automatic},

PlotRangeClipping — True, PlotRangePadding — Automatic, PlotRegion — Automatic,

PlotStyle » Automatic, Preservel mageOptions — Automatic, Prolog — {}, RegionFunction - (True &),

Rotatel abel — True, Ticks —» Automatic, TicksStyle - {}, WorkingPrecision —» MachinePrecision}

Plot[x?, {x, 0, 1}, Axes— False, Frame - True, GridLines— Automatic, PlotStyle - {Red, Dashing[0.011}]

10FT T T T T T

0.8 z

0.6

0.4

0.2 =
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m Roznica pomiedzy SetDelayed i Set

Ro6znica pomiedzy SetDelayed (:= ) i Set (=) jest doktadnie taka sama jak ta pomiedzy RuleDelayed
(= )iRule - .

Dla przyktadu, rozwazmy dwie definicje:
f[p_] := Expand[p]

glp_l = Expand[p];

Stosujac f do wyraznia (a + b)® otrzymamy inny wynik:

fl@+ by

a®+3a’b+3ab?+bd

gl@a+ b’
(a+b)3

Proste wyttumaczenie tego zachowania jest takie. Set oblicza prawg strone wyrazenia zanim przypisze
wynik lewej stronie, natomiast SetDelayed przypisuje lewej stronie nie obliczong (nie-ewaluowana)
warto$¢ prawej strony.

Doktadniejsze wyttumacznie wymaga pojecia atrybutu funkcji, rozwazanego ponize;.

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingValueLists.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingOptions.html

Funkcje i Programowanie Funkcyjne

m Czyste Funkcje (Pure Functions)

Poza “funkcjami” opisanymi powyzej, ktére, w rzeczywistosci sa gloablnymi regutami, w Mathematice
mozna takze tworzy¢ “prawdziwe funkcje”, za pomocg funkcji Function. Na przykfad, Function[x, x3] jest
funkcjg podnoszenia do szescianu:

Function[x, x*][c]

C3

Zauwazmy ze taka funkcja (w przeciwienstwie to funkcji zdefiowanej przez globalng regute) nie potrze-
buje nazwy, stad takie funkcje zwane sg takze “funkcjami anonimowymi” (“anonymous functions”).
Oczywiscie jesli chcemy, mozemy nadac¢ jej imie za pomocg reguty globalnej,


http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingValueLists.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ManipulatingOptions.html
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cube = Function|x, x°[;

cube[3]

27

OwnValues[cube]

{Hol dPattern[cube] - Function|[x, x3]}

W taki sam sposob mozemy tworzy¢ funkcje wielu zmiennych:

Function[{x, y}, X* + y°][4, 2]

68

Te podejscie ma dwa oczywiste problemy. Jeden to niewygoda koniecznosci uzywania liter do oznacza-
nia argumentéw funkci. Ten problem jest rozwigzany przez uzycie notacji #1, #2 ,... na pierwszy, drugi,
trzeci itd argument funckcji. Na przyktad:

Function[#1° + #2°][1, 5]
26

Mozna takze zdefiniowa¢ funkcje z nieograniczong iloscig argumentow:

Function[ {##}/~2][1, 1, 2]

{1, 1, 4}

Drugim problemem jest diugos¢ stowa Function. Zazwyczaj zastepuje sie je przez skrét: po prostu
omijamy stowo Function i oznaczamy koniec definicji funkcji symbolem &, tak jak tu

H1% + #2%2 & [2, 3]

13

Predykaty (Funkcje Boolowskie)

Wazna klasg funkcji sg funkcje o wartosciach True i False. W Mathematice takie funkcje zwane sg
predykatami. Wiele z predykatéw w Mathematica koriczy sie literg Q (zapewne od “question”):

PrimeQ[25]

False
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False

False

Wedtug konwencji Mathematiki tylko te funkcje boolowskie koriczg sie na Q ktére zawsze dajg
odpowiedz True lub False. Na przykfad, dla nie symbolu x:

Fal se

Z drugiej strony, funkcja (dwu argumentow) Element takze jest boolowska, ale nie koriczy sie na Q.
Widzimy ze

True

X € Real s

Pokazemy teraz dwa sposoby zdefiniowania funkcji boolowskiej ktéra sprawdza czy dana liczba jest
wieksza od 5. Pierwsza metoda to zdefiniowanie globalnej reguty:

False

p>5

Teraz to samo za pomocg czystej funkcji:

True

Czyste funkcje mogg by¢ uzywane do tworzenia nowych wzoréw:
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flx 2(H>5&)]:=x°

flx_ 2@ =<5&)]:=x°

Jest to typowy przykitad definicji wieloczesciowej. Funkcje f jest kwadratem dla x > 5 i szescianem dla
x = 5. Funkcja oznaczona przez ? to PatternTest:

? PatternTest

p?test is a pattern object that stands for any
expression which matches p, and on which the application of test gives True. >

Plot[f[x], {x, O, 11}, Exclusions - {5}]
120}
100}
80}

60 -

m Atrybuty

Zachowanie sie funkcji i globalnych regut Mathematiki jest kontrolowane przez ich Atrybuty (Attributs).
Kazda wbudowana funkcja ma pewne atrybuty:

Attributes[Sin]

{Listable, NumericFunction, Protected}

Prawie kazda funkcje ma atrybut “Protected”. Dzieki niemu nie mozna niechcgcy zmieni¢ definicji
funkcji. Na przykfad

Sin [Pi 1=0
Set::write : Tag Sin in Sin[r] is Protected. >

0

Jesli naprawde chcielibySmy zmieni¢ wartos¢ funkcji sinus w x, to mozemy to zrobi¢, ale najpierw
musimy uzy¢ funkcji Unprotect

Unprotect[Sin]; Sin[Pi] = 2; Protect[Sin];

Teraz
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Sin[Pi]

Oczywiscie taka zmiana zazwyczaj nie jest dobrym pomystem. Aby przywréci¢é oryginalng definicje
sinusa musimy znowu wykonac¢ cigg operaciji:

Unprotect[Sin]; Clear[Sin]; Protect[Sin];

Oczywiscie Clear usuwa tylko definicje uzytkownika a wiec funkcja wraca do oryginalnego zachowania:

Sin[Pi]

0

Jednym z najbardziej pozytecznych atrybutéw jest Listable. Wyttumaczymy jak on dziata. Zacznijmy od
funkcji f bez tego atrybutu.

Clear[f]
Is= Range[10]
{1, 2,3 4,56,7,8,9, 10}
Maplf, Is]
{f, 12, 1), f@), 1), £(6), f(7), £(8), (9, f(10)}
Jesli nadamy f atrybut Listable uzyskamy powyzszy wynik bez uzywania Map:

SetAttributes[ f, Listable]

f[ls]

{f(D), (2, 1), (4, 1(5), £(6), f(7), £(8), f(9), f(10)}
Atrybut wptywa takze na zachoanie sig funkcji z wigcej niz jednym argumentem:
f[{a, b}, {c, d}]
{f(a, o), f(b, d)}
fla, {b, c}]
{f(a, b), f(a o)}

To wiasnie fakt ze funkcja Plus ma atrybut Listable powoduje znane nam zachowanie:
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{1, 2, 3}+{4,5, 6}

{5 7,9

1+{2 34,5}

{3, 4, 5, 6

Atrybuty Orderless, Flat i Oneldentity sa interesujgce ale bardziej skomplikowane. Zobaczmy to na
ilustraciji:

ClearAll [f]
fla, b] /. f[b, x_] >4

f(a, b)

Powyzej wyrazenie f[a, b] nie pasuje do wzoru f[b, x_] bo, oczywiscie, kolejnos¢ argumentéw sie nie
zgadza. Po dodaniu atrubutu Orderless funkcja f staje sie “komutatywna”:

SetAttributes[f, Orderless]
fla, b] /. f[b, x_] >4
g
Ponizej f[a, b, c] nie pasuje do wzoru f[a, f[b, c]]

fla, b, c] /. f[la, f[b, c]] ~»>g
f(a, b, ©
Po dodaniu atrybutu Flat funkcja f staje si¢ spéjna:

SetAttributes[f, Flat]

fla, b, c] /. f[a, F[b,c]] »>g

9

ClearAll [f]

Inng bardzo wazng grupg atrybutéw stanowig atrybuty ze stowem Hold, HoldFirst, HoldAll, HoldRest i
kilka innych (HoldComplete, HoldAllComplete, SequenceHold,NHoldFirst,NHoldRest,NHoldAll). Normal-
nie funkcja w Mathematice oblicza wszystkie swoje argumenty zanim zacznie stosowac definicje.
Jednakze, jesli funkcja ma jeden z powyzszych atrybutdw, wszystkie albo czesé argumentéw nie jest
obliczona przez ewaluacjg. Na przyktad, funkcje Set nie oblicza swojego pierszego atrybutu:
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Attributes[Set]

{HoldFirst, Protected, SequenceHold}

Natomiast funkcja SetDelayed nie oblicza zadnego ze swoich atrybutow:

Attributes[SetDelayed]

{HoldAll, Protected, SequenceHold}

Na koniec, zobaczmy przyktad uzycia atrybutu HoldFirst w definiowaniu wtasnej funkcji. Ponizej zdefin-
iowana funkcja f przyjmuje dwa argumenty. Pierwszy z nich jest zmienng a drugi liczba. Funkcja przyp-
isuje danej zmiennej kwadrat danej liczby. W sytuacji kiedy zmienna ma juz przypisang wartosc¢
nastapitby btad polegajacy na przypisaniu liczbie innej liczby. Nadajgc funkcji f atrybut HoldFirst,
unikamy tego problemu.

ClearAll [F]

SetAttributes[f, HoldFirst]

f[X_, Yy ]:i=(X= y/\2)

X = 3;
f[x, 21;
X

4

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PureFunctions.html
http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ApplyingFunctionsToListsAndOtherExpressions.html
http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/Attributes.html

http : // reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/SelectingPartsOfExpressionsWithFunctions.html


http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/PureFunctions.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ApplyingFunctionsToListsAndOtherExpressions.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/Attributes.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/SelectingPartsOfExpressionsWithFunctions.html

