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8. Wiasnosci elementéw pierScienia

Przypominamy, ze przez pierécien rozumiemy pierécien przeminenny z 1.

8.1. Definicja. Niech R bedzie pierscieniem, za$ A C R dowolnym podzbiorem.
Podpierscieniem pierscienia R generowanym przez A nazywamy najmniejszy pod-
pierdcien zawierajgcy zbior A. Oznaczamy go symbolem (A).

Jest jasne, ze czes¢ wspodlna podpierscieni pierscienia R jest podpierscieniem, za-
tem podpiersciert generowany przez A istnieje i jest nim czesé wspdlna wszystkich
podpierscieni R zawierajacych zbiér A. Jest takze jasne, ze (A) = (AU {1}).

8.2. Przyklad. Niech d € Z bedzie liczba catkowita, d # 1, ktéra nie jest podzielna
przez kwadrat liczby naturalnej réznej od 1 — taka liczbe nazywamy bezkwadra-
towa. Oznaczmy przez Z[\/&] podpierécien ciata liczb zespolonych generowany przez
Vd — jego elementami sa liczby postaci a + bV/d, a,b € Z.

Zbior liczb tej postaci jest podpierscieniem réwniez wtedy, gdy opuscimy zalozenie,
ze liczba d jest bezkwadratowa, jednak przykiady spekiajace to zalozenie beda dla
nas bardziej interesujace.

8.3. Definicja. Element x € R nazywamy dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element niezerowy y € R, dla ktdrego xy = 0.

Element x € R nazywamy odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element
y € R, zwany odwrotnoscia elementu x, dla ktérego xy = 1.

Element x € R nazywamy nilpotentnym jezeli istnieje liczba catkowita dodatnia n,
dla ktérej x™ = 0.

8.4. Uwaga. W pierScieniu niezerowym 0 jest dzielnikiem zera. W kazdym
pierscieniu 0 jest elementem nilpotentnym.

8.5. Uwaga. Mozna skraca¢ przez elementy, ktére nie sa dzielnikami zera, to
znaczy: jezeli x nie jest dzielnikiem zera i xy = xz to y = 2.

8.6. Uwaga. Element odwracalny nie jest dzielnikiem zera. Jego odwrotno$c¢ jest
wyznaczona jednoznacznie. Zbiér elementéw odwracalnych, z jedynka jako ele-
mentem neutralnym, jest grupa ze wzgledu na mnozenie.

8.7. Przyklad. W pierscieniu Z,, dzielnikami zera sa te liczby k, dla ktérych
(k,n) > 1. Pozostale elementy sa odwracalne.

Ten ostatni przyktad tatwo uogdlni¢ do nastepujacego stwierdzenia.

8.8. Stwierdzenie. W pierscieniu skoriczonym, element nie bedacy dzielnikiem
zera jest odwracalny.

Dowéd. Niech 0,z1,...,z, bedzie lista elementéw rozpatrywanego pierscienia.
Rozpatrzmy element z, ktéry nie jest dzielnikiem zera. Z zalozenia o elemencie
x 1 Uwagi 8.5 wynika, ze iloczyny zx1,...,xx, sa parami rézne i ze zaden z nich

nie jest zerem. Zatem rozpatrywane iloczyny, to wszystkie niezerowe elementy
piersécienia. Wobec tego ktéry$ z nich jest jedynka, czyli istotnie x jest odwracalny.
O

8.9. Definicja. Niezerowy pierscien przemienny z jedynka, ktory nie ma nieze-
rowych dzielnikéw zera, nazywamy dziedzina catkowitos$ci, albo po prostu dziedzina.

Z Uwagi 8.5 i ze Stwierdzenia 8.8 natychmiast wynikaja nastepujace fakty.
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8.10. Stwierdzenie. W dziedzinie catkowitosci obowigzuje prawo skracania (przez
elementy niezerowe) dla mnoZenia.

8.11. Stwierdzenie. Skoriczona dziedzina catkowitosci jest ciatem.



