Dodatek A

Dygresje: dodatkowy material,
omawiany na wykladzie

A.1 Twierdzenie Stolza

Ponizsze twierdzenie pozwala w wielu przypadkach obliczaé granice ciagéw a,, /b, gdy
U, by — +00, i stanowi dla ciggéw odpowiednik tak zwanej reguly de 'Hospitala.!

Twierdzenie A.1 (Twierdzenie Stolza). Zatézmy, ze cigg (b,) jest Scisle monotoniczny
oraz b, # 0 dla n € N. Jesli (a,) C R i istnieje granica

. Anp+1 — ap
1 —_—m g7
n—00 bpt1 — by

a ponadto zachodzi ktorys z nastepujgcych warunkow:

(i) lim a, = lim b, =0,

n—oo n—oo

(ii) lim b, = +oo,
n—oo

to wowczas ciqg (a,/by) jest zbiezny, a ponadto

lim — =g.
oo by 0

Dowo6b. Bez zmniejszenia ogélnosci zalozymy, ze cigg b, jest rosngcy (zawsze mozna roz-
patrze¢ —a,, i —b,). Niech € > 0 i niech n € (0,1/2]; konkretng wartosé  dobierzemy do ¢
p6zniej. Ustalmy k € N tak, aby

As+1 — As .

g—nN< —— < g+n dla wszystkich s > k.

bs+1 - bs
Ciag (b,) jest rosnacy, wiec bsy1 — bs > 0. Mnozac obie nier6wnosci przez te liczbe, otrzy-
mujemy

(bs+1 = bs)(g —n) < asy1 — as < (bst1 — bs)(g +n), s > k.

1Jesli Czytelnik nie zna tej nazwy, niech sie nie martwi; jesli zas zna jg ze slyszenia, to niech nie stosuje
bezmyslnie nieodpowiednich narzedzi, szczegélnie wtedy, gdy nie jest pewien, skad sie one wlasciwie wziely.
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Niech n > m > k. Dodajgc powyzsze nieréwnosci dla s = m,m + 1,...,n — 1, a nastepnie
dzielgc wynik przez liczbe dodatnig b,, — b,,, sprawdzamy, ze
apn, —

g—n< # <g+n dla wszystkich n > m > k. (A1)

Od tego momentu rozumowanie jest nieco inne w kazdym z dwéch przypadkéw.
Przypadek (i): lim,_,~ a, = lim, o b, = 0. Ustalmy w nieréwnosciach (A.1) liczbe m >

k i przejdzmy do granicy n — oo. Korzystajac ze Stwierdzenia 2.13 i arytmetycznych
wlasnosci granicy, otrzymujemy

g—n< lim S 0m _0m oy

n=-00 by — b b
Jesli wiec n > 0 jest jakgkolwiek liczbg z przedzialu (0, ¢), powiedzmy n = ¢/2, to
am

7 g‘ <n<e dla wszystkich m > k,

m

co konczy dowéd twierdzenia Stolza w przypadku (i).
Przypadek (ii): lim,,_, o b, = +00. Ustalmy w nier6wnosciach (A.1) liczbe m = k
Uwaga. Cala reszta dowodu w tym przypadku jest formalizacjg nastepujgcego intuicyj-
nego i niescistego spostrzezenia: (a,+1 — an)/(bp+1 — bn) = g dla duzych n, wiec przyrosty
ciqgu a, sq z grubsza, z doktadnosciq do statego czynnika, takie, jak przyrosty ciggu b,,.
Zatem utamek a, /by, ktory dopiero chcemy zbadaé, powinien roznié sie mato od utamka
(an, — ag)/(by, — by); spodziewamy sie, ze dla n znacznie wiekszych od k liczby ay, i by, sq
mado istotnymi dodatkami do a, i b,.

Sprébujmy te intuicje doprecyzowaé. Obliczmy w tym celu réznice liczb a,, /b, oraz
(an — ag)/(by, — by). Prosty rachunek daje

Ap  Gn — Ak an(bn — br) — bp(an — ag) _ —apby, + bpag
bn bn - bk; bn(bn - bk) B bn(bn - bk;)
an, by ak
— |, A2
bn‘ [ R T a— (4.2
< Z”‘n—l—n dlan > ny =ni(k,n) > k.

(Prosze zauwazy¢: b,, — +o0o, wiec przy ustalonym k mamy by, / (b, —by), ax/ (b, —bi) — 0dla
n — oo, zatem wartosci bezwzgledne obu tych utamkow sg mate, gdy » jest dostatecznie
duze). Zatem dla dostatecznie duzych n

an an  an — ai an — aj an
ool = 1on o —bp | |ow—bi| =[BT O,
stad zas
2
dn §M§2|g|+4n§2\g\+2::M, n > ni.
bn 1—n

Mozemy wiec nier6wnosé (A.2) przepisa¢ w postaci

an an — ag

b by — by

< (M+1)77, n>ni.
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Zatem, dzieki warunkowi (A.1), dla n > n; jest

Gnp, Qp — Ak

b, bn —bg

Ay — AL

by, — bg;

+

an_'g

g‘ < (M + D)+ = (2lg] + 4.

Wystarczy teraz dobraé n < min(3,e/(2|g| + 4)); otrzymamy wtedy |(an/b,) — g| < ¢ dla
wszystkich n > nq. O

Cwiczenie A.2. Analizujgc starannie powyzsze rozumowanie, sprawdzié¢, ze ostatnie
twierdzenie wolno stosowacé takze wtedy, gdy ¢ = +oo (tzn. do obliczania granic nie-
wlasciwych).

Przyklad A.3. Wykazemy, ze dla kazdego k € N jest

Ak g2k b 1
lim = .
n—00 nk+1 kE+1

Zastosujemy Twierdzenie Stolza dla a,, = 1% 4+ 2F + ... + n* i b, = n**!. Ciag b, jest
rosngcy i rozbiezny do +o00; to potowa zalozen twierdzenia. Sprawdzmy wiec jeszcze, ze
(an-‘rl - an)/(bn-‘rl - bn) - 1/(k + 1), gdy n — oo. Mamy

Unp+1 — an _ (’I’L + 1)k
bn+1 _ bn (n + 1)k+1 — pkt+1

Korzystajgc ze wzoru na réznice (k+ 1)-szych poteg, a nastepnie dzielgc licznik i mianow-
nik przez n*, otrzymujemy

k
1
an41 — Gn (n+1)k _ (1+E>
— o k k—1 k k k—1 :
bnt1 — bn (n+1)F+(n+1)nt-+n (1_,_%) +<1+%) NI |

Z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy nietrudno wywnioskowaé, ze dla
n — oo licznik ostatniego utamka jest zbiezny do 1, a mianownik (w ktérym jest k + 1
sktadnikéw) do k£ + 1. O

Przyklad A.4. Jesli ciag z,, jest zbiezny do granicy x, to cigg srednich arytmetycznych

An:$1+l‘2+"'+$n

n

tez jest zbiezny do granicy x. Istotnie, biorgc w twierdzeniu Stolza a, = z1 +x2+ -+ xp,
b, = n, otrzymujemy
Anp+4+1 — anp _ Tn+1
bn-l—l_bn (n—i-l)—n

=Tpy1 — T,

a zatem takze
Qn
A, = — —=x.
bn,
Przyklad A.5. Jesli cigg liczb dodatnich z,, jest zbiezny do granicy = > 0, to cigg $rednich

geometrycznych

Gn = Yrizo... 20
tez jest zbiezny do granicy x. Szczegoty dowodu, ktéry mozna przeprowadzi¢, korzystajac
z poprzedniego przykladu oraz cigglosci funkcji wykladniczej i logarytmu, pozostawimy
Czytelnikom. O
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Zadanie A.6. Wykazad, ze
Ni/n
lim (n) ! )
n—00 n €
Wskazéwka. Zauwazyé, ze x,, = n"/(1+n)" ma granice 1/e i skorzystaé z poprzedniego

przykladu.

Przyklad A.7. Implikacji, ktéra jest trescig twierdzenia Stolza, nie mozna odwracic.
Jeslinp. a,, = 3n— (—-1)", b, = 3n+ (—1)", to tatwo zauwazyé, ze b, roSnie monotonicznie
do +o00 i, oczywiscie,

by 3L LT 3

ale nietrudno sprawdzié, ze a,+1 —a, = 3+ 2 (—=1)", bpy1 — by, = 3 —2 - (—1)", wiec
ciag (ant+1 — an)/(bnt1 — by,) ma na przemian wyrazy réwne 1/5 i 5, a to znaczy, ze jest
an—an—1

. . . . s . . .
rozbiezny. Nie nalezy wiec bez zastanowienia pisa¢ lim gt =lim == =, gdyz moze
sie okazaé, ze pierwsza granica istnieje, a druga — nie.

A.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Bardzo waznym twierdzeniem, wykorzystywanym w réznych dzialach matematyki, jest
nastepujacy wynik.

Twierdzenie A.8 (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy rézny od stalej wielo-
mian zmiennej zespolonej o wspétczynnikach zespolonych ma w ciele C co najmniej jeden
pierwiastek.

Podamy tu — opowiedziany we wspélczesnym jezyku — dowod tego twierdzenia, wy-
korzystujacy wlasnosci funkcji cigglych i podany przez C.F. Gaussa na przelomie XVIII i
XIX wieku. Dow6d wykorzystuje dwa lematy. Pierwszy z nich orzeka, ze kazdy wielomian
zespolony osigga kres dolny swojego modutu. To nie jest fakt catkowicie oczywisty, gdyz
plaszczyzna C nie jest zbiorem zwartym.

Lemat A.9. Jesli P(z) =ag+aiz+ -+ apz" dla z € C, gdzien > 1, ap,a1,...,a, € Ci
an 7 0, to istnieje punkt zy € C taki, ze

P(0)| = in |P(2)]

Dow6p LEmatu A.g9. Bez zmniejszenia ogélnosci, mnozac w razie potrzeby wielomian
przez stala, przyjmiemy, ze a,, = 1. Niech R > 1 bedzie duzg liczba, ktérej konkretng
wartos¢ dobierzemy za chwile. Niech M/ = 1+ nmax;—o,. n—1|a;|. Dla wszystkich |z| > R
otrzymujemy po prostym rachunku, korzystajgc z nier6wnos$ci trojkata,

ap—1 agp |an_1| \a0|
P _ n |1 n ‘ > n(q
> |2 (1 |Gn1|+é..+|ao) gdyz |2[" > [z|" 1> ... > 2| > R>1

M
> R" <1—R> gdyz |z| > Ri M > |ap—1| + - + |ag]

RTL
> - > |ag| +1 = |P(0)| + 1,
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pod warunkiem, ze liczba R > 1 zostala wybrana tak, aby

M 1
& <3 oraz R> {/2(Jag| + 1),

co latwo mozna zagwarantowaé. Zatem, poza kotem domknietym Kp = {z € C: |z| < R}
funkcja | P| przyjmuje wartosci wieksze od liczby |P(0)| + 1. Poniewaz 0 € Ky, wiec

inf [P(z)| <|P(0)| < |P(0)|+1< inf [P
Jnf [P <[PO)<|PO)]+1< inf |P(2)

i dlatego

inf |P(z)| = inf |P(2)|.
zler;(Rl ()] ;gcl (2)]

Koto domkniete K jest zbiorem zwartym, a | P|: Kr — R jest funkcjg ciaglta. Z twierdze-
nia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw (patrz Twierdzenie 5.64 i Uwaga 5.66) wynika,
ze istnieje taki punkt 2z € Ky, iz

P = inf |P = inf |P . O
P(e0)| = inf [P()| = inf |[P(2)
Lemat A.10. Jesli P(z) =ag+ai1z+ -+ apz" dla z € C, gdzien > 1, ag,a1,...,a, € Ci
an £ 0, a zg € C jest punktem takim, ze

|P(20)| = inf |P(2)],
zeC

to wowczas P(zy) = 0.
Dow6p LEmaTu A.10. Dla wielomianéw stopnia 1 lemat jest oczywisty: kazdy taki wielo-

mian ma pierwiastek zy i w nim osigga kres dolny swojego modulu.
Niech wiec P bedzie wielomianem zespolonym stopnia n > 1. Przypu$émy, ze

|P(20)| = inf |P(2)] >0
zeC

Rozpatrzmy wielomian pomocniczy Q(z) = P(z + 29) - P(20) (przesuwamy wielomian P
i mnozymy go przez stalg). Mamy Q(0) = P(z) - P(20) = |P(20)|?> > 0, wigc Q spelnia

zaleznos¢

Q0) = Q(0) = inf [Q(2)] > 0. (A.3)
Wyréznijmy teraz najnizszg dodatnig potege z, ktéra w (Q wystepuje ze wspétczynnikiem
réznym od zera, tzn. wybierzmy k € {1,2,...,n} tak, aby

Q(2) = by + bz" + by 25+ 4 b2 = by + b2 + 2Mq(2),

gdzie by = Q(0) > 01 q(2) = bpy12+bpg22? +---+b,2"*. Gdy k = n, to po prostu ¢(z) = 0.
Oszacujemy |Q(z)|, starajgc sie wskazaé punkt z tak, aby otrzymac |Q(z)| < |Q(0)| =
Q(0) = by i uzyskac sprzecznosé, ktora zakonczy dowéd. Na mocy nieréwnosci tréjkata

Q(2)] < [bo + br2"| + |2[*a(2)]

Niech z = re?, gdzie r = |z| > 01t = arg z € R. Ustalmy malg liczbe £ > 0, ktérej wartosé
dobierzemy pézniej.
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Poniewaz ¢ jest (jak kazdy wielomian) funkcjg ciggla i ¢(0) = 0, wiec istnieje § > 0
takie, ze dla wszystkich |z| = r € (0,0) jest |¢(2)| < . Wtedy

Q(2)] < |bo + bzF| + ke

Argument ¢ liczby » wybierzemy tak, aby byz¥ = bpr¥ exp(itk) bylo liczbg rzeczywistq
ujemngq. Zapiszmy b, w postaci by = |b|exp(is), gdzie s = arg by,. Wtedy

bpz® = |by| exp(is) - r¥ exp(itk) = |by|r* exp(i(s + th)) = —|bg|r* < 0
np. dla s + tk = 7, tzn. dla
T—s mw—argbg
ko k

m—arg by

Zatem, dla z = re’, gdzie r € (0,6) it = T=282% jest

t=

Q) < [bo = Ioglr*| + e

= by — |bk\rk + ke gdy r < 61 := min < bo ,5)

Y ‘bk”
b b
= b0—|2krk gdyr<510razs——’2‘

< bp = Q(0) = [Q0)] .
To jest sprzecznosé, gdyz |Q(0)| = inf |Q|. Musi wige byé Q(0) = |P(2)|> =0. O

Czytelnik—koneser zauwazy! by¢ moze, ze w ostatnim dowodzie postugiwaliSmy sie w

gruncie rzeczy rozwinieciem Taylora—Maclaurina wielomianu Q) w zerze, wyodrebniwszy

zen najwazniejszy skladnik b 2*. Wielomian ¢(z) to wynik dzielenia reszty przez z*.

Dowép zASADNICZEGO TWIERDZENIA ALGEBRY. Niech P bedzie réznym od stalej wielomianem
zespolonym. Na mocy Lematu A.9, istnieje zg € C takie, ze

[P(en)| = inf [P(2)].

Z Lematu A.10 wynika, ze P(zy) =0. O

Definicja A.11. Niech k € N. Liczba z; nazywa si¢ k-krotnym pierwiastkiem wielomianu
P wtedy i tylko wtedy, gdy P jest podzielny przez jednomian (z—z)*, ale nie jest podzielny
przez (z — z)*+.

Wniosek A.12 (rozklad wielomianu zespolonego na czynniki liniowe). Jesli P jest
wielomianem zespolonym stopnia n > 1, P(z) = ap + a1z + - - - + an2", a, # 0, to istniejg
liczby z1,...,2m € C takie, Ze zj jest k;-krotnym pierwiastkiem P dla j =1,...,m oraz

ki+ke+ - +kyn=n.

Zachodzi réwnosé
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Dowép. Dla n = 1 teza wniosku jest oczywista. Dla n > 1 tezy dowodzimy przez indukcje,
postugujac sie zasadniczym twierdzeniem algebry. [

Wniosek A.13 (rozklad wielomianu rzeczywistego na czynniki). Jesli P jest wie-
lomianem rzeczywistym stopnia n > 1, P(x) = ag + a1x + - - - + ap2” (gdzie a; € R dla
j=0,1,....nia, #0), to P jest iloczynem czynnikow liniowych i takich tréjmianéw kwa-
dratowych o wspotczynnikach rzeczywistych, ktore nie majg pierwiastkow rzeczywistych.
Niektore z tych czynnikéw mogq byé rowne.

Dowé6bp. Na mocy poprzedniego wniosku,
m

P(z) =ay - H(ZL‘ — 2z reR. (A4)
j=1

gdzie z; sg zespolonymi pierwiastkami wielomianu P. Poniewaz wszystkie wspétczynniki
wielomianu sg rzeczywiste, wiec mamy takze

m

P(z)=Px)=an- [[a-7)", 2z€R.

Zatem: jesli z; € C \ R jest pierwiastkiem P, to i Z; jest pierwiastkiem P. Poniewaz
(= 2)(x — %) = 2° — 2Re zj - x + [z’

jest trgjmianem kwadratowym o wspélczynnikach rzeczywistych, ktérego nie mozna w R
rozlozy¢ na czynniki liniowe (bo pierwiastki sg w C\ R!)), wiec taczac w pary odpowiednie
czynniki prawej strony (A.4), rozlozymy P na pewng liczbe czynnikéw liniowych (odpo-
wiadajacych rzeczywistym pierwiastkom P, liczonym z krotnosciami) i pewnag liczbe czyn-
nikéw kwadratowych (odpowiadajgcym parom pierwiastkéw z;,z; € C\ R wielomianu P,
réwniez liczonym z krotnosciami). Zaden czynnik kwadratowy nie ma pierwiastkéw w R.
O

Zadanie A.14. Wykazad, ze xg € R jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P o wsp6l-
czynnikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy

P(xg) = P'(x0) = ... = P* D(zg),  P®(xg) #0.

Wskazowka. Posluzyé sie definicjg, twierdzeniem Bezout (znanym ze szkolnego kursu
matematyki) i wzorem Leibniza na wyzsze pochodne iloczynu dwé6ch funkcji.

Zadanie A.15. Niech

ki _k k
Q(z1,. -y 2m) = Z Ahy kg oy 20 - 272 2m

skorncz.

bedzie r6znym od stalej wielomianem m > 1 zmiennych zespolonych o wspétczynnikach
Aky k. ke, € C. Wykazaé, ze (Q ma co najmniej jeden pierwiastek. Czy zbiér pierwiastkéw
takiego wielomianu moze by¢ skonczony?
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A.3 Metoda stycznych (Newtona)

Omoéwimy w tym podrozdziale prostg wersje tak zwanej metody stycznych Newtona, stu-
zgcej do przyblizonego rozwigzywania réwnan typu f(z) = 0.

Zacznijmy od przytoczenia zadania, ktére w potowie lat 90-tych dwudziestego wieku
pojawilo sie¢ na zawodach drugiego etapu Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie A.16. Dane sg dwa ciggi liczb rzeczywistych, x; = y; = 1 oraz

2 242
ly/”il, Tyl = x;; dlan=1,2,3,...
n n

Yn+1 =

Wykazaé, ze x, 1 = y,» dla wszystkichn = 1,2,3,.. ..

Zadanie ma kilka rozwigzan. To, ktére przedstawimy, nie jest najkrétsze, ale ma te
zalete, ze pozwala glebiej zrozumieé, skad pochodzi problem i co jest w nim istotne.

Rozwiazanie. Wypiszmy tabelke z poczatkowymi wyrazami obu ciggéw.

n 1 2 3 4 5

Yn 1 1,5 1,4 1,416. .. 1,41379...

y2 1 225 1,96 2,006. . . 1,9988. ..

T 1 1,5 1,416... 14142... 1,4142135. ..
2 1 225 2,006... 2,000006... 2,000000000004...

Widaé, ze kwadraty liczb z,, sg coraz blizsze 2 (podobnie zresztg jak kwadraty liczb y,).
Latwo jest zauwazyé, ze gdyby ciqg x,, byt zbiezny, to jego granicq bytaby liczba g = /2.
Dlaczego? Jesli lim z,, = g istnieje, to musi spetniaé réwnosé? 2¢ - ¢ = g% + 2, lub réwno-
waznie ¢ = 2. Poniewaz wszystkie z,, s3 dodatnie, wiec mozliwos§é g = —/2 odrzucamy.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla ciggu y,,. Jesli limy,, = g, to liczba g
spetniataby réwnosé g = (g + 2)/(g + 1) i byta nieujemna, wiec bytoby g = /2.

Pokazemy, ze oba ciggi sg zbiezne do /2. W tym celu wyrazimy zaréwno z,, jak i y,,
jawnymi wzorami.

Zbadajmy, jak zmieniajg sie réznice y,, — /2 i 2, — v/2, gdy zmienia sie liczba n. Ze
wzoru na y,+1 wynika, ze

y 1_\/5 _ yn+2_\/§: yn+2_yn\/§_\/§
m Yn +1 Yn +1

_ V2 ),

yn +1

Gdy do y,,+1 dodamy pierwiastek z dwéch, otrzymamy

n+ V2
o1 +V2=TVE (14 V7).
yn +1

2Mnozymy obie strony wzoru rekurencyjnego przez 2z, i przechodzimy do granicy, korzystajac z twier-
dzenia o granicy sumy i iloczynu ciggéw zbieznych
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(Wystarczy przepisaé poprzedni rachunek, zastepujac wszystkie minusy plusami). Krétko
méwigc,

+/2
yn+1i\/§:u(li\@).
yn +1

Mozna te dwa réwnania podzielié stronami,

Uil = V2 _yn— V2 1-V2
Yni1 +V2 oy V2 1420

i wywioskowac stad, ze cigg

o Yn = V2
" Yn + ﬁ
jest geometryczny, a jego iloraz jest réwny a = (1 — v/2)/(1 + v/2); dlatego
Zppl1=a-Zpn=a-(a-2zp_1)=...=a" -2z =a""L.

Stad tatwo wyliczamy (rozwigzujgc rownanie z jedng niewiadomg):

1 n 1—+2

T gdzie a = T (A.5)

Poniewaz |a| < 1, wiec a” — 0, a zatem y,, — /2.
Z ciggiem z,, postepujemy tak samo: obliczamy z,, | + /2, postugujgc sie w tym celu
zalezno$cig x, 1 od z,. Otrzymujemy tym razem

x2 — 22, /242
2x,

(zn £ V2)?

2,

xn+1i\/§ =

Jak wczesniej, dzielimy te dwa réwnania stronami, zeby pozby¢ sie niewygodnego mia-

nownika: )
Tn4+1 — \/§ ( Tn — \/§>

Tp+1 + \/5 N Tn + \/i
Krétko méwiac, jesli w, = (z, — v2)/(x, + V2), to

Wpy1 = w2 = (w2_)2=... =wi".

Zachodzi wiec r6wnosé
LTn+1 — \/§ _on on
—==w] = )
Tn+1 + \/§
Stad
14 a*" , 1—+2
$n+1:\/§'w, gdz19a: +£

Teza zadania jest prostym wnioskiem z otrzymanych wzoréw (A.5), (A.6). O

(A.6)
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Wykazali§émy wiecej, niz wymagal autor zadania. Zanlezliémy konkretne wzory na
Zn 1 yn. SprawdziliSmy tez, ze kazdy z tych ciggéw sklada sie z wymiernych przyblizen
V2. Ktére przyblizenia sg lepsze? Oczywiscie te, ktére daje ciag x,. Wszak z,,; = Yo -
Z réwnosci w, 1 = w?, ktérg spelniajg liczby w, = (2, — v2)/(z, + v/2), mozna wywnio-
skowaé, ze liczba cyfr znaczacych przyblizenia x, ~ /2 ulega z grubsza podwojeniu, gdy
zwiekszamy n o 1. (Intuicyjnie biorgc, powéd jest taki: w, ~ 0 z duzg doza dokladnosci;
przechodzac do w1, btad przyblizenia podnosimy do kwadratu. Prosze sprawdzi¢, jak
zmienia si¢ przy takiej operacji liczba zer po przecinku.) Postawmy teraz naturalne py-
tanie: no dobrze, ale skqd wtasciwie wziety sie oba ciqgi? Czy to tylko przypadkowy temat
jakiegos olimpijskiego zadania?

Ot6z nie. Ciag y, to kolejne przyblizenia /2 za pomocg ufamkéw taricuchowych. Co to
znaczy? Poniewaz (v2 — 1)(v2+1) =2 — 1 = 1, wiec

1 1
V21 2+ (V2-1)

Postepujac dalej podobnie, tzn. zastepujgc réznice v/2 — 1 utamkiem 1/(2 + (V2 — 1)),
otrzymamy coraz bardziej fantazyjne pietrowe utamki:

V2-1=

VR P

Gdybysmy usuneli nawiasy (v/2 — 1) i zostawili tylko jedynki w kolejnych licznikach,
dwdjki, plusy i kreski utamkowe, otrzymaliby$my liczby y,, —1 (z przesunieciem numeracji
i zapisane w niewygodnej postaci). Mozna to udowodnié przez indukcje.

Natomiast cigg z, to kolejne przyblizenia /2 otrzymywane metodq stycznych.® Jest
to bardzo uzyteczny sposéb, ktéry pozwala szybko i wygodnie znajdowaé przyblizone roz-
wigzania bardzo wielu réwnan — takze i takich, ktérych nie potrafimy rozwigzaé jawnie.

Sformulujmy teraz precyzyjny, ogélny wynik.

Twierdzenie A.17 (metoda stycznych). Zatézmy, ze f: [a,b] — R jest funkcjq cigglq na
[a, b] i dwukrotnie rézniczkowalng w (a,b). Zatozmy takze, ze f(a) < 0 < f(b) oraz istniejg
state mq > 01 My > 0 takie, ze

f(x)>m1 >0, 0< f’(x) <My  dlawszystkich z € (a,b). (A.7)

Wowczas ciqg rekurencyjny

f'(xn)

Jest malejgcy, a jego granica ¢ = lim x,, jest jedynym punktem przedziatu [a,b] takim, ze
f(¢) = 0. Ponadto, zachodzi oszacowanie

x1 =b, Tp4+1 = Tn —

M-
]c—xn+1|§2—2]c—xn|2, n=12.... (A.8)
my
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Metoda stycznych: f jest rosngca i wypukla na (a,b), wewnatrz tego przedzialu ma jedno miejsce zerowe.

Uwaga A.18. Nietrudno zauwazyé, ze x, 1 jest miejscem zerowym stycznej do wykresu
f, poprowadzonej w punkcie (z,, f(x,)); ma ona réwnanie

y = f(zn) + f'(2n)(@ — z0),

a zatem y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = — z,, = —f(z,)/f (x,), a wiec wtedy i tylko
wtedy, gdy z = x,11. (Patrz takze zamieszczony rysunek, ktéry utatwia zrozumienie
calej sytuacji).

Dowo6b. Z zalozerr wynika, ze f jest rosngca i Sci§le wypukta na [a, b]. Poniewaz f(b) >
0 > f(a), wiec f ma w (a,b) doktadnie jedno miejsce zerowe c (jedyno$¢ wynika z mono-
tonicznos$ci, a istnienie z wlasnosci Darboux).

Funkcja f jest $cisle wypukla, wiec jej wykres lezy nad dowolng swojg styczng. Ko-
rzystajac z tej obserwacji i z zalozenia f(x1) = f(b) > 0, latwo dowodzimy przez indukcje,
ze f(xn) >0c <z, +1 <z, <bdla wszystkich n € N. Istotnie, b = =1, wiec f(x1) > 0, a
stad xo = 21 — f(z1)/f'(21) < 1, gdyz f' > 0. Wykres f lezy nad styczng poprowadzong
w punkcie (z1, f(x1)), a x2 jest miejscem zerowym tej stycznej, zatem f(z2) > 01ic¢ < .
To jest poczatek indukcji; krok indukcyjny wyglada praktycznie tak samo — szczegély
pozostawiamy Czytelnikowi.

Poniewaz (x,) jest malejgcy i ograniczony z dotu (przez c), wiec ma granice. Z cigglosci
f i f' (zagwarantowanej przez istnienie f”) wynika, ze g = lim z,, spelnia ré6wnosé g =

3Wg. historykéw matematyki, metode stycznych Newton obmyslit ok. roku 1670.
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g—f(g)/f'(g).Stad f(g) = 0, tzn. g = ¢, gdyz wiemy, ze c jest jedynym miejscem zerowym
funkcji f w przedziale (a,b).

Pozostaje wykazaé nier6wnosé (A.8). Wykorzystamy w tym celu wzér Taylora z resztag
Lagrange ’a (patrz Wniosek 6.60). Wynika z niego, ze

0= f(c) = flzn) + fl(zn)(c— zn) + f//(2§"> (c—z,)?  dla pewnego &, € (c, ).
Dzielgc przez f'(x,,), otrzymujemy
_ fl@n) ') e
0= F(wn) +c—x, + 2f’(ﬂsn)(c xn)?,

lub ré6wnowaznie

IEO
f(zn) 2f"(xn)

Poniewaz prawa strona jest ujemna, wiec

f"(&n)

U T

C—Tpp1 =C— Ty + (c—xp)”.

My
(c—zn)* < Tml|c — xp)?.

(SkorzystaliSmy z oszacowan 0 < f” < M i f' > mq > 0). Dowéd jest zakoniczony. [

Uwaga A.19. Ciag z,, jest nie tylko zbiezny do ¢, ale spelnia zaleznos§é
|c_$n+1’§A'|C_xn|27 nENv

gdzie A jest stalg; dlatego tempo zbieznosci jest bardzo szybkie. Aby to zrozumiec, przy-
pu$émy na chwile bez zmniejszenia ogélnosci, ze A > 1. Gdy juz wiemy, ze dla pewnego
n jest |c — z,| < 1/A2, to wéwezas

1 1 1 1
lc—an1| < o3, le—ango| < 5 |C—l‘n+3|<ﬁa 7|C—5En+k|<m7

A3’ A5’
Zatem od pewnego momentu n = ng odstep |c — z,,4 | maleje wraz ze wzrostem k w takim
tempie, jak 1 /A2k+1, czyli znacznie szybciej, niz np. cigg geometryczy 1/A*.

Przyklad A.20. Niech f(r) = 2> —2dlax € [a,b], gdziea = 1ib = 2. Mamy f'(z) = 2z > 2
a (a,b) i f"(xz) = 2, a ponadto f(a) = -1 < 0 < f(b) = 2, wiec f spelnia wszystkie

zalozenia Twierdzenia A.17. W tym przypadku mamy
flen) _ 203 — (23 —2) o} +2

T =Ty — = 1 =2 To =
n+1 n f’(l‘n) 21‘71 an ) 1 ) 2

3
-

Zatem, poczgwszy od z, otrzymujemy wlasnie cigg (z,) z Zadania A.16. Tylko pierwszy
wyraz jest inny, wszystkie nastepne sg identyczne

Uwaga A.21. Zalozenie o monotonicznosci i wypuklosci f jest niezwykle istotne. Ana-
logiczne twierdzenia mozna sformulowac i udowodnié dla funkcji rosngcych i wkleslych,
malejgcychi wypuklych, oraz malejgcych i wklestych. Czytelnik zechce zastanowié sie nad
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Metoda stycznych: f ma kilka miniméw i maksiméw, nie jest ani wklesta, ani wypukla.

sformulowaniami i zmianami w dowodzie. Wazna jest ogélna regula: “rysowanie stycz-
nych nalezy zaczynaé od tego korica przedzialtu, gdzie |f'| jest wiekszy (tzn. wykres ma
wieksze nachylenie”.

Jesli f ma minima i maksima, a takze przedziaty wkleslosci i wypuktoéci, to nie ma
zadnej gwarancji, ze cigg wyprodukowany metodg stycznych (1) w ogéle bedzie zbiezny,
(2) bedzie zbiezny akurat do tego pierwiastka réwnania f(c) = 0, ktory lezy najblizej
punktu z;. Jeden z mozliwych prostych przykladéw takiej sytuacji przedstawiony jest
na rysunku. Pelna i kompletna analiza zachowan takich ciggéw dla réznych wyboréw
x1 i dowolnych funkeji f dwukrotnie rézniczkowalnych jest, w ogélnosci, zagadnieniem
wykraczajgcym poza mozliwosci wspélczesnej matematyki. Takimi problemami zajmuje
sie dziedzina, nazywana teoriq uktadow dynamicznych.



