Rozdzial 6

Miara powierzchniowa na
rozmaitosciach zanurzonych

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ definicjg tzw. miary powierzchniowej na m-wymiarowej
rozmaito$ci zanurzonej M C R" oraz opisem wlasnosci tej miary. Definicje wprowadzimy
tak, aby dla m = 1 otrzymaé dlugosé krzywej, a dla m = 2 — pojecie pola powierzchni
gladkiej, odpowiadajgce naturalnym intuicjom.

Czytelnik pamieta zapewne, ze na I roku studiéw okresliliémy dlugosé krzywej jako
kres gérny dlugosci tamanych wpisanych w te krzywa. Pomysl, stojacy za definicjg miary
powierzchniowej, jest w istocie podobny. Zaczniemy jednak od przyktadu, ktéry §wiadczy
o tym, ze definiowanie pola powierzchni gladkiej wigze sie z pewnymi trudnosciami.

Przyklad 6.1 (chinska latarnia H. A. Schwarza, 1880). Dla danych liczb natural-
nych m,n > 1 opiszemy powierzchni¢ wieloScienng L, ,,, zlozong z 2mn przystajacych
trojkagtéw réwnoramiennych o wierzchotkach polozonych na powierzchni bocznej walca
obrotowego o promieniu podstawy r = 1 i wysokosci h = 1.

Poprowadzmy n+ 1 plaszczyzn poziomych 7y, 7o, . . ., m,; pierwsza z nich zawiera dolng
podstawe walca, ostatnia — gérng podstawe, a odleglos$¢ sgsiednich ptaszczyzn jest réwna
1/n. Plaszczyzny te przecinajg powierzchnie¢ boczng walca wzdtuz n + 1 okregéw. Na kaz-
dym okregu ustalamy m punktéw, stanowigcych wierzchotki m-kata foremnego; robimy
to tak, aby punkty na (j + 1)-szym okregu lezaly nad srodkami lukéw, wyznaczonych
przez punkty na j-tym okregu.! Liczba wszystkich punktéw wynosi (n + 1) - m.

Powierzchnia L,,, jest sumg wszystkich tréjkatéw, ktérych podstawa tgczy dwa sg-
siednie punkty na tym samym okregu, a trzeci wierzcholek znajduje sie¢ na sgsiednim
okregu, nad lub pod Srodkiem tuku wyznaczonego przez korice podstawy. Otrzymujemy
w ten sposéb 2m tréjkatéw miedzy kazdg parg sgsiednich okregéw. Razem trojkatow jest
2mn. Rozwigzujgc dwa tatwe zadania z geometrii ptaskiej, sprawdzamy, ze kazdy z tych
tréjkatéw ma podstawe a,, , i wysoko$¢ h,, , dane wzorami

1 2 1
amn:2sin1, hmn:\/—i—(l—cosw) :\/+4sin47r
’ m ' n? m n? 2m

1Czytelnik, dbajacy o pelng formalna $cislosé, moze opisaé wspélrzedne tych punktéw w R®. Rzeczg bar-
dziej pouczajacy jest jednak samodzielnie wykonanie kilku rysunkow.
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Dlatego pole P, ,, chinskiej latarni L,, ,, wynosi

h 1
Pmn:2mn-M:2mnsin£ —+4sin4l
’ 2 m \ n? 2m

:%.m(ﬂ/m).\/lﬂnzsmﬂt;.

w/m m

Nietrudno zauwazy¢, ze granica podwéjna lim,, ,, o0 Pr n nie istnieje, z uwagi na za-
chowanie czynnika pod pierwiastkiem kwadratowym. Dla m = n — oo otrzymujemy
Pp.n — 2. Jednak np. dla n = 2m? jest

lim Py =27 lim SR0/M) \/1 +16mAsint —— = 2m/1 4+ 74
m—00 ’ m—00 7T/m 2m

Latwo wskazac takie ciggin;, m; — oo, dla ktérych P, . — 27 A, gdzie A > 1 jest z gory
zadang liczbg (zainteresowany Czytelnik zrobi to bez trudu sam). Wreszcie, P,, ,,,3 — oo
dla m — oc.

Widaé wiec, ze wynik przyblizania powierzchni bocznej walca za pomocg tréjkatéw o
bokach o coraz mniejszej dlugosci zalezy nie tylko od liczby tych tréjkatéw, ale i od propor-
cji ich bokéw. Rézne wyniki uzyskuje sie dlatego, ze dla n > m kat miedzy plaszczyzng
trojkata i powierzchnig walca jest oddzielony od zera. [

6.1 Definicja miary powierzchniowej

6.1.1 Wyznacznik Grama. Intuicje geometryczne.

Przypomnijmy, ze wyznacznikiem Grama wektoréw w1, ..., w,, € R” nazywamy liczbe

Gwi,wa,...,wy)=det ((wi,wj>> . (6.1)

ij=1,...m

Na wyktadach Geometrii z Algebrg Liniowg dowodzi si¢ nastepujacych wlasnosci wy-
znacznika Grama:

1. G(wy,wo,...,w,) =0, gdy wektory w, ..., w,, € R” sg liniowo zalezne.

2. Zachodzi wzor

Gwy, wy,...,wy,)=h? Gws,, ... wy),
gdzie h = dist (w1, span (waq, ..., w,,)) jest dlugoscig rzutu prostopadtego wektora
w na podprzestrzen R" prostopadlg do span (wo, ..., w,,). W szczegélnosci,
G(wi,ws,...,wy,) = |wi|* Gws,..., wy,),

gdy wektor w; L w;dlaj=2,...,m. (6.2)

Ponadto, wprost z definicji wyznacznika Grama i definicji iloczynu dwéch macierzy wy-
nika, ze dla m = n liczba G(w, wo, ..., w,) jest réwna kwadratowi wyznacznika ma-
cierzy o kolumnach w;, a wiec kwadratowi n-wymiarowej miary Lebesgue’a réwnolegto-
Scianu rozpietego na wektorach w;.
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Parametryzacja fragmentu rozmaitosci dwuwymiarowej; obrazy matych kwadratow w dziedzinie V parame-
tryzacji ¥ sg krzywoliniowymi czworokgtami na powierzchni M.

Postugujac si¢ wzorem (6.2) i definicjg, nietrudno zauwazy¢, ze dlam = 2in = 3
liczba G(w1, w,) jest kwadratem pola ré6wnolegloboku rozpietego na wektorach w,, wo C
R3. Przyjmuje sie, ze m-wymiarowa objeto§é ré6wnolegtoscianu, rozpietego na wektorach
wi,...,w, € R" jest rowna pierwiastkowi z wyznacznika Grama tych wektoréw. Z po-
wyzszych uwag wynika, ze jest to interpretacja naturalna i sensowna.

Intuicje geometryczne

Opiszemy teraz intuicje, kryjacg sie za definicjg m-wymiarowej miary powierzchniowe;j
na rozmaitoSci M C R"™. Przypus$émy, ze dla pewnego zbioru otwartego U C R™ czesé
wspolna U N M jest rowna ¥(V'), gdzie V jest zbiorem otwartym w R™. Zakladamy, ze
przeksztalcenie

UV:R"DOV ¥ (V)=MnNnUCR"

jest homeomorfizmem na obraz, klasy C!, a jego rézniczka DV (x) ma maksymalny rzad
m (tzn. jest monomorfizmem liniowym) w kazdym punkcie x € V.

Dla uproszczenia pomyslmy najpierw o przypadku m = 2, n = 3; przeksztalcenie ¥
okresla wtedy, jak nalezy umies$ci¢ (ptaski, dwuwymiarowy) zbiér V' jako (pozbawiong za-
gieé i sklejert) powyginang powierzchnie w tréjwymiarowej przestrzeni.? Obrazami kwa-
dracikéw w dziedzinie V' sg krzywoliniowe czworokaty na powierzchni M NU. Jesli K C V
jest malym kwadratem o wierzchotku x € V' i bokach réwnoleglych do osi uktadu wspoé1-

27 taka sytuacja spotkal sie juz Czytelnik np. w Przykladzie 1.62, gdzie opisywali§my powierzchnie torusa
obrotowego jako obraz pewnego przeksztalcenia F: R> — R3. Obcinajgc to przeksztalcenie do kwadratu
(0,27)?, otrzymamy parametryzacje torusa z usunietymi dwoma okregami.
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rzednych, to obraz ¥ (K) jest — niemalze, z bardzo dobrym przyblizeniem! — r6wnolegto-
bokiem zawartym w (afinicznej) plaszczyznie stycznej do M, o bokach réwnolegtych do
wektoréw DU (x)e; i DY (x)es, gdzie e; oznaczajg wektory standardowej bazy w R2. Za-
tem

Pole (¥(K)) ~ pole réwnolegtoboku = \/det (D\l!(x)TD\Il(x)) e (K).

Prosze zauwazyé, ze przeksztalcenie liniowe DU (x): R?> — R3 przeprowadza kwadrat
jednostkowy [0,1]> C R? na réwnoleglobok rozpiety na wektorach w; = DV¥(x)e; i
wy = DY (x)es; kwadrat pola tego réwnolegloboku jest réwny wyznacznikowi Grama
G(wi,wsy) = det(D¥(x)'D¥(x)), gdyz elementy macierzy D¥(x)" D¥(x) to wlasnie
iloczyny skalarne wektoréw w, = DVU(x)e; i wo = D¥(x)es.

Dlatego jest rzeczg naturalng przyjac, dla m = 2 i n = 3 oraz zbioréw mierzalnych
A CV C R?, definicje

oo (W(A)) = /A \/det (D\Il(x)TD\Il(x)> dDro(%) ; (6.3)

symbol oy oznacza tu dwuwymiarowg miare powierzchniowg na rozmaitosci M C R?,
parametryzowanej przez odwzorowanie V.

W ogélnym przypadku, dla 1 < m < n, postepuje si¢ podobnie, przyjmujac, ze dla
MNU = ¥(V), gdzie parametryzacja V¥ jest r6znowartosciowa i jej rézniczka ma rzad m,
miara powierzchniowa o, podzbioréw M N U okreslona jest wzorem

Tm(W(A)) = /A \/det (D\If(x)TD\If(x)) dn(x) dlaACV CR™ Ac 2[R

(6.4)
Sens powyzszego wzoru jest nastepujgcy. W matej skali przeksztalcenie klasy C* jest z do-
brym przyblizeniem liniowe. Dlatego miare gtadkiej, m-wymiarowej powierzchni przybli-
zamy za pomocg sumy m-wymiarowych objetosci réwnolegloscianéw, bedacych obrazami
(pod dzialaniem rézniczki parametryzacji) matych, m-wymiarowych kostek, zawartych w
dziedzinie przeksztalcenia.
Caly powyzszy opis nalezy jednak traktowaé wylgcznie jako pewng intuicje. Nie znamy
na razie odpowiedzi na nastepujgce pytania:

1. Czy kazdy zbior M C R", dopuszczajgcy (lokalnie) podany wyzej opis parametryczny,
rzeczywiscie jest rozmaitoscig?

2. Czy definicja miary o,, na M NU nie zalezy od wyboru parametryzacji ¥? Jak postg-
pié, gdy rozmaitos¢ M jest sumg wielu czesci M N U;, opisanych za pomocg réznych
parametryzacji ¥;: V; - M NU; C R"?

W kolejnym podrozdziatach (patrz 6.1.2 i 6.1.3 nizej) przekonamy sie, ze wzory (6.3)—(6.4)
istotnie nie zalezg od wyboru parametryzacji ¥: V' — M NU. Zanim jednak przejdziemy
do ogélnych, abstrakcyjnych rozwazan, poczynmy dwie uwagi, ktére utatwiajg obliczanie
pola gladkich powierzchni w R3.

Uwaga 6.2. Niechm = 2,n = 31i ¥U(x) = (x, f(x)), gdzie f: R? D V — R jest funkcjg
klasy C'. Rozmaito$é (powierzchnia) M = ¥(V) jest wtedy wykresem funkcji f. Mamy

1 0 .
D\I’TD\IJ = 1 O fml . 0 1 _ 1 + fxl fﬂclfmg
0 1 fu for fon forfos 14 f2
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i dlatego

\/det<D( YD (x ) VI (%) + 12, (%), (6.5)

Zadanie 6.3 (tozsamos¢ Lagrange’a). Niech M bedzie macierzg o trzech wierszach i
dwéch kolumnach. Sprawdzié bezposrednim rachunkiem, ze

det(MTM) = A? + B* + C?, (6.6)

gdzie A, B i C oznaczajg minory 2 x 2 macierzy M. Ogélniej, dla dowolnych wektorow
u,v € R" zachodzi ré6wnosé

le)? - Jol® = (w,0)? = Y (wiwy —viuy)?.

1<i<j<n

Przyklad 6.4 (pole sfery). Niech M = {(x,y,2) € S?: z > 0} bedzie poléwkg sfery
jednostkowej. Wtedy M jest wykresem funkcji

flry)=v1-22—y2,  2?4+y°<1

Latwo obliczamy

_ T _ Y / 24 2 _ 1
fac— /71_x2_y27 fy— /—1—(['2—y2, 1+fx+fy_ /71—$2—y2‘

Dlatego, postugujac sie wzorem (6.3) i réwnoscia (6.5), a nastepnie przechodzac do
calkowania we wspétrzednych biegunowych (jak wtedy, gdy korzystajac z twierdzenia Fu-
biniego i twierdzenia o zamianie zmiennych obliczaliémy calke [, e~ dz), otrzymujemy

oo(M) = = d)\g (x,y)
{(zy): 224y2<1} /1 — 2% — 32
2m 1 rdr r=1
:/ </ >d9:27r-(—\/1—r2> = 27.
0 0o V1—r2 r=0

Wynik, jak widaé, jest zgodny z oczekiwaniami. [

Przejdziemy teraz do uscislenia wszystkiego, co zostalo powiedziane wyzej.

6.1.2 Parametryczny opis rozmaitosci zanurzonych

W podrozdziale 3.5 definiowali$my m-wymiarowe rozmaitosci zanurzone w R¥ jako zbiory,
ktore lokalnie, w otoczeniu kazdego ze swoich punktow, sg wykresami & — m pewnego
ukladu funkcji m zmiennych. Do definiowania miary powierzchniowej i jej obliczania
przyda sie nam réwnowazny, tzw. parametryczny opis takich rozmaitosci.

Definicja 6.5. Niech 1 < m < n iniech V' C R™ bedzie zbiorem otwartym. Bedziemy
mowié, ze przeksztalcenie
U:R" DOV - R"”

jest parametryzacjq klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ € C*(V,R") jest homeomorfi-
zmem na obraz, a ponadto przeksztalcenie przeksztalcenie DV (x) jest wlozeniem linio-
wym (monomorfizmem) dla kazdego x € V.
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Twierdzenie 6.6. Niech M C R" i niech p € M bedzie ustalonym punktem. Nastepujgce
warunki sq réownowazne:

(1) Istnieje kula B(p,r) w R" taka, ze M N B(p,r) jest wykresem pewnej funkcji m
zmiennych klasy C*, tzn. istnieje m-wymiarowa podprzestrzen liniowa

P =span(e;,,...,e; ) CR™,
zbior Q otwarty w P i funkcja ¢ € C*(P, PL) takie, ze
MnB(p,r) =wykrespnN B(p,r),

gdzie
wykres p = {(x,y) € R" = PaPtix e, y=p(x)}.

(ii) Punkt p ma takie otoczenie otwarte U C R", ze M NU = ¥(V) dla pewnej parame-
tryzacji U € CF, U: R™ 5V — R™

Pierwszy warunek powyzszego twierdzenia pojawit sie, dla £ = 1, w definicji rozma-
itosci zanurzonej klasy C' (patrz podrozdzial 3.5).

Dowob. Z pierwszego warunku wynika oczywiscie drugi. Jesli M N B(p, r) jest wykresem
funkcji : R™ = P — R*™ = Pl to wéweczas przeksztalcenie

U:R" 5% +— (x,p(x)) € PoP-=R"

jest parametryzacja, tej samej klasy gtadkosci, co ¢. Nietrudno sprawdzi¢, ze VU jest ho-
meomorfizmem na obraz. Wreszcie, macierz rézniczki ¥, ktéra ma n wierszy i m kolumn,
zawiera — w gornych wierszach — klatke, ktora jest macierzg identyczno$ciowa m x m.
Dlatego rzad DV (x) jest maksymalny dla kazdego x.

Wykazemy, ze drugi warunek pocigga za sobg pierwszy. Niech M NU = ¥(V) dla pew-
nej parametryzacji ¥ klasy C* i niech ¥(a) = p. Z definicji, pewien minor m x m macierzy
DV (a) nie znika; to oznacza, ze dla pewnych 1 < i; < --- < i,, < n przeksztalcenie

f:(\Ifil,\Ifi2,...,\Ifim)l V - R™

spelnia w punkcie @ € V zalozenia Twierdzenia 3.9 o funkcji odwrotnej. Zatem, f jest dy-
feomorfizmem klasy C* (patrz Uwaga 3.15) pewnego otoczenia V; punktu @ na otoczenie
otwarte V; punktu f(a).

Oznaczmy teraz P = span (e;,, ..., e;, ) (dla numeréw i, uzytych w definicji f); ptasz-
czyzna P zawiera obraz V, dyfeomorfizmu f. Plaszczyzna P jest wéwczas rozpieta na
pozostalych n — m wektorach standardowej bazy; oznaczmy je e;,,...,e; . Niech m;
oznacza rzut prostopadly na P, za§ my = Idg» — m; — rzut prostopadly na P.

Nietrudno teraz wskazaé funkcje ¢: P — P, ktérej wykres pokrywa sie ze zbiorem
M w otoczeniu punktu p. Polézmy mianowicie

@: =moWo fTLiRM" 2PV, —» PLRY™,
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Zauwazmy, ze dla kazdego y = (yi,, ¥ip,---»¥i,) € Vo C Pjest (Vo [ (y) = vi;
to wynika wprost z okreslenia f. Innymi stowy, 71 o ¥ o f~! jest identycznoécig na V5.
Dlatego wykres ¢ to zbiér punktow (x, ¢(x)), gdzie

PO Vesx =moWo f(x),
PLsp(x)=moWof(x).

Innymi stowy,
(%, p0(x)) =Vo fH(x), xel, (6.7)

wiec (w malym otoczeniu punktu p) wykres funkcji ¢ jest tym samym, co obraz prze-
ksztalcenia . [

Definicja 6.7. Bedziemy méwié, ze M C R” jest rozmaitoscig m-wymiarowg klasy C*,
jesliw kazdym punkcie p € M spelniony jest jeden z warunkéw réwnowaznych Twierdze-
nia 6.6. Jesli ¥: V — U (V) = UNM jest parametryzacjg cze$ci wspoélnej zbioru otwartego
U z rozmaitoécig M, to przeksztalcenie U=': M N U — V nazywa sie mapq. Zbiér map,
ktorych dziedziny pokrywajg rozmaitosé M, nazywa sie atlasem.

Uwaga 6.8 (przestrzen styczna). W Twierdzeniu 3.26 opisaliSmy przestrzen styczng
do rozmaitosci M w punkcie p. Przypomnijmy: jesli w otoczeniu punktu p rozmaitosé
M jest wykresem funkgcji p: R™ — R" ™ to kladgc ®(x) = (x,p(x)) i przyjmujac @ =
®~1(p) € R™, otrzymujemy

Ty M =Im D®(a).

Poréwnujac ten wynik ze wzorem (6.7), wnioskujemy tatwo, ze je$li U N M = ¥(V), gdzie
U jest jakgkolwiek parametryzacjg klasy C* i ¥(a) = p € M dla pewnego a € V C R™,
to woéwczas

TpM =Im DV(a),

gdyz rézniczka D(f~!) dyfeomorfizmu f~! we wzorze (6.7) jest izomorfizmem liniowym.

6.1.3 Twierdzenie o rzedzie. Poprawnosé definicji miary o,,.

Aby wykazaé niezalezno$é definicji miary powierzchniowej na rozmaitosci M od wyboru
parametryzacji, udowodnimy wazne twierdzenie, opisujace strukture takich przeksztal-
cen klasy C*, ktérych rézniczka ma staty rzad.

Twierdzenie 6.9 (o rzedzie). Zalozmy, ze przeksztatcenie V: R™ DOV — R” jest klasy
C*, a jego rézniczka DV (x) ma we wszystkich punktach x zbioru V rzqd réwny r, gdzie r
Jest ustalong liczbg naturalng. Wowczas dla kazdego punktu a €V istniejg zbiory otwarte
Ui > a iU, > VY(a) oraz dyfeomorfizmy klasy C*,

fl:]RmDUl—}fl(Ul)CRm, fg:RnDUQ—LfQ(UQ)DRn,
takie, zZe

oWo fil(x) = (z1,29,...,2,,0,...,0), x = (x1,...,2m) € fi(U1).
fo firi (%) = (21,22 ) (21 ) € f1(Uh)

n—rzer
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Dowép. Ustalmy @ < V. Z zalozenia, pewien minor r x r macierzy D¥(a) nie znika. Prze-
numerowujgc w razie potrzeby zmienne (w dziedzinie i w obrazie), mozemy bez zmniej-
szenia og6lnosci przyjaé, ze

Polézmy
filx)=(Ti(x),..., Y (%), Try1,...,Tm), X € V.

Nietrudno sprawdzié¢, ze macierz D f; ma blokowg postac

ov;
Df = <a\§j>i,j:1,...,r *

0 Id(m—r)x(m—r)

Dlatego
ov;
det Dfi(a) = det(ng (a))m‘:L...,r #0.

Wybierzmy otoczenie U; punktu a tak, aby f; bylo na U; dyfeomorfizmem klasy C* na
pewien m-wymiarowy przedzial otwarty fi(U;). Wprost z okre§lenia f; wynika, ze

To fil(x)=(x1, .., p, hep1 (%), ..., ha(x)), x € f1(Uy),
gdzie h, sg pewnymi funkcjami klasy C*. Mamy
D(Wo fi1)y=DVoD(fh),

a poniewaz rézniczka D(f; 1) dyfeomorfizmu fi ! jest izomorfizmem liniowym, wiec rzad
przeksztalcenia D(V o f; 1) jest taki sam, jak rzad DV, tzn. réwny r. Stad latwo wynika,
ze

oh
aa;(x):0 dla s,t >r
— w przeciwnym razie rzad macierzy D(V o f; 1) bylby wiekszy od r. Zatem funkcje h, na
przedziale f1(U;) zalezg tylko od zmiennych z1, ..., x,. Polézmy teraz
fo(xy,. .., xpn) = (xl, e Ty Tl — P (21, 2)y e T — B (2, . ,xr)).

Latwo sprawdzié, ze f> jest dyfeomorfizmem (dyfeomorfizm odwrotny uzyskujemy, zmie-
niajgc w powyzszym wzorze minusy na plusy!)ize foo Wo f;° ! przeprowadza punkt x w
(1,...,27,0,...,0). O

Odnotujmy wazny wniosek z twierdzenia o rzedzie.

Lemat 6.10 (o funkcjach przejscia). Jesli M C R"™ jest rozmaitosSciq m-wymiarowq,
zbior U C R" jest otwarty, a przeksztalcenia

U:R" SOV, 5> U(V;)=UNMCR", i=1,2,

sq parametryzacjami klasy C*, to ztozenie U, ' o Wy: Vi — V; jest dyfeomorfizmem klasy
C* zbioréw otwartych w R™.



© MIM UW, 2011/ 12 147

Dowép. Ustalmy a € V; € R™. Z Twierdzenia 6.9 wynika, ze dla pewnych dyfeomorfi-
zméw f1, fo rownosé

faoWiofil(x)=(21,...,2m,0,...,0)

zachodzi w otoczeniu punktu fi(a) € R™. Obraz przeksztalcenia f, o Uy o f| ! mozna
utozsamié z R, a samo to przeksztalcenie — z identycznoscig na R™, ktéra jest gladka
i odwracalna. Zauwazmy teraz, ze

(fi) o (f200 Offly1 0 fa0oWy =T oy

jest klasy C*, bo lewa strona powyzszej réwnosci jest zlozeniem przeksztalcen klasy C*.
Zamieniajgc U i U5 rolami w powyzszym rozumowaniu, wnioskujemy, ze réwniez U, Lowy
jest klasy C*. Poniewaz parametryzacje ¥; sg homeomorfizmami, wigc ¥, Lo W, (i prze-
ksztalcenie dori odwrotne, \Iffl o Uy) jest dyfeomorfizmem. [

Stwierdzenie 6.11 (niezalezno$é miary powierzchniowej od wyboru parametry-
zacji). Zatézmy, ze M C R" jest rozmaitosciq m-wymiarowq klasy C', zbiér U C R" jest
otwarty, a przeksztatcenia

U:R" SOV, 5> U (V;)=UNMCR", i=1,2,

sq parametryzacjami klasy C'. Niech B = U{(A;) = Wy(As), gdzie A; C Vi dla i = 1,2,
bedzie borelowskim podzbiorem M. Wéwczas

/Al \/det (Dllll(x)TD\Ill(x)) Ao (20) :/A2 \/det (D\Ilg(x)TD\IIQ(x)) D () .

Dowo6p. Wystarczy skorzystaé z tego, ze wyznacznik iloczynu dwéch macierzy kwadrato-
wych jest iloczynem wyznacznikéw tych macierzy, a nastepnie zastosowac twierdzenie o
catlkowaniu przez podstawienie. Oznaczmy & = \Ill_1 o Uy; z ostatniego lematu wynika, ze
®: Vo — Vi jest dyfeomorfizmem klasy C'. Zatem Ws(x) = U1 (®(x)); ktadgec y = ®(x),
otrzymujemy ze wzoru na rézniczke zlozenia

T
DUs(x)  DUy(x) = (Dml(y)mp(x)) DU, (y)Dd(x)

= Do(x)" - (DW1(y)"DW:(y)) - DD(x),

stad zas i ze wzoru na wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych,

\/det (D\Ilz(x)TD\IJQ(x)> — |det D®(x)| - \/det (D\Ill(y)TD\Ill(y)> .y = d(x).

Oznaczajgc f; = \/ det(DYT - DV,), zapisujemy powyzszg zaleznos¢ krétko:

f2 = |det D®| - (f1 o ®) na zbiorze V5.

Teza wynika natychmiast z Twierdzenia 5.22 o zamianie zmiennych. [
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Definicja miary o,,

Nietrudno teraz podaé¢ formalng definicje miary powierzchniowej o, na rozmaitos$ci m-
wymiarowej M C R". Poniewaz topologia przestrzeni R"” ma przeliczalng baze, wiec na
M istnieje atlas zlozony z co najwyzej przeliczalnie wielu map. Innymi slowy, istnieje co
najwyzej przeliczalnie wiele parametryzacji

Ui R™ — U;(V;) =U;NM CR",  gdzie M C| Ui,

ktorych obrazy pokrywajg calg rozmaitosé M. Kazdy zbiér borelowski B C M mozna
przedstawic jako sume przeliczalnie wielu zbioré6w borelowskich parami roztgcznych B;,
zawartych w dziedzinach poszczegélnych map, ktadac

By =BnNU, BQZ(BQUQ)\Ul, BgZ(BﬂUg)\(UlUUz),

Niech V; D A; = \Il;l(Bi); przyjmujemy

om(B;) = /A | \/det (quiTD\pi) Ao (6.8)

om(B) :iam(Bi) :i / \/det (D\I/ZTD\I/Z-) A . (6.9)
i=1 i=1 7 Ai

Liczba o,,(B) nie zalezy ani od wyboru poszczegélnych parametryzacji ¥;, ani od wyboru
zbioréow otwartych U;, pokrywajacych rozmaitosé M. To pierwsze wynika ze Stwierdze-
nia 6.11; druga wtasnosé bierze sie stad, ze majgc dwa otwarte pokrycia przeliczalne M,
zbiorami U; oraz U/, mozna rozwazy¢ trzecie, drobniejsze od nich obu, pokrycie zbiorami
U; N UJ’- (a na kazdym U; N M funkcja o,, jest miarg).

Uwaga 6.12. Powyzsza miare o,,,, okreslong na borelowskich podzbiorach M, mozna uzu-
pelnié (tak, aby kazdy podzbiér zbioru miary o,, zero byt mierzalny!), korzystajac z twier-
dzenia Carathédory’ego.

6.2 Wzor Cauchy’ego-Bineta. Przyklady.

Twierdzenie Cauchy’ego—Bineta jest uogélnieniem tozsamosci Lagrange’a. Mozna dzieki
niemu oblicza¢ wyznacznik Grama uktadu wektoréw, nie obliczajac iloczynéw skalarnych
tych wektoréw.

Niech S = {i1,2,...im}, gdzie i1 < is < ... < i, bedzie dowolnym m-elementowym
podzbiorem {1,2,...,n}. Jesli A jest macierzg o m wierszach i n kolumnach, to przez
A(S) oznaczymy macierz kwadratowg m x m, ktéra powstaje z A przez wybranie kolumn
o numerach i; < iy < ... < iy, (nalezgcych do zbioru S). Podobnie, jesli B jest macierzg o
o n wierszach i m kolumach, to przez B(S) oznaczymy macierz kwadratowg m x m, ktéra
powstaje z B przez wybranie wierszy o numerach i1 < is < ... < ip,.

Twierdzenie 6.13 (wzér Cauchy’ego-Bineta). Jesli A jest macierzq o m wierszach i n
kolumnach, zas B — macierzq o o n wierszach i m kolumach, gdzie 1 < m <mn, to

det AB= ) det A(S)-det B(S). (6.10)
S:{ihiz,...im}
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Dowép. Niech A = (a;;), B = (bji), gdzie pierwszy indeks oznacza numer wiersza, a drugi
— kolumny. Wéwczas
AB = ( Z aijbjk) .
J

Innymi slowy, k-ta kolumna macierzy AB jest kombinacjg liniowg kolumn macierzy A,
ze wspoétczynnikami by;:

(AB)kol.k = Y _ bji(A)kol. ;
j

Wyznacznik macierzy jest wieloliniowg funkcjg jej kolumn; dlatego, z powyzszej réwnosci
otrzymujemy

det AB = Z bjl,lbj%g . bijm det ((A)kol. g1 (A)kol. Gare ey (A)kol. jm)
jlvj?w“’jm

Jesli ktore§ dwa indeksy w ostatniej sumie sg réwne, to wyznacznik macierzy, ktéra ma
dwie identyczne kolumny, znika. Zatem,

det AB = > B(B,S)det A(S), (6.11)

S:{j1<j2<---<jm}

gdzie wspélezynniki (B, S) zalezg od macierzy B i podzbioru S = {j1 < jo < ... < jm}-
Aby wyznaczyé (B, S), wypiszemy powyzszg rownos¢ dla konkretnych A. Ustalmy S =
{j1 < j2 < ... < jm}iniech A bedzie macierzg, ktorej js-ta kolumna jest rowna e dla
s =1,...,m, apozostale kolumny sg zerowe. Wowczas det A(S) = detId = 1idet A(S") =0
dla S’ # S. Ponadto, AB = B(S). Podstawiajgc te zalezno$ci do wzoru (6.11), otrzymujemy
det B(S) = B(B, S) dla kazdego S = {j1 < j2 < ...<jm}. O

Przyklad 6.14 (pole ‘plaskiego’ torusa w R*). W przestrzeni R* rozwazmy torus
T? = S' x St = {(z,y, 2,w) € R*: 22 + ¢? = 22 + w? = 1}.
Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze T? jest rozmaitoscig dwuwymiarows. Niech
W: (0,27)% > (t,5) — (cost,sint, cos s,sins) € T?;

obrazem parametryzacji ¥ jest torus T? bez dwéch okregéw, tzn. zbiér pelnej miary po-
wierzchniowej w T?2. Dlatego

oo(T?) = / \/ det (D®)T - DV) d), .
(0,27)2
Latwo sprawdzamy, ze

7 (—sint cost 0 0
(DY) _< 0 0 —sins coss/

Ze wzoru Cauchy’ego—Bineta otrzymujemy

det ((DV)T - D) = sin? tsin® s + sin® t cos? s + cos? ¢ sin? s + cos® t cos? s

= sin?t + cos?® t = 1,
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wiec

oa(T2) = / \Jdet (D)7 - DW) drg = / 1 dhy = 472,
(0,27)2 (0,2m)2

Ro6owno$é det ((D\Il)T . D\Il) = 1 ma nastepujacy sens geometryczny: parametryzacja ¥
zachowuje miare podzbioréw kwadratu (0, 27)2.

Przyklad 6.15. Wykazemy, ze miara powierzchniowa s, 1 := 0,,_1(S"71(0, 1)) sfery jed-
nostkowej S"~1(0,1) C R" spelnia réwnosé
nﬂ.n/2

M(n+2)/2) 6.12)

Sp—1 = NWp, =

gdzie w, = 7"/2/T((n 4 2)/2) jest miarg Lebesgue’a kuli jednostkowej w R” (patrz Twier-
dzenie 5.29).
Niech, dla x’ = (z1,...,2,_1) € B"71(0,1),

pa)=1-[a'P= [1- > a2
1<i<n—1

Sfera jednostkowa S"~1(0,1) C R™ z usunietg plaszczyzng réwnika {z, = 0} jest sumg
zbioru S = {(x,x,) € R": ' € B"1(0,1),2, = ¢(x')} i jego lustrzanego odbicia
wzgledem hiperplaszczyzny {z,, = 0}. Dlatego

On1(S") = 20,4 (STY) = 2/
Bn—1(0,1

\/det (DW)T - DW) dX, 1.
)
gdzie U(x') = (2, p(x’)). Macierz DV sklada sie z klatki identycznosci (n — 1) x (n — 1)
i n-tego wiersza ¢, ¢ = 1,2,...,n — 1. Wobec wzoru Cauchy’ego—Bineta, wyznacznik
macierzy (DW)” DV jest réwny sumie kwadratéw minoréw (n — 1) x (n — 1); jeden z tych
minoréw jest réowny 1, a pozostale wynosza +y,,. Zatem

' / \/det (D)7 - DW) dA,
Bn—1(0,1)

1
:2/ V143702 da, :2/ Dy =20
Bn—1(0,1) Z‘P ’ ' Br1(01) /1 — S22 1 1

Calke I, obliczymy rekurencyjnie, korzystajgc z funkcji B i I' Eulera.? Stosujgc twierdze-
nie Fubiniego, a nastepnie liniowg zamiane zmiennych

x'=\1-22.y, y' € B"Y0,1),

¥Podobna metode wykorzystywali§my juz wezesniej, calkujac wielomiany Tonellego w w dowodzie Twier-
dzenia 5.58, oraz obliczajgc miare kuli jednostkowe;j.
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otrzymujemy*
In = / (1= Jla 1)~ an (x)

B"(0,1)

1
N / (/ (1= an = "%)" 1/2dkn—1(x')> dzy

Br=1(0,1/1-43)
~1/2
— ~1/2 B /
1/2
— l—x </ Hyluz) d)\n—l(y,)> da,,
Bn— 1(0 1)
- e 2/ (1= ) 7 da (6.13)
0

Podstawiajgc x2 = t, sprawdzamy, ze
2 (1—22) 2 day, = 1—t) 2 ¢t 2dt=B(=,=)= .
/0 (1-23) % do /0 (1—t) 7 ¢ dt <2’ 2) T((n+1)/2)

Ostatnia ré6wno$¢ zachodzi na mocy znanego zwigzku miedzy funkcjami I' i B. R6wno$¢é
(6.13) mozna teraz przepisac jako

I _ P(n/2)-T(1/2) .
" L((n+1)/2) "7

stad, przez tatwg indukcje, otrzymujemy

r(1/2)n! p(n=1)/2 2(n—2)/2

N () K N (7 1) R Y (Y CY R

a poniewaz s; = 01(S!(0,1)) = 27 jest po prostu dlugoscig okregu jednostkowego, wiec
ostatecznie
7.{.(71—2)/2 ) nﬂ_n/Q nﬂ.n/Q
Sp1 = ——— 2 = = = nwp, .
I'(n/2) (n/2)-T(n/2)  T((n+2)/2)
(Skorzystali$my ze zwigzku al'(a) = I'(a+1) i réwnosci w, = 7/ /T'((n+2)/2), wykazanej
w Twierdzeniu 5.29). Wzér (6.12) zostal udowodniony. [

Uwaga 6.16 (miara wykresu). Dokonujac obliczerr w ostatnim przyktadzie, sprawdzili-
$my przy okazji nastepujgcy ogélniejszy fakt: jesli o € C*(V,R), gdzie V C R™ jest zbiorem
otwartym, a

W= {(x,0(x)) e R": x c V}

Jest wykresem o, to wowczas

:/ Vv 1+ |lgrad ¢[|?2 d\n,
1%

Istotnie, ®: V > x — (x,p(x)) € W C R™*! jest naturalng parametryzacjg wykresu, a
ze wzoru Cauchy’ego—Bineta otrzymujemy

det(DOT - D®) =1+ (¢2,)° =1+ |grade|*.

“Prosze poré6wnac ponizszy rachunek z (5.50): to tak, jakby w tamtym wzorze uzyé N = —1/2.
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Uwaga 6.17. Nietrudno stwierdzié, postugujgc sie liniowg zamiang zmiennych, ze
s(r) == 0 1(S"71(0,7)) = nw,r" L.

Jak wiemy, miara Lebesgue’a n-wymiarowej kuli o promieniu » wynosi m(r) = w,r".
Zachodzi wiec réwnosé

s(r) =m'(r), r > 0.
Okazuje sie, ze nie jest to zwigzek przypadkowy. Wyjasnimy to nieco dokladniej w na-
stepnym podrozdziale.
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6.3 Otoczenia tubularne i twierdzenie o materacu

W calym podrozdziale symbol X. oznacza zbiér
{y e R™: dist (3, X) < e} wszystkich punktow prze-
strzeni, odleglych od ustalonego zbioru X < R"
mniej niz o € > 0. (Jesli np. X jest gtadkg krzywa w
R3, to X. jest rurkg o grubosci 2¢ wokét tej krzywej,
patrz rysunek).

Twierdzenie 6.18 (o otoczeniu tubularnym).
Niech M C R™ bedzie m-wymiarowq zanurzongq roz-
maitosciq zwartq klasy C%. Wowczas, dla wszystkich
dostatecznie matych ¢ > 0, zbior M. spetnia zalez-
nosé

M.= | D*(p.e), (6.14)
PEM

przy czym dyski
DH(p,e)={p+v:vcR" |v|<e v L T,M} (6.15)

polozone w przestrzeniach (Tp M), sq parami roztqczne dla réznych punktéw p € M.
Przeksztatcenie
P:M.>y— P(y)e M,

gdzie |[P(y) — y|| = mingcps |2 — 3|, jest dobrze okreslonym przeksztatceniem klasy C.

Przed przystgpieniem do dowodu sprébujemy
wyjasnié pogladowo tre$¢ tego waznego twierdze-
nia. Przeksztalcenie P nazywane jest rzutowaniem
na najblizszy punkt. Punktowi y, nalezgcemu do
waskiej tuby M. wokét rozmaitosci M, przypisu-
jemy ten punkt z = P(y) € M, ktory jest najblizszy
y. Twierdzenie méwi, ze dla zwartych rozmaitosci
klasy C?, przy dostatecznie malym ¢ > 0, istnieje
dokladnie jeden taki punkt z.

Czytelnik zechce pomysleé¢ najpierw o przypad-
kach, ktore wzglednie tatwo mozna sobie wyobra-
ziG:m=1in=2,m=1in = 3, wreszcie m = 2
in = 3. W pierwszym z nich M jest gladkg krzywa
zamknietg w R2. Dyski D+ (p, ) s po prostu odcin-
kami otwartymi dtugosci 2¢, prostopadtymi do krzy-
wej i majgcymi Srodki w jej punktach. Twierdzenie
o otoczeniu tubularnym orzeka, ze dla matych ¢ > 0
takie odcinki sq roztgczne, a ich suma jest zbiorem
wszystkich punktow, odlegtych od krzywej mniej niz
o . Przeksztalcenie P nietrudno opisaé geometrycznie: kazdy punkt zbioru M, nalezy do
doktadnie jednego odcinka D*(p,c)ijesliy € D+ (p,e), to P(y) = p.

Fragment gladkiej krzywej zamknietej
w R? i jej otoczenia tubularnego.
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Dlam = 1,n = 3 mamy do czynienia z krzywg zamknietg w R?; jej otoczenie tubularne
to rurka, zbudowana z matych, ptaskich, parami roztacznych dyskéw, prostopadtych do
tej krzywej i majacych srodki w jej punktach. Wreszcie, dla m = 2 i n = 3 rozmaitos¢
M C R? jest zwartg, gtadkg powierzchnig bez brzegu. Zbiér M, jest wtedy —jak gesty ez’
— sumg parami roztgcznych odcinkéw o dtugosciach réwnych 2¢; kazdy z tych odcinkéw
ma Srodek na M i jest prostopadly do M (tj. do przestrzeni stycznej do M).

Szkic powopu TwierDENIA 6.18. Dla kazdego y € M. istnieje (co najmniej jeden) punkt
P(y) € M taki, ze |[P(y) — y|| = dist (y, M) = minyeps ||2 — ]. To wynika stad, ze przy
ustalonym y funkcja f(z2) = ||z — y|| osiaga swdj kres dolny na zbiorze zwartym M. Za-
uwazmy, ze jesli p = P(y), to wektor v = y — p jest prostopadly do T, M (gdyby tak nie
byto, odlegto$é y od M nie osiggalaby w punkcie p najmniejszej wartosci — Czytelnik ze-
chce to sprawdzié, postugujac sie np. prostopadloscig gradientu do rozmaitosci w punkcie
ekstremum warunkowego). Inaczej méwigc,

= U DJ_(paE)

PEM

Sprawdzimy, ze dla matych ¢ dyski D (p, <) sg parami roztgczne dla réznych p. Przypu-
$¢émy, ze jest przeciwnie: dla ¢; = 1/j, gdzie j = 1,2,... istniejg punkty p; # p;- e M
takie, ze iloczyn D+ (p;,1) N DL(p"j,%) jest niepusty. Wtedy ||p; — pill < 2/j — ©;
lele zwartosci M, przecflodzqc do odpowiedniego podciggu, mozna zaltozy¢, ze lim p ; =
lim p’ ;=p <M.

Niech ¥: R™ > V — UN M C R" bedzie parametryzacjg klasy C? pewnego otocze-
nia p w M. Bez zmniejszenia og6lnosci, obracajac i przesuwajgc w razie potrzeby uktad
wsp6lrzednych, zalézmy, ze p = 0 = ¥(0) € R",

ToM =span(eq,...,e.), (TOM)l =span (e t1,...,€n) .

Niech I: R"™™ — (ToM)* C R" oznacza wlozenie liniowe, polegajgce na utozsamieniu
U = (Um+t1,Vmy2,---,0) € RP™ z wektorem [(v) = > .. vie; W (n — m)-wymiarowe;
podprzestrzeni (ToM)+. Okreslmy odwzorowanie

F:R"=R™xR" ™ >V x B*™(0,1) — R"

nastepujgco:
Fx,v) =¥(x) +n(V(x))(I(v)),

gdzie dla ustalonego y € M przeksztalcenie 7 (y) jest rzutem ortognalnym R" na prze-
strzeri (Ty M)*. Jesli ¥(x) = q € M, to F(x,v) € D*(q,1).

Mozna sprawdzié, ze jesli M jest klasy C?, to wyrazy macierzy rzutu 7(V(x)) w stan-
dardowej bazie R™ sq funkcjami klasy C' zmiennej x.° Dlatego ' € C''. Obliczmy jakobian
F w punkcie (0,0). Poniewaz I(0) = 0, a w(y) jest liniowe przy ustalonym y, wiec

oF ov ol oF
8733](:”’0) 81']( )7 8vi(v)_ei_%(ovv)'

5To niezbyt trudne zadanie; do jego rozwigzania trzeba wykorzystaé geometryczng charakteryzacje rzutu
ortogonalnego na podprzestrzen liniows.
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Zatem macierz DF'(0,0) ma kolumny gT‘I;(O) € ToM (dla j =1,...,m) oraz e; € (ToM)+
dlaj =m+1,...,n.Sg to wektory liniowo niezalezne w R" i dlatego det DF'(0,0) # 0. Wo-
bec twierdzenia o funkcji odwrotnej, I jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia otwartego
W =V; x B"™(0,r) C V x B(0,1) punktu (0,0) na obraz F(W) C R".

Dla dostatecznie duzych j dyski D; = D+(p;,1/j) i D = DL(p;, 1/j) sa zawarte
w F(W). Mamy p; = V(x;) i p’; = V(x’) dla pewnych x;,x’ € V1. W punkcie wsp6l-
nym dyskéw D; i D} spelniony jest warunek F'(x;, v;) = F(x, v’), ale x; # x’. To jest
sprzeczno$c¢ z réoznowartosciowoscig F' na zbiorze .

Zatem istnieje takie ¢y > 0, ze wszystkie dyski D' (p, o) sg roztgczne. Pokrywajgc roz-
maitosé M skoniczong liczbg otoczen takich, jak F(1W) przed chwilg, wnioskujemy, ze rzut
P z M. na najblizszy punkt M jest dobrze okreslony. Jesli w opisanych wyzej wspéirzed-
nych y = F(x,v), to P(y) = ¥Y(x). Innymi slowy, oznaczajgc przez A rzut ortogonalny
A: (x,v) — x przestrzeni R™ x R" ™ na R™, widzimy, ze P = W o Ao F~! jest klasy C'.
O

Uwaga 6.19. Jest rzeczg jasng, ze teza ostatniego twierdzenia nie zachodzi dla wszyst-
kich ¢ > 0. Jeéli np. M C R3 jest powierzchnig torusa, powstajgcego przez obrét okregu
o promieniu r > 0 wokét prostej, potozonej w plaszczyznie tego okregu i oddalonej o R
od jego §rodka, to dla ¢ > r teza twierdzenia nie zachodzi. Istotne jest tez zalozenie, ze
M jest klasy C?. Czytelnik zechce rozpatrzeé wykres y = h(z) := |z|?/?> w otoczeniu zera
w R2: punkt wykresu h najblizszy do (0, <) nie jest okreslony jednoznacznie dla zadnego
e > 0.

Miedzy objetoscig otoczenia tubularnego rozmaitosci a jej miarg powierzchniowsg za-
chodzi naturalny, zgodny z intuicja zwigzek.

Twierdzenie 6.20 (twierdzenie o materacu). Zatézmy, ze M jest m-wymiarowq roz-
maitosciq zwartq klasy C?, zanurzong w R™. Niech M. = {y € R": dist(y, M) < e}.
Wowczas

An(Me)

lim

|
2
5

e—0tF Wp_me™ ™

Fragment rozmaitosci M? C R3. Krétkie odcinki prostopadte do M, ktére majg érodki w M, sg rozlgczne.

Czytelnik zechce pomysleé o przypadku n = 3, m = 2. Otoczenie tubularne M, C R?
powierzchni M jest wtedy sumg roztgcznych odcinkow dlugosci 2¢, prostopadtych do M.
Mozna myslec o M. jako o ‘materacu’ grubosci 2¢; powierzchnia M biegnie przez srodek
materaca. Twierdzenie orzeka, ze pole powierzchni M jest granicg ilorazu objeto$ci ma-

teraca i grubosci materaca,
A3(M,
oa(M) = lim Aa(Me)
e—0t 2¢e
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Ogoélnie, dla n = m + 1 i rozmaitosci M = M™ c R™*+! klasy C? jest

IRT /\m+1(Ma)
() =ty S

Przyklad 6.21 (miara sfery S"~! raz jeszcze). Niech M = S"1(0,r). Nietrudno za-
uwazy¢, ze dla ¢ < r zbiér M, jest réwny B"(0,r +¢) \ B*(0,r — ¢). Dlatego

an_l(Snfl) — lim wp(r+€)" —wp(r —e)

e—0 2e
_ Wn . (r4+e)t—r" rm—(r—e)"\ wn ,d,., B 1
2 il—%( € * £ 2 2dt(t ) p—

Otrzymali$my ponownie wynik, wspomniany juz w Uwadze 6.17. O

Dow6p TwierDENIA 6.20. Dla uproszcezenia podamy dowéd tylko w przypadku n = m + 1.
Wybierzmy zbiér otwarty U ¢ R™*! taki, ze M NU jest wykresem funkcji o: R DV — R,
gdzie V' C R™ jest otwarty. Niech ®(x) = (x,p(x)) dla x € V bedzie parametryzacjg
U N M. Korzystajac z twierdzenia o otoczeniu tubularnym, mozemy zaktadac, ze

U={gq+v | qedV)cM, vLlT,M |v|<e}

jest fragmentem otoczenia tubularnego rozmaitoéci M ; doktadniej U = P~1(®(V)), gdzie
P oznacza rzutowanie otoczenia tubularnego rozmaitosci na jej najblizszy punkt.
Jedliy = ®&(x), to Ty M = Im D®(x). Kolumny macierzy D®(x ), tzn. wektory

0P Op T
x)y={(0,....0, 1 ,0,....02% ) eR™ j=12....m,
a$j (x) ( -~ 695]- (x) J m
miejsce j
tworzg baze Ty M. Wektor N (x) = ( — g—ﬁ(x), e —%(x), 1)T jest prostopadty do nich

wszystkich, a wigc rozpina (jednowymiarowg) przestrzen (T, M)+. Niech

N(x) _  Nx)

v(x)

IN@) 1T+ (0n)?
oznacza (unormowany) wektor normalny do wykresu ¢
i niech F': V x (—e,e) = U C R" bedzie dane wzorem
F(x,t) = ®(x) + tv(x). Poniewaz ¢ € C?, wiec v € C!
i ' € C'. Namocy twierdzenia o otoczeniu tubularnym, F
jest dyfeomorfizmem V x (—¢,¢) na U, gdy liczba € > 0 jest
dostatecznie mata. Wobec twierdzenia o zamianie zmien-

nych,
M) L dn
2¢e 2¢e U
1 3
F przeprowadza V x (—¢, €) na frag- = % </ det F'(x,t) dAm(x)) dt (6.16)
—& \%4

ment otoczenia tubularnego M.

— / det F'(x,0) d\p,(x) dlae — 0,
1%
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gdyz funkcja ¢t — h(t) = [, det F(x,t)d\,(x) zalezy od t w sposéb cigglty.® Obliczmy
wyznacznik det DF'(x, ) Jest oczywiscie
OF 0P ov OF
(e, t) = ——(2,1) + t—— —(x,t) = :
Ge (= e @ N T (et = )
Stad tatwo wynika, ze
1 0 ... 0 (%1 £ /d
0 1 ... 0 -—%/d
DF(,0)=| i & - . gdzie d=\/1+) (ps,)%
o ... 1 axm £ /d
dp 0 )
e B o T 1/d

Zatem iloczyn liczby d i wyznacznika det DF(-,0) jest r6wny

_9¢
Lo . o 10 ...0 o
Da1 o
5 01 ...0 -2
0 1 ... 0 -2
det | : i i i f=det| : — .
0
” 00 .1 -—2
0 0 ... 1 -2
m 2
0x1 Ox2 0Tm N———
=d?

(Pierwszg ré6wno$¢ uzyskujemy, dodajgc do ostatniego wiersza kolejno pierwszy wiersz
pomnozony przez —y,,, potem drugi wiersz pomnozony przez —y,,, itd.). To oznacza, ze

det DF(x,0) =d= [1+ ) go%i(x):\/det (DCD(x)TD(I)(x)).

1<i<m
Podstawiwszy ten wynik do réwnosci (6.16), otrzymujemy

lim )\m-l-l (U)
e—0 2e

:/Vdetp( 0) Ay ( /\/det (DOT - D®) dAp = 0 (P(V)) .

Pokrywajgc rozmaitos¢ M takimi zbiorami otwartymi U i korzystajac z addytywnosci
miary, latwo otrzymujemy teze. O

6Ciaglosé h latwo wywnioskowad np zZ tw1erdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej. Dla kazdej funkcji h
cigglej w otoczeniu zera mamy (2¢) " [ (—es6) t) dt — h(0).



