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Zamiast wstepu

1. Ten tekst powstal w roku akademickim 2011-12, jako do§é wierny, biezgcy zapis
wykladu z Analizy Matematycznej II. Prosze pamietac, ze jest to wcigz materiat w
budowie: mogg w nim byé btedy, zaré6wno literé6wki, jak i powazniejsze usterki; mogg
stopniowo pojawia¢ sie pewne (niezbyt wielkie) zmiany ukladu tresci.

Wszelkie uwagi Czytelnikéw (zglaszanie btedéw, a takze sugestie, co zmienié, gdzie
warto napisa¢ dokladniejsze wyja$nienie, gdzie umiesci¢ dodatkowy rysunek itp.)
sg mile widziane. Z géry za nie serdecznie dzigkuje.

2. Czesé rysunkéw, zwlaszeza w rozdziatach 1, 2, 6 i 7, wykonalem w programie Ma-
thematica (skadinad: dostepnym dla wszystkich uzytkownikéw laboratorium kom-
puterowego Wydzialu MIM), zastanawiajgc sie, jak w spos6b mozliwie czytelny, po-
gladowy i nietrywialny zilustrowaé jakies pojecie, twierdzenie, lub przyktad niety-
powego (na pierwszy rzut oka) zachowania funkcji wielu zmiennych. G

orgco zachecam Czytelnikéw do samodzielnego eksperymentowania z podobnymi
wykresami i rysunkami — jestem przekonany, ze kazdy, kto naprawde sam je wy-
konuje, pogltebia zar6wno swojg wyobraznie, jak i zrozumienie tematu. To ma sens
takze dlatego, ze Analiza II r6zni sie istotnie od Analizy I: mniej jest w niej waznych
twierdzen, natomiast istotnie wiecej nietatwych pojeé, wymagajacych spokojnego
‘przetrawienia’ oraz dobrych intuicji geometrycznych (i obycia z algebra liniowg).

3. Co jaki$ czas publikuje nowg wersje skryptu na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/ pawelst/am2/

(w zakladce z notatkami). W roku akademickim 2013-14, gdy ponownie prowadzi-
lem wyklad z Anaizy Matematycznej II, poprawki mialy gtéwnie charakter redak-
cyjny (literéwki, drobne zmiany etc.), tzn. nie dotyczyly ani samego uktadu, ani wy-
boru tresci.

Pawet Strzelecki

—iv—



Rozdzial 1

Ciaglos¢ funkceji wielu zmiennych

Zajecia z Analizy Matematycznej II po§wiecone sg funkcjom wielu zmiennych rzeczywi-
stych. Dlatego zaczniemy od opisania najwazniejszych z punktu widzenia podstaw Ana-
lizy wlasnosci przestrzeni R" i pewnych klas jej podzbioréw. Dzieki temu bedziemy mo-
gli pézniej zobaczy¢, ze uogdlnienia pewnych pojec, ktére poznaliSmy dla funkcji jednej
zmiennej rzeczywistej, sg w gruncie rzeczy jasne i naturalne (choé, dla n > 3, mogg zda-
niem Czytelnika mieé¢ dos¢ abstrakcyjny charakter).

Podkres$lmy jednak, ze nawet z punktu widzenia w miare naturalnych zastosowan
matematyki nie warto ograniczaé¢ studiowania funkcji f: R — R™ do ‘fizycznych’ przy-
padkow n,m € {1,2,3}. Na przyklad, opis temperatury, ciSnienia, predkosci wiatru i wil-
gotnosci powietrza w punktach pewnego obszaru przestrzeni R® i w czasie t € (to,t1) —a
wiec, po ludzku méwigce, mozliwie wierne prognozowanie pogody — wymaga w istocie, jak
widaé, konstrukeji pewnego przeksztatcenia z podzbioru przestrzeni R* w przestrzen RS:
temperatura, ciSnienie i wilgotno$¢ powietrza to trzy liczby, a predkosé wiatru jest wekto-
rem o trzech wspétrzednych. Chocby dlatego, ale i ze wzgledéw teoretycznych, bedziemy
zajmowac sie funkcjami f: R” — R™ dla dowolnych m, n naturalnych.

1.1 Topologia w R". Zbiory otwarte, domkniete i zwarte

Przestrzen kartezjaniska n-wymiarowa, R"”, to iloczyn n kopii prostej rzeczywistej R. Ele-
menty przestrzeni R” bedziemy zamiennie nazywaé punktami lub wektorami i oznaczaé
jex = (x1,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) itp., starajgc sie — w skrypcie, nie na tablicy — kon-
sekwentnie uzywaé¢ pogrubionych liter dla zasygnalizowania, ze chodzi o punkt w R",
niepogrubionych zas dla oznaczenia wspdtrzednych punktu.

Norma i iloczyn skalarny

Definicja 1.1 (iloczyn skalarny). (Standardowym) iloczynem skalarnym w R" nazy-
wamy funkcje

n
R" xR" > (x,) — (x,y) := ) i €R.
=1

Jak wiadomo z wykladéw Algebry Liniowej, iloczyn skalarny jest dwuliniowy (liniowy
wzgledem kazdej zmiennej z osobna), symetryczny (tzn. (x,y) = (y,x) dla wszystkich
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x,y € R") i dodatnio okreslony, tzn. (x,x) > 0 dla wszystkich x # 0 € R".
Definicja 1.2 (norma euklidesowa). Funkcje
n 1/2
Rnakaum:quuz(§:ﬁ> € [0,00)
i=1
nazywamy normg euklidesows.

Przymiotnik euklidesowa, a takze dolny indeks 2, bedziemy zwykle opuszczaé, piszac
po prostu ||x||. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze dla n = 2 (odpowiednio, n = 3)
liczba ||x|| jest po prostu odleglo$cig punktu x od poczatku ukladu wspéirzednych na
plaszczyznie R? (odpowiednio, w tréjwymiarowej przestrzeni R3).

Liczbe ||x — y|| nazywamy, zgodnie z naturalng geometryczng interpretacjg, odlegto-
Scig punktéow x i y € R™

Stwierdzenie 1.3 (wlasnosci normy i iloczynu skalarnego w R").
(i) (Nierownosé trojkata). Dla wszystkich x,y € R" jest

o+l <=l + [yl

(ii) (Jednorodnosé). Dla wszystkicht € Ri x € R" jest |[tx|| = |t| - || x|
(iii) Rownosé ||x|| = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 € R™.
(iv) (Nierownosé Schwarza). Dla wszystkich x,y € R" jest

(2, 9| <l -yl (1.1)

a rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x =ty lub y = tx dla pewnego t € R.

Dowép. Wlasnosci (ii) oraz (iii) sg oczywiste. Nieré6wnos¢ Schwarza i nieré6wnosc trojkata
Czytelnik mial okazje poznaé wczesniej, ale naszkicujemy dla porzadku krétkie dowody.

Zaczniemy od nieréwnosci Schwarza. Niech ¢ € R. Z definicji normy oraz dwuliniowo-
§ci i symetrii iloczynu skalarnego otrzymujemy

0 < |x+tyl®>=(x+ty,x +ty)
= |||+ 2t(x,y) + *|y]>.

Tréjmian kwadratowy P(t) = |x||?> + 2t{x,y) + t?||y || jest wigc nieujemny dla kazdego
t € R. Wyré6znik tego tr6jmianu musi zatem by¢ niedodatni, tzn.

4x,3)* —4lx]? - lly]* < 0.
Stad juz wynika nieréwnosé (1.1). Zauwazmy, ze r6wnos$¢ zachodzi w niej wtedy i tylko

wtedy, gdy x = 0 lub y = 0 lub gdy P(¢) ma pierwiastek, tzn. gdy x = ty dla pewnego
t € R. To jest rownowazne warunkowi, podanemu w punkcie (iv).
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Nieréwno$¢ trojkata latwo wyprowadzié z nieréwnosci Schwarza: poniewaz (x,y) <
(2, 9)] < [l - ly]l, wigc jest

oo |2 2] x ]l + ly 1* = (l2]* +2(x, 3) + [ly?)

2|l - lyll = {x, 3))
0.

2
(o]l + 1l 11)" = [l + |2

Y

Dowéd stwierdzenia jest zakonczony. [

Uwaga 1.4. Ogélnie, normg w R” nazywa sie kazda funkcje |- ||: R™ — [0, 00), ktéra spet-
nia warunki (i)—(iii) Stwierdzenia 1.3. Zauwazmy, ze w dowodzie tego stwierdzenia wy-
starczyto korzystaé ze zwigzku ||x||?> = (x, x) i z tego, ze przeksztalcenie (x,y) — (x,y)
jest dwuliniowe, symetryczne i dodatnio okreslone. Nie bylo wazne, ze chodzi akurat o
standardowy iloczyn skalarny.

Ponadto, normy mozna definiowaé w dowolnych przestrzeniach liniowych, takze nie-
skoniczonego wymiaru. Przyktad, bardzo wazny zar6wno w analizie, jak i w topologii, to
tzw. norma supremum

[flloc = sup | f ()|,
zel

okreslona na przestrzeni liniowej funkcji ciggltych na odcinku domknietym I C R. Czy-
telnik zna te norme z wykladéw Analizy I (patrz rozdzial o zbiezno$ci jednostajnej). Inne
przyklady norm spotkamy wielokrotnie péznie;j.

Wniosek 1.5. Dia kazdego przeksztatcenia dwuliniowego, symetrycznego i dodatnio okre-
Slonego
R"xR"> (x,y) — (x,y) R

1/2

funkcja x — ||x|| = (x,x)"/* jest normq na przestrzeni R™.

Mozna poda¢ inne przyklady norm.

Przyklad 1.6. Dla p € [1, o) pol6zmy

n 1/p
], = (Z w) |
=1

a dla p = oo niech
[#][oc = max |z
1= n

Ly

Zadanie 1.7. Wykazag, ze ||x |, jest normg dla kazdego p € [1, oco].

Wskazowka. Dla dowodu nieréwnosci tréjkgta przypomniec sobie nier6wnosé Holdera
. . P . 71 71
i zauwazy¢, ze |z, + yi|P < |@i| - |2 + yilP + |yil - [ + wlP 7

Zadanie 1.8. Czy dla p # 2 norma || - ||, pochodzi od pewnego (niekoniecznie standardo-
wego) iloczynu skalarnego na R"?

Wskazowka. W kazdym réwnolegloboku suma kwadratéw diugosci obu przekgtnych jest
réwna sumie kwadratéw dlugosci wszystkich bokéw. Zapisac to twierdzenie w jezyku
normy i sprébowaé je wykorzystaé.
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Kule. Zbiory otwarte i domnkiete.

Definicja 1.9. Kulqg otwartq o srodku x € R" i promieniu r > 0 nazywamy zbioér
B(x,r) = {y € R": |y — x| <1}

Zbior B(x,r) ={y € R": ||y — x| < r} to kula domknieta o $rodku x i promieniu r.

Dla n = 1 kule sg po prostu przedzialami: norma euklidesowa w R to warto$¢ bez-
wzgledna liczby, za§ warunki |y —z| < riy € (x —r,z+r) sg rownowazne. Kule w normie
euklidesowej na ptaszczyznie R? to kota: warunek (y; — z1)? + (y2 — 22)? < r? oznacza, ze
y = (y1,y2) lezy wewnatrz okregu o Srodku w punkcie ¥ = (21, x2) i promieniu r > 0.

Definicja 1.10. Zbiér Q C R" jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu
x € Q istnieje promien » > 0 taki, ze B(x,r) C .

Inaczej méwigce, zbiér otwarty to taki zbidr, ktéry wraz z kazdym swoim punktem
zawiera pewng kule otwartg wokoét tego punktu.

Przyklad 1.11. Cala przestrzen R” jest zbiorem otwartym (dla kazdego x € €2 = R"
mozna wzigé w warunku z definicji np. » = 2011). Zbiér pusty jest otwarty; warunek
z definicji jest wtedy pusto spelniony.

Kula otwarta B(a,r) jest zbiorem otwartym: jesli ¥ € B(a,r)i0 < p<r—|x — a|,
to kula B(x,p) C B(a,r), gdyz dla y € B(x, p) mamy z nieré6wno$ci tréjkata

ly —all<lly—x[+llx —al<p+lx—al|<r—|x—-al+|x—-al=r.
(Prosze samodzielnie zrobi¢ rysunek, ilustrujgcy to oszacowanie). O
Stwierdzenie 1.12 (wlasnosci zbioréw otwartych).

(i) Jesli zbiory Q; C R", gdzie i € I, a I jest dowolnym zbiorem, sq otwarte, to zbiér
U Q; jest otwarty.
iel
N
(ii) Jesli zbiory 21,99, ...,Qn C R" sq otwarte, to zbior ﬂ Q; jest otwarty.
i=1
Zauwazmy od razu, ze wlasno$¢ (ii) nie zachodzi dla nieskoriczonych rodzin zbioréw
otwartych: przeciecie wszystkich kul B(0,1/j) C R", gdzie j = 1,2,..., jest zbiorem jed-
nopunktowym {0}, a zbiér jednopunktowy w R" nie jest otwarty (bo kazda kula otwarta
w R” jest zbiorem nieskonczonym).

Dow6p. Wykazemy najpierw pierwszg wlasnosé. Jesli x € | J;.; i, tox € €, dla pewnego
ip € 1. Poniewaz zbiér Q;, jest otwarty, wiec istnieje r > 0 takie, ze B(x,r) C §2;,. Zatem,
B(x,r) C U,cr Q, a wiee zbior | J,;; €2; jest otwarty.

Jeslio € (,_; n, tox € Q; dlakazdegoi =1,2,..., N. Zatem, wobec otwartosci
Q;, znajdziemy liczby r; > 0 (gdzie i = 1,2,..., N) takie, ze B(x,r;) C Q;. Niech r > 0
bedzie najmniejsza! sposréd liczb ry,7s, ..., ry. Mamy

B(x,r) C B(x,r;) C £ dla kazdegoi =1,2,... N,

a wiec B(x,r) C ﬂizle Q,. 0O

ITu wlasnie korzystamy z tego, ze zbioréw €; jest tylko skoriczenie wiele!
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Uwaga 1.13. Rodzine zbioréw otwartych w R” nazywamy topologig (euklidesowsq).

Definicja 1.14. Zbiér F C R" jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie
R™\ F jest zbiorem otwartym.

Cala przestrzen R" i zbiér pusty sg domkniete, istniejg wiec zbiory, ktére sg jednocze-
$nie otwarte i domkniete. Nietrudno sprawdzi¢, ze kazda kula domknieta jest zbiorem
domknietym. Nie nalezy oczywiscie uwazaé, ze kazdy zbiér w R” jest albo otwarty, albo
domkniety: np. przedzial [0,1) C R nie jest ani domkniety, ani otwarty. Podobnie, koto
otwarte B(0,1) C R? z dolgczonym punktem (1,2) nie jest ani domknigte, ani otwarte.

Korzystajac z praw de Morgana (dopelnienie iloczynu zbioréw jest sumg dopelnien, a
dopelnienie sumy jest iloczynem dopelnien) i definicji zbioru domknietego, otrzymujemy
natychmiast nastepujgcy odpowiednik Stwierdzenia 1.12.

Stwierdzenie 1.15 (wlasnosci zbioré6w domknietych).

(i) Jesli zbiory F; C R", gdzie i € I, a I jest dowolnym zbiorem, sq domkniete, to zbiér

ﬂ F; jest domkniety.
iel
N
(ii) Jesli zbiory Fy, Fs, ..., Fny C R" sq domkniete, to zbior U F; jest domkniety. [
i=1

Podamy teraz definicje zbieznego ciggu punktéw przestrzeni R". Czytelnik mial juz z
nig do czynienia dla n = 2, gdy méwiliSmy o zbieznosci ciggéw liczb zespolonych.

Definicja 1.16. Méwimy, ze ciag (x;) C R”" jest zbiezny do punktu x € R" wtedy i tylko
wtedy, gdy [|[x; — x|| = 0dla j — oo.

Definicja ma, jak widaé, bardzo naturalny sens: zbiezno$¢ x; — x oznacza, ze odle-
glosci punktéw x; i x sg zbiezne do zera dla j — oo. Okazuje sig, ze badanie zbiezno-
Sci ciggéw punktow R™ mozna sprowadzi¢ do badania zbieznos$ci ciggéw poszczegélnych
wspélrzednych tych punktéw.?

Stwierdzenie 1.17. Niech x; = (z1,%j2,...,2;) dla j € N. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) Cigg (x;) C R" jest zbiezny do punktu x = (x1,22,...,z,) € R™

(ii) Dla kaz'dego 1=1,2,...,n jest limj%oo Tji = Tj.

Dowép. Dla kazdego ig = 1,2,...,n jest

n 1/2
0% fajig —aul < (Llose-aif?) - =[x, - 5. 1.2
i=1
Na mocy twierdzenia o trzech ciggach, warunek (i) pocigga za sobg lim;_,o x4, = x;,.

Na odwr6ét, jesli kazdy z n skladnikéw skoriczonej sumy w (1.2) zbiega do zera dla
Jj — oo, to, wobec arytmetycznych wlasnosci granicy ciggu i cigglosci pierwiastka, ciag
|x; — x| — 0dla j — co. Zatem, warunek (ii) pocigga za sobg (i). O

Podamy jeszcze wygodng charakteryzacje zbior6w domknietych przestrzeni R™.

2Whnikliwy Czytelnik zechce zauwazy¢, ze do okreslenia pojecia ciggu zbieznego nie jest potrzebna me-
tryka — wystarczy topologia. Jednak w analizie zwykle wygodniej postugiwacé sie jest normg lub odlegloscia.
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Stwierdzenie 1.18. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) Zbior F C R™ jest domkniety.

(ii) Dla kazdego ciggu (x;) C F, ktéry jest zbiezny, zachodzi warunek x =limx; € F.

Dowép. Obu implikacji (i) = (ii) oraz (ii) = (i) dowiedziemy przez zaprzeczenie.

Zalézmy najpierw, ze F jest domkniety, ale warunek (ii) nie zachodzi. Istnieje wtedy
cigg (x;) C F, ktory jest zbiezny do punktu x € 2 = R™\ F'. Z definicji zbioru domknigtego
wynika, ze ) jest zbiorem otwartym, tzn. dla pewnego > 0 kula B(x,r) jest zawarta w Q
(i oczywiécie nie ma punktéw wspélnych ze zbiorem F' = R" \ ). Jednak ||x; — x| — 0, a
wiec ||x; — x| < r dla wszystkich j dostatecznie duzych; dla takich j mamy x; € B(x,7),
tzn. x; ¢ F', sprzecznosc.

Na odwroét, zal6zmy, ze (ii) zachodzi, ale F' nie jest domknigty. Wowczas zbiér Q =
R™\ F nie jest otwarty. Zaprzeczajgc warunkowi, podanemu w Definicji 1.10, wskazemy
taki punkt x € Q, ze dla kazdego j € N kula B(x,1/j) zawiera pewien punkt x; ¢ €2, tzn.
punkt x; € F.2 Wtedy ||x; — x| < 1/j, a wiec F 3> x; — x € Q = R"\ F. Otrzymali$§my
sprzeczno$¢ z zalozeniem: warunek (ii) nie zachodzi. [

Uwaga 1.19. Czytelnik mégltby zadac¢ pytanie: czy, zmieniajgc w definicjach norme eu-
klidesowa || - || = | - |2 na jaka$ inna, otrzymalibySmy w R" te samg rodzine zbioréw
otwartych (i te samag rodzine zbioréw domknietych)? Okazuje sie, ze tak: to, czy zbiér jest
otwarty, nie zalezy od tego, jakg normag si¢ postuzymy, okreslajgc kule w Definicji 1.10.
Wrécimy do tej sprawy pédzniej, méwigc o réwnowaznosci norm w R™. Najpierw jednak
potrzebne nam bedg pojecia zbioru zwartego i funkcji ciggte;.

Zbiory zwarte.

Moéwigc o wiasnosciach funkcji cigglych jednej zmiennej rzeczywistej, wprowadziliSmy
bardzo wazng klase zbioré6w zwartych. Tak samo definiuje sie zbiory zwarte w R™.

Definicja 1.20. Zbior K C R”" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu
(xj) C K mozna wybraé podciag (x, ) zbiezny do pewnego punktu x € K.

Definicja 1.21. Zbiér A C R™ nazywa sie ograniczony, jesli zawiera si¢ w pewnej kuli.
Stwierdzenie 1.22. Nastepujqce warunki sq réwnowazne:
(i) Zbior K C R" jest zwarty.

(ii) Zbior K C R™ jest domkniety i ograniczony.

Dowép. Dla kazdego zbioru zwartego zachodzi warunek (ii) Stwierdzenia 1.18 (gdyz do-
wolny podcigg ciggu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy, co caly ciag). Dlatego
zwarto$¢ pocigga za sobg domknietosé.

Gdyby zbiér K byl zwarty i nieograniczony, to dla kazdego j znalezlibySmy punkt
x; € K\ B(0,j). Bez zmniejszenia ogélnosci, przechodzgc w razie potrzeby do podciggu

¥Mozna mysleé o tym tak: punkt x jest ‘swiadkiem’, ze zbiér Q nie jest owtarty, natomiast punkt x ; jest
‘swiadkiem’, ze kula B(x,1/7) nie jest cala zawarta w Q.
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zbieznego, mozna zalozy¢, ze x ; — x € K. Wtedy jednak, z nieréwnosci trojkata i definicji
granicy,
J < lwill < llxfl + [l — x[| = fl*f| <oo dlaj — oo.

To jest sprzeczno$é, gdyz lewa strona nie jest ograniczona.

Zalézmy teraz, ze zachodzi (ii). Niech (x;) C K. Aby wskaza¢ podciagg (x ;) zbiezny do
pewnego punktu w K, postuzymy sie Stwierdzeniami 1.18 i 1.17.

Dla kazdego numeru i = 1,2, ..., n ciagg wspélrzednych (z;;)—1,, . jest ograniczonym
ciagiem liczb rzeczywistych. Mozemy wybra¢ podciag j; tak, aby otrzymaé zbieznosé na
pierwszej wspélrzednej, tzn. zbieznosé Ty — 21 Nastepnie, z j; mozna wybra¢ kolejny
podciag j; tak, zeby otrzyma¢ zbieznos¢ takze na drugiej wspétrzednej, itd. Po n krokach
wybierzemy ostatecznie podcigg jj; taki, ze z;, ; — z; dla kazdego i = 1,2,... ,n.* Na
mocy Stwierdzenia 1.17, x;, — x, a na mocy Stwierdzenia 1.18 i domknigtosci K, punkt
x e K. U

1.2 Funkcje ciagle: definicje, wlasnosci, przyklady

Definicja 1.23. Funkcja f: R” D A — R™ jest ciggla w punkcie @ € A wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze jeSli x € Ai|x — a] < J, to
|f(%) — fla)| <e.

Jak widad, jest to wierny odpowiednik definicji Cauchego funkcji cigglej jednej zmien-
nej rzeczywistej. Mozna tez definiowac ciggtosé funkcji wielu zmiennych, postugujgc sie
ciagowg definicjg Heinego: funkcja f: R™ D A — R™ jest ciggla w punkcie @ € A wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciaggu A > x; — a jest f(x;) — f(a). Dowéd réwnowaz-
nosci obu definicji jest taki sam, jak w przypadku jednowymiarowym. Nie bedziemy go
powtarzac.

Moéwimy, ze funkcja f jest ciggla na zbiorze A, jesli jest ciagta w kazdym punkcie tego
zbioru.

Roéwniez jednostajng cigglos¢ funkcji wielu zmiennych definiuje si¢ tak samo, jak w
przypadku jednowymiarowym.

Definicja 1.24. Funkcja f: R” D A — R™ jest jednostajnie ciggla na A wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 takie, ze je§li x,y € Ai|x —y| < 4, to
[f(x) — f@)ll <e.

W zeszlym roku poznali$§my trzy ogdlne twierdzenia, podajgce wtasnosci funkcji cia-
glych: twierdzenie Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw, twierdzenie Cantora o jednostaj-
nej cigglosci oraz wlasnosé¢ Darboux. Pierwsze dwa dotyczyly wlasno$ci funkcji cigglych
f: R D K — R na zwartych podzbiorach prostej. Przenoszg sie¢ one bez zmian, z takimi
samymi dowodami, na przypadek funkcji wielu zmiennych. Oto ich sformulowania.

Twierdzenie 1.25 (Weierstrassa o przyjmowaniu kresow). Jesli K C R" jest nie-
pustym zbiorem zwartym, a funkcja f: K — R jest ciggla, to istniejq punkty x1,x5 € K
takie, ze

f(x1) =supf, f(x2) =inf f.
K K

*Czytelnik byé moze pamieta, ze z podobnym kolejnym wybieraniem podciggéw mielismy do czynienia w
dowodzie twierdzenia Arzeli i Ascoliego — tylko tam proces nie koniczy! sie po n krokach i trzeba byto uzywac
metody przekgtniowe;j.
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Twierdzenie 1.26 (Cantora o jednostajnej cigglosci). Jesli K C R" jest zbiorem
zwartym, a funkcja f: K — R jest ciqggta, to f jest jednostajnie ciggta na K.

Wspomnijmy jeszcze, zanim przejdziemy do przykladéw, ze Twierdzenie 1.25 mozna
traktowac jako wniosek z ogélniejszego rezultatu.

Twierdzenie 1.27. Jesli K C R" jest zbiorem zwartym, a funkcja f: K — R™ jest ciggta,
to zbior f(K) jest zwarty w R™.

Dowép. Ustalmy dowolny cigg punktéw (y;) C f(K). Z definicji obrazu zbioru, istniejg
punkty x; € K takie, ze y; = f(x;) dla kazdego j € N. Zbiér K jest zwarty, wiec istnieje
podciag ji. taki, ze x;, — x € K. Wobec cigglosci f, otrzymujemy y;, = f(x;,) = f(x) €
f(K). Zatem, zbiér f(K) jest zwarty. O

PoznaliSmy formalng definicje cigglosci i trzy proste, cho¢ bardzo wazne twierdzenia,
opisujace wlasnosci tych funkcji. PrzejdZzmy teraz do przyktadéw.

Definicja 1.28 (warunek Lipschitza). Powiemy, ze funkcja f: R™ D A — R™ spelnia
na zbiorze A warunek Lipschitza ze stalg L wtedy i tylko wtedy, gdy nier6wnosé

If (%) = f(@)Il < Lllx — |
zachodzi dla wszystkich x,y € A.

Nieformalnie méwigc, funkcja lipschitzowska to taka funkcja, ktéra wszystkie odle-
glosci miedzy punktami zwieksza co najwyzej L-krotnie.

Stwierdzenie 1.29. Jesli f: R D A — R™ spelnia warunek Lipschitza ze stalq L, to f
Jjest jednostajnie ciggta na A.

Dowép. (Jest taki sam, jak w przypadku jednowymiarowym). Dla L = 0 teza jest oczywi-
sta. Zalézmy wiec, ze L > 0.
Niech ¢ > 0; wezmy 0 =c¢/L. Jeslix,y € Ai|x —y|| <, to mamy wtedy

1f(%) = fFW)Il < Lll*x -yl < Ld =&,
a zatem, dzieki dowolnoéci ¢ > 0, f jest jednostajnie ciggtana A. O

Przyklad 1.30. Funkcja f(x) = z;, przypisujaca kazdemu punktowi wartosc¢ jego i-tej
wspolrzednej, jest ciggla na R”, gdyz spelnia warunek Lipschitza ze stalg 1. Istotnie,

n 1/2
(&) = F3)] = | — il < (Zm —ij) yp—
=1

Na przypadek wielowymiarowy przenoszg si¢ bez zadnych istotnych zmian (analize
szczeg6low w prostych dowodach pozostawiamy dla Czytelnika jako ¢wiczenie) twierdze-
nia o cigglo$ci sumy, iloczynu, ilorazu czy zlozenia funkcji cigglych, ktére poznalismy dla
funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;j.

Sformulujmy je dla porzadku.

Stwierdzenie 1.31. Jesli f,g: R® D A — R™ sq ciggle w punkcie a € A, to wéwczas
funkcja f + g: R" D A — R™ tez jest ciggta w punkcie a € A. [
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Wynika stad w szczegoélnosci, ze przestrzen funkeji cigglych C' (A, R™), okreslonych na
zbiorze A C R" i przyjmujacych wartosci w R™, jest przestrzenig liniowg nad R.

Stwierdzenie 1.32. Jesli f: R" D A — R™ig: R" D A — R sq ciggle w punkcie a € A,
to wowczas funkcja g - f: R™ D A — R™ tez jest ciggta w punkcie a € A. [0

Stwierdzenie 1.33. Jesli g: R" D A — R\ {0} jest ciggla w punkcie a € A, to wowczas
funkcja %: R™ > A — R\ {0} tez jest ciqgta w punkcie a € A. O

Stwierdzenie 1.34 (ciaglos¢ zlozenia). Jesli f: R™ O A — R™ jest ciggla w punkcie
a € A zas g: R™ ¢ B — R¥, gdzie B O f(A) (tzn. wszystkie wartosci funkcji f nalezq do
dziedziny funkcji g) jest ciggta w punkcie b = f(a), to wéwczas funkcja go f: R* > A — RF
Jest ciggla w punkcie a € A. [

Wreszcie, zachodzi nastepujacy prosty odpowiednik Stwierdzenia 1.17, dzieki kto-
remu mozna sprowadzi¢ badanie cigglo$ci odwzorowania o wartosciach w R™ do badania
cigglosci poszczegdlnych wspélrzednych tego odwzorowania.

Stwierdzenie 1.35. Niech f = (f1,..., fm): R" D A — R"™i a € A. Nastepujqce warunki
sq réwnowazne:

(i) Funkcja f jest ciggta w punkcie a.

(ii) Dla kazdego j =1,2,...,m funkcja f; jest ciqgta w punkcie a.

Dowob. Dla kazdego jo = 1,2,...,m i kazdego ciggu (x) C A, x;, — @ mamy oczywiscie
m 1/2
0 < |fjo(xr) = fio(@)] < (Z |fi (%) — fj(a)!2> = [|f(xx) — f(a)].
j=1

Dlatego implikacja (i) = (ii) wynika natychmiast z twierdzenia o trzech ciggach, a im-
plikacja w drugg strone jest konsekwencjg arytmetycznych wtasnosci granicy i cigglosci
pierwiastka kwadratowego. [

Uwaga 1.36. W powyzszym stwierdzeniu cigglos¢ f; wynika takze stad, ze f; jest zloze-
niem f i rzutu na j-tg o§ ukladu wspétrzednych. To minimalnie inny spos6éb wypowiedze-
nia tego samego faktu.

Wniosek 1.37. Kazdy wielomian n zmiennych rzeczywistych jest funkcjq ciagtq.

Dowép. To wynika natychmiast z cigglosci funkcji wspétrzednych i funkcji stalej, oraz z
cigglosci sumy i iloczynu funkgcji cigglych. O

Wniosek 1.38. Wyznacznik macierzy jest funkcjq ciqgtq na zbiorze M, x, ~ R" wszyst-
kich macierzy kwadratowych n x n.

Dowéb. Z permutacyjnej definicji wyznacznika wiadomo, zZe

det X = ) sgno - 1,01)T20(2) -+ Tnomy: X = (@ij)i<ij<n,
O'GSn
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gdzie sumowanie odbywa si¢ wzgledem wszystkich permutacji o € S,, zbioru n-elemen-
towego, a sgn o = +1 oznacza znak permutacji. Zatem, wyznacznik jest po prostu wielo-
mianem n? zmiennych rzeczywistych (wyrazéw macierzy X), a wiec jest funkcjg ciggla.
O

7 ostatniego wniosku wynika latwo, ze zbiér wszystkich macierzy odwracalnych jest
otwartym podzbiorem M, ., =~ R, Wigze sie z tym nastepujgca wazna intuicja: mala
zmiana wyrazéw macierzy odwracalnej daje macierz odwracalng. Sformutujmy to Scisle.

Stwierdzenie 1.39. Jesli f: R" D Q — R jest ciggla, a () jest otwartym podzbiorem R",
to dla kazdego przedziatu otwartego (a,b) O R (dopuszczamy tez mozliwosé a = —oo lub
b= +o0) zbior U = f~*((a,b)) jest otwarty.

Dowé6p. Wybierzmy x € U. Znajdziemy takg liczbe § > 0, ze B(x,d) C U, co zakoniczy
dowéd otwartosci tego zbioru.

Skoro x € U, to z definicji a < f(x) < b. Wybierzmy takg liczbe ¢ > 0, zeby przedziat
(f(x)—e, f(x)+e) byl zawarty w (a, b). Nastepnie, dobierzmy § > 0tak, abydla|y—x| < ¢
zachodzila nier6wnosé |f(x) — f(y)| < e (uwaga: tu wlasnie korzystamy z cigglosci f).
Wtedy

f(y) e (f(x)—e flx) +¢) C(ab),

a wiec, wprost z definicji przeciwobrazu, y € f~! ((a, b)) = U. Wykazali§my wiec, ze jesli
y € B(x,)),toy € U, tzn. B(x,0) C U. Zgodnie z poczgtkowa zapowiedzig, dowdd jest
zakonczony. [J

Whniosek 1.40. Zbior macierzy odwracalnych nxn jest otwartym podzbiorem M, ,, ~ R™.

Dowép. Zbiér, o ktéry chodzi, jest sumg dwoch zbioréw:
{X € Myxn: det X > 0} oraz {X € Myxn: det X < 0}.

Ze Stwierdzenia 1.39 i cigglo$ci wyznacznika wnioskujemy, ze kazdy z tych zbioréw jest
otwarty, a wiec ich suma tez jest zbiorem otwartym. O

Ciagglos$¢ norm i przeksztalcen liniowych

Stwierdzenie 1.41. Kazde przeksztalcenie liniowe A: R™ — R™ spetnia warunek Lip-
schitza (w szczegélnosci: jest ciggle).

Dow6p. Niech A = (ai;), bez zbytnich obaw o kolizje oznaczen, oznacza macierz prze-
ksztalcenia A w standardowych bazach R" i R™. Wektory standardowej bazy w R" be-
dziemy oznacza¢é

Zauwazmy, ze zapis ¥ = (z1,...,x,) oznacza tyle samo, cox = ) _ x;e;. Postugujac sie naj-
pierw nieréwnoscig tréjkata i wlasnosciami normy, nastepnie za$ nieréwnoscig Schwa-
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rza, tatwo sprawdzamy, ze

[Ax[| =

ixi Aei

=1

>l - e

ZZln 1/2 , n 1/2

(Z mF) (Z |Aei||2)
=1

=1

IN

IN

= Cllz|,

gdzie
n 1/2
C=Cy= (Z ]AeiH2>
=1

jest pewng stalg, zalezng tylko od przeksztalcenia A, nie za$ od punktu x.
Zastepujac w powyzszym rachunku wektor x wektorem x — y, otrzymujemy

[Ax — Ay| = [Alx =) < Cllx —y], x,yeR".
Przeksztalcenie A: R" — R spelnia wiec warunek Lipschitza. O

Uwaga 1.42. Definicje cigglosci mozna formalnie, bez najmniejszych zmian, przeniesé na
przypadek funkcji f: V — W, gdzie V, W sg przestrzeniami liniowymi unormowanymi.
Jednak, gdy V ma wymiar nieskoniczony, to istniejg przeksztalcenia liniowe A: V — R,
ktoére nie sg ciggle. Czytelnik, zapoznawszy sie do konica z trescig tego rozdzialu, moze
samodzielnie zastanowié si¢ nad (prostymi) przyktadami.

Uwaga 1.43. Stala C'4, ktérg uzyskaliSmy w powyzszym dowodzie, jest (na ogét) nieopty-
malna. Zauwazmy, ze Ae; to po prostu i-ta kolumna macierzy A. Dlatego

n 1/2 1/2
Ca— (Z uAein?) _ (Z a%j)
i=1 1,

jest po prostu norma euklidesowg macierzy A, traktowanej jako wektor o n-m wspétrzed-
nych. Np. dlan = m = 3i A = Id: R? = R? otrzymujemy tu wynik Ciqy = /3, a widaé
wszak, ze dla przeksztalcenia identyczno$ciowego odpowiednia nier6wnosé zachodzi ze
stalg r6wnag 1 (i jest po prostu réwnoscig).

Zadanie 1.44. Wykazaé, ze dla przeksztalcenia liniowego A: V' — W, gdzie VW sg
przestrzeniami liniowymi unormowanymi, nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) A jest ciggle na V;
(ii) A jest ciggle w jednym punkcie przestrzeni V;

(iii) Istnieje taka stala C, ze ||Ax|| < C| x| dla wszystkich x € V.
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Nietrudno sprawdzi¢, ze wéréd wszystkich stalych, spelniajacych warunek (iii) z po-
wyzszego zadania, istnieje zawsze najmniejsza (nieré6wnos$ci nieostre zachowujg sie w
granicy). Te stalg nazywamy normg® przeksztalcenia liniowego A i oznaczamy | A||. Ma
ona pogladowa interpretacje geometryczng: dla A: R™ — R™ liczba || A|| jest ré6wna

sup || Ax |,
%=1

tzn. jest dlugoscig najdiuzszej pélosi elipsoidy, ktora jest obrazem kuli jednostkowej pod
dzialaniem przeksztalcenia A.

Stwierdzenie 1.45. Niech f(x) = ||x|| bedzie dowolng normq na przestrzeni R". Wow-
czas f spelnia warunek Lipschitza w normie euklidesowej || - || = || - ||2- W szczegdlnosci,
dowolna norma jest funkcjqg ciggtq na R™.

Dowép. Dla kazdego x € R", postepujac tak samo, jak w poczgtkowej czesci dowodu
Stwierdzenia 1.41, otrzymujemy

n
E Tie;
i=1

1/2

! n n
2
<> bl ledl < lela- (X (leil)?) = Cllol
=1

=1

]| =

gdzie stata
n ) 1/2
¢ = (Xey)
i=1
zalezy tylko od nieznanej normy || - ||’, nie za$ od konkretnego punktu x € R™. Dlatego, z
nieréwnosci tréjkata,
)" =yl < o =3l < Cllx — pll2,

tzn. funkcja f = || - ||’ spelnia warunek Lipschitza ze stalg C. O

Definicja 1.46 (ré6wnowazno$¢ norm). Powiemy, ze normy || - || i || - || okreslone na tej
samej przestrzeni liniowej V' sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala C' > 1
taka, ze

I

1
6||x\|’ <|x|| < C|*|"  dla wszystkich x € V.
Twierdzenie 1.47. Wszystkie normy na przestrzeni R" sq rownowazne.

Dowdd tego twierdzenia pozostawimy jako zadanie dla Czytelnika. Oto wskazéwka: wy-
starczy umie¢ poré6wnaé kazdg norme z norma euklidesowg; poré6wnanie || - || < C|| - ||2
przeprowadziliSmy w ostatnim dowodzie. Wystarczy zatem wykazaé, ze zachodzi, byé
moze z inng stalg, nier6wno$¢ przeciwna. Mozna w tym celu wykorzystac¢ twierdzenie
Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw i fakt, ze sfera {x € R": 27 +--- + 22 = 1} jest
zbiorem zwartym.

Inne z eleganckich zastosowan twierdzenia Weierstrassa opisuje ponizszy

®lub normg operatorows
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Przyklad 1.48 (dowéd nieréwnosci miedzy srednimi). Zalézmy, ze x4,...,x, > 0.
Wykazemy nieré6wno$¢ miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczna,
(wrzg ... 2y)m g T2 H B0 (1.3)

n

a takze sprawdzimy, ze ré6wno$é w tej nieré6wnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby z; sg réwne.
Zauwazmy najpierw, ze rozwazania wystarczy ograniczy¢ do przypadku, gdy x1 + z2+
-+ 4z, = n. To wynika z jednorodnosci: jesli kazdg z liczb z; pomnozymy przez ten sam
wspoélczynnik ¢ > 0, to lewa i prawa strona (1.3) tez zostang pomnozone przez t.
Oznaczmy teraz

K = {x € R": x; > 0 dla wszystkich ¢, a ponadto z; + - -+ + =, = n}.

Zbiér K jest zwarty.® Dla x € K prawa strona nieréwnosci (1.3) jest réwna 1. Wystarczy
wiec wykazaé, ze

f(x) =z29...20p, < 1= f(1,1,...,1) dla wszystkich x € K,

przy czym réwnos$c¢ zachodzi jedynie wtedy, gdy x = (1,1,...,1) € K.

Funkcja f(x) = z122 ...z, jest ciggla, osigga zatem w pewnym punkcie a € K swdj
kres gérny. Przypu$émy, ze 6w punkt ma pewne dwie wspélrzedne rézne, np. dla ustalenia
uwagi niech a; < ag. Z pewno$cig sup f > 1, wiec a; > 0 dla wszystkich i. Rozwazmy
pomocniczy punkt

a’ = ((a1 4 a2)/2, (a1 + a2)/2,as,...,ay).

Suma jego wspélrzednych jest réwna > a; = n, wiec takze a’ € K. Nietrudno jednak
sprawdzié, ze z uwagi na ostrg nieré6wnosé a; < ay jest’

2
a; +a
< 12 2) > a1a92

stad za$, poniewaz a; > 0 dla wszystkich 4,

2
ai+a
fla') = (122> as...an >a1a2a3...an:f(a):SLI1<pf,

sprzeczno$c. Punkt @, w ktérym f osigga najwiekszg wartosé, musi wiec mieé¢ wszystkie
wspolrzedne rowne. W K jest tylko jeden taki punkt, mianowicie @ = (1,1,...,1).
Ostatecznie wiec
(3311’2....1'”)1/” <1 na K,

i r6wnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 21 =29 =... =z, =1. O
Przyklad 1.49. Rozwazmy teraz funkcje dwéch zmiennych rzeczywistych dang wzorem

ya?

Flz,y) = m, (z,y) # (0,0),

0, (z,y) = (0,0).
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Wykres funkcji f z Przykladu 1.49; na rysunku jest 2® 4+ y*> > 1/500 (tzn. z dziedziny f wyciety zostal
niewielki dysk o §rodku w zerze) i z,y € [—1,1]. Grubymi liniami zaznaczono parabole, ztozone z punktéw
(t,t?,1/2) oraz (t,—t*,—1/2), gdzie t € [—1,1]: z dokladnoscig do punktéw (0,0,+31), obie sa polozone na
wykresie f.

Funkcja f jest ciggta na R? \ {0}; to wynika z ciggloéci licznika i mianownika.
Na osiach uktadu wspétrzednych w R?, tzn. tam, gdzie z = 0 lub y = 0, f przybiera
warto$é 0. Na prostej o réwnaniu y = kx funkcja f ma warto$é

ka3 _ kax
k2x2 +.’IJ4 - k? +.’1§‘2

fz kz) =

— 0, xz — 0.

Zatem, analizujgc zachowanie f na wszystkich prostych przechodzgcych przez 0 € R?, nie
widzimy jeszcze powodu, dla ktérego f mialaby by¢ nieciggta w zerze. Jednak na paraboli
o réwnaniu y = x? jest, poza punktem (0, 0),

2y _ at _1
fla,2%) = (x2)2 4+ 24 2

Nie jest wiec prawda, ze f(z,,y,) — 0 dla kazdego ciggu (z,,y,) zbieznego do 0 € R?:
wystarczy wedrowaé do zera po paraboli i wtedy f(z,,yn) = % £ 0. O

6K jest okreslony przez uklad nieréwnosci nieostrych, wiec jego domknietosé uzysujemy np. ze Stwier-
dzenia 1.18. Jesli ¥ € K, to ||¥||oc = max |z;| < n; stad ograniczonosé i ostatecznie zwartosé K.
"To w istocie nier6wnosé miedzy srednig arytmetyczng i geometryczng dwdch liczb.
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Zbiory spdjne

Aby zakonczy¢ krotki przeglad podstawowych wiasnosci funkcji ciggtych, podamy jesz-
cze wielowymiarowy odpowiednik wtasnosci Darboux. Potrzebne nam bedzie w tym celu
pojecie zbioru spdjnego. Oto odpowiednia definicja.

Definicja 1.50. Zbiér A C R" jest niespgjny wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg dwa zbiory
otwarte Q1, Qs C R” takie, ze

QlﬁA#@#QgﬁA, QlﬂggﬂA:(Z), ACQUQ,. 1.4)
Zbioér B nazywa sie spgjny, jesli nie jest niespdjny.

Przyklad 1.51 (sp6jnosé¢ odcinka). Sprawdzimy, ze dla dowolnych punktéw x,y € R”
odcinek
[, y]={z(t)=1—-t)x +ty cR": t €[0,1]}

jest zbiorem spdjnym. Przypus$émy, ze jest przeciwnie. Niech 1, Qs bedg zbiorami otwar-
tymi, spelniajgcymi (1.4) dla A = [x, y]. Bez zmniejszenia ogélnosci przyjmijmy, ze x €
4. Z otwartosci (; wynika, ze punkt z(¢) = (1—t)x +ty € Q; dla wszystkich dostatecznie
malych® ¢t > 0. Oznaczmy teraz

S1 = {s €[0,1]: dla wszystkich ¢ € [0, s] punkt z(¢) € Q;}.

To jest niepusty i ograniczony podzbiér odcinka [0, 1]. Niech o = sup S;. Mamy o € (0, 1].
Gdyby o < 1, 0 € Sy, to odcinek [z, z(0)] zawieralby sie w ;. Biorac p > 0 takie, ze
B(z(0),p) C 1, sprawdzamy, ze

12(0) —2(s) =lo—s|-llo =yl <p dlajo—s|<p/llx -y, sec]01],

tzn. z(s) € ; dla wszystkich s dostatecznie bliskich o, co przeczy temu, ze o = sup 5.
Gdyby 0 = 1 € S, to mielibySmy [x,y] C €, co przeczy definicji niespdjnosci: zbiory
Q; N [x, y] powinny byé oba niepuste i roztgczne.
Zatem 0 < o ¢ Sj, stad za$ wynika, ze z(0) € Q. Wtedy jednak, tym razem wobec
otwartosci 2o, dla wszystkich s dostatecznie bliskich o jest z(s) € 9, co przeczy réwnosci
o = sup S i definicji S;. O

Przyklad 1.52 (spéjno$é lamanych). Lamang w R” nazwiemy sume skoniczenie wielu
odcinkéw 14, ..., Iy, o tej wlasno$ci, ze koniec odcinka I jest poczatkiem [, ; dla kazdego
k=1,2,...,N—1.(Odcinki mogg mieé inne punkty wspélne: nie wymagamy, zeby famana
nie przecinala siebie samej).

Kazda tamana tez jest zbiorem spéjnym. Mozna to wykazaé na kilka sposobéw.

Po pierwsze, lamana jest cigglym obrazem odcinka, a ciggly obraz zbioru spéjnego jest
zbiorem spéjnym (oba fakty nietrudno udowodni¢ samemu; szczegoty, ktére pojawig sie
na zajeciach z topologii, pozostawimy Czytelnikowi).

Po drugie, mozna wykorzystaé sp6jnos$¢ odcinka i stosowac przez indukcje nastepujacy
lemat:

Lemat 1.53. Jesli zbiory A,B C R" sq spgjnei ANB # 0, to S = AU B jest zbiorem
spojnym.

8Czytelnik sprawdzi, ze jest tak dla 0 < t < §/||y — x|, gdzie § > 0 jest taka liczba, ze B(x,) C Q.
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Dowép. Przypus$émy, ze tak nie jest. Istniejg wtedy zbiory otwarte Q;, Qs C R” takie, ze
U NS£D#QNS, QN NS =0, SCQUQ,. (1.5)

Niech ¥ € AN B. Bez zmniejszenia ogélnosci, x € 2. Zbiér A jest zawarty w sumie S
zbioréw A i B; dlatego, wobec drugiego i trzeciego warunku w (1.5),

QlﬂﬂgﬂA:(Z), ACOQUQ,.

Jednak A jest spéjny, dlatego — z definicji! — ktorys ze zbioréw ; N A musi by¢ pusty.
Poniewaz x € AN Qy, tzn. AN Q; nie jest pusty, wiec AN Qy = (). Poniewaz x € B, wiec,
powtarzajgc powyzsze rozumowanie, wnioskujemy, ze B N Qs = ().

Skoro jednak AN Qy = BNQy = 0,to (AU B)NQ = 5NN = . OtrzymaliSmy
sprzeczno$¢ z pierwszym warunkiem w (1.5). [

Uwaga 1.54. Prosze sprawdzié, ze powyzszy lemat zachodzi nie tylko dla dwéch zbioréw
spéjnych, ale i dla dowolnej rodziny zbioréw spdjnych, majgcych choé jeden punkt wspélny.
W dowodzie trzeba dopasowac tylko oznaczenia.

Twierdzenie 1.55. Zatozmy, ze zbior U C R™ ma nastepujgcq wltasnosé: dla kazdych
x,y € U istnieje zbior spajny A C U taki, ze x,y € A. Wtedy U jest spajny.
Dow6b. Przypusémy, ze U nie jest spéjny. Wezmy zbiory otwarte 1, Q22 C R™ takie, ze
UNUAD#£QNU, QU NQWNU=0, UcCQuUQs.
Niechx € Q1 NU,y € Qo NU. Dobierzmy zbiér spéjny A C U taki, ze x,y € A. Wtedy
MNAD{x} #0#{y} CQnA, QU NQNA=0, ACUCQUQ,.
To jednak przeczy spéjnosci A, zatem U nie moze by¢ niespdjny. [

Wniosek 1.56. Jesli dowolne dwa punkty zbioru U mozna polgczyé tamang (ogélniej:
krzywq) zawartq w tym zbiorze, to U jest zbiorem spojnym.

Okazuje sie, ze jesli zbior U jest otwarty, to implikacje z ostatniego wniosku mozna
odwrécié. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.57 (spéjnos¢ zbiorow otwartych). Niech U C R” bedzie otwarty. Wow-
czas U jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne dwa punkty zbioru U mozna potgczyé
tamang, zawartq w tym zbiorze.

Lamane mozna w tym twierdzeniu zastgpi¢ ogdlniejszymi krzywymi (definiujgc krzywa
jako ciagly obraz odcinka). Zanim przejdziemy do dowodu, podkres§lmy wazng rzecz: teza
tego twierdzenia nie zachodzi dla zbioréw, ktére nie sg otwarte. Rézne przyklady Czytel-
nik pozna na zajeciach z Topologii; w szczegélnosci, zbior

A={(z,y) ER*: 2 =0,-1<y <1} U {(z,9) eR*: 2 >0, y =sin(1/2)}

jest spéjny, ale nie kazde jego dwa punkty mozna potgczyé krzywg zawartg w A.

Dowép. Wobec Wniosku 1.56 wystarczy wykazac, ze jesli ¥ € U, to dla kazdegoy € U
istnieje tamana zawarta w U i lgczgca punkty x, y.
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Dla x € U niech
U(x)={z € U: istnieje lamana L C U, laczagcax i z}.
Zauwazmy:
dla kazdego x € U zbiér U(x) jest niepusty, otwarty i sp6jny. (1.6)

Istotnie, jesli = € U(x) C U, to wobec otwartosci U pewna kula B(z,J) C U. Kazdy punkt
y tej kuli mozna potgczyé odcinkiem (promieniem) ze Srodkiem kuli, punktem z. Dodajgc
ten odcinek do zawartej w U tamanej o koricach x, z, otrzymamy tamang, ktéra taczy w
zbiorze U punkty y i x. Dlatego B(z,0) C U(x), a wiec U(x) jest otwarty. Sp6jnosé U(x)
wynika z Wniosku 1.56: jesli dwa punkty 2z, 25 € U(x), to istnieje tamana, taczaca je w
U(x). Laczymy po prostu tamang w U punkty z; i x, a nastepnie x i z5; kazdy punkt
takiej tamanej z definicji nalezy do U(x).

Rozumujgc podobnie, stwierdzamy, ze jesli U(y) N U(x) jest zbiorem niepustym, to
y € U(x),azatem caly zbior U(y) C U(x). Czytelnik sam zechce wskazaé tamane, taczace
odpowiednie punkty. Zamieniajgc rolami x i y, otrzymujemy inkluzje przeciwng. Zatem:

jesliU(x)NU(y) #0,toU(x) =Ul(y). 1.7

Ustalmy teraz x € U. Przypu$émy, ze punktu y, € U nie mozna z x polgczy¢ lamang.
Niech Q; bedzie sumg tych zbioréw U(z), ktore majg punkty wspélne z U(x,). Wobec
(1.7), mamy Q; = U(x() # (. Niech Q5 bedzie sumg tych zbioréw U(z), ktore nie majg
punktéw wspélnych z U(x(). Z zaltozenia, U(yq) C Qq, wiec U N Qy # 0.

Z okreslenia ; i Q9 wnioskujemy latwo, ze Q; i Q2 sg rozlgczne. Sg tez otwarte; to
wynika z otwartosci U(x) i Stwierdzenia 1.12. Sg tez niepuste (x € 1, a yo € 2), aich
suma jest zbiorem U. To przeczy spéjnosci U. Uzyskana sprzecznosé koniczy dowéd. [

Twierdzenie 1.58 (wlasnos$é Darboux). Zatézmy, ze zbior Q) C R" jest otwarty i spéjny,
a funkcja f: Q — R jest ciqggta. Jesli x,y € Qi

flx) <e< f(y)

dla pewnego c € R, to wowczas istnieje punkt z € Q) taki, ze f(z) =c.
Dowép. Wybierzmy tamang L, ktéra taczy w zbiorze 2 punkty x i y. Niech v: [0,1] — L

bedzie funkcjg ciggly® takg, ze v(0) = x i y(1) = y.
Funkcja g = f o~v: [0,1] — R jest ciggla i spelnia

9(0) = f(1(0)) = f=x) <c < fly) = F(v(1) = 9(1).
Dlatego istnieje s € (0, 1) takie, ze g(s) = c. Zatem f(z) =cdlaz =~v(s). O

Uwaga 1.59. Czytelnik zechce zauwazy¢, ze wykazaliSmy w istocie, ze przy zalozeniach
Twierdzenia 1.58 punkt posredni z, o ktérym mowa w tezie, mozna znaleZé na kazdej
lamanej, 1gczgcej w Q punkty x, y.

“Mozna wybraé funkcje +, ktéra jest kawalkami afiniczna: po prostu parametryzujemy kolejne odcinki
lamanej L, np. dzielac [0, 1] na tyle przedzialéw, z ilu odcinkéw sklada sie L.
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Na zakonczenie powiemy kilka stéw o cigglo$ci funkcji odwrotnej do funkcji wielu
zmiennych (i zalozeniach, ktérych wymaga odpowiednik jednowymiarowego twierdzenia
o cigglosci funkcji odwrotne;j).

Twierdzenie 1.60. Zatézmy, ze zbior K C R" jest zwarty, a funkcja f: R* D K — R™
Jjest ciqgta i réznowartosciowa. Wowczas g = f~1: R™ O f(K) — R" jest ciggla.

Dowép. Zatézmy, ze y; — y € f(K). Wykazemy, ze g(y;) — g(y) dla j — oc.

Niech x; = g(y;) € K. Poniewaz K jest zwarty, wiec istnieje podcigg x;, — x € K.
Zatem, wobec cigglosci f, ciagg y;, = f(x;, ) ma granice f(x), a poniewaz cigg nie moze
mie¢ dwoéch granic, wiec f(x) =y, tzn. x = g(y). Wiemy zatem, ze g(y;,) = x;, — 9(¥).

Rozumujac podobnie, mozna wykazaé, ze kazdy podcigg ciggu ¢(y ;) zawiera podciqg
9(y;,) taki, ze g(y;,) — g(y). Stad juz wynika, ze caly cigg g(y ;) jest zbiezny do g(y). O

Okazuje sie, ze zalozenie zwartosSci jest w Twierdzeniu 1.60 istotne. Oto przyklady.
Przyklad 1.61. Niech
f:[0,00) Dt f(t) =exp(2mi-e~") = (cos2me " sin2me” ") € C = R?.
Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze funkcja f jest ciggla réznowartosciowa (to wynika z
wlasnosci funkcji wyktadniczej w C), a zbiorem jej wartosci jest okrag jednostkowy v =
{(z,y) € R?: 22 + y?> = 1}. Jednak
f(0)=(1,0) = lim f(?)

t—-+oo
a wiec funkcja odwrotna do f nie jest ciggla w (1,0). O

Przyklad 1.62 (geste krzywe na torusie). Niech R > r > 0iniech F: R? — R? bedzie
dana wzorem

F(0,¢) = ((R+1cosp)cost, (R+rcosp)sind, rsinp) € R?.

Mozna sprawdzié, ze obrazem funkcji F' jest torus obrotowy T, ktéry powstaje przez obroét
(polozonego w plaszczyznie x2 = 0) okregu

v:={x €R3: ||x — (R,0,0)| =0} N {x € R®: 25 = 0}

wokot osi x3 uktadu wspélrzednych. Oczywiscie, F jest ciggla. Rozpatrzmy teraz zlozenie
F z funkcjg R 5 ¢t — (¢, at), gdzie a jest (jakgkolwiek) ustalong liczbg niewymiernag, tzn.
przeksztalcenie

g(t) = F(t,at) = ((R+ rcosat) cost, (R+ rcosat)sint, rsinat)

Nietrudno sprawdzié, ze g jest ré6znowarto$ciowa (to wynika z niewymiernosci a), zas
obraz funkgji g, tzn. krzywa g(R), jest gestym'? podzbiorem torusa T.

Z geometrycznego punktu widzenia, g: R — T C R? to réznowartosciowe, réwno-
mierne nawiniecie (nieskoniczenie cienkiej i dlugiej) nitki na torus obrotowy.

Funkcja g jest ciggta. Jednak przeksztalcenie g~! nie jest ciggle w zadnym punkcie
zbioru ¢g(R), bo dowolnie blisko punktu g(s) znajdujg sie punkty ¢(t), dla ktérych liczba
|t — s| moze by¢ dowolnie duza. [

Prosze wykazaé, ze dla kazdego x € T i kazdego ¢ > 0 istniejg dowolnie duze liczby t € R takie, ze
g(t) € TN B(x,e) \ {x}. Mozna wcze$niej przypomnieé sobie dowdd gestosci — dla niewymiernych b € R
— ciggu ¢, = nb — [nb] w odcinku [0, 1]; Czytelnik zapewne widzial ten dowéd podczas éwiczen z Analizy
Matematycznej 1.
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Oba obrazki uzyskano dla R = 8, r = 1. Po lewej stronie: obraz przeksztalcenia g (t) = F(2t, 3t) to krzywa
zamknieta na torusie (wezel, nazywany tréjlistnikiem). Funkcja g1 jest okresowa.

Po prawej: obraz przeksztalcenia g2 (t) = F(t,at) dlaa = 1++/5,t € [0, 157]. Funkcja g» jest réznowartosciowa
i ciggla na R, ale odwrotna do niej nie jest ciggla na zbiorze A = g»(R) w R®. Podobne krzywe na torusie
nazywa sie czasem obmotkami.

Zalozenie zwarto$ci w Twierdzeniu 1.60 mozna zastgpic¢ zalozeniem otwartosci dzie-
dziny oraz réwnosci wymiaréw dziedziny i przeciwdziedziny przeksztalcenia f. Zacho-
dzi nastepujgce twierdzenie, udowodnione przez holenderskiego matematyka L.E.J. Bro-
uwera w 1912 roku.

Twierdzenie 1.63 (Brouwera o niezmienniczo$ci obszaru). Przypusémy, ze zbior U C R"
Jest otwarty, a funkcja f: U — R" jest roznowartosciowa i ciggta. Wtedy V = f(U) jest
otwartym podzbiorem R, a funkcja f~': V — U C R" jest ciggta.

Dowéd wykracza poza ramy tego wykladu i nalezy do topologii, a nie do analizy.



Rozdzial 2

Rézniczkowanie funkcji wielu
zmiennych

2.1 Pochodne czgstkowe, kierunkowe i ré6zniczka zupelna

Definicja 2.1 (pochodna czastkowa). Méwimy, ze funkcja f: R” D Q — R™, gdzie
zbiér Q C R" jest otwarty, ma w punkcie @ = (ai,...,a,) € Q pochodng czqstkowq
wzgledem zmiennej x; wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jednej zmiennej rzeczywistej

E(t):f(al,...,ai_l,t,aiﬂ,...,an), F;: (ai—é,ai+5)—>Rm 2.1)

ma pochodng w punkecie a;, gdzie § > 0 wybieramy tak, aby odcinek (a —de;, a+de;) C Q.
Przyjmujemy
of

a$i
Uzywa sie takze innych oznaczen:

(2.2)

7

(a) = Fl(a;) = }llim

Dif(@) = fu(@) = 52(a).

Jak widaé, pochodng czgstkowg z’% obliczamy, traktujgc wszystkie zmienne oprécz z;
jako ustalone parametry i wykonujac rézniczkowanie wzgledem z;. Obowigzujg przy tym
oczywiscie wszystkie reguly, ktore Czytelnik poznal, uczgc sie¢ rachunku rézniczkowego
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej. Np. jesli

fz,y,2) = % + xcos(yz) + zexp(a?),
to

3}
(z,y,2) = 2z + cos(yz) + 2zx exp(z?), —f(ac, y,z) = —xzsin(yz),

of
ox Oy

%(m, y,z) = —zysin(yz) + eXp(xQ) }

Uwaga 2.2. Ze wzoru (2.2) wynika, ze gdy wartosci f sg liczbami rzeczywistymi, tzn.
m = 1 w Definicji 2.1, to takze %(a) —tam, gdzie jest okreslona — jest liczbg rzeczywista.

Jeslim > 1, to aa—ji(a) jest wektorem z przestrzeni R™.

20
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Podkres§lmy od razu, ze samo istnienie pochodnych czgstkowych funkcji f nie gwaran-
tuje cigglosci funkcji.

Przyklad 2.3. (i) Niech f: R?> — R bedzie funkcjg charakterystyczng zbioru A =
{(z,y) € R? : y = 22,y # 0}, tzn. niech f = 1na Ai f = 0 na R?>\ A. Na obu
osiach ukltadu wspélrzednych mamy f = 0 i dlatego, wprost z definicji,

%(0) =0= 2‘5(0) :
Jednak f nie jest ciggla w zerze, gdyz f(0) = 0 # lim;_ f(1/4, 1/5%).
(ii) Rozpatrzmy ponownie funkcje z Przykladu 1.49:
ya?
oy = Pra 9700 2.3)
0, (z,y) = (0,0).

Jesli (x,7) # (0,0) € R?, to

aof 2oy(y® + o) —4a® - ya®  2wy(y® —a”)
of PP tat) -2y ya® -2y’ -2
T v R 29

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, f = 0 na obu osiach uktadu wspétrzednych
mamy i dlatego
of _of

“L0)=0=Z2(0).
50 =0=50)
Jednak wiemy juz, ze f nie jest ciggta w punkcie 0 € R?.

Przyklad 2.4. Niech f: R — R bedzie funkcjg rézniczkowalng i niech G(z) = (z, f(z)),
G: R — R?. Wéweczas %—g = G'(z) = (1, f'(x)). Interpretacja geometryczna jest prosta:
G'(x) jest wektorem stycznym do wykresu f w punkcie (, f(7)) € R2

Definicja 2.5 (pochodna kierunkowa). Méwimy, ze funkcja f: R™ D Q — R™, gdzie
zbior Q C R" jest otwarty, ma w punkcie @ = (ai,...,a,) € Q pochodng kierunkowq
wzgledem wektora v € R™\ {0} wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jednej zmiennej rzeczy-
wistej

Fy(t) = f(a +tv), Fp:(—0,0) > R™ (2.6)

ma pochodng w zerze. (Liczbe § > 0 wybieramy tak, by odcinek (@ — dv,a + dv) C Q.)
Przyjmujemy

O vy — o @+ ) — f(a)
5o (a) = (Fy)'(0) = ilg%) W . (2.7)
Uzywa sie takze innych oznaczen:
of

Dy f(a) = fy(a) = --(a).
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Uwaga 2.6. Zauwazmy, ze pochodna kierunkowa wzgledem e; jest tym samym, co po-
chodna czastkowa wzgledem e;:

_of

(@).

Przyklad 2.7. Raz jeszcze rozpatrzmy funkcje z Przykladu 1.49, dang wzorem (2.3). Dla
a = 0i dowolnego wektora v = (£, 1) € R?, gdzie ¢, # 0, iloraz

f(a + hv) — f(a) B 1 h3£27l B 5277 gj
h h h2772+h4§4_772+h2§4_> 1 dla h — 0.

Zatem f ma w zerze wszystkie pochodne kierunkowe (sprawdzali§émy juz istnienie po-
chodnych czgstkowych). Nietrudno stwierdzié, ze w pozostalych punktach R? funkcja f
tez ma wszystkie pochodne kierunkowe. Wynika stad, ze nawet istnienie wszystkich po-
chodnych kierunkowych w kazdym punkcie dziedziny nie gwarantuje cigglosci funkcji
wielu zmiennych rzeczywistych.

Wiasciwym odpowiednikiem pojecia pochodnej jest, dla funkcji wielu zmiennych, po-
jecie rézniczki.
Definicja 2.8 (r6zniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych). Méwimy, ze funkcja

f:R™ D Q — R™, gdzie Q) C R" jest zbiorem otwartym, jest rézniczkowalna w punkcie
a < ) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie liniowe A: R™ — R™ takie, ze

i@t k)~ f(a) - AR|

0. (2.8)
1R —0 A

Przeksztalcenie A nazywamy rézniczkq (lub pochodnq, lub rézniczkqg zupetng) f w punk-
cie @ i oznaczamy Df(a) lub f'(a).

Stwierdzenie 2.9. Niech f: R" D Q — R™, gdzie Q) C R" jest zbiorem otwartym. Naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest rézniczkowalna w punkcie a € §;
(ii) istniejq przeksztalcenie liniowe A: R™ — R™ i funkcja
r:Qq ={h €eR":a+h cQ} —>R"
cigglta w punkcie h = 0, r(0) = 0, dla ktorych zachodzi réwnosé
fla+h)=f(a)+Ah + ||h| -r(h) dla wszystkich b € Qg. (2.9)

Jesli zachodzi warunek (ii), to Df(a) = A.

Dowép. Jedli rézniczka A = D f(a) istnieje, to wystarczy okreslié

fla+h)—fla)— Ah
g

r(h) = dlah #0, r(0)=0.



© MIM UW, 2011/ 12 23

Funkcja r jest okreslona, gdy a + h <€ 2. Ponadto, dzieki warunkowi (2.8),

_|lf(a+h)—fla)— Ah|
I ]l

(R =0, dla|h| =0,

tzn. réwnowaznie r(h) — 0 dla A — 0. Na odwrét, jesli zachodzi (ii), to warunek r(h) —
0 = r(0) dla B — 0 implikuje, ze granica we wzorze (2.8) jest réwna zero, tzn. A = Df(a).
O

Uwaga 2.10. Jesli rézniczka D f(a) istnieje, to jest okreslona jednoznacznie. Istotnie,
gdyby wzér (2.9) zachodzit dla A;,r;, gdzie i = 1,2, to mielibySmy A1k + | h|ri(h) =
Ash + ||h||r2(h) dla wszystkich h z pewnej kuli B(0,6) C R™. Stad, kladac h = ¢ - v,
gdzie ||v|| =1it > 0, a nastepnie dzielgc obie strony przez ¢, otrzymujemy

(Al—Ag)v :rg(tv)—rl(tv)—>0, t — 0.

Jednak lewa strona strona nie zalezy od ¢. Zatem przeksztalcenia liniowe A; i As pokry-
wajg sie na calej sferze jednostkowej S*~! = {v € R": ||v| = 1}, a wiec sg réwne.

Wniosek 2.11. Jesli f: R D Q — R™ jest rozniczkowalna w punkcie a € , to dla
kazdego niezerowego wektora v € R" jest

Df(a)-v = %(a).

W szczegélnosci, dla v = e; jest

of
8@-

Df(a)-e;=

(a), 1=1,...,n.

Dowo6p. Podstawiajgc w réwnosci (2.9) wektor h = tv, gdzie v jest ustalony i t # 0,
otrzymujemy
fla +tv)— f(a) of

Df(a)~v:%Df(a)-h: ; j:||v\|r(tv)%%(a), t — 0.

Lewa strona nie zalezy od t; dlatego zachodzi pierwsza réwno$¢ z tezy wniosku. Druga
réwnosé to jej przypadek szczegélny (wspominali§my juz, ze pochodna f w kierunku e;
i pochodna czgstkowa % sg réwne). [

Wniosek 2.12. Niech ) C R"™ bedzie zbiorem otwartym i niech
=1, s fm): R" DQ—R™.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a € );
(i) kazda z funkcji f; jest rézniczkowalna w punkcie a € (.

W standardowych bazach przestrzeni R™ i R™ macierz Df;(a) € My, jest wtedy i-tym
wierszem macierzy Df(a) € My, «n.
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Dowép. Postugujemy sie Stwierdzeniem 2.9. Obie strony réwnosci (2.9) sg wektorami z
R™. R6wnos¢ i-tych wspétrzednych tych wektorow (i = 1, ..., m) jest réwnowazna réznicz-
kowalnosci f; (i = 1,...,m) w punkcie @ € A oraz réwnosci Df;(a)h = (Df(a)h); dla
h € R", tzn. — po utozsamieniu przeksztalcen liniowych z ich macierzami w standardo-
wych bazach — temu, ze D f;(a) jest i-tym wierszem macierzy Df(a). O

Uwaga 2.13 (terminologia: macierz Jacobiego). Jak wiadomo z wyktadéw Algbry Li-
niowej, przeksztalcenie liniowe A: R” — R™ ma w standardowych bazach macierz (ozna-
czang zwykle tg samg literg) o m wierszach i n kolumnach, ktérej j-tg kolumne stanowi
wektor Ae; € R™, gdzie e (j = 1,...,n) sg wektorami standardowej bazy w R". Z dwéch
ostatnich wnioskéw wyplywa zatem nastepujgca obserwacja: jesli

f:(flv"'afm):RnDQ—)Rma

gdzie f;: Q@ — Rdla: =1,...,m, jest rozniczkowalna w punkcie a € (2, to jej rézniczka
ma w standardowych bazach przestrzeni R" i R"* macierz
o of
y a) ... Fiha)
Df(a) = ( : (a)) = : : : (2.10)
Ox; 1<i<m,1<5<n
Una) ... Yn(a)
0x1 T Oz

Kolumny tej macierzy to wektory

0
L (a)
of of ' ,
Df(a)e; = (a) = (a) = : eR™, i=1...,n
oz, (@)

Macierz (2.10) nazywamy macierzq Jacobiego przeksztalcenia rézniczkowalnego f. Dla
n = m wyznacznik tej macierzy nazywamy jakobianem przeksztalcenia f w punkcie a.

Whniosek 2.14. Jesli f: R® D Q — R™ jest rézniczkowalna w punkcie a € , to f jest
ciggta w punkcie a.

Dowép. Korzystamy ze Stwierdzenia 2.9 (ii) oraz cigglosci przeksztalcen liniowych: dla
h — 0 jest
fla+h)—fla)=Df(a)h +|h] -r(h)—0cR™,

to za$ oznacza, ze f jest ciggla w punkcie @. [

Uwaga 2.15. Wiemy juz zatem, ze istnienie pochodnych czgstkowych funkcji f w danym
punkcie jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci f w tym punkcie. Nie jest jednak
warunkiem dostatecznym, gdyz z istnienia pochodnych czgstkowych (a nawet wszystkich
pochodnych kierunkowych) nie wynika cigglo$¢! Ponizej podajemy warunek dostateczny
rézniczkowalnosci, wyrazony w jezyku pochodnych czgstkowych.
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Twierdzenie 2.16. Jesli f: R™ D Q — R™ i wszystkie pochodne czqstkowe % istniejg
na catej kuli B(a,r) C Qi sq ciggte w punkcie a, gdzie r > 0, to f jest rozniczkowalna w
punkcie a € ). Zachodzi wtedy wzor

a)h = Zhaxz h = (hy,...,hy) €R".

Dowép. Wobec Stwierdzenia 2.12, wystarczy przeprowadzi¢ dowod dla m = 1.

Dla uproszczenia® przyjmiemy n = 2. Niech odtad h = (hy, ho), || R|| < 7.

Aby skorzystaé z istnienia pochodnych czgstkowych, wyrazimy przyrost f na odcinku
[a,a + h] jako sume przyrostéw wzdluz dwéch odcinkéw réwnoleglych do osi ukladu
wspolrzednych. Stosujac twierdzenie Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej
o warto$ciach rzeczywistych do funkcji

Fl(t):f(a1+tva2+h2)v te [Oahl]a

oraz
Fg(t) = f(al,CLQ + t), t e [0, hg]

sprawdzamy, ze dla pewnych punktéw posrednich 6; = 0;,(h) € [0, h;] (i = 1,2) jest
fla+h)—fla) = (Fi(h)-F©0)+(F(h) - F(0)
= h1F{(61) + haF5(62)

0 0
= h17f(a1 +01,a2 + ha) + hzif(al,% +02)
— ——— ———

0, O
punkt p1 punkt p 2
_ of of
= hlc’):pl( )+ hag - 2( ) +R(h),

czes¢ liniowa przyrostu
gdzie reszta

rw) =t (50 - 3 @) v (Lo - @)

Z nieré6wnosci Schwarza wynika, ze dla ||| < § < r jest

L p) - Sj;(a)D .

0<|R(h )|<\[HhH mag( sup

peB(a,d)
Jednak of of
sup P dlad — 0
peB(as) | 0Ti 3%( )‘

dzieki cigglosci r% w punkcie a. Zatem

R(h) = |k -r(h),

1Chodzi o uproszczenie zapisu, a nie istotnych trudnosci — Czytelnik zechce sie nad tym zastanowié. W
ogolnym przypadku mielibySmy w dowodzie do czynienia z sumg n przyrostéw, a nie dwéch.
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gdzie r(0) =0ir(h) — 0dla B — 0. Ze Stwierdzenia 2.9 wynika teraz, ze

O gy, 91

Df(a) = (g:(a). 5 -(a)).

Dowdéd zostal zakoniczony. [J

Na zakoniczenie tego podrozdziatlu podkreslmy jedno. Czytelnikowi moze wydawacé sie,
ze pochodna czgstkowa i byé moze pochodna kierunkowa to pojecia naturalniejsze od réz-
niczki. Tak nie jest. Pochodne czgstkowe i kierunkowe okresla sie po to, zeby badaé zacho-
wanie funkcji na prostych. Z przytoczonych przyktadéw wynika jasno, ze nie daje to dosta-
tecznych informacji o zachowaniu funkcji w calym otoczeniu danego punktu. Naturalnym
uogolnieniem pochodnej funkcji jednej zmiennej rzeczywistej jest wltasnie rézniczka. Jej
istnienie oznacza, ze odwzorowanie f mozna lokalnie przyblizaé¢ przeksztalceniami

x— fla)+Df(a) (x —a)=f(x)+o(lx —al)~ flx).

Ponadto, przeksztalcenie liniowe D f(a) koduje w sobie pelng informacje o pochodnych
kierunkowych i czgstkowych f.

2.2 Arytmetyczne wlasnosci réozniczki

Stwierdzenie 2.17 (r6zniczka sumy funkcji). Jesli f,g: R™ D Q — R™ sq rézniczko-
walne w punkcie a € , to funkcja f + g: Q@ — R™ jest rozniczkowalna w a i zachodzi
wzor

D(f+g)(a)=Df(a)+ Dy(a).

Dowéb. Stosujemy Stwierdzenie 2.9. Wzory 2.9 dla funkcji f, g dodajemy stronami; po-
niewaz o(||k|]) + o(||h]||) = o(||k]|), wiec uzyskujemy warunek (ii) Stwierdzenia 2.9 dla
funkcji f + g. Szczegoly pozostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie. [J

Uogdlnimy teraz wzor (fg)' = f'g + f¢' na przypadek wielowymiarowy. Okazuje sie,
ze jesli mozna zdefiniowaé ‘iloczyn’ przeksztalcen rézniczkowalnych f, g (to moze by¢ np.
iloczyn funkcji o warto$ciach w R i R™, albo iloczyn skalarny wektoréw z R™, albo iloczyn
wektorowy wektoréw z R3, albo iloczyn macierzy o odpowiednich rozmiarach, gdy warto-
Sci f, g sg macierzami itp.), to 6w iloczyn jest rézniczkowalny, a jego pochodng oblicza sie
podobnie, jak dla funkcji z R w R.

Twierdzenie 2.18 (ré6zniczka ‘iloczynu’). Jesli f: R" D Q - R™ig: R" O Q — RF sg
rozniczkowalne w punkcie a € ), a przeksztatcenie

B:R™ xR 5 (x,y) — Blx,y] € R
Jjest dwuliniowe?, to wéwczas funkcja
B[f,g]: R" > Q5 x — B[f(x),9(x)] € R
Jest rozniczkowalna w punkcie a € Q) i zachodzi réwnosé

DB[f,g](a)h = B[Df(a)h,g(a)|+B[f(a),Dg(a)h] dla wszystkich h € R™. (2.11)

2Qznaczenie B([f, g] Czytelnik moze zastapié przez f - g — wtedy analogia z przypadkiem jednowymiaro-
wym bedzie widoczna jak na dloni.
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Uwaga 2.19. Nie zakladamy, ze B[f,g] = Bg, f] (bo np. mnozenie macierzy nie jest
dzialaniem przemiennym). Dlatego we wzorze (2.11) nie wolno zamienia¢ kolejnosci ar-
gumentéw B w sktadnikach prawej strony.

Dow6p TwierpzeNia 2.18. Wobec Stwierdzenia 2.9,

f(a+h)-f(a) = Df(a)h+Rs(h), (2.12)
gla+h)—g(a) = Dg(a)h + Ry(h), (2.13)

gdzie |[R¢(h)|| = |[Ry(h)| = o(||k|) dla A — 0. Ustalmy zatem liczbe § > 0 tak, aby dla
wszystkich || k|| < 0 mieé
1R (R)|| + [[Ry(R)|| <[] (2.14)

Korzystajac z dwuliniowosci B, piszemy

Blf(a +h),g9(a + h)] — Blf(a),9(a)]

B[f(a +h),g9(a + h)]— Blf(a),9(a + h)]

+ Blf(a),g(a + h)] - B[f(a),g(a)]

= Blf(a+h)-f(a),g(a+h)+B[f(a),g9(a +h)—g(a)]

= Blf(a+h)-f(a) g(a)l+ Blf(a),g(a +h)—g(a)]
+Blf(a+h)—f(a),gla+h)—g(a)] = S +5%+S;.

Do prawej strony wstawiamy teraz réwnosci (2.12) i (2.13). Sktadnik
S1=B[f(a+h) - f(a),g(a)]=B[Df(a)h, g(a)]+ B[Rs(h),g(a)],
gdzie B[R;(h),g(a)] = o(|| k) dla b — 0 (to tatwo wynika z dwuliniowosci B). Podobnie,
Sz = B[f(a),Dg(a)h] + B[f(a),Ry(h)| = B[f(a),Dg(a)h] +o(|k]), h —O0.

Dlatego suma S; + S2 daje prawa strone wzoru (2.11) z tezy, z bledem o(||k||). Wreszcie,
sktadnik S3 = o(||k||) dla B — 0. Istotnie, kazde przeksztalcenie dwuliniowe B spelnia
nier6wnos¢

[Blx, y]|| < Clle] - Iy

z pewng stalg C zalezng od B.3 Dlatego

155 ClIDf(a)h + Ri(h)|| - |Dg(a@)h + Ry(h)]|

C-M?*h|? dla ||k|| <4,

IN A

gdzie, wobec oszacowania (2.14), mozna wzigé np. stalg M = |[Df(ea)| + ||Dg(a)| + 1.
Ostatecznie wiec

Blf(a + k),g(a + k)| - B[f(a),g(a)] =
= 51 + S2 + S3 = prawa strona wzoru (2.11) + o(||k||) dla B — 0.

Wobec Stwierdzenia 2.9, dowéd jest zakoriczony. [J

3Czytelnik moze to udowodnié¢ samodzielnie, nasladujac dowéd Stwierdzenia 1.41.
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Twierdzenie 2.20 (r6zniczka zlozenia funkcji). Niech 1 C R" i Qo C R™ bedq zbio-
rami otwartymi. Jesli f: Q1 — R™ jest rozniczkowalne w punkcie a € Qq, a Q9 D f()
ig: Qo — R jest rézniczkowalne w punkcie b = f(a), to ztozenie go f jest rézniczkowalne
w punkcie a i zachodzi wzor

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a) = Dg(f(a)) o Df(a). (2.15)

Dowé6p. Wobec Stwierdzenia 2.9,

fla+h)—f(a) = Df(a)h + Rs(h), (2.16)
gb+w)—g(b) = Dg(b)w + Ry(w), (2.17)

gdzie |[Ry(h)|| = o(||h|)dlah — 01| Ry(w)| = o(||w||) dla w — 0. Do (2.17) podstawmy
b=f(a)orazw =w(h)= f(a+ h)— f(a). Korzystajac z (2.16), otrzymujemy

gofla+h)—gofla) = g(b+w)—g(b)

(b)w + Ry(w)

(b)(Df(a)h + Ry(h)) + Ry(w)

= [Dg(b)oDf(a)lh +R, (2.18)

Dg
Dg

gdzie reszta
R=Dg(b)(Rs(h)) + Ry(w).

Niech M = |Dg(b)|| + |Df(a)| + 1. Dla matych ||k || jest |R;(h)| < ||k || i dlatego
lwll=[Df(a)h + Re(h)| < ||Df(a)l|- [k +[Rs(h)| < Ml[h].
Zatem w = w(h) — 0, gdy h — 0 i mamy

12 _ MR (R + |[Ry(w)]

Ia] = |A]
IRy (R)]|  Jlw]] || Ry()]
M - :
IR IR el
< (BB Y Ly g
IR " il

tzn. R = o(||h||) dla B — 0. Wobec réwnosci (2.18) i Stwierdzenia 2.9, zachodzi ré6wnos¢
D(go f)(a) = Dg(b)o Df(a). O

Uwaga 2.21. Zgodnie z definicjg rézniczka D(g o f)(a) zlozenia go f: R"* D Q; — RF
powinna byé przeksztalceniem liniowym z R™ w R*. Istotnie tak jest: Df(a): R* — R™
i Dg(b): R™ — R* wiec ich zlozenie jest przeksztalceniem liniowym z R" w R”.

Twierdzenie 2.20 ma nastepujgcg interpretacje: macierz Jacobiego rézniczki prze-
ksztalcenia g o f jest iloczynem macierzy Jacobiego przeksztalcen g i f, wzietych w od-
powiednich punktach. Z wieloma zastosowaniami tej interpretacji Czytelnik spotka sie
w konkretnych przyktadach.
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2.3 Gradient. Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji
i punkty krytyczne

Definicja 2.22 (gradient funkcji wielu zmiennych). Gradientem funkcji rézniczko-
walnej f: R” D Q) — R w punkcie x € 2 nazywamy wektor

grad /(x) = (1), 51 (@))

7Z tej definicji oraz definicji macierzy Jacobiego wynika, ze dla f: 0 — R mamy

(grad f(x),h) = x)h = Zh@xl

Czytelnik moze wiec uwazad, ze rozréznianie gradientu i rézniczki to niepotrzebna ma-
niera. Podkreslmy jednak, ze grad f(x) € R", natomiast Df(x) € L(R",R) = (R")".
Przywykliémy utozsamiaé przestrzenie (R”)* i R"; to wymaga odwotania sie do konkret-
nego uktadu wspétrzednych. Na gltadkich powierzchniach w R"™ — powiedzmy na torusie
czy na sferze — nie sposéb jednak zwykle wskazac jakiego§ wyréznionego uktadu wspoél-
rzednych. Dlatego odréznianie gradientu i rézniczki ma sens. Czytelnik zetknie si¢ z tym
p6zniej w biezgcym roku, a takze na zajeciach z geometrii rézniczkowej.

Stwierdzenie 2.23. Dla kazdej funkcji rézniczkowalnej f: R™ O Q — R i kazdego wek-
tora w € R" takiego, ze

|w| = |lv|, gdzie v=gradf(x)#0, xeQ,
zachodzi nieréwnosé o7 o7
@) < ). (219

Ponadto, réwnosé w (2.19) zachodzi jedynie dla w = v.

Dow6p. Wobec Wniosku 2.11 i nieré6wno$ci Schwarza, mamy

0
%(x) = Df(x)w = (grad f(x), w) = (v, w) < [[v]||w] = [|v|?
natomiast of
5y (¥) = Df(x)v = (grad f(x),v) = o]

Stad juz wynika nieréwnosé (2.19).
W nieréwnosci Schwarza [(v,w)| < ||v|||w] dla wektoréw v, w o réwnych dlugo-
$ciach ré6wno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v = +w. Jednak dla w = —v jest

of of
ow %(x).

Ta obserwacja koniczy dowéd. [

—L(x)=(v,w)=—|v|?’ <0< |v|?=

Powyzsze stwierdzenie ma nastepujgca interpretacje geometryczng: gradient funk-
cji w punkcie wyznacza kierunek najszybszego wzrostu funkcji w tym punkcie. Dtugosé
wektora gradientu odpowiada za tempo wzrostu w tym kierunku.
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Definicja 2.24 (plaszczyzna styczna do wykresu funkcji). Jesli f: Q — R jest roz-
niczkowalna w punkcie @, to ptaszczyzng styczng do wykresu f w punkcie (a, f(a)) €
R"*! nazywamy zbiér

T={(%,2n41) ER" xR=R"": Df(a)(x — @) = zp+1 — f(a)}

Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji rézniczkowalnej f: R*> O Q — R w punkcie (p, f(p)) € R® ma
réwnanie

fer(P)(@1 — 1) + far (P) - (22 — p2) = 23 — f(P)
Wektor (—fu, (P), — fzs (P), 1) € R jest prostopadly do ptaszczyzny stycznej.
Po lewej: w punkcie ekstremum lokalnego f. = f, = 0 i tam plaszczyzna styczna jest pozioma.

Innymi stowy, zbiér T jest wykresem odwzorowania afinicznego
R">x+— ¢(x)=f(a)+ Df(a)(x —a) eR.

Whprost z definicji rézniczki wynika, ze dla x — a jest f(x) —¢(x) = o(||x — a@||). Widzie-
liSmy tez, ze ten warunek okresla odwzorowanie ¢ jednoznacznie. To uzasadnia nazwe
plaszczyzna styczna. Zauwazmy, ze jeSli D f(a ) = 0, to przeksztalcenie ¢ jest stale, a wiec
jego wykresem jest hiperplaszczyzna x,,,1 = const.

Podamy teraz warunek konieczny istnienia ekstremum* funkcji w punkcie wewnetrz-
nym dziedziny.

Stwierdzenie 2.25 (lemat Fermata). Jesli funkcja f: R® D Q — R ma ekstremum
lokalne w punkcie a € 2 i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to

Df(a) =0,

lub réwnowaznie %(a) =0dlai=1,2...,n.

4Definicja maksimum (minimum) lokalnego jest analogiczna, jak w wymiarze 1; trzeba tylko przedzial
wokol danego punktu w dziedzinie zastgpic¢ kulg o rodku w tym punkcie.
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Dowop. Jesli f ma ekstremum lokalne w @, to dla kazdego i = 1,...,n funkcja

Fl(t) = f(al, . ,ai_l,t,ai_i_l,. . .,an),

okreslona w pewnym przedziale (a; — 0, a; + J) C R, ma ekstremum lokalne w a;. Dlatego
Fl(a;) = 2 (a)=Df(a)e;=0. O
W wielu sytuacjach wykorzystywane jest nastepujace ogdlne pojecie.

Definicja 2.26. Przypus$émy, ze odwzorowanie f: R" D 2 — R jest rézniczkowalne na
Q. Powiemy, ze a < (2 jest punktem krytycznym f wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztalcenie
liniowe Df(a): R® — R™ ma rzad mniejszy, niz min(m, n).?

Gdy m =1, to a € Q jest punktem krytycznym funkcji f: R” D Q — R wtedy i tylko
wtedy, gdy Df(a): R"” — R ma rzad mniejszy, niz min(n, 1) = 1, tzn. wtedy i tylko wtedy,
gdy Df(a) jest przeksztalceniem zerowym. Jest to réwnowazne temu, ze wszystkie po-
chodne czgstkowe E% znikajg w punkcie a. Zachodzi zatem nastepujgce:

Stwierdzenie 2.27. Wszystkie ekstrema lokalne funkcji rozniczkowalnej f: R™" D Q — R
sq jej punktami krytycznymi. [

Po lewej: wykres funkeji f(z,y) = xy. Plaszczyzna styczna przecina wykres funkcji wzdluz osi z i y. Po
prawej: tzw. malpie siodlo, wykres funkcji g(z,y) = ¢ — 3y?z. Plaszczyzna styczna przecina wykres wzduz
trzech prostych. Na obu rysunkach brzegi kolorowych paséw to poziomice (linie, na ktérych funkcja ma statg
wartosé).

Oczywiscie nie zachodzi implikacja odwrotna. Funkcja f(z,y) = zy ma pochodne
czastkowe f,(z,y) =y i fy(x,y) = x, ktére znikajg jednoczesnie wtedy i tylko wtedy, gdy
x =y = 0. Jednak w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ani minimum, ani maksimum lokal-
nego (ré6wnego zero), gdyz w kazdym otoczeniu tego punktu przyjmuje zaré6wno wartosci
dodatnie, jak i ujemne. Podobnie,

g(z,y) = 2° = 3y°z = 2(x — yV3)(z + yv/3) (2.20)

®Zauwazmy: k = min(m, n) jest maksymalnym mozliwym rzedem przeksztalcenia liniowego z R™ w R™.
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-2

Wykres funkcji f(z,y) = 2*(14+y)*+y>. Zaznaczone linie to poziomice. W §rodku widoczne minimum lokalne.
Dla z = const > 0 funkcja f(const, y) jest wielomianem stopnia 3; prosze zwréci¢ uwage na ksztalt przedniej
krawedzi tego fragmentu wykresu f.

ma pochodne czgstkowe g, (7, y) = 322 — 3y? i g,(z,y) = 62y. Latwo zauwazy¢, ze jedynym
punktem krytycznym tej funkcji jest (0,0), jednak w kazdym otoczeniu tego punktu f
przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne.

Nawet dla n = 2 zachowanie funkcji rézniczkowalnych f: R™ — R potrafi odbiegac od
naiwnych oczekiwan, jakie Czytelnik mégiby mie¢ dzieki wczesniejszym jednowymiaro-
wym intuicjom. Nalezy o tym pamietac, szukajgc kreséw zbioru wartosci funkcji.

Przyklad 2.28. Istniejg funkcje rézniczkowalne f: R? — R (o ciagtych pochodnych czgst-
kowych), ktore spelniajg dwa warunki:
e f ma na R? tylko jeden punkt krytyczny, w ktérym jest jej ekstremum lokalne;

e f nie jest ograniczona ani z géry, ani z dotu.

Taka funkcja w punkcie jedynego swego ekstremum lokalnego nie osigga ani kresu dol-
nego, ani kresu gérnego! Sp6jrzmy na dwa konkretne przyklady takich sytuacji.
Niech

flay) =2 (1+y)° +4°. (2.21)

Funkcja f jest wielomianem, wiec ma ciggte pochodne czgstkowe. Wyznaczymy teraz
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jej punkty krytyczne. Latwo obliczamy

%(ax y) =2x(1+y)*, gi($, y) = 32*(1+y)* + 2y.

Jesli % =0,tox = 01luby = —1. Jednak dla y = —1 jest % = —2 # 0, tzn. f nie ma
zadnych punktéw krytycznych postaci (a, —1). Natomiast %(O,y) =2y =0dlay = 0.
Dlatego jedynym punktem krytycznym f jest (0,0) € R2.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla |y| < 1/2jest 2 > 1+ y > 1/2 i dlatego

1 1
8(x% +92) > flz,y) > g(wQ +v3),  Jyl< 5 TER

Stad wynika, ze f ma w punkcie (z,y) = (0,0) minimum lokalne wlasciwe. Jednak f nie
jest na R? ograniczona ani z géry, ani z dotu, gdyz funkcja

hy)=f(Ly)=(1+y?’+y°, yeR,

jest wielomianem trzeciego stopnia, a wiec nie jest ograniczona ani z géry, ani z dotu.
Innego przykladu tego zjawiska dostarcza funkcja

g(x,y) = 3ze¥ — 23 — &3, (2.22)

ktéra jest nieograniczona z géry i z dohu na R?, gdyz g(z,0) = 3z — 23 — 1 jest wielomianem
trzeciego stopnia zmiennej z. Mamy

0 0
87’;(55’ y) = 3(e¥ — 2?), 67:1(]/(% y) = 3¢ (x — ™).
Z réwnan 9¢ = a—g = 0 otrzymujemy y = Inz?ix = ¥ = 2%, stad zas x = 1 iy = 0 (in-

nych rozwigzan nie ma). Zachowanie funkcji ¢ w otoczeniu punktu (1,0) mozna przeana-
lizowaé, korzystajgc ze wzoru Taylora.® Wskazemy tylko kroki w rachunkach; Czytelnik
zechce sprawdzié (nietrudne) szczegélty samodzielnie. Najpierw piszemy

g(m,y) = 3(17 — 1)6y — $3 + 3eY — 63?4’
podstawiamy 2° = (1+ (z —1))* = 1+ 3(z — 1) + 3(z — 1)2 + (2 — 1)° i otrzymujemy
g(w,y) = 3! — ¥ — 14+ 3(x— 1)(e¥ — 1) = 3(x — 1)* = (z — 1)*.

Nastepnie wykorzystujemy rozwiniecie Taylora—Maclaurina funkcji wyktadniczej. Pro-
wadzi to do wyniku

g(z,y) =1-3(x —1)* = 3y

+3y(x — 1)+ ;y2(:r ~ 1) +o(y*) +o((x—1)?) dlaz—1,y—0.

Nie znamy jeszcze wprawdzie wzoru Taylora dla funkcji wielu zmiennych, tu jednak nietrudno jest zna-
lezé najpierw rozwiniecie Taylora wzgledem z (traktujgc y jako parametr), potem za$ skorzystaé ze znanego
rozwiniecia ¢! = 14y +y*/2! + - - -.
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Jednak [3y(z — 1)| < 3(y? + (z — 1)?), a z nieréwnosci Younga ab < a?/p + b?/q (gdzie
a,b>0,p,qg>11i % + % = 1, patrz wyklady Analizy Matematycznej z I roku) zastosowanej
dla p = 3/21i g = 3 otrzymujemy

3 1
S =11 o+ Sle =1 = o) +o((w — 1)) dlaw =1,y 0.

Dlatego
g(z,y) >1— ;(yz + (z - 1)2) +o(y*) +o((z—1)*) dlaz—1,y—0,

stad zas wynika, ze ¢ ma w punkcie (1, 0) maksimum lokalne wtasciwe. Odpowiedni frag-
ment wykresu funkcji g przedstawiony jest na rysunku. [

3

Wykres funkcji g(z,y) = 3ze¥ — 2® — ¢*¥. Widoczny garb to jedyne maksimum lokalne tej funkcji. Innych
punktéw krytycznych g nie ma. Pomyst na prezentacje wykresu zaczerpniety z ksigzki: Stan Wagon, Mathe-
matica in action, wydanie 3, Springer Verlag 2010.

Przyklad 2.29 (Nieré6wnos$é miedzy $rednimi raz jeszcze). Udowodnimy ponow-
nie nieréwnos¢ miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng. Jak wezeéniej w Przykla-
dzie 1.48, zalozymy, ze

Ty tx2+ -+ =0, x> 0.

Wykazemy, ze x122-. .. -z, < 1 (przy czym réwnos¢ zachodzi jedynie wtedy, gdy wszystkie
x; 83 réwne).
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Tym razem niech

f(@1, @0, xp_1) =122 .01 (n— (@1 + 22+ -+ + Tp—1))

=, >0
dla
x = (r1,...,0p-1) € K ={x eR" Y >0, 14+ Tpo <n}.
Zbior K jest zwarty w R"~!, a funkcja f jest ciggta na K, zatem f osigga swéj kres gérny.
Na brzegu K jest f =0, a f przyjmuje warto$ci dodatnie, np. w punkcie (1,...,1), dlatego
sup f = f(a) dla pewnego punktu @ nalezgcego do wnetrza zbioru K. W tym punkcie
musi byé grad f(a) = 0.
Stosujgc wzoér na pochodng iloczynu, tatwo sprawdzié, ze wewnatrz K
of , . _ fla)
o5 = T

Dlatego uktad réwnan grad f(a) = 0 jest r6wnowazny innemu:

—ay...0n_1, 1=1,...,n—1.

n—1
n—E aj —a; =0, i=1,...,n—1.
j=1

Sumujac te ré6wnania, otrzymujemy n(n—1) = (n—1) >~ aj+ (a1 + a2 +---+an—1), a stad
Y. aj =n—1idlatego

n—1
n— E aj —a; =1 —ay,
j=1

ostatecznie wiec grad f(a) = 0 jedynie wtedy, gdy a; = 1 dla wszystkichi =1,...,n — 1.
Wilasnie w punkcie (1,...,1) funkcja f przyjmuje wiec swéj kres gérny, réwny 1. [

OpisaliSmy juz geometryczng interpretacje gradientu: jest to kierunek, w ktéorym
funkcja rosnie najszybciej. Okazuje sie, ze mozna powiedzieé wiecej: przy nieznacznych
dodatkowych zatozeniach funkcja “jest stata w kierunkach prostopadlych do gradientu”.
Aby wyjasnié to blizej i $cislej, bedziemy potrzebowali dwéch definicji.

Definicja 2.30 (poziomica funkcji). Poziomicg funkcji f: R O 2 — R™ nazywamy
zbiér
M={x€Q: f(x)=f(a)},

gdzie a € Q jest ustalonym punktem.

Innymi slowy, poziomica sktada si¢ z tych punktéw, gdzie funkcja przybiera kon-
kretng, ustalong wartos$¢ (réowng f(a) dla danego punktu @ € Q).

Definicja 2.31 (wektory styczne do zbioru w punkcie). Méwimy, ze wektor w €
R™ \ {0} jest styczny do zbioru A C R™ w punkcie @ € A (i piszemy w € T4 A) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje cigg punktow x; € A\ {a} taki, ze x; - a dlaj — oo, a
ponadto
Ay (2.23)
lw] = fla; — all
Przyjmiemy takze, ze wektor 0 € R" jest, dla dowolnych Ai @ € A, styczny do zbioru A
w punkcie a. Zbiér T, A nazywamy przestrzenig styczng do A w punkcie a (lub, czasem,

stozkiem stycznym do A w punkcie a).
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W literaturze matematycznej mozna spotkac¢ rézne (niekoniecznie réwnowazne) de-
finicje wektora stycznego do zbioru. Przytoczona wyzej ma te zalete, ze mozna si¢ nig
postugiwagé, nie przyjmujac Zadnych dodatkowych zaltozen o zbiorze A.

Uwaga 2.32. Lewa strona wzoru (2.23) nie zmienia si¢, gdy wektor w mnozymy przez
liczbe ¢t > 0. Dlatego jesli w € TqA,tot-w € TqAdlat > 0. To przestaje by¢ prawda
dla t < 0: jesli zbiér A C R? jest wykresem funkcji y = |z|*/? i @ = (0,0), to nietrudno
sprawdzié, ze w = (0,1) € T4 A, natomiast —w ¢ T4 A.

Uwaga 2.33. Przypus$émy, ze v: R D I — A C R" jest funkcjg rézniczkowalng zmiennej
jednej zmiennej rzeczywistej t € I, gdzie I jest jakim$ przedzialem otwartym wokoét zera.
Woéweczas wektor v/(0) jest styczny do zbioru A w punkcie @ = v(0). Jesli 4/(0) = 0, to nie
ma czego dowodzié. Przypusémy wiec, ze w = +'(0) # 0. Z definicji pochodnej
1/5) —~(0
w = +'(0) = lim v(1/4) —~(0)
Jj—00 1/]
Poniewaz norma jest funkcjg ciagla, wiec

v (1/5) =~ (0)]

0 |lw] = lim
Jj—00

1/j
(i wyrazy ciagu po prawej stronie sg rézne od zera dla duzych ;). Dlatego
oy (WA U gy 2090
Jw] - 1/j Iv(1/3) =)/ 5ee [lv(1/5) =~ (0)]|”

a wiec warunek (2.23) jest spelniony w punkcie a = v(0) dla punktéw x; = v(1/7).

Interpretacja fizyczna powyzszego spostrzezenia jest jasna: jesli podrézujemy w zbio-
rze A C R™ (i polozenie jest rézniczkowalng funkcjg czasu t), to wektor predkosci jest caly
czas styczny do zbioru A.

Twierdzenie 2.34 (prostopadlo$é gradientu do poziomicy). Zatézmy, ze f: R™ D

Q — R jest rézniczkowalna w punkcie a € Q)i ciqgta na pewnej kuli B(a,r) C (), gdzie
r > 0. Niech

A={zeQ: f(x) = f(a)}.
Jesli v := grad f(a) # 0, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) weTgA;
(i) wektor w jest prostopadly do v = grad f(a), tzn. (w,v) = 0.

Dowép. Jesli w = 0, to oba warunki sg spelnione. Niech wiec odtad w # 0. Zalézmy
takze, ze f(a) = 0; to nie zmniejsza ogélnosci rozwazan, gdyz dodajac do f stala, nie
zmieniamy gradientu.

Najpierw wykazemy, ze (i) = (ii). Niech x; € A\ {a} bedzie zbieznym do a ciggiem
punktéw, dla ktérego zachodzi warunek (2.23). Poniewaz x ; € A, wiec z definicji f(x;) =
0. Wobec réozniczkowalnosci f w @, mamy

0=f(x;)=fla+(x;—a)) = fla)+Df(a)(x;—a)+o(|x; - al)
= fla)+{gradf(a),x; - a)+o(|x; - a])

=0
= (gradf(a),x;—a) +o(l|lx; —al),  j—= oo
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a zatem

—e ) el el

l*; —a]

0= <grad f(a), Yy

| — a]
Zgodnie z (2.23), (x; —a)/||x; — a|| = w/||w], gdy j — co. Zatem

xj w

:ZH> = <gradf(a),> = (grad f(a), w).

0= lim <grad f(a),
j=o0 [EZ w|

Dow6d implikacji (ii) = (i) jest nieco trudniejszy. Niech v = grad f(a) # 0. Ustalmy
najpierw, postugujgc sie wprost definicjg rézniczki i gradientu, liczbe ¢ > 0 tak, aby mieé
r.
2 )
mozna to zrobi¢, gdyz Df(a)h = (grad f(a), h) = (v, k) i dla malych |¢| jest

fla+t-v)>0=f(a)> fla—t-v) oraz t-|v] <

fla +tv) = f(a) + Df(a)(tv) +o(|t]) = Df(a)(tv) +o|t]) = tl|v]|* + o(|¢]),

a wiec znak liczby f(a@ + tv) jest taki, jak znak ¢.

Dalszy cigg dowodu polega na tym, by wybraé¢ punkty x; € A, dla ktérych zachodzi
warunek z definicji wektora stycznego. Kluczowy krok pod koniec rozumowania wyko-
nujemy nie wprost; w dowodzie istotng role odgrywa ciaglosé f w calym otoczeniu a.
(Czytelnik zechce wykona¢ rysunek, zakladajac, ze plaszczyzna kartki jest rozpieta na v
i w, i zaznaczaé polozenia kolejnych rozpatrywanych punktéw).

Niechj € N, 0 < % < t. Korzystajgc z cigglosci f w punktach a + % v, wybierzmy liczbe
0; € (0,1/j) tak, aby

1
fla + Ev +sw) >0 dla wszystkich |s| < §; (2.24)

i jednoczes$nie
1
fla — Ev +sw) <0 dla wszystkich |s| < d;. (2.25)

Zalozymy tez, ze punkty a + %v +d;w € B(a,r).
Dla kazdego dostatecznie duzego j € N funkcja

[—1/4,1/4] 2 0 — ¢;(0) = f(a +0v + J,w) € R
jest ciggla i na koncach odcinka [—1/7,1/j] ma warto$ci réznych znakéw, zatem istnieje
punkt 0; € (—1/4,1/5) taki, ze ¢;(6;) = 0, lub réwnowaznie
x;F a+0;v+5weA={f=0}.

Poniewaz §; € (0,1/5) 1 |0;] < 1/j, wiec x; # @ i x; — a dla j — oo. Korzystajagc ze
zwartosci sfery jednostkowej S* ! = {u : ||u| = 1}, mozemy zalozyé (przechodzgc w razie
potrzeby do odpowiedniego podciggu), ze

%

m:ajv+ﬁjw—>u0:av+ﬁwesn_l, ]-)OO

gdzie wspétczynniki o; — «, 8; — [ dla j — oco. Zauwazmy, ze 5; = §;/||x; — a| > 0.
Dlatego 3 = lim 8; > 0.
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Z definicji, wektor ug € T4 A. Gdyby a # 0, to mielibySmy
(uo, ) = al[v|* + B(w, v) L allv|* £ 0.

Byloby wiec uy € T4 A i nie zachodzitby warunek (ii), co przeczyloby udowodnionej juz
implikacji (i) = (ii).
Dlatego musi byé o = 0. Poniewaz u, # 0, wiec 5 # 0, czyli § > 0. Wykazalismy
zatem, ze
ug=0w €Ty A, B5>0.

Zgodnie z Uwagg 2.32, w € Ta A. [

Zadanie 2.35. Wskaza¢ przyktad funkcji f: R? — R rézniczkowalnej w a = (0,0) € R?,
grad f(0,0) = (1,0), dla ktérej nie zachodzi implikacja (ii) = (i) w ostatnim twierdzeniu.
Wskazowka. Podzieli¢ plaszczyzne na trzy obszary (dolng pélptaszczyzne y < 0 i dwie
¢wiartki goérnej potptaszczyzny); na jednym z nich przyjac f(z,y) = z, a na dwéch pozo-
statych f(z,y) = = + ¢?, tak, aby zbiér A = {f = 0} byl pélprosta domknietg o koricu
w punkcie a.

Przyklad 2.36 (styczna do okregu). Niech f(z,y) = 22 4+ y?> — R?, gdzie R > 0. Zbiér
{f = 0} to okrag v o promieniu R > 0. Gradient funkcji f/ w punkcie (z,y) € vr to
wektor 2(z,y), wspélliniowy z promieniem okregu ~r, prowadzgcym do punktu (z,y).
Twierdzenie 2.34 implikuje wiec, ze styczna do okregu jest prostopadia do promienia,
poprowadzonego w punkcie stycznosci.

Zadanie 2.37. Prosze wykazac, ze jesli P jest plaszczyzng styczng (w sensie Defini-
¢ji 2.24) do wykresu funkcji rézniczkowalnej f: R" D Q@ — R w punkcie (a, f(a)), to
dla kazdego punktu (x,z,:1) € P wektor

v = (%, 2041) — (@, f(a)) € R

jest styczny (w sensie Definicji 2.31) do wykresu funkcji f. Mozna postuzy¢ sie Twierdze-
niem 2.34, tzn. przedstawi¢ wykres funkcji n zmiennych jako poziomice pewnej funkcji
n + 1 zmiennych.

2.4 Twierdzenie o wartosci Sredniej

Definicja 2.38 (Funkcje klasy C'). Niech (2 bedzie zbiorem otwartym w R". Méwimy,
ze f € CH(Q,R™),jesli f: Q — R™ ma na Q cigglte pochodne czgstkowe ngj,j =12,...,n.

Uwaga 2.39. Jesli f € C'(Q,R™), to wobec twierdzenia 2.16 f jest rézniczkowalna w
kazdym punkcie €2, a ponadto odwzorowanie

QA>x+— Df(x) € LR",R™) >~ My, xn

jest ciggle (tu korzystamy ze Stwierdzenia 1.35). Poniewaz z istnienia rézniczki wynika
ciggtosé funkeji, wiec funkcje klasy C' sg ciggte.

Na odwrét, jesli zalozymy, ze f: R® O Q — R™ jest ciagla i ma ciggla rézniczke
Df:R™ D Q — L(R™ R™), to oczywiScie spelnione sg warunki Definicji 2.38. To wynika
ze Stwierdzenia 1.35.



© MIM UW, 2011/ 12 39

Podamy teraz odpowiednik twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej dla funkcji
wielu zmiennych.

Twierdzenie 2.40 (o wartosci $redniej). Niech f: R" D Q — R™. Zatézmy, ze dla
pewnych x,y € Q odcinek [x,y] C Qi f jest rozniczkowalna we wszystkich punktach tego
odcinka. Wowczas

1f(3) = F(x)| < lly — - sup [Df(x+6(y —x)). (2.26)

0€[0,1]

Geometryczny sens tego twierdzenia jest nastepujacy: jesli rézniczka D f(p) zwiek-
sza dlugos$é wektoréw co najwyzej k-krotnie, to norma przyrostu funkcji wzdluz odcinka
[x,y], zawartego w dziedzinie, nie przekracza iloczynu liczby & i dlugosci tego odcinka.

Dowé6p. WprowadZzmy dwie funkcje pomocnicze,

gt) = flx+tly—=)—f(x), tel01], (2.27)
o) = (g(1),9(t)), tel0,1]. (2.28)

Dla t € [0,1] punkt x + t(y — x) € [x,y], zatem g jest funkcjg r6zniczkowalng zmien-
nej ¢t (jako zlozenie funkcji rézniczkowalnych). Podobnie, ® jest funkcjg rézniczkowalng.
Ponadto, ®(1) = ||lg(1)||2 = || f(¥) — f(2)]|*i ®(0) = 0. Wyrazmy przyrost funkcji ®, stosu-
jac twierdzenia Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej, a nastepnie obliczmy pochodng
d'(6), korzystajgc z twierdzen o pochodnej iloczynu i rézniczce ztozenia. Otrzymamy

IF () = f(®)|* = @(1) - 2(0)

|
=
&
-
=
8
_l_
=
e
|
8
<
|
8
N

IAINA

(Pierwsza nier6wnos$¢ to nier6wnos$¢ Schwarza; druga wynika z definicji normy prze-
ksztalcenia liniowego). Jesli || f(y) — f(x)|| = 0, to teza jest oczywista. W przeciwnym
przypadku dzielimy otrzymang nier6wnosé przez ||f(y) — f(x)|| > 0 i biorac kres gérny
prawej strony wzgledem 6 € [0, 1] otrzymujemy (2.26). O

Podamy jeszcze drugi dowéd tego waznego twierdzenia. Wymaga on wprawdzie nieco
mocniejszych zalozen, jednak uzyty w nim sposéb postepowania jest bardzo naturalny
i czesto wykorzystywany w wielu dzialach analizy.
Druci powép TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIEJ. Niech g nadal oznacza funkcje pomocni-
czg, okreslong wzorem (2.27). Zatozymy dodatkowo, ze f € C*(Q,R™). Wtedy ¢/(t) jest
funkcjg ciggla. Wyrazimy przyrost f, tzn. przyrost g na odcinku [0, 1], catkujac ¢'.

Uwaga. Wartosciami ¢’ sg wektory z przestrzeni R™. Przyjmujemy naturalng umowe:
catka oznaczona fab h(t) dt z (ciagtej) funkcji wektorowej h = (hi,...,hy): [a,b] — R™ jest
wektorem o wspolrzednych ff hj(t) dt. Zachodzi wtedy nier6wnosé

b b
/h(t)dtHg/ 1At dt, (2.29)
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ktérg Czytelnik moze udowodnié samodzielnie.”
Mamy

Korzystajac z nieréwnosci 2.29 i obliczajgc ¢’ (jak w pierwszym dowodzie), otrzymujemy

[0

1
[ g a
0
1
_ A”Dﬂx+ay—xnwy—xwﬁ

1f(y) = ()]l

IN

IN

1
Almﬂx+dywﬂwwaﬁ

1
ny—ﬂ-A|Wﬂx+ay—MWdt

|y — |- sup [[Df(x +ty —x))| -
te(0,1]

IN

(Piszac ostatnig nier6wnosé, oszacowaliS§my catke przez iloczyn kresu gérnego funkcji
i dtugosci odcinka). [

2.5 Pochodne czgstkowe wyzszych rzedow i wzér Taylora

Zajmiemy sie teraz okresleniem pochodnych czgstkowych rzedu wyzszego niz pierwszy,
rézniczek wyzszych rzedéw, oraz uogélnieniem wzoru Taylora na funkcje wielu zmien-
nych. Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, wzér Taylora pozwala znajdowac
najlepsze przyblizenia wielomianowe funkcji, a takze prowadzi do warunkéw dostatecz-
nych, gwarantujgcych, ze w punkcie krytycznym funkcja ma ekstremum lokalne.

Jak mozna si¢ spodziewaé, pochodne czgstkowe wyzszych rzedow definiuje si¢ induk-
cyjnie.
Definicja 2.41 (pochodne czgstkowe drugiego rzedu). Zalézmy, ze funkcja f: R" D
2 — R™ ma na 2 pochodng czgstkowg 8%: Q — R™. Jedli funkcja D;f = 8871_ ma w
punkcie a € Q) pochodng czgstkowg wzgledem z;, to przyjmujemy

0% f 0 [Gf](a).

8:5]-8@- @ :873]4 a$z

Bedziemy tez uzywac innych oznaczen:

9% f
ij 6901

(@) =D;Dif(@) = fru;(a).

"Wskazéwka: Catke mozna przybliza¢ sumami Riemanna, a dla sum Riemanna mamy tu do czynienia po
prostu z nieré6wnoscig trgjkata dla normy.
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Uwaga. Postugujgc si¢ oznaczeniami f, ., przestrzegamy naturalnej mnemotechniczne;j
konwencji: najpierw rézniczkujemy wzgledem tej zmiennej, ktora jest zapisana blizej f.
Pochodne czgstkowe wyzszych rzedéw definiuje sie analogicznie, np.
03 0 0?
! [ / ] a);

O0x0x;0x; @)= O O0x;0z;
stosujgc inne oznaczenia, napisaliby$my D, D;D; f(a) = Dy(D;D; f)(a) oraz
(fxlxj)xk(a) = fzzwjxk(a) .

Stosowanie wszelkich oznaczen tego typu dla pochodnych czgstkowych rzedu wyzszego
niz drugi jest w praktyce dosé niewygodne. Dlatego pézniej poznamy jeszcze inng, wy-
godng i bardzo skrétowg konwencje notacyjng. Najpierw jednak oméwimy najwazniejsze
wlasnosci pochodnych czgstkowych drugiego rzedu.

2.5.1 Przyklad Peano i twierdzenie Schwarza o ré6wnosci pochodnych
mieszanych

Bardzo naturalne jest pytanie: czy, wprowadzajgc oznaczenia pochodnych czgstkowych
drugiego rze¢du, trzeba rzeczywiscie koniecznie odrézniac f;,., od fi,.,? Czytelnik, oswo-
jony juz nieco z przykladami patologicznego zachowania funkcji wielu zmiennych, moze
spodziewa¢ sie, ze odpowiedz jest twierdzgca.

Przyklad 2.42 (G. Peano, 1884). Niech

22 — 2

fag) = Vg @V # 00,
O’ (fL‘,y) - (0,0)

W punktach R? \ {(0,0)} funkcja f jest rézniczkowalna. Ponadto,

1
|f(z,y)| < |ay| < 5(332 +97);

korzystajac z tej nieréwnosci, sprawdza sie tatwo (wprost z definicji rézniczki), ze D f(0,0) =
(0,0) € L(R% R). Obliczymy teraz pochodne mieszane f,,(0,0) i f,.(0,0).

Mamy
_ 1 fx(ovy) B fx(ovo) _ fx(oyy)
fey(0,0) = (f2),(0,0) = lim y = lim == 5,

gdyz f,(0,0) = 0 (pamietajmy: rézniczka f znika w zerze). Wartosé f,(0,y) obliczamy,
postugujac sie definicjg f; aby nie wykonywa¢ dtugich rachunkéw, zauwazmy, ze f(r) = 2>
ma w zerze pochodng 0 i dlatego

2 _ .2
-y
f(O,y)Zy'( ) =-y.
x x2 + y? ‘x:()
Zatem f,,(0,0) = —1. Zamieniajgc z, y rolami, otrzymujemy w ten sam sposéb f,(x,0) = x

i fyz(0,0) = 1. Jest wiec f5,(0,0) # fy(0,0).
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Podobny (bardziej skomplikowany) przyktad podat H.A. Schwarz nieco wczeéniej. Oka-
zuje sie jednak, ze takie zachowanie jest wykluczone wéwczas, gdy pochodne mieszane

sg ciggle.

Twierdzenie 2.43 (Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych). Ustalmy i, j €
1,...,n. Jesli funkcja f: R* O Q — R™ jest klasy C' i ma na ) cigglq pochodng Jaiz;, tO
pochodna f, ., istnieje we wszystkich punktach Qi fy.., = fu,z;-

Dowdéd poprzedzimy kilkoma lematami.

Lemat 2.44. Niech Q = [a,b] x [c,d] C R?. Jesli funkcja f: Q — R™ zmiennych (x,y) € Q
Jest ciggta i ma ciqglq pochodng czqstkowg f,: Q — R™, to

b
B(y) = / fey)dz,  yeled,

Jjest funkcjq rozniczkowalng i zachodzi wzor
b
¥(5) = [ fylay)ds. (2.30)

Dow6b. Z definicji catki oznaczonej,

1 1
f(a:,y—i—h)—f(m,y):/o C;if(x,y—i—sh)ds:h/o fy(z,y + sh)ds.

Dlatego iloraz réznicowy funkcji @ jest réwny

P(y+h) — 0(y)
h

_ lll/ab<f(:c,y+h)—f(x,y))d:c:/ab</01fy(x,y+sh)ds> da.

Oznaczmy literg I calke po prawej stronie wzoru (2.30). Poniewaz f,(z,y) = fol fy(z,y)ds,

wiec
/ab</01 fy(a?,y+sh)ds) dx — /ab</01 fy(a:,y)ds) du

/ab (/01 (fy(,y + sh) = fy(,v)) ds) dx
< /ab</01 | fy(z,y + sh) — fy(z,y)]| ds> dz . 2.31)

Apd(y) =

1And(y) — 1] = ]

Funkcja f, jest ciggla na zbiorze zwartym @ = [a,b] X [c, d], a wiec jest jednostajnie cig-
glta na Q. Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy 6 > 0 tak, aby ||f,(p1) — fy(P2)|| < €/(b —a) dla
lp1 — p2|| < 6. Woéwezas, dla |h| < §, funkcja podcalkowa w (2.31) jest w kazdym punkcie
mniejsza od ¢/(b — a) i otrzymujemy

HAh(D(y)—IH</ab(/01bfads>dx—(b—a)-bfa—s.

Whprost z definicji granicy, A, ®(y) — I dla h — 0, tzn. istotnie zachodzi wzér (2.30). O
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Uwaga 2.45. Oczywiscie, wzor analogiczny do (2.30) zachodzi takze wtedy, gdy zmienne
zamienimy rolami.

Lemat 2.46. Niech Q) C R? bedzie zbiorem otwartym i niech Q = [a,b] x [c,d] C Q. Jesli
f € C1(Q,R™) ma pochodnq czqstkowq f,, ciqglq na Q, to wéwczas f,, istnieje w punktach
prostokgta Qi foy(z,y) = fye(z,y) dla (z,y) € Q.

Dowép. Zalézmy najpierw, ze m = 1. Niech (z,y), (z,y0) € Q. Napiszmy

Y

) = fa) + [ (w2 dz = flaayo) + / " g(a.2) dz,

Yo Yo

gdzie funkcja g = f, jest cigglta na (2 i ma pochodng g, = f,. ciggla na ). Rézniczkujgc
powyzszy wzor wzgledem x i stosujgc poprzedni lemat do g, otrzymujemy

Y Yy
f:r(:E»y) = fx(x>y0) "’/ gx(xaz) dz = fm(xvy()) + fy:c(x’z) dz.

Yo Yo

Zatem

_ y
fz(m?y) fx(x’y()) = ! / fyx($,z) dz.
Y—Yo Y —=Yo Jy,

Dla y — yo lewa strona dazy do f,,(z,y0), prawa zas do wartosci funkcji podcatkowe;j
w punkcie yo, tzn. do fy.(z,y0) (tu ponownie korzystamy z cigglosci f,, i z twierdzenia
o wartosci Sredniej dla catki). Dowdéd jest zakoniczony w przypadku m = 1.

Gdy m > 1, to z pierwszej czesci dowodu wynika, ze wszystkie wspétrzedne pochodne;j
[zy 58 dobrze okreslone i réwne odpowiednim wspétrzednym f,,. [

Dow6p TwIERDZENIA 2.43. Dla zbioréw Q C R? twierdzenie wynika natychmiast z ostat-
niego lematu. Jesli n > 2, to zauwazmy, ze aby okresli¢ pochodne f;,,; oraz f; ., w punk-
cie a € Q) C R", wystarczy zna¢ wartosci f jedynie na dwuwymiarowej plaszczyznie
afinicznej @ + span(e;, e ;). Stosujgc Lemat 2.46 na przecieciach zbioru 2 z takimi ptasz-
czyznami, tatwo otrzymujemy teze. [

2.5.2 Druga rézniczka

Zacznijmy od objasnienia, jakim obiektem matematycznym mialaby by¢ druga rézniczka
D?f funkcji wielu zmiennych. Przypusémy, ze f: R” D 0 — R™ jest rézniczkowalna na €.
Dla ustalonego x € ( jej rézniczka D f(x) jest elementem przestrzeni L(R", R™), ktorag,
ustaliwszy bazy w R" i R™, mozna utozsamiac¢ z M,, ., lub R™". Inaczej méwigc,

Df:R" > Q3 x s Df(x) € L(R",R™) ~ R™"

Naturalnie bytoby okreéli¢ drugg rézniczke D?f jako D?f = D(Df) (wszedzie tam, gdzie
D f sama jest funkcjg rézniczkowalng). Zgodnie z definicjg rézniczki, powinno wtedy byé

D?*f = D(Df): R" © Q3 x — D*f(x) > L(R", L(R™",R™)).

tzn. D?f(x) = D(Df)(x) powinna byé, dla ustalonego x, przeksztalceniem liniowym
z R™ w przestrzen, do ktorej nalezg wartosci rézniczkowanej funkcji D f, tzn. L(R™, R™).
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Brzmi to zawile i widaé od razu, ze definiowanie rézniczek wyzszych rzedéw prowadziloby
do coraz dluzszych napiséw (i coraz bardziej skomplikowanych przestrzeni liniowych).
Dlatego korzysta sie z naturalnego izomorfizmu

L(R", L(R",R™)) = L(R",R"; R™)

miedzy przestrzenig L(R"™, L(R™,R™)) i przestrzenig L(R", R"™; R™) przeksztalcen dwuli-
niowych R" xR"™ — R™. Jest to izomozfizm kanoniczny, tzn. zdefinowany bez odwolywania
sie do uktadu wspoélrzednych, za pomocg wzoru

L(R", L(R",R™)) 5 F —» By € L(R",R";R™) (2.32)

gdzie
Bp(u,v)=F(u)v dla u,v € R™. (2.33)

Sprawdzenie, ze to rzeczywiscie izomorfizm, jest latwym éwiczeniem.

Definicja 2.47. Przypusémy, ze rézniczka Df: Q — L(R",R™) funkcji f: R” D Q@ — R™
jest okreslona w kazdym punkcie zbioru otwartego Q2 C R”. Jesli funkcja

g=Df: Q— LR",R™) ~ Myxn
jest rézniczkowalna w punkcie a € (2, to przeksztalcenie dwuliniowe
D2f(a) = D(Df)(a) = Dg(a) € L(R", L(R",R™)) = L(R",R"; R™)
nazywamy drugg rézniczkg funkcji f w punkcie a.

Uwaga 2.48. Dla m = 1 rézniczka Df(x) € L(R",R) = (R")* ~ R" ma jako wspélrzedne
pochodne czgstkowe f,,(x). Dlatego przeksztatcenie dwuliniowe D?f(x) ma, w standar-
dowej bazie R", macierz, ktérej wyrazami sg pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji
f; ponadto,

D2f(x)(v, w) = v D*f(a)w .

gdzie lewg strone interpretujemy jako warto$¢ przeksztalcenia dwuliniowego dla pary
wektoréw v, w, prawg za$ jako wynik mnozenia trzech macierzy, o rozmiarach (odpo-
wiednio) 1 x n,n x nin x 1.

7Z twierdzenia Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych wynika natychmiast, ze
jesli f: Q@ — R ma ciggle pochodne czgstkowe do rzedu 2 wiacznie, to Df: Q@ — (R™)*
jest funkcjg rézniczkowalng i dla kazdego a € 2 macierz przeksztalcenia dwuliniowego
D?f(a) jest macierzg symetryczna, gdyz fo,z, = fs,2,- Okazuje si¢ jednak, ze tak jest
réwniez wtedy, gdy D?f(a) po prostu istnieje; nie trzeba zaktadaé cigglosci pochodnych
mieszanych w pewnym otoczeniu punktu a.

Twierdzenie 2.49 (Schwarza o symetrii drugiej ré6zniczki). Zatézmy, ze rézniczka
Df: Q — L(R™ R™) funkcji f: R" D Q — R™ jest okreslona w kazdym punkcie zbioru
otwartego Q. Jesli D> f(a) € L(R",R™; R™) istnieje dla pewnego a € S, to jest przeksztat-
ceniem dwuliniowym symetrycznym, tzn.

D*f(a)(v,w) = D*f(a)(w,v) dla wszystkich v,w € R".
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Dowép. Ustalmy v, w € R™. Niech max(||v||, ||w|) = M. Rozpatrzmy funkcje pomocniczg
b(s,t) = f(a +tw + sv) — f(a +tw) — f(a +sv) + f(a) —ts D*f(a)(w,v),
okreslong dla s,t w pewnym otoczeniu zera. Mamy ¢(0,¢) = 0; z twierdzenia o wartosci

$redniej wynika, ze

[o(s, )l = llg(s, 1) — (0, 8)[| < [s] sup [[¢s(a,t)]]

o€l0,s]

(Df(a +tw+ov)—-Df(a +av)> v —tD*f(a)(w, v)H . (2.34)

= |s| sup
o€l0,s]

Poniewaz D?f(a) istnieje, wiec Df(a+h) = Df(a)+D?f(a)h+||h||r(h),gdzier(h) — 0
dla B — 0 (patrz Stwierdzenie 2.9). Podstawiajac w tej rownosci wektory h; = tw + ov
i hy = ov, otrzymujemy
Df(a +tw +ov) = Df(a)+D*f(a)- (tw +ov)+ | hi|r(h:),
Df(a+ov) = Df(a)+D*f(a) ov+ |h2|r(h2).
Odejmujac oba wzory stronami i pamietajgc o izomorfizmie przestrzeni L(R",R";R™)
oraz L(R", L(R",R™)), sprawdzamy, ze

(Df(a +tw+ov)—Df(a +av)> v —tD*f(a)(w,v)
= ([|R1|r(B1) = || B2|ir(h2)) - v. (2.35)
Niech odtad s = t. Wtedy |o| < |s| = |t|, co daje oszacowania ||h;|| < 2M|t| dlai = 1,2 oraz

(k)| < sup |r(k)|| =o0(1), t—0. (2.36)
| b <2Mt

Korzystajac ze wzoréw (2.35)—(2.36), przepisujemy dla s = ¢ nier6wnosé (2.34) w postaci

o(tt) < It~ (2Mt-2 sup [lr(R)]) - Joll = o(1), 0.
k|| <2Mt

Innymi stowy, ¢(¢,t)/t*> — 0 dla t — 0, lub réwnowaznie

fla +tw +tv) — f(a +tw) — f(a +tv) + f(a)
12 '

Prawa strona wzoru (2.37) nie zmienia si¢, gdy zamienimy wektory w, v rolami. Dlatego

lewa strona tez musi byé symetryczng funkcjg w i v, tzn. D?f(w,v) = D*f(v,w). O

Przyklad 2.50. a) Jedli f(x) = Ax, gdzie A € L(R",R™) jest ustalonym przeksztal-
ceniem liniowym, to Df(x) = A jest przeksztalceniem stalym i dlatego D?f(x) =
0 € L(R",R™ R™).

b) Jesli

(2.37)

D’f(w,v) = %im
—0

f(x)=(Ax,x) dla x € R,
gdzie A jest macierzg n x n, to ze wzoru na pochodng ‘iloczynu’ otrzymujemy
Df(x)h = (Ah,x)+ (Ax,h) = (ATx h)+ (Ax, h) = ((A+ AT, h),
co oznacza, ze Df(x) = (A + AT)x dla wszystkich x € R".® Zatem, D f zalezy od x

liniowo i mamy D?f(x) = A+ AT. Jeéli A = AT, tzn. macierz A jest symetryczna,
to D?f(x) = 2A.

8Piszac wzor Df(x) = (A+ AT)x, utozsamiamy funkcjonal liniowy D f(x) z wektorem (A + A7) x.
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2.5.3 Roézniczki wyzszych rzedow
Rézniczki wyzszych rzedéw definiuje sie indukcyjnie, wzorem
D(f)(a) = D(D*1f)(a), acQ, f:Q-R™.
Aby definicja D*(f)(a) miala sens, rézniczka rzedu (k — 1) powinna byé funkcjg okre-

§long w otoczeniu punktu a i rézniczkowalng w a. Rézniczka k-tego rzedu, D*(f)(a)
jest przeksztalceniem k-liniowym z R” x ... x R® w R™, tzn.

Dff(a): R"x ...xR"> (vy,...,v5) — DFf(a)(vy,...,v;) e R™.
S ——
k razy

Wartosé D* f(a)(v1, ..., v;), ktéra jest wektorem z R™, zalezy liniowo od kazdego z wek-
toré6w v; (i = 1,...,k) z osobna. Taka interpretacja rézniczki k-tego rzedu jest rzeczg
naturalnag: jesli
Dl Qs x— D¥lf(x) e L(RY,...,R",R™),
N——
k—1 razy
gdzie
L(R",...,R",R™)

—_————
k—1 razy

oznacza przestrzen przeksztalcen (k — 1)-liniowych z R” x R" w R™, to zgodnie z definicjg
rézniczki
D¥f: Q5 x+— DFf(x) = D(D*'f)(x) € L(R", L(R",...,R",R™)).
———
k—1razy
Jednak przestrzenie
Vi := L(R",L(R",...,R",R™)) oraz Vo := L(R",...,R" R™)
—_— ~——
k—1 razy k razy
mozna utozsamic; ich naturalnym izomorfizem jest przeksztalcenie Vi > F — Bp € V5,
gdzie F' i Br powigzane sg zaleznoscig
F(Ul)(vg, ey Uk) = BF(vl, Uo,..., Uk) .

Uwaga 2.51. Jesli D* f(a) istnieje, to jest przeksztalceniem wieloliniowym symetrycz-
nym, tzn.
D*f(a)(v1,...,vk) = DFf(@) (V1) -, Vogr)

dla kazdej permutacji o € Sy zbioru k-elementowego. Mozna to udowodnié¢ przez indukcje
wzgledem £k, postugujgc sie twierdzeniem Schwarza o symetrii drugiej rézniczki.

Uwaga 2.52. Bedziemy odtad uzywac oznaczenia
Df(a)h* =Df(a)(h,...,h) (2.38)
k
razy

dla oznaczenia wartosci k-tej rézniczki (ktora jest przeksztalceniem k-liniowym) na ukla-
dzie k identycznych wektoréw.
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Aby wszystkie rachunki w nastepnym podrozdziale Czytelnik mégl przesledzi¢ ze zro-
zumieniem, wprowadzimy jeszcze jedng definicje.

Definicja 2.53 (norma przeksztalcenia wieloliniowego). Normg przeksztalcenia k-
liniowego

B € L(R",...,R", R™)
N——

k razy

nazywamy najmniejszg statg C' = || B|| > 0 taka, ze
|IB(vi,...,v)| < |IB]|-[|v1] - - ||vkll dla wszystkich vq,..., v, € R™.

Zapisywanie rozniczek wyzszych rzedéw we wspoétrzednych jest zajeciem niewdziecz-
nym i nie bedziemy tego robi¢. Wygodng metode oznaczania pochodnych czgstkowych wyz-
szych rzedéw podamy w nastepnym podrozdziale.

2.5.4 Wzér Taylora. Funkcje klasy C* i notacja wielowskaznikowa.
Okazuje sie, ze przy odpowiedniej notacji, wprowadzonej wyzej, wzor Taylora w najprost-

szej wersji, z resztg w postaci Peano, wyglada zupelnie tak samo, jak dla funkcji jednej
zmienne;j.

Twierdzenie 2.54 (wzor Taylora z reszta w postaci Peano). Zalozmy, ze funkcja
f:R" D Q — R™ jest (k — 1)-krotnie rézniczkowalna na $), kula B(a,r) C Q2 dla pewnego
r > 0i D¥f(a) istnieje. Wowczas, dla ||h| < r,

fla+h)=f(a)+Df(a)h + %DQf(a)hQ T %Dkf(a)h’“ +R(R),  (2.39)

gdzie R(h)/||h|* — 0dla B — 0.

Dowép. Oszacujemy reszte

R(h)=f(a+h)— (f(a) +Df(a)h + %DQf(a)hQ +oee %Dkf(a)h’“) ,

stosujac k — 1 razy twierdzenie o warto$ci §redniej. Zauwazmy, ze R(0) = 0, a ponadto

1
(k—1)!

D*f(a)h*2,

DR(h) = Df(a+h) - Df(a)~ - D*f(a)h — D f(a)h*",

1
(k—2)!

D?’R(h) = D*f(a+h)—D*f(a)—--—

D¥1R(h) = D*'f(a+h)-D*'f(a)-D"f(a)h.
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Mamy wiec DR(0) = 0, ..., D*"1R(0) = 0. Korzystajgc z Twierdzenia 2.40, otrzymujemy
nieré6wnosci

I1R(R ]|

|R(kh) — RO)|| < [[k]|- sup [DR(0R)]
0€[0,1]

< ||B|* sup |[D*R(6h)]
0€l0,1]
< ||R|* sup |[DFTIR(OR)) . (2.40)
0€l0,1]

Norme |D*'R(6h)| trzeba oszacowaé inaczej, gdyz D*f istnieje tylko w punkcie a.
Mozna jednak skorzystaé po prostu z definicji rézniczki; wobec wzoru na D*~'R mamy

Dkl 6h) — DF! — DF Oh
sup 1D R = owp (1] g [2 (@R =0 f@) = DEI@)OR ]
0€[0,1] 6€(0,1] [0R|]
|D*f(a +6h)—D*'f(a)— DFf(a)bh||
< |kl sup
9€[0,1] 0h |
Laczac te nier6wnosé z (2.40), otrzymujemy ||R(h)| = || k|/Fo(1) dla h — 0. O

W praktyce wygodnie jest znac takze inne postacie wzoru Taylora. Jedng z nich, uzy-
wajacg tzw. notacji wielowskaznikowej, podajemy nizej.

= |h|-0(1) dlah —o0.

Notacja wielowskaznikowa. Funkcje klasy C*.

Definicja 2.55. Wielowskaznik o = (a1, ..., a,) to wektor o wspéirzednych «; catkowi-
tych nieujemnych, lub réwnowaznie element zbioru (N U {0})". Dla wielowskaznikéw «, 3

i kazdego punktu x = (z1,...,z,) € R" piszemy:
al=a1!l oo ay!, o =1+ -+ + ap, (2.41)
x% =aftay? - apn, (2.42)
B<a & B <q dlawszystkichi=1,...,n, (2.43)

« o
= —(a—p)! dla 8 < a, (2.44)
(5)= 52

gdzie a — B = (a1 — B1,. .., an — Bn).

Za pomocg wielowskaznik6w wygodnie jest oznaczaé¢ pochodne czgstkowe wyzszych
rzedéw w takich sytuacjach, gdy kolejno$¢ wykonywania poszczegélnych rézniczkowan
nie ma znaczenia.

Definicja 2.56. Niech Q bedzie zbiorem otwartym w R™. Méwimy, ze f € C*(Q,R™)
wtedy i tylko wtedy, gdy f ma wszystkie pochodne czgstkowe rzedu & ciggle na zbiorze 2.

Uwaga 2.57. Podobnie jak w przypadku funkcji klasy C', powyzsza definicja jest réw-
nowazna temu, ze f jest ciggla na () i wszystkie przeksztalcenia j-liniowe

Dif:Q>x +— Dif(x)eLR",....,R,R™) (j=1,2,...,k)
N———’

j razy
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sg dobrze okreslone i ciggle na zbiorze (2. Mozna to udowodnié, postugujac sie¢ Twier-
dzeniem 2.16. Jest to do$¢ tatwe: rozumowanie wymaga tylko znajomosci pojeé i nie sg
potrzebne zadne rachunki.

Umowa. Dla funkcji f € C*(Q2, R™) symbol
DYf () B (D)™ (Dg)* ... (Do) f(x), %€, (2.45)

oznacza pochodng czastkowg tej funkcji, rzedu |a|] = a3 + -+ + ay,, przy czym roéznicz-
kowanie wzgledem zmiennej z; wykonujemy «;-krotnie (i = 1,2,...,n). Z twierdzenia
Schwarza o réwnosci pochodnych mieszanych wynika, ze dla funkcji klasy C* kolejnosé
wykonywania rézniczkowan nie odgrywa roli; mozna wiec w ten sposéb oznaczaé¢ wszyst-
kie pochodne czgstkowe takiej funkcji, bez obawy, ze nie wiadomo, o jakg pochodng chodzi.
Przyjmujemy takze

DO00) f = ¢

Twierdzenie 2.58 (wzor Taylora z reszta calkowa). Zatozmy, ze 2 C R" jest zbiorem
otwartym i f € C*(Q,R™). Jesli kula B(a,5) C Q dla pewnego & > 0, to wéwczas

fla+h) =3 épaf(a)huRk(a,h), (2.46)

laf<k

dla |h|| < ¢, gdzie reszta

! 1
Ri(x,h) = k/o (1=} S (D*f(a +th) ~ D*f(a)) R dr. (2.47)

|laf=k

Uwaga. We wzorze (2.46) sumowanie po prawej stronie odbywa sie wzgledem wszystkich
wielowskaznikéw dlugosci |a| < k.

Dowo6b. Skorzystamy ze wzoru Taylora z resztg calkowg dla funkcji jednej zmiennej rze-
czywistej (patrz Skrypt z Analizy Matematycznej I). Ustalmy @ € Qi b = (hq,..., hy),
|k|| < d.Niech g(t) = f(a+th)dlat € [0,1]. Funkcja g jest klasy C* na pewnym odcinku
otwartym I D [0, 1]. Dlatego

k=1 () 11 _ k=1
g(1) = jogj!(O)Jr/O Mg(k)(t)dt
kg0) 1 (1 _ pk-1
- ;g jI(O) " /O (1(k_t)1)!(9““)<t>—g(’“)(0))dt- (2.48)

Aby zakonczy¢ prace, wyrazimy pochodne funkcji g przez pochodne czgstkowe funkeji f.
Postugujgc sie wzorem na pochodng ztozenia, dowodzimy przez indukcje, ze

g't) = ZDif(a’ +th)h;, g"(t) = Z Di, D;, f(@ + th)h;, h,

i=1 i1,d0=1
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itd.; ogélnie,

g9t = > Di...DiDif(@+th)hihi, ... hi, s=1...k (2.49)

11,02,...,8s=1

Ostatnig sume zapiszemy, uzywajgc notacji wielowskaznikowej. Ustalmy wielowskaznik

a = (aq,09,...,a,) taki, ze |a| = s € [1,k]. Liczba takich ciggow (i1,i2,...,75) 0 Wy-
razach ze zbioru {1,2,...,n}, w ktorych 1, 2, ..., n wystepuja (odpowiednio) a;-krotnie,
as-Krotnie, ..., «;, krotnie, wynosi, zgodnie ze znanym wzorem kombinatorycznym,

S s — g s—(ar+--+an-1)\ s! sl
Qi o Qo alagl- oo Al

Dla kazdego z tych ciggéw mamy
D, ... Di2Di1f(a + th)hilhi2 o hy, = Do‘f(a + th)ha R
a wiec wzor (2.49) mozna przepisaé w postaci

g9 (t)

s!

1
= > —D*f(a +th)h", s=1,2,....k (2.50)
(6%
|a|=s
Podstawiajgc (2.50) do wzoru (2.48), otrzymujemy teze twierdzenia. [J
W szczegélnym przypadku k = 2, dla funkcji f: R™ D 0 — R rézniczkowalnej dwu-

krotnie w sposéb ciggly, mozna podobnie (stosujgc wzér Taylora z resztg Lagrange’a dla
funkcji g(t) = f(a + th) jednej zmiennej t) uzyskac nastepujacy fakt.

Whniosek 2.59. Jesli Q C R”, f € C?(2,R)iodcinek [a, a+h] C , gdzieh = (hy, ..., hy,),
to istnieje wowczas punkt 0 € (0, 1) taki, ze

f@th)=f(@)+ 3 Ful@hit 5 3 Fue,(@ + 0h)hih;. 2.51)
=1

ij=1
Dowép. Cwiczenie dla Czytelnika.

Zadanie 2.60. Wykazad, ze dla kazdego x = (z1,...,2,) € R"idla kazdego k € N jest

k!

(w1 + a2+ ) = Z axa.

|a|=k

Wskazéwka. Oznaczyé lewg strone f(x) i zastosowaé wzér Taylora.

2.5.5 Ekstrema lokalne.

Wiemy juz, ze warunkiem koniecznym, by funkcja rézniczkowalna f: 2 — R miala eks-
tremum w punkcie a € (), jest znikanie jej gradientu w tym punkcie. Zajmiemy sie teraz
sformutowaniem warunkéw dostatecznych istnienia ekstremum lokalnego funkcji klasy
C?. Wyrazimy je za pomocg wlasnosci drugiej rézniczki.
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Definicja 2.61. Niech f € C%(Q,R). Macierz

Hf(a):sz(a): (fiﬂzil?](a))z i—1.2 eMan

7]: 1=y n

nazywamy hesjanem funkcji f w punkcie a € Q.

7 twierdzenia Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych wynika natychmiast, ze
H¢(a) jest macierzg symetryczng. Jak wiadomo z wykladéw Algebry Liniowej, wszystkie
warto$ci wlasne macierzy symetrycznej A sg rzeczywiste, a w R” istnieje baza ortonor-
malna, zlozona z wektoréw wlasnych A.

Przypomnijmy, ze macierz symetryczna A € M, «, nazywa si¢ dodatnia (ujemna)
wtedy i tylko wtedy, gdy (Av,v) > 0dla v € R\ {0} (odpowiednio (Av,v) < 0 dla
v € R"\ {0}). Macierze nieujemne i niedodatnie definiuje si¢ analogicznie, za pomocg
nieréwnosci nieostrych. Jesli A jest dodatnia (ujemna, nieujemna, niedodatnia), to pi-
szemy A > 0 (odpowiednio: A <0, A >0, A <0).

Stwierdzenie 2.62. Zatézmy, ze a < () jest punktem krytycznym funkcji f € C?(,R).
Jesli f ma w a minimum (odpowiednio: maksimum) lokalne, to Hy(a) > 0 (odpowiednio:
Hf(a) < O)

Dowoép. Dla ustalenia uwagi zalé6zmy, ze f ma w a minimum lokalne. W punkcie krytycz-
nym f (a)=0dlai=1,2,...,n. Dlatego ze wzoru Taylora (2.51) (patrz Wniosek 2.59)
otrzymujemy

S(Hi(@ +0m)RB) = 0 S fuu (@t 6R)hih; = f(a + k)~ f(a) >0

1<i,j<n

dla wszystkich || k|| dostatecznie matych. Ustalmy v € R" \ {0} i podstawmy w tej nie-
réwnosci b = tv, gdzie t € R1i |t| < 1. Dzielgc obie strony przez 3t* > 0, otrzymujemy

(H(a +6tv)v,v) > 0.

Przechodzac do granicy ¢t — 0 i korzystajac z cigglosci drugich pochodnych czastkowych f
otrzymujemy (H;(a)v,v) > 0.

Jedli f ma w @ maksimum lokalne, to rozpatrujemy funkcje —f, ktéra ma w tym
punkcie minimum lokalne. [

Przydatna w praktyce jest oczywiscie implikacja odwrotna.

Twierdzenie 2.63 (warunki dostateczne ekstremow lokalnych). Niech () C R™ be-
dzie zbiorem otwartym. Przypusémy, ze f € C*(),R) ma w a € ) punkt krytyczny, tzn.
grad f(a) = 0. Wowczas:

(i) Jesli Hy(x) > 0 w pewnym otoczeniu punktu a, to f ma w a minimum lokalne.

(
(ii) Jesli Hf(a) > 0, to f ma w a minimum lokalne wlasciwe.
(

) >
) >
(iit) Jesli Hy(x) < 0 w pewnym otoczeniu punktu a, to f ma w a maksimum lokalne.
(iv) Jesli Hr(a) <0, to f ma w a maksimum lokalne wtasciwe.
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Dowép. Poniewaz f,.(a) =0dlai =1,2,...,n, wiec ze wzoru Taylora (2.51) otrzymujemy
1
§<Hf(a +6h)h,h)=f(a+h)- fla),

gdzie 6 = O(h) € (0,1). Z tej réwnosci natychmiast wynikaja podpunkty (i) oraz (iii)
Twierdzenia 2.63.

Zalézmy teraz, ze A := Hy(a) > 0. Funkcja S"! 5 v — ¢(v) = (Av, v) jest wtedy
dodatnia i ciggla na sferze jednostkowej S"~!, ktéra jest zbiorem zwartym. Wobec twier-
dzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw, istniejg stale «, 5 > 0 takie, ze

B>¢(v)=(Av,v) >a>0  dlawszystkich v € S"~1.

Podstawiajgc w tej nier6wnosci v = w/||w]||, gdzie w € R" jest dowolnym wektorem
réznym od 0, otrzymujemy

Blwl|? > (Aw, w) > ofw|? > 0 dla wszystkich w € R™ \ {0}.
Dlatego, z nieréwnos$ci Schwarza i definicji normy macierzy,

(Hi(a +6h)h, k)

(Ah,h) + {((Hi(a +0h) — A)h. k)
af|h|? - ||(Hs(a +0h)— A)R| - | k| (2.52)

>
> of k|- |(Hs(a +0Rk) - A)|| - | |

Poniewaz f € C?, wiec wszystkie wspélrzedne macierzy H(x) zalezg od x w sposéb
ciggly. Istnieje zatem liczba ¢ > 0 taka, ze jesli 0 < ||k <016 € (0,1), to

|(Hs(a +6h) — Hi(a))| = |[(Hf(a +6R) - 4)| < 5.
Wtedy jednak, wobec (2.52),
fla+h)—-fla)= %<Hf(a +0R)R.B) > S|R|P > 0.

To dowodzi punktu (ii). Dowéd (iv) jest taki sam. [

Uwaga 2.64. W dowodach podpunktéw (ii) oraz (iv) w Twierdzeniu 2.63 nie trzeba za-
kladaé, ze f € C?. Wystarczy po prostu, zeby f byla rézniczkowalna na zbiorze Q) i jej
druga rézniczka D?f(a) istniala w punkcie krytycznym a i byta w nim dodatnia (wtedy
f maw a minimum lokalne wlasciwe) bgdz ujemna (wtedy f ma w @ maksimum lokalne
wltasciwe). W dowodzie wykorzystuje sie wzoér Taylora z resztag Peano. Zainteresowany
Czytelnik zdola sam uzupelnié szczegély rozumowania.

Zanim przejdziemy do przykladéw, przytoczymy jeszcze twierdzenie, ktore pozwala
wnioskowaé, kiedy f z pewnoScig nie ma ekstremum lokalnego w punkcie krytycznym.

Twierdzenie 2.65. Zaléimy, ze f € C1(Q,R) ma w a € Q punkt krytyczny i D*f(a)
istnieje. Jesli Hr(a) = D? f(a) ma wartosé wlasng M\ > 0 i wartosé wiasng A2 < 0, to f
nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a.
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Dowép. Niech v; bedzie unormowanym wektorem wtasnym macierzy H(a ), odpowiada-
jacym wartosci wlasnej \;, gdzie i = 1,2. Dla dostatecznie matlej liczby 6 > 0 rozpatrzmy
dwie funkcje pomocnicze,

9i(t) = fla +tvy), |t <, i=1,2
Mamy g;(t) = Df(a +tv;)v, tzn. g{(0) = 0, oraz
g"(t) = (D*f(a@ +tv,)v;, v;).

Zatem g} (0) = (D*f(a)v1,v1) = M\||v1]? = A1 > 0. Podobnie, ¢5(0) = A2 < 0. Dlatego
¢1 ma minimum lokalne wlasciwe w zerze, a go ma maksimum lokalne wtasciwe w zerze.
Wynika stad, ze f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a (gdyby miala, to kazda z
funkcji g, = f(a@ + tv) mialaby w zerze ekstremum lokalne tego samego typu, co f). O

To, czy macierz H¢(a) = D*f(a) jest dodatnia (ujemna), mozna rozpoznawaé za po-
mocg kryterium Sylvestera.

Twierdzenie 2.66 (kryterium Sylvestera). Niech A = (a;;) € Mpxn(R) i aij = aj; dla
wszystkich i,5 = 1,2,...,n. Oznaczmy

dg:det<aij>” L {=1,2,...,n.
L)=1L;.

(i) Jesli dy > 0dla kazdego ¢ =1,2,...,n,to A > 0.
(ii) Jesli (—1)'d; > 0 dla kazdego { =1,2,...,n, to A < 0.

(iii) Jesli dy # 0 dla kazdego ¢ = 1,...,n, ale nie zachodzi ani zatozenie (i), ani zaloze-
nie (ii), to macierz A ma wartosci wtasne réznych znakow.

Dowéd Czytelnik mial okazje poznaé na wykladach z Algebry Liniowej. Zaintereso-
wanym polecam ksigzke A. Mostowskiego i M. Starka Elementy algebry wyzszej.

Uwaga 2.67. Jesli f: R” D Q — R jest klasy C?, ma punkt krytyczny a € ) i wszystkie
wartosci wltasne macierzy D? f(a) sg rézne od zera, to méwimy, ze a jest niezdegenrowa-
nym punktem krytycznym. Z Twierdzen 2.65 i 2.63 wynika, ze o tym, czy funkcja f ma
w niezdegenerowanym punkcie krytycznym ekstremum lokalne, mozna jednoznacznie
przesadzié, badajgc znaki wartosci wtasnych macierzy D*f(a).

Uwaga 2.68. Podkreslmy wyraznie: zalozenie ostrych nieré6wnosci w punktach (ii) i (iv)
Twierdzenia 2.63 jest istotne. Kazda z funkcji

fl(x>y):$4+y47 fg(x,y):—$4—y4, f3($,y):$4—y4, (l‘,y) GRQ

ma (jedyny) punkt krytyczny w (0,0). Jest oczywiste, ze dla funkcji f; ten punkt jest
minimum lokalnym wlasciwym, dla fo — maksimum lokalnym wlasciwym, natomiast f3
w ogéle nie ma tym punkcie ekstremum lokalnego. Mamy jednak

D2f¢(0,0)=<8 8) i=1,2,3.

Biorgc

f4($7y) :$2+y4, f5(x,y) :'%27 fﬁ(xvy) :$2_y47 (i[f,y) GRQ
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otrzymamy

grad f;(0,0) = (0,0) oraz D?f;(0,0) = <§ 8) . i=4,5,6.
Latwo zauwazy¢, ze w punkcie (0,0) € R? funkcja f, ma minimum lokalne wtasciwe, f5
— minimum lokalne (ktére nie jest wlasciwe), natomiast fs w ogéle nie ma ekstremum.

Przyklad 2.69. Niech h(z,y) = ay(e” — 1) + zsinz + 1 — cosy dla z,y € R. Wykazemy, ze
h ma ekstremum lokalne w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy a € (—v/2, V/2).
Pochodne czgstkowe funkcji i sg réwne

hy(z,y) = aye® + sinx + x cos x, hy(z,y) = a(e® —1) +siny,

wiec (niezaleznie od wartoéci parametru a € R) jest 2,(0,0) = hy(0,0) = 01 h ma w zerze
punkt krytyczny. Dalej, obliczamy

haz(x,y) = aye® + 2cosx — xsinzx,
hay(x,y) = ae”, hyy = cosy.
Podstawiajgc x = y = 0 otrzymujemy

2 . 2 a
D?1h(0,0) = <a |

) . det D*h(0,0) =2 —a?.
Jesli a € (—v/2,v/2), to det D2h(0,0) = 2 — a®> > 0 i z kryterium Sylvestera wynika,
ze macierz D?h(0,0) jest dodatnio okre§lona, a wiec h ma minimum lokalne wtasciwe w
punkcie (0,0) (patrz Twierdzenie 2.63 (ii)).

Jesli a ¢ [—v/2,v/2], to det D2h(0,0) = 2 — a? < 0. Macierz D?h(0,0) ma wigc wartosci
wlasne réznych znakéw i wobec Twierdzenia 2.65 h nie ma w zerze ekstremum lokalnego.

Przypadek a = ++/2 trzeba rozpatrzeé osobno. Macierz D?h(0,0) ma wtedy wartosci
wlasne 3 i 0, wiec nie jest dodatnia i nie wolno stosowa¢ Twierdzenia 2.63 (ii); jak wy-
nika z wczeéniej przytoczonych przyktadow, w takiej sytuacji funkcja moze zaré6wno mieé
ekstremum lokalne, jak i go nie mie¢.

Dla ustalenia uwagi, niech a = /2. Uzyjemy wzoru Taylora (najproéciej jest w tym
przypadku wykorzystac znane rozwiniecia funkcji elementarnych) i napiszemy

y> | ya?
= 2®+ayV/2+ 5+ 7 +o(z®) + o(y?)
v\, vy 3 3
= v+ —Fx) + +o(z”) + o(y°) .
(4 75) + 275 +ol") + o)

Na prostej y = —z+v/2 mamy wiec h(z, —2v2) = —23 + o(23), = — 0. Zatem, h nie ma
ekstremum w zerze: wyrazy trzeciego rzedu we wzorze Taylora powoduja, ze h(z, —21/2)

zmienia znak w kazdym otoczeniu 0 € R, a przeciez h(0,0) = 0. Przypadek a = —/2
sprawdza sie tak samo; Czytelnik tatwo uzupelni szczegéty obliczen.
Czytelnik moze sprawdzi¢, ze kierunek prostej y = —xv/2 jest wyznaczony przez wek-

tor v € S! taki, ze D?A(0,0)(v, v) = 0. W innych kierunkach hesjan ma dodatnie warto-
Sci. SprawdzaliSmy wiec w istocie, jak zachowuje sie funkcja h wokét zera “w podejrzanym
kierunku” — i to wystarczylo, by stwierdzi¢ brak ekstremum lokalnego. [
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Tustracja do Przyktadu 2.69. Parametr a = v/2. Mamy wéweczas h(z,y) = P(x,y)+o(z)+o(y®) dlaz,y — 0,
gdzie

—

S}

,_.

[=3

S}

—

P(z,y) = (m—i— %)24-%

jest wielomianem Taylora rzedu 3 funkcji h wokét zera. Po lewej: poziomice funkcji P, narysowane na plasz-
czyznie R? (w dziedzinie funkeji). Zbiér punktéw w R?, opisany réwnaniem P(z,y) = 0, to krzywa z wyraz-
nym dziobkiem. Po prawej: fragment wykresu funkcji P, tzn. powierzchnia w R® o réwnaniu z = P(z, y).

W Przykladzie 2.69 wystarczylo uzyé
V twierdzen 2.63 i 2.65 (dajacych automa-

tyczne kryteria badania funkcji wokét
punktu krytycznego), a w watpliwym przy-
padku zbadaé zachowanie funkcji na pro-
stych, przechodzacych przez punkt kry-
tyczny. Podkre§lmy jednak, ze z zachowa-
nia funkcji na poszczegélnych takich pro-
stych nie wolno wnioskowaé, ze ma ona
ekstremum lokalne!

=

=]
n

o
o

|
o
n

Przyklad 2.70. Niech

/) g(z,y) = (y — 2%)(y — 32%)

dla (z,y) € R% Wtedy

|
=3

-10 -0.5 0.0 05 10
. (z,y) = 1825 — 1222

Tlustracja do Przyktadu 2.70. Krzywe g(z,y) = const 9\ T, Y Ys

na plaszczyznie R%. W punkcie krytycznym (0, 0) spo- gy(a;’ y) = 43+ 2y,

tykaja sie dwa szerokie grzbiety i dwie waskie, wygiete 4

doliny. Gzz(w,y) = 902" — 242y,
g$y(x7y) = _121.27
gyy(,y) = 2.
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Zatem funkcja ¢ ma w zerze (jedyny) punkt krytyczny;
2 07 0
D = >

Na kazdej prostej y = kz jest g(kx,z) = k?2% + o(23) dla 2 — 0, a wiec obciecie funk-
¢ji g do takiej prostej ma w zerze minimum lokalne (wtasciwe). Na prostej z = 0 jest
g(z,y) = g(0,y) = y? (tzn. znéw mamy funkcje jednej zmiennej, ktéra ma minimum w ze-
rze). Jednak na krzywej y = 222 jest g(x,y) = g(z, 223) = —2°, a wiec w dowolnie matym

otoczeniu zera funkcja g przyjmuje nie tylko wartosci dodatnie, ale takze ujemne.

2.6 Funkcje gladkie

Definicja 2.71. Jesli Q C R" jest zbiorem otwartym, to przyjmujemy

C®(Q,R™) = [ CH(Q,R™)
k=1
Funkcje f € C*(Q2, R™) nazywamy funkcjami klasy C*° lub funkcjami gltadkimi. Sa to
funkcje, ktére majg ciggle pochodne czgstkowe wszystkich rzedéw (a zatem, majg ciggle

rézniczki wszystkich rzedow).
Dla krétkosci, pisze sie C*°(2) zamiast C*° ({2, R).

Definicja 2.72. Nos$nikiem supp f funkcji f: R” — R™ nazywamy domkniecie zbioru
tych punktéw, w ktérych f ma wartosci rézne od zera:

supp f = {z € R": f(x) # 0}.

Twierdzenie 2.73. Istniejq funkcje klasy C>°(R"™), ktérych nosnik jest niepustym zbiorem
zwartym. Scislej mowiqc, dla kazdego punktu a € R" i kazdych liczb 0 < r < R istnieje
funkcja f € C°(R") taka, ze f =1 na kuli B(a,r)i f =0na R"\ B(a,R).

Szkic powobu. Krok 1. Niech n = 1. Nietrudno wykazaé, ze istnieje funkcja ¢;: R — R,
ktora jest klasy C*° i znika poza przedzialem [—1, 1], ale ¢;(0) = 1. Takg funkcja jest np.

_ Jexp (—tg*(rx/2)), |z| <1,
p1(x) = {O, 2] > 1.

Sprawdzenie, ze ¢ istotnie spelnia podane warunki, pozostawiamy jako ¢wiczenie dla
Czytelnika.

Krok 2. Funkcja

T

o) = / o1 (1) dt

—0o0
jest dobrze okreslona (catkujemy tylko po przedziale skoniczonym), nieujemna i gtadka.
Mamy ¢y = 0 na (—oo, —1] i p2(z) = ¢ := f_ll ¢1 dla = > 1. Na przedziale [—1, 1] funkcja
2 jest rosngca.
Teraz wykorzystamy przesuwanie, skalowanie i mnozenie funkcji gtadkich.
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Krok 3. Ustalmy R > r > 0. Dobierzmy a > 0 tak, zeby 2 = £ Funkcja

1
p3(x) = C—2g02(1+a+m)g02(1+a—x), z €R,

jest gladka, znika poza przedzialem [—a — 2,a + 2] i jest ré6wna 1 na przedziale [—a, a]
(patrz zalgczony rysunek). Funkcja

pa(z) = 3 <(Q+R2)$)

tez jest gladka. Wobec doboru a, ¢4 = 1 na [—r,r] i ¢4 = 0 poza przedziatlem [—R, R).

Krok 4. Funkcja f1(x) = p4(||x||) spetnia warunki twierdzenia dla @ = 0. (Zauwazmy,
ze dla ||x| < r funkcja f ma stalg wartosé 1, wiec jej pochodne czgstkowe znikajg w punk-
tach kuli otwartej B(0, 7). Norma ||z|| = (27 4 --- + 22)'/? jest funkcjg gladkg na zbiorze
{x: ||x] > r/2}, i dlatego f jest gladka na calej przestrzeni R".) Przesuwajgc fi, tzn.
bioragc f(x) = fi(x — a), koniczymy dowéd w ogélnym przypadku. O

Uwaga 2.74. Zbiér wszystkich funkcji gltadkich o zwartym no$niku w R" oznacza sie
symbolem C§°(R").

Samodzielne rozwigzanie ponizszych zadan pozwoli Czytelnikowi lepiej oswoié si¢ z
pojeciem funkcji gladkie;j.

Zadanie 2.75. Niech K C Q) C R". Zal6zmy, ze zbior K jest zwarty, a zbior € jest otwarty.
Wykazaé, ze istnieje funkcja f € C§°(R") taka, ze f = 1 na K i supp f C Q.

Zadanie 2.76. Niech F' bedzie dowolnym zbiorem domknietym w R". Istnieje wéwczas
funkcja f € C°(R") taka, ze f > 01 F = {x € R": f(x) = 0}.



Rozdzial 3

Odwzorowania klasy C
1 rozmaitosci zanurzone

3.1 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

W tym podrozdziale (X, o) oznacza przestrzen metryczng.

Definicja 3.1 (warunek Cauchy’ego). Mowimy, ze ciag (z,) C X spelnia warunek
Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby > 0 istnieje ng € N takie, ze dla
wszystkich n, m > ng jest o(zy, zp) < €.

Latwo wykazaé, ze kazdy cigg spelniajgcy warunek Cauchy’ego jest ograniczony.

Definicja 3.2 (zupelnos¢). Przestrzen metryczna (X, o) nazywa sie zupetna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy kazdy ciag (z,,) C X spelniajgcy warunek Cauchy’ego jest zbiezny w X.

Przyklad 3.3. 1. Przestrzen R z metryka o(z,y) = |x — y| jest zupelna. Podobnie, R"
z metryka zadang przez (jakgkolwiek) norme jest przestrzenig zupelng.

2. Y = [0,1] z metryka o(z,y) = |r — y| jest przestrzenig zupelng. Ogdlnie, kazdy
domkniety podzbiér Y przestrzeni metrycznej zupelnej (X, o), z odziedziczong me-
tryka o, jest przestrzenig metryczng zupelng. Natomiast podzbiér przestrzeni me-
trycznej zupelnej, ktéry nie jest domkniety, nie jest zupelny (sg w Y ciagi zbiezne,
ktorych granice nie nalezg do Y).

3. Przestrzen funkcji cigglych C([0, 1], R) z metryka
o(f,9) = sup [f(x) — g(z)|

zel
jest zupelna. Zbiezno$¢ w metryce o to zbieznos$é jednostajna; jesli cigg funkcji cig-
glych spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego, to jest jednostajnie zbiezny, a jego
granica tez jest funkcjg ciggly.!

4. Przestrzen C} (R) tych funkeji f: R — R klasy C?, ktére sg ograniczone i majg ogra-
niczong pochodng, wyposazona w metryke

01(f,9) = sup |f(z) — g(x)| +sup|f'(z) — ¢'(z)],
reR z€R

'Patrz skrypt z Analizy Matematycznej I, rozdzial 7.

58
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jest zupelna. Zbiezno$¢ ciagu funkcji (f,,) w metryce o; to zbieznosé jednostajna
wraz z pochodnymi. Dowéd zupelnosci C} (R) (wskazéwka: skorzystac z twierdzenia
o rézniczkowaniu ciggéw funkcyjnych) pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

5. Niech r > 0i B = B(0,r) C R". Przestrzern C(B,R™) wszystkich funkgcji ciggtych

f: B — R™ z metryka
o(f,9) = sup | f(x) — g(x)]
x€EB

jest zupelna. Formalny dowéd tego faktu wymaga okreslenia zbieznosci jednostajnej
funkcji wielu zmiennych i powtérzenia dowodéw twierdzen, ktére poznaliSémy na
I roku studiéw. Jednak rozumowania sg identyczne: zupelnos$é prostej zastepuje
sie zupelnoscig R", a nieréwnos¢ tréjkata dla modulu — nieré6wnoscig trojkgta dla
normy. Dlatego ten przyktad nie rézni sie szczegélnie od podanego w punkcie 3.

Definicja 3.4. Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczng i niech 7: X — X. Méwimy,
ze odwzorowanie T jest zwezajgce (albo inaczej: jest kontrakcjg) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje stala A € (0, 1) taka, ze

o(T(x),T(y)) < Xo(x,y) dla wszystkich x,y € X.
Uwaga 3.5. Kazda kontrakcja jest cigglta na X, gdyz spelnia warunek Lipschitza.

Definicja 3.6. Punkt x € X nazywa sie punktem stalym odwzorowania 7: X — X wtedy
i tylko wtedy, gdy T'(x) = x.

Twierdzenie 3.7 (Banacha o punkcie stalym). Jesli (X, o) jest przestrzeniq metryczng
zupetnq, zas T: X — X jest kontrakcjq, to T ma doktadnie jeden punkt staty x € X.

Dowdd tego twierdzenia, nazywanego takze zasadq odwzorowarn zwezajgcych, jest
krétki i nietrudny, a samo twierdzenie — opublikowane w wersji abstrakcyjnej w roku
1922, w pracy doktorskiej Banacha? — ma mimo swojej prostoty wiele zastosowan, w kté-
rych X bywa zwykle jakas przestrzenig funkcyjng, a réwnanie 7'(x) = ¥ — ré6wnaniem
rézniczkowym lub catkowym.

Podamy jeszcze pogladowa interpretacjg twierdzenia Banacha: jesli roztozony plan
miasta upuscimy na jednej z ulic w tym miescie, to jest doktadnie jeden taki punkt planu,
ktory znalazt sie idealnie w tym miejscu, ktére przedstawia. Czytelnik zechce zastanowic
sie nad prawdziwos$cig tego zdania i dopiero p6zniej przeczytac ponizszy dowdéd.

Dowép. Odwzorowanie zwezajgce nie moze mieé dwoéch réznych punktéw stalych: gdyby
T(x)=xiT(y) =y, to mielibySmy

o(x,y)=o(T(x),T(y)) < Ao(x,y).

Poniewaz X € (0, 1), wiec musi zachodzié ré6wnos¢ o(x,y) =0, tzn. x = y.

Pozostaje wykazac istnienie punktu stalego. Niech xy € X bedzie dowolnym punk-
tem. Rozpatrzmy zdefiniowany rekurencyjnie ciag x,.1 = T(x,), gdzien = 0,1,2,....
Poniewaz T jest kontrakcja, wiec

)\Q(xnyl'n—l) (31)

Q(xn+1;xn) = Q(T(xn)aT(xn—l)) <
< No(%p1,%,-2) < ... < Ao(x1,x0)

2Fundamenta Math., tom 3, rok 1922, str. 133—181.
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dla pewnej liczby A € (0,1). Jesli m > n, to na mocy nieréwnosci trojkgta
Q(xma xn) < Q(xrm xmfl) +---+ Q(anrb xn)

m—1 00
< ) No(x1,x0) <Y No(ar,x0) = A”Q(fl’jo) =CA\",

j=n j=n

gdzie stala C nie zalezy od n. Zatem cigg (x,,) spelnia warunek Cauchy’ego, a wiec jest
zbiezny, gdyz przestrzen (X, o) jest zupelna. Niech ¥ = lim x,,. Wobec cigglosci 7,

T(x)=T(limx,) =lm7T(x,) =linx,+; =x.

Dowdéd jest zakoniczony. [
Okazuje sie, ze jesli dwie kontrakcje sg bliskie, to ich punkty stale sg bliskie. Z poniz-
szego faktu skorzystamy w nastepnym podrozdziale.

Lemat 3.8. Jesli (X, o) jest przestrzeniq metryczng zupetng, a T1,7T>: X — X spelniajq
warunek Lipschitza ze statg A < 11 ponadto

sup o(T1(x), Ta(x)) <€
xeX

to punkty state x ; kontrakcji T, gdzie j = 1,2, spetniajg nieréwnosé o(x1,x2) < e/(1—X).

Dowép. Na mocy nieréwnosci tréjkata,

o(x1,%2) = o(T1(%1), Ta(x2)) < o(T1(x1), T1(x2)) + o(T1(x2), To(x2)) < Ao(x1,%2) +&.

Przenoszac pierwszy skladnik na lewg strone, tatwo otrzymujemy teze. O

3.2 Twierdzenie o funkcji odwrotnej

Udowodnimy w tym podrozdziale jedno z najwazniejszych twierdzen, jakie Czytelnik po-
zna w ciggu calego wyktadu.

Twierdzenie 3.9 (o funkcji odwrotnej). Niech () bedzie zbiorem otwartym w R" i f €
CH(Q,R"). Zatézmy, ze dla pewnego a € ) rézniczka Df(a) € L(R",R") jest izomorfizem
liniowym. Istniejq wowczas liczba 6 > 01i zbidr otwarty V C R"” takie, ze

(i) f: B(a,d) — V jest bijekcjq;
(ii) przeksztatcenie g = f~1: V — B(a,§) C R" jest klasy C' na V;
(iii) Jesli y = f(x)ix € B(a,d), to Dg(y) = (Df(x)) .

Zanim przejdziemy do dowodu, podkreslmy wazng rzecz: dla n = 1 podobne twier-
dzenie ma charakter globalny. Jesli f € C'(R,R) i f’ nie znika w zadnym punkcie, to f’
ma staly znak, a f jest écisle monotoniczna na R. Zatem funkcja g = f~! jest okre§lona
na przedziale otwartym I = f(R). Dla n > 1 jest inaczej: moze sie okazaé, ze rézniczka
Df(x) € L(R",R") jest odwracalna dla kazdego x € R", ale f nie jest réznowartosciowe!
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Przyklad 3.10. Niech
RZ=C3 (z,y)=x+iy=2+— expz = (e® cosy, e”siny) =: F(z,y) € R?

To przeksztalcenie jest gladkie i oczywiscie nie jest ré6znowartosciowe, gdyz kazda liczba
2mik, gdzie k € Z, jest okresem funkcji wykladniczej w C. Jednak

e®cosy —e’siny
DF = .
(2,y) <e$ siny e”cosy > ’

a wiec det DF (z,y) = e**(cos? y +sin?y) = e?* > 0. Dlatego DF(z, y) jest macierzg odwra-
calng dla kazdego (z,y) € R

Dow6p Twierpzenia 3.9. Krok 1. Niech A = Df(a). Rozpatrujac zamiast f nowg funkcje
Q—a 9x|—>A_1-<f(x+a)—f(a)) eR",
mozna sprowadzi¢ dowéd do przypadku Df(a) = Id € L(R",R"), a = f(a) = 0 € Q.

Takie zalozenia odtad przyjmujemy.

Krok 2: réznowartosciowosé f i odwracalnosé D f w otoczeniu zera. Zapiszmy f(x) =
x + o(x), gdzie ¢ € C*(Q,R"™), p(0) = 0. Zatem Df(x) = Id + Dp(x) i Dp(0) = 0. Prze-
ksztalcenie p — Do(p) jest ciagle na €, wiec istnieje taka liczba &, > 0, ze || Dyp(p)|| < 3
dla wszystkich p € B(0,26;). Wynika stad, ze Df(p) jest macierzg odwracalng dla
wszystkich p € B(0,24,).

Ponadto, wobec twierdzenia o wartosci redniej,

1 _
le(x) =)l < lx =yl swp [[Dop)ll=le -yl  ».yeB020). B2
PE[x,y]

(W szczegélnosci, ||o(x )| < 3|lz|| na kuli domknietej B(0,26;)). Przeto
1f (%) = fI = [[(x —3) + (%) — o(¥)]|
1
le =yl = llo(x) =@l = Sl* -yl

v

dla wszystkich x,y € B(0,24;). Stad wynika réznowartosciowosé f na kuli B(0,24;). Na
obrazie tej kuli przeksztalcenie g = f~! jest dobrze okreslone i spelnia warunek Lip-
schitza ze stalg 2, a wiec jest ciggte.

Kluczowg trudnoscig dowodu jest wykazanie, ze dla pewnego 6 > 0 zbiér f (B (0, 5))
Jest otwarty w R"™. Aby jg pokonaé, wykorzystamy twierdzenie Banacha o punkcie statym.

Krok 3: funkcje g = f~' mozna okreslié¢ na pewnym zbiorze otwartym. Wykazemy, ze
istnieje funkcja ciggta
7: B(0,61) - B(0,51)
taka, ze B
fy +7(y)) =y  dlawszystkich y € B(0,4). (3.3)

Wyniknie stad, ze kula B(0, 4;) jest zawarta w obrazie f(B(0,24;)).
Funkcje g = f~! mozna bedzie okreslié wzorem g(y) = f~(y) = y + (y) wlasnie na
B(0,61). Zbiér U = f~1(B(0,4,)) jest otwarty w R", gdyz f jest ciggta. Ponadto, 0 € U,
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wiec dla pewnego d, > 0 kula B(0,6,) C U. Biorge V. = g7 '(B(0,d2)) = f(B(0,4)),
otrzymamy — wobec cigglosci g! — otwarty podzbiér R". Zakoriczy to dowdd punktu (i) oraz
czeéci punktu (ii) twierdzenia o funkcji odwrotnej. Pozostanie do wykazania, ze g € C!

.....

Mamy
fy+vy)=x+px)=y +7(¥) + oy +7()).
=X

Zatem warunek (3.3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Y(y)=—oly+1()), ye€B0). (3.4)

Ustalmy teraz y € B(0, ;) i rozpatrzmy pomocnicze przeksztalcenie
Ty(z)=—¢p(y +2), 2z¢€B(0,0).

Poniewaz ¢(0) = 0, wiec na mocy (3.2) jest || T, (2)|| < [lo(y + 2)| < illy + 2| < 6 dla
y,2 € B(0,61). Innymi stowy,

Ty : E(O, 51) — E(O, 51) .
Nietrudno tez sprawdzic¢, ze T jest kontrakcjg, gdyz

3.2) 1 1
1Ty (21) =Ty (z2)l = llp(y +21) —¢(y +22)[| < Sy +21) = (¥ +22)] = 5llz1 — 22l

Na mocy Twierdzenia 3.7, T, ma dokladnie jeden punkt staly z € B(0,5;). Wobec Le-
matu 3.8 (jego zalozenia sprawdzamy tatwo, podobnie jak wyzej), przeksztalcenie

B(0,61) > y — ~(y) = z = punkt staly kontrakeji T\, € B(0, 1)

jest ciggle. Oczywiscie, Ty (2) = 2z = 7(y) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek
(3.4), tzn. réwnowazny mu warunek (3.3).

Krok 4: rézniczkowalnosé g i wzér Dg(y) = Df(x)"' dla y = f(x). Przypuéémy, ze
bytoby juz wiadomo, ze g = f~! jest przeksztalceniem rézniczkowalnym. Stosujgc twier-
dzenie o rézniczce zlozenia do funkcji

go f=1d: B(0,d3) — R"
otrzymaliby$my wtedy réwnosé
Dg(f(x)) -Df(x)=1d dlax € B(0,62), y = f(x)eV =f(B(0,6)),

tzn. Dg(f(x)) = Df(x)~! na B(0, d,). Operacja odwracania macierzy jest ciggta na zbio-
rze macierzy odwracalnych w M, «,, ~ R (przypomnijmy: jest to zbiér otwarty!), wiec
przeksztalcenie

V9yF+DMy):<Df@00D_1€M%m

jest ciggle. Aby zakonczy¢ caly dowéd Twierdzenia 3.9, pozostaje wiec wykazaé, ze Dg(y)
istnieje, gdy y € V. Udowodnimy w tym celu nastepujacy
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Lemat 3.11 (o rézniczce przeksztalcenia odwrotnego). Niech U,V bedq zbiorami
otwartymi w R", a f: U — V — bijekcjq rézniczkowalng w punkcie x € U. Zatézmy, ze
rézniczka Df(x) = A jest izomorfizmem liniowym. Jesli funkcja g = f~1: V — U jest
ciggla w punkcie y = f(x), to Dg(y) istnieje i jest réwna A~".

Dow6p LEMaTU. Oznaczmy B = A™! = (Df(x))"'i M = ||A| + 2||B|| + 1. Rézniczka
Df(x) = A istnieje, wiec

fx+h)—f(x)=Ah +r(h), gdzie giinom =0. (3.5)

Niech v € R”, ||v|| < 1. Wtedy v = f(x + h) — f(x) dla pewnego h € R": wystarczy
zapisac ostatnig ré6wnosé jako f(x + h) = f(x)+ v,astad b = g(f(x) + v)) — x; wobec
cigglosci g wy = f(x) jest B — 0 dla v — 0. Pokazemy, ze w malym otoczeniu zera
wektory h i v majg poré6wnywalne dtugosci. Wybierzmy § > 0 tak, aby |r(h)|| < 557 [|h |
dla ||k || < ¢. Po pierwsze,

1
loll = AR +r(h)l| < Al - [R]l + 5 7RIl < Ml[A].
Po drugie, Ah = v — r(h) na mocy (3.5) i dlatego
IRl =1B-A- & = Bo—B-r(k)| < Bl (Il + 5kl < IB]- o] + 5 k]
- 2M - 2 ’
stad zas || k|| < 2||B| - ||v| < M]||v|. Ostatecznie

1
el < B < Mo da k] <6 (3.6)

Poniewaz y = f(x), wiec
9y +v)—g(¥)=9(f(x)+v) —g(f(x)) = h = B(Ah) = Bv — B(r(h)).
Czescig liniowg przyrostu g jest Bv, zas reszta r1(v) = B(r(h)) spelnia warunek

IBer(k)I M- |r(R)l| Rl _, 2lr(R)]

< < =0 dlav — 0,
vl Rl vl Rl

gdyz wobec (3.6) warunki v — 0i B — 0 sg r6wnowazne. Z definicji rézniczki, Dg(y) =
B = A~'. Dowéd lematu, a takze dowéd calego Twierdzenia 3.9, jest zakoniczony. [

Uwaga 3.12. W dowodzie twierdzenia o lokalnej odwracalno$ci twierdzenie Banacha
o punkcie stalym mozna stosowaé do przestrzeni funkcyjnej X = C (E(O, 51),§(0,51))
z metrykg ‘supremum’. Okres§lamy przeksztalcenie

T: X — X, (Ty)(y) = —py +7(y)) -

Sprawdzenie, ze T: X — X jest kontrakcjg, wykonujemy tak samo, jak rachunki w 3.
kroku dowodu. Funkcja v, ktéra jest punktem stalym T, spetnia réwnanie (3.4) — i od
razu, bez powolywania sie¢ na Lemat 3.8, wiadomo, ze v jest ciggla.

Czytelnik moze sie zastanowié, czy udaloby sie stosowac twierdzenie Banacha od razu
do pewnego podzbioru funkcji klasy C.
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3.3 Twierdzenie o funkcji uwiklanej

Poznamy teraz kolejne twierdzenie, ktére w $cisty sposob wypowiada naturalne oczeki-
wanie: jesli mamy m rownan, w ktorych wystepuje n + m niewiadomych, to zwykle’ m
sposrod tych niewiadomych mozna wyznaczyé za pomocq pozostatych n. (Oczywiscie nie
zawsze tak jest — réwnania mogg np. byé sprzeczne).

Oznaczenia. W tym podrozdziale bedziemy rozpatrywa¢é funkcje

F:R"xR™>Q—R™  FecCYQR™).

Punkty R" bedziemy oznaczac literg x, a punkty R — literg y. Rézniczka DF(x,y) jest
macierzg o m wierszach i n + m kolumnach; bedziemy pisa¢

DF(x,y) = (DxF(x,y),DyF(x,y)), 3.7

gdzie Dy F(x,y) € My,x, ma m wierszy i n kolumn, zas§ Dy F(x,y) € M,,xm jest macie-
rzg kwadratowg o m wierszach i tyluz kolumnach. Inaczej méwigc, zapis Dy F € M, xn
oznacza, ze chodzi o rézniczke F' jako funkcji zmiennej x, natomiast y traktujemy jako
parametr; podobnie interpretujemy Dy F' € M, .

Twierdzenie 3.13 (o funkcji uwiklanej). Niech ) bedzie zbiorem otwartym w R" x R™
i niech (a,b) € Q. Zatézmy, ze F € C1(Q,R™) i F(a,b) = 0. Niech wreszcie

det Dy F(a,b) #0.

Istniejq wéwczas zbiory otwarte U C R" i V. C R™ oraz funkcja h € C1(U,R™) takie, ze
acU,bcV,zas warunek

F(x,y)=0, (x,y) e UxV CQ (3.8)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y = h(x) dla pewnego x € U. Ponadto,

1
Dh(x) = —<DyF(x, h(x))) Dy F(x, h(x)). (3.9)

Nazwa twierdzenia ma nastepujacy sens: w matym otoczeniu takiego punktu (a, b) €
R"*™ w ktérym spelnione sg zalozenia, réwnanie F'(x,h(x)) = 0 definiuje funkcje y =
h(x) w sposéb uwiklany. Zanim podamy dowdd, spéjrzmy na dwa proste przyklady (z
wieloma innymi Czytelnik spotka sie pdézniej).

Przyklad 3.14. (i). Niech A1 € M, xn, A2 € Myxm i det As # 0. Rozpatrzmy przeksztal-
cenie liniowe

F:R"™ =R" x R™ — R™
dane wzorem F(x,y) = Ajx + Asy dla x € R" oraz y € R™. Réwnanie F(x,y) = 0
mozna rozwigzac; zachodzi ono wtedy i tylko wtedy, gdy

y=h(x)=—(4)"" A4x, xcR".

Mamy tez oczywiscie Dy F = A1 i Dy F = Ay. Widac wiec, ze w tej sytuacji funkcja h jest
okreslona na calej przestrzeni R” i jest liniowa; zachodzi tez warunek (3.9), opisujacy jej
rézniczke.
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(ii). Niechn =m =1, a,b > 0 i niech F(z,y) = Z—i + g—j — 1. Réwnanie F(x,y) = 0 opisuje
elipse £ w R?. Mamy
2z 2y
Fw('x,y):?v Fy(xay):bﬁ

W otoczeniu kazdego punktu (z¢,y9) € E, ktéry ma wspétrzedng yo # 0, spelnione sg
zalozenia Twierdzenia 3.13. Zatem, istniejg przedzialy otwarte U,V C R takie, ze z¢g € U,
yo € V, aréwnanie F(z,y) = 0, rozpatrywane dla (z,y) € U x V, wyznacza zmienng y
jako funkcje z. W tym przykladzie tez mozemy napisac jawny wzoér

2
y:h(x):ib-\/l—%. (3.10)

Wybér znaku zalezy od polozenia (zg, yo) na elipsie, tzn. od znaku y,. Widacé tez, ze wazny
jest wybor dwoch matych otoczen U i V': jesli nie ograniczymy sie do matego otoczenia
punktu 1o, to nie wiemy, jaki znak wybraé we wzorze (3.10).

Zal6zmy na chwile, ze yo > 0. Mozna wtedy wybraé jako V np. przedzial (0, 2b). Zgodnie
z wzorem (3.9), powinno by¢

b 2
W' (z) = —(F, -1.F =—— .2 = = —— .
(x) ( y(x,y)) x(l‘,y) 2y a2 a2 y a2 h(:t?)

Taki wlasnie wynik uzyskujemy, rézniczkujgc funkcje h(x) = b\/1 — (22/a?), dang wzo-
rem (3.10).

L

—————————————

W otoczeniu punktu (zo,y0) € E, yo > 0, elipsa E o réwnaniu z>/a® + y*/b*> = 1 jest wykresem funkcji

y = by/1 — (22/a?). W otoczeniu punktu (—a,0) ta sama elipsa jest wykresem funkcji z = —ay/1 — (y2/b?)

zmiennej y.

Zauwazmy jeszcze, ze jeSli p € (xo,y0) € Eiyg = 0, to wtedy w otoczeniu punktu p
réwnanie elipsy wyznacza x jako funkcje zmiennej y. Nie kidci sie to z Twierdzeniem 3.13.
Mozemy wszak je zastosowacd, wybierajgc inny, nieznikajgcy minor macierzy DF. W tym
przypadku z¢ # 01 F,(zo,y0) # 0.

Dow6p TwierDzENIA 3.13. Krok 1: zastosowanie twierdzenia o funkcji odwrotnej. Rozpa-
trzmy funkcje pomocniczg

H:Q — R" x R™ =R""™, H(x,y) = (x,F(x,y)) e R"™™.
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Poniewaz I’ € C', wiec takze H € C'. Nietrudno zauwazy¢, ze macierz rézniczki funkcji
H wygodnie zapisuje sie w postaci blokowej,

Id o
gdzie

Id € Myxn , 0 Myxm,
A=DyF(x,y) € Mpxn, B=DyF(x,y) € Mpxm-

Poslugujac sie n-krotnie rozwinieciem Laplace’a, stwierdzamy, ze
det DH(a,b) =det Dy F(a,b) #0.

Zatem, w punkcie p = (a@,b) € Q spelnione sg zalozenia Twierdzenia 3.9 (o funkcji
odwrotnej). Istnieje wiec kula (n + m)-wymiarowa B(p,r) i zbiér otwarty W C R"*™
takie, ze H: B(p,r) — W jest bijekcjg i funkcja G = H~': W — B(p,r) jest klasy C'.
Ponadto, dla (x,y) € B(p,r) jest det Dy F(x,y) # 0.

Krok 2: postaé funkcji odwrotnej do H. Zapiszmy

Gx,y)= (Gl(xay)>G2(xvy))a

gdzie G1: W — R"i Go: W — R™. Przy tych oznaczeniach,

(x.9) = H(G(x,9)) = (Ci(%,5). F(Ci(%.9),Co(%.3)) ), (x.3) € W.

Poréwnujac n poczatkowych wspélrzednych tej rownosci, otrzymujemy G1(x,y) = x dla
(x,y) € W, a nastepnie

H(G(x,y)) = (x,F(x,Gg(x,y))>, (x,y) € W. (3.11)

Krok 3: opis rozwiqzan réwnania F' = 0. Jeéli (x,y) € B(p,r), to warunek F(x,y) =0
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

H(x,y) = (%, F(x,y)) = (x,0) € W,

tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy (x,y) = G(x,0) = (G1(x,0),G2(x,0)), co oznacza, ze
y = Ga(x,0). Z réwnania F' = 0 wyznaczyli§my wiec y jako pewng funkcje x.

W kuli B(p,r) zawarty jest pewien produkt U x V', gdzie U C R" iV C R™ sg zbiorami
otwartymi; mozna np. wzig¢ U = B(a,r/2)iV = B(b,r/2). Wtedy

h:G2(~,0)Z U—R™

i na zbiorze U x V réwnanie F(x,y) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y = h(x) i
y € V. Zmniejszajac w razie potrzeby U, np. bioragc p > 0 tak male, zeby U; = B(a,p) C
h~'(B(b,r/2)) (tu korzystamy z cigglosci h!), mozemy bez zmiany ogélnosci zalozy¢, ze
h(U) C V. Poniewaz G € C*, wigc G1,Go € C! i dlatego h € C'. Udowodnili$my wigc calg
teze twierdzenia, wyjawszy wzoér (3.9).
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Krok 4: rézniczka funkcji uwiklanej h. Na zbiorze U C R” jest F(x,h(x)) = 0 € R™.
Rézniczkujac to réwnanie stronami i stosujgc wzér na pochodng zlozenia

x — (2, h(x)) — F(x, h(x))

(Czytelnik zechce sam narysowac¢ odpowiednie macierze, najlepiej w postaci blokowej),
otrzymujemy
DyF(x,h(x))+ DyF(x,h(x)) - Dh(x) =0 € Mpxn.

Dla x € U macierz Dy F(x,h(x)) jest odwracalna; przenoszac Dy F(...) na prawg strone
réwnania i mnozgc obie strony przez Dy F(...)"!, otrzymujemy wzér (3.9). O

Uwaga 3.15. Jesli w Twierdzeniu 3.9 o funkcji odwrotnej zalozymy dodatkowo, ze f € C*
dla pewnego k € N, k > 1, to wéwczas takze f~! € C*. Przypomnijmy: rézniczka funkcji
odwrotnej g = f~! dana jest wzorem Dg(y) = (Df(g(y)))_l, tzn. jest zlozeniem trzech
odwzorowan:

y—gy) ==z, z — Df(z), A AL (3.12)

To, ze g = f~! € CF, gdy f € C*, mozna wiec latwo wykazaé przez indukcje wzgledem
k. Dla k = 1 udowodniliémy to juz w Twierdzeniu 3.9. Jesli f € C* i wiemy z zalozenia,
ze dowodzona wlasnosé zachodzi dla k — 1, to pierwsze odwzorowanie w (3.12) jest klasy
C*=! na mocy zalozenia indukcyjnego, drugie — tez jest klasy C*~!, gdyz Df € C+1,
trzecie zas jest klasy C™ (wyrazy macierzy A~! wyrazajg sie przez funkcje wymierne od
wyrazéw macierzy A).

Podobnie, jesli w Twierdzeniu 3.13 o funkcji uwiklanej zalozymy, ze F € C*, to funkcja
uwiklana h, o ktérej mowa w tezie, tez jest klasy C*. O

Podamy teraz inne przyktady zastosowania twierdzenia o funkcji uwiktane;j.

Przyklad 8.16. Niech F(x) = |x|?—1 =22+ -+22 —1.Zbiér M = {x € R": F(x) = 0}
jest sferg S"~1. Rézniczka

DF(x) = (Fy,(%),... Fp, (%)) =2(21,...,2,) = 2%

nie znika w zadnym punkcie sfery. Dlatego w otoczeniu kazdego punktu p = (pi1,...,pn) €
S"~1 sfere S*~! mozna przedstawi¢ jako wykres funkcji (n — 1) zmiennych,

1/2
xi:j:<1— > xi) .
1<j<n

J#i

Jesli p; # 0, to w pewnym otoczeniu p z réwnania sfery mozemy wyznaczy¢ zmienng x;,
dobierajac odpowiednio znak w powyzszym wzorze.

Przyklad 3.17 (torus jako poziomica pewnej funkcji). Niech R > r > 0. Pot6zmy

2
F(z,y,z) = (va2+y2—R) +22-r% 22442 >0, z€R

Wtedy

F,(x,y,z) =2z, Fp(z,y,2) = 2(\/1‘2 + 9% — R) . L,
Va? 4+ y?
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a F, otrzymujemy, zamieniajgc role x i y. Zbiér M = {(x,y,2) € R3: F(x,y,2) = 0} jest
domkniety, gdyz F jest ciggta; zaden punkt (0,0, 2) nie nalezy do M, gdyz R? + 22 — r? >
R? — 7?2 > 0.Zatem M C Q = {(z,y,2) € R3: 22 + y? > 0}. Zbiér 2 jest otwarty, a funkcja
F e CHQ,R).

Sprawdzimy, ze w kazdym punkcie zbioru M rézniczka funkcji F' ma rzad réwny 1.
Niech (z,y,2) € M. desli 2 # 0,to F, # 0. Jesli z = 0, ale x # 0, to /22 +y2 — R =
+r # 01 F, # 0. Jesli wreszcie z = = 0, to |y| = /22 +y?> = R+ riwtedy F, # 0.
Zatem, w otoczeniu kazdego punktu (z,y, z) € M zbiér M mozna przedstawié jako wykres
pewnej funkcji dwéch zmiennych, klasy C! (ustaliwszy (z,y, z) € M, tatwo jest rozwiktaé
réwnanie F' = 0 w sposéb jawny — Czytelnik moze to robié sam).

Zbior M jest torusem obrotowym: we wspétrzednych biegunowych = = ¢ cosf, y = tsin 6
réwnanie F' = 0 zmienia si¢ w (t — R)? + 22 = r2. Dla kazdego kata 0 € [0, 27) przekr6j M
pionowg potplaszczyzng {(tcosf,tsinf, z): t > 0,z € R} jest wiec okregiem.

Wskazemy jeszcze prosty przyktad zastosowania Twier-
dzenia 3.13dlan =1, m = 2.

Przyklad 3.18. Niech I': R? — R?,
F(z,y,2) = (2% +2y> + 32 — 6,2 + y + 2).

Zbior M = {(z,y,2) € R3: F(x,y,2z) = (0,0)} jest cze-
Scig wspolng zbioréw M; opisanych réwnaniami F; = 0,
gdzie F i F; sg wspolrzednymi F, tzn. jest przecieciem
elipsoidy trojosiowej i ptaszczyzny. Minory 2 x 2 macie-
rzy

2¢ 4y 6z
preya = (Y %)

znikajg jednoczesnie tylko wtedy, gdy = = 2y = 3z. Na

plaszczyznie x+y+2z = 0 réwnosci = = 2y = 3z zachodzg
jedynie w punkcie (0,0,0) ¢ M, a wiec w kazdym punkcie M co najmniej jeden z minoréw
macierzy DF nie znika. Wobec Twierdzenia 3.13, kazdy punkt zbioru M ma takie oto-
czenie, w ktéorym dwie spoéréd zmiennych (z, y, z) mozna wyznaczy¢ jako funkcje trzeciej
zmienne;j.

3.4 Dyfeomorfizmy zbiorow otwartych w R”

Definicja 3.19. Jesli Q C R” jest zbiorem otwartym, to przeksztalcenie f: 2 — R”" na-
zywamy dyfeomorfizmem klasy C*, gdy f € C'(Q,R") jest przeksztalceniem réznowarto-
$ciowym, zbiér f(12) jest otwarty w R” i przeksztalcenie odwrotne f~! € C1(f(Q),R").

Z definicji wynika, ze dyfeomorfizm jest homeomorfizmem. Czytelnik nie powinien
jednak uwazadé, ze dyfeomorfizm to homeomorfizm, ktéry jest rézniczkowalny: przeksztat-
cenie R" > z — 23 € R jest bijekcjg klasy C™, jednak przeksztatcenie dori odwrotne,
R >y +— ¥y € R, nie jest klasy C' (z uwagi na zachowanie pochodnej w zerze).

Przeksztalcenie odwrotne do dyfeomorfizmu tez jest dyfeomorfizmem.
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Przyklad 3.20. 1. Kazde odwracalne przeksztalcenie liniowe Q2 > x — Ax € A(Q2) C
R"™ jest dyfeomorfizmem. Z odwracalnosci A wynika réznowartosciowosé tego prze-
ksztalcenia. Przeksztalcenia liniowe x — f(x) = Ax iy — f~Y(y) = A~y sg
ciggte, a ich rézniczki Df(x) = Ai Df~!(y) = A~! sg stale, wiec tez sg ciggte.

2. Przeksztalcenie

(-1,1) xR > (z,y) — f(z,y) = (m, %arctgy) € (-1,1) x (—=1,1)

jest dyfeomorfizmem pasa (—1,1 x R) na kwadrat (—1,1)2. Obie wspéirzedne f sg
gladkie i r6znowartosciowe, wiec f jest gtadkie i réznowartosciowe. Macierz

1 0
1432

jest odwracalna dla kazdego (r,vy), wiec funkcja f~! — ktéra, wobec réznowarto-
§ciowoéci f, okreslona jest globalnie na kwadracie (—1,1)? — jest klasy C'! na mocy
Twierdzenia 3.9. Mozna zresztg wypisa¢ f~! wzorem.

3. Niech Q; =R x (0,7) € R?, Qy = {(x,y) € R?: y > 0}. Przeksztalcenie
Q1 3 (z,y) = F(x,y) = (e® cosy, e’ siny) € Qy

jest dyfeomorfizmem pasa 2; na pélplaszczyzne Q2o = F(€;). Najprosciej to zauwa-
zyé, odwolujac sie do wlasnosci funkcji wyktadniczej w C. Sprawdzenie szczegétow
pozostawiamy Czytelnikowi.

Stwierdzenie 3.21. Zlozenie dwdch dyfeomorfizmow jest dyfeomorfizmem. [

Zadanie 3.22. Wykazaé, ze kolo {x € R?: ||x| < 1} i kwadrat {x € R?: ||x|; < 1} s3
dyfeomorficzne.

Z pojeciem dyfeomorfizmu spotkamy sie wielokrotnie, takze w drugim semestrze.

3.5 Rozmaitosci zanurzone w R"

Definicja 3.23. Zbiér M C R™"™ nazywamy zanurzonq rozmaitosciq n-wymiarowq klasy
C! wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu p € M istnieje kula B(p,r) w R**™,
n-wymiarowa podprzestrzen liniowa P = span (e;,, e;,,...,e; ) C R""™ zbiér U otwarty
w P = R" i funkcja ¢ € C*(U, P) takie, ze

MNB(p,r) =wykresp N B(p,r),

gdzie
wykresp = {(x,y) eR"™M =P @ Pr:xcU, y = p(x)}.

Moéwigc krétko i potocznie, zanurzona rozmaito$¢ n-wymiarowa klasy C1 w R"™ to
zbior, ktéry lokalnie, w otoczeniu kazdego swojego punktu, jest wykresem pewnej funkcji
klasy C' wybranych n zmiennych.

Liczbe m nazywamy kowymiarem rozmaitosci M C R™™,
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Twierdzenie 3.24. Niech ) C R""™ bedzie zbiorem otwartym i niech F € C'(Q,R™). Je-
sli q € Q) jest punktem takim, ze DF(z) jest epimorfizmem liniowym dla kazdego punktu
2, nalezqcego do zbioru

M={zecQ: F(z)=F(q)}

to wéwczas M jest rozmaitoscig n-wymiarowq klasy C*.

Dowép. Niech p € M. Poniewaz DF(z) jest epimorfizmem w kazdym punkcie zbioru
M, wiec w punkcie p nie znika pewien minor rozmiaru m x m macierzy DF(p ). Dlatego,
odpowiednio permutujgc zmienne, mozna zastosowaé Twierdzenie 3.13 (o funkcji uwikla-
nej) i wywnioskowaé, ze w malym otoczeniu punktu p zbiér M pokrywa sie z wykresem
pewnej funkgcji klasy C*, okreélonej na otwartym podzbiorze R" i prowadzgcej w R™. [

Zastosowania tego twierdzenia spotkaliémy juz w przykladach 3.14 (ii), 3.16, 3.17,
3.18. Przyktadami rozmaitosci sg wiec elipsa (zaré6wno zanurzona w R?, jak i zanurzona
w R?), sfera i torus.

Przyklad 3.25 (lemniskata i precel). Lemniskatq nazywamy zbiér

L={(z,y) eR?*: 2 — 22+ =0}.

Réwnanie 2% — 22 + 32 = 0, réwnowaznie y = +2v/1 — 22, opisuje w R? krzywg w ksztalcie

6semki. Wykresy funkcji x — +xv/1 — 22 przecinajg sie pod kgtem prostym w punkcie
(0,0) € L, wiec L nie jest rozmaitoécig jednowymiarowg zanurzong w R2.
Niech teraz F: R? — R bedzie dana wzorem
4 2 22 2 1
F(z,y,2)= (2" —2®+y*)" + 2 ~ 3
iniech M = {(z,y,2) € R®: F(z,y,2) = 0. Sprawdzimy, ze spelnione sg zatozenia Twier-
dzenia 3.24. Pochodne czgstkowe F' sg réwne

Fyp(z,y,2) = 2(z* — 22 + ) - (42® — 22) = 42(22% — 1) (2" — 2® + %),
Fy(z,y,2) =4y(z* —2” +¢%),  Fu(z,y,2) =2z.

W tych punktach M, gdzie z # 0, rézniczka funkcji F' jest epimorfizmem (tzn. ma rzad
réwny 1), gdyz tam F. # 0. Jesli (z,y,2) € M iz =0, to z* — 22 + y? = +{. Zatem, o ile
y # 0, to Fy(x,y,0) # 0 w punktach (z,y,0) € M.

Jesli wreszcie (z,y,2) € Miy=2=0,tox? —2?+¢y? =2 —2? = i%. Inaczej méwiac,
liczba z jest pierwiastkiem wielomianu P(t) = t* — t* ¥ . Mamy P/(t) = 4¢3 — 2t; P/
znika wiec dla t = 0it = +1/1/2. Te punkty nie sg jednak pierwiastkami P, tzn. P ma
pierwiastki jednokrotne i jesli P(x) = 0, to P'(x) # 0. Ostatecznie wiec,

Fy(2,0,0) = 42(22% — 1) (2* — 2® + y*) =2P'(2) - £16 £0  dla (2,0,0) € M.

SprawdziliSmy wiec, ze we wszystkich punktach (z,y,z) € M rézniczka DF(x,y, z) jest
epimorfizmem (ma maksymalny mozliwy rzad, w tym przypadku réwny 1).
Jak wyglada zbiér M? Wyobrazmy sobie, ze zmienna z to wysokosé. Ciecie zbioru M

poziomg plaszczyzng {z = c}, gdzie c € [—%, ], sklada sie z takich punktéw (z,y, 2), ze

1
zt — 2% + % = +a, gdziea:\/%—c% z=c,
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4

Z lewej: wykres funkeji f(z,y) = 2* —2? +y* widziany od dotu. Z prawej: precel o réwnaniu f(z,y)? +2% = .
(Oba rysunki poddano lekkiemu — afinicznemu — znieksztalceniu.)

tzn. wyglada tak samo, jak dwa poziome przekroje wykresu funkeji f(z,y) = 2% — 22 + 32,
plaszczyznami {z = +a}. Czytelnik zechce sprawdzié, ze w punkcie (0,0) funkcja f ma
siodto, a w punktach (£1/+/2,0) dwa minima lokalne. Zatem, krzywe f = const wygladaja
tak, jak na zalgczonym rysunku, za$ sam zbiér M wyglada tak, jak powierzchnia precla
z dwiema dziurami na wylot.> O

Opiszemy teraz zbiér wektoréw stycznych (w sensie Definicji 2.31) do rozmaitosci za-
nurzonej klasy C'. Okazuje sig, ze jesli M jest rozmaitoscig n-wymiarowa, to T M jest
przestrzenig liniowg wymiaru n. Oto jej opis, w dwéch wersjach, uzaleznionych od tego,
jak opisujemy rozmaitosé¢ M.

Twierdzenie 3.26 (przestrzen styczna do rozmaitosci, wersja I). Jesli M c R*™™
Jjest wykresem funkcji ¢ € C*(Q,R™), gdzie Q) C R" jest zbiorem otwartym, to w kazdym
punkcie p = (a,p(a)) € M mamy

TpM = {(v,Dp(a)v) € R""™™: v € R"} = Im D®(a),
gdzie (x) = (x,p(x)), ®: Q - R" x R™ =R,

Przeksztalcenie ®, o ktérym mowa w powyzszym twierdzeniu, nazywa sie czasem
naturalng parametryzacjq wykresu funkcji .

Twierdzenie 3.27 (przestrzen styczna do rozmaitosci, wersja II). Jesli Q c R*T™
Jjest zbiorem otwartym, F € C*(Q,R™) i dla kazdego punktu p € M, gdzie

M={z € Q: F(z) =0},
przeksztalcenie liniowe DF (p) jest epimorfizmem, to
TpM =ker DF(p) dla p € M.

Udowodnimy najpierw pierwsze z tych twierdzen, postugujac sie wprost Definicjg 2.31.
Drugie twierdzenie wyprowadzimy pdzniej z pierwszego, postugujac sie twierdzeniem

3Ten konkretny sposéb przedstawienia precla jako jednej poziomicy pewnej funkeji klasy C*' obmyslil
Hermann Karcher, geometra z Uniwersytetu w Bonn.
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o funkcji uwiklanej, zeby opisaé lokalnie M jako wykres funkcji klasy C'. Uwazny Czy-
telnik spostrzegl przypuszczalnie, ze z Twierdzeniem 3.27 spotkali§émy sie juz w prostym
przypadku m = 1, dowodzac, ze gradient funkcji jest prostopadly do poziomicy (patrz
Twierdzenie 2.34).

Dow6p Twierpzenia 3.26. Ustalmy v € R™. Niech v(¢) = (a +tv,p(a +tv)) = ®(a +tv).
Wektor 1/(0) predkosci krzywej v nalezy do zbioru T, )M = Tp M (patrz Uwaga 2.33),
gdzie oczywiscie p = (a,p(a)) = ®(a). Wobec wzoru na pochodng zlozenia,

7'(0) = D®(a +tv)-v .= D®(a)v = (v,Dyp(a)v).
t=
Datego Im D®(a) C Tp M. Trzeba jeszcze tylko wykaza¢ inkluzje przeciwng.
Niech zatem w € Tp M C R™"™. Sprawdzimy, ze w = D®(a)v dla pewnego wektora
v € R". Bez zmniejszenia ogélnosci przyjmiemy, ze ||w| = 1. Poniewaz M = (1), wiec
z definicji wektora stycznego wynika, ze istnieje ciag (x;) C {2 zbiezny do a i taki, ze
P(xj) — @(a) w xj—

lim = =w oraz lim
jmoo [|[(x;) — (a)| ]| j—oo |lo; — all

—zeS" (313

drugie zalozenie nie zmniejsza ogélnosci, gdyz sfera S"~! jest zbiorem zwartym. Funkcja
v jest rézniczkowalna w a; dlatego, wobec cigglosci przeksztalcen liniowych,

Jim lp(x;) — e(a)ll @13 IDo(a)z]. (3.14)
i laj —af

Uwzgledniajgc te réwnosé, otrzymujemy

lim q)‘xj—g‘ = lim l; — al
o [B(g) — (@)l T S [ ey o) - p(a)]?
N 2\ —1/2
i (14 L)l
Jj—o0 ||xj—a||

(1+ID¢(a)z)? )*1/2
—1/2 1
= (=14 1Det@)zl?) " = gt

Teraz piszemy

w = lim

Do(a)(x; — a) +of||lx; — af|)

= lim
=00 [®(x;) — (a)
. lx; — all < x¥j—a O(ij—aH))
= lim Do(a) +
oo [[®(x5) — ®(a)]l | —al  [l*; - a
_ D%¥(a)z
[D®(a)z|
Inaczej méwige, w = D®(a)v, gdzie wektor v = ||D®(a)z|'z. Dowéd Twierdze-

nia 3.26 jest zakoniczony. [



© MIM UW, 2011/ 12 73

Dow6p Twierpzenia 3.27. Ustalmy p € M. Bez zmiany ogélnosci (permutujgc w razie
potrzeby zmienne w R"""") przyjmiemy, ze w matym otoczeniu Q; C Q punktu p funkcja
F zmiennej z = (x,y), gdzie x € R" iy € R™, spelnia zalozenia Twierdzenia 3.13
o funkgji uwiklanej, tzn.

det Dy F(x,y) #0, (x,y) eU.

Istnieje wtedy funkcja ¢: R” D U — R™ klasy C' taka, ze zbiér M w otoczeniu punktu
p jest wykresem funkcji p. Niech p = (@, ¢(@)). Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze

TpM = {(v,Dy(a)v): v € R"}.
Postuzymy sie teraz wzorem (3.9) na rézniczke funkcji uwiktanej . Wynika zen, ze
Dy F(p)v + DyF(p)Dy(a)v =0,

lub réwnowaznie, DF(p)(v,Dy(a)v) = 0, tzn. kazdy wektor (v, Dy(a)v) nalezy do
jadra przeksztalcenia DF(p). Na odwrét, jesli w = (v, u) € ker DF(p), gdzie v € R" i
u €R™, to

0=DF(p)w = DsF(p)v+ DyF(p)u,

stad zas, wobec wzoru (3.9), otrzymujemy u = —(DyF(p))_leF(q)v = Dy(p)v. Za-
tem rzeczywiscie w = (v, Dyp(a)v) € T, M. O

3.6 Ekstrema warunkowe i mnozniki Lagrange’a

W wielu konkretnych zastosowaniach rachunku rézniczkowego trzeba znajdowaé war-
tosé najwiekszg lub najmniejszg pewnej funkcji n zmiennych, ale nie na zbiorze otwar-
tym Q C R”, tylko wtedy, gdy miedzy poszczegélnymi zmiennymi zachodzg dodatkowe
zwigzki. Np. obliczajgc odlegtosé punktu (3,4, 5) od powierzchni sfery S?, szukamy w isto-
cie najmniejszej wartosci funkcji

g(ZL‘,y,Z) :(I‘—3)2—|—(y—4)2—|—(2—5)2, (l‘,y,Z) ES27

na pewnej podrozmaitosci w R>: na sferze. Gradient funkcji g: R®> — R, jak nietrudno
stwierdzié, znika jedynie w punkcie (3,4, 5), w ktérym g osigga swéj kres dolny na R3.
Jednak (3,4,5) ¢ S?, gdzie jest wiec osiggany kres dolny na sferze?

Akurat to zadanie mozna rozwigzaé szkolnymi metodami, odwolujac sie do elemen-
tarnej geometrii. Problemy tego typu pojawiajg sie jednak w wielu dziedzinach, choéby
w ekonomii, w r6znych zadaniach zwigzanych z optymalizacjg kosztéow i zysku, gdy wia-
domo, ze np. suma réznych rodzajéw wydatkéw firmy (ptace, reklama, srodki produkgji,
ubezpieczenie itp.) powinna by¢ stata. Warto wiec dysponowaé ogélnymi metodami roz-
wigzywania podobnych zadan.

Powiemy teraz, jak badaé minima i maksima funkcji, okreslonych na n-wymiarowych
rozmaito$ciach zanurzonych w R"*". Réwnania, opisujgce dang rozmaitosé, traktujemy
jako dodatkowe warunki, wigzgce poszczegélne zmienne w R, Stagd wlasnie bierze sie
nazwa ekstrema warunkowe albo ekstrema zwigzane.
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Twierdzenie 3.28 (warunek konieczny ekstremum warunkowego). Zatézmy, ze
g€ CYQQR)i F = (F,...,F,) € CHQ,R™), gdzie Q) jest zbiorem otwartym w R"™ =
R™ x R™. Niech M = {z € Q: F(z) = 0}. Niech p € M i niech przeksztalcenie DF (p)
bedzie epimorfizem liniowym.

Jesli g osiqga w punkcie p € M swdj kres gorny lub dolny na zbiorze M, to

(gradg(p),w) =0 dla kazdego w € Tp M

i istniejq liczby \1, ..., A\ € R takie, ze

gradg(p) = _Xi-grad F,(p). (3.15)
=1

Liczby \; nazywa sie mnoznikami Lagrange’a. Geometryczny sens warunku (3.15)
jest nastepujacy: gradient funkcji ¢ w punkcie p jest prostopadly do przestrzeni stycz-
nej Tp M = ker DF(p) do rozmaitosci M. To wynika z Twierdzenia 3.27. Aby to latwiej
zrozumieé, Czytelnik moze pomysleé o przypadku m = 1, n = 2. Wtedy F ma wartosci
rzeczywiste i warunek (3.15) oznacza, ze grad g(p) = \grad F(p), a wektor grad F(p)
jest wszak prostopadly do poziomicy funkcji F.

Dowép. Pewien minor m x m macierzy DF(p) nie znika. Bez zmniejszenia ogélnosci
(permutujgc w razie potrzeby zmienne) zalé6zmy zatem, ze DF(p) = (Dx F(p), Dy F(p)),
gdzie D, F(p) jest macierza o n kolumnach i m wierszach, za§ D, F(p) — odwracalng
macierzg kwadratowg m x m. Wobec Twierdzenia 3.13, dla pewnego r > 0 zbiér M N
B(p,r) jest wykresem funkcji o € C'(U,R™), gdzie U jest zbiorem otwartym w R”. Punkt
p = (a,p(a)) dla pewnego @ € U. Oznaczmy jeszcze ¢(x) = (x,p(x)).

Funkcja G: U — R dana wzorem

G(x)=yg(x,0o(x)), gdzie x € U, tzn. (x,p(x))=®(x)c M NB(p,r),

jest rézniczkowalna na U i osigga swéj kres gérny (lub dolny) w punkcie @ € U. Dlatego,
wobec wzoru na pochodng zlozenia,

0= DG(a) = Dg(p)D®(a) = Dxg(p) + Dyg(p)Dp(a).

Innymi stowy, (gradg(p),w) = (Dxg(p),Dyg(p))w = 0 dla kazdego wektora w =
D®(a)v € R"™™, gdzie v € R" mozna wybraé dowolnie. Wobec Twierdzenia 3.26, ob-
raz przeksztalcenia liniowego D®(a): R" — R™™™ to przestrzen styczna Tp M, a wiec
otrzymali§my warunek

(gradg(p), w) =0 dla kazdego w € T, M. (3.16)

Wyprowadzimy stad warunek (3.15). W tym celu opiszemy bazg przestrzeni V = (Tp M)~ .
Twierdzenie 3.27 orzeka, iz Tp M = ker DF(p). Wymiar T), M jest réwny n, zatem
dimV = (n +m) — n = m. Wiersze macierzy DF(p), tzn. wektory grad F;(p), sa or-
togonalne do ker DF(p). Zatem, grad F;(p) € V dlai = 1,...,m. Ponadto, wektory
grad F1(p), ..., grad F,,(p) sa liniowo niezalezne, gdyz DF(p) jest epimorfizem. Zatem,
(grad Fi(p))i=1,..m jest bazg V. Warunek (3.16) oznacza zas, ze wektor gradg(p) € V;
dlatego grad g(p) jest kombinacjg wektorow bazy V, tzn. wektoréw grad F;(p). O
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Funkcje L(z) = g(z) — >_;~, \iFi(z), gdzie liczby \; spelniajg, przy zalozeniach ostat-
niego twierdzenia, warunek (3.15), nazywamy funkcjq Lagrange’a (dla punktu p € M).
Badajac drugg rézniczke tej funkcji, mozna w wielu sytuacjach sprawdzié, czy ¢ ma w
punkcie p ekstremum lokalne zwigzane na rozmaitosci M, czy go nie ma.

Definicja 3.29. Zalézmy, ze g € C1(Q,R) i F = (F,...,F,) € C1(Q,R™), gdzie Q jest
zbiorem otwartym w R"t™ = R™ x R™. Niech M = {z € Q: F(z) = 0}. M6éwimy, ze g ma
w punkcie p € M minimum (odpowiednio: maksimum) lokalne zwigzane na M wtedy
i tylko wtedy, gdy dla pewnego r > 0 jest g(p) < g(z) (odpowiednio: g(p) > g(z)) dla
wszystkich z € M, ||z — p|| <.

Jesli nieréwnosci sg ostre, to méwi sie, ze ekstremum lokalne zwigzane jest wlasciwe.

Twierdzenie 3.30 (warunki dostateczne ekstremum lokalnego zwigzanego).

Niech g € C?2(Q,R) i F = (Fy,...,Fy,) € C*(Q,R™), gdzie ) jest zbiorem otwartym
w R, Przypusémy, Ze w punkcie p € M = {z € Q: F(z) = 0} przeksztatcenie DF(p)
Jest epimorfizem i zachodzi (3.15), tzn.

gradg(p) = ) _\i-grad Fy(p).

i=1
Niech L =g— %" \iF;: Q — R. Wowczas:

(i) Jesli D*L(p)(w,w) > 0 (odpowiednio, D*L(p)(w,w) < 0) dla wszystkich w €
Tp M\ {0}, o gmaw p € M wltasciwe minimum (odpowiednio: maksimum) lokalne
zwigzane.

(ii) Jesliistniejq dwa wektory v,w € Ty, M takie, ze D’L(p)(w, w) >0 > D*L(p)(v,v),
to g nie ma w punkcie p ekstremum lokalnego zwigzanego.

Dow6b. Bez zmniejszenia ogélnosci (mozna przesungé uktad wspoétrzednych w R i do-
daé do g stalg) zalézmy, ze p = 0 € M, L(0) = ¢g(0) = F1(0) = ... = F,(0) = 0.
Zal6zmy ponadto, przenumerowujac w razie potrzeby zmienne i stosujgc twierdzenie o
funkcji uwiklanej, ze M N B(p,r) jest wykresem funkcji

R'DUsx+—y=9p(x)e MNB(p,r).

Dla ustalenia uwagi, niech ¢(0) = 0. Wobec Uwagi 3.15, ¢ jest klasy C2. Niech ® bedzie
naturalng parametryzacjg M, tzn. ®(x) = (x,p(x)) e Mdlax € U CR*"i®(0) =0=p.
Zat6zmy, ze D?L(0) > 0 na T, M.

Aby wykazac teze, zastosujemy wzor Taylora do funkcji L. Z warunku (3.15) wynika,
ze DL(0) = Dg(0) — >  N\;DF;(0) = 0. Dlatego dla z € B(0,r) jest

ri(z)

L(z) = D*L(0)(z,2) +r1(2), gdzie 5 =
Izl=0 ||z||

Podstawiajgc do tej rownosci
M>z=3%(x)=2(0)+ DP(0)x + ro(x) = DP(0)x + ra(x),
gdzie reszta ro(x) /| x| — 0 dla x — 0, dzieki dwuliniowosci D?L(0) otrzymujemy

L(z) = D*L(0)(D®(0)x, D®(0)x) + R(x), z =®(x)c MnNB(0,r), (3.17)
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gdzie
R(x) = r1(®(x)) + 2D’ L(0)(DP(0)x, r2(x)) + D?L(0) (r2(x), m2(x)) - (3.18)

Z zalozenia, forma D?L(0) jest dodatnia na wektorach z przestrzeni stycznej. Istnieje wiec
stata a > 0 taka, ze
D?’L(0)(w, w) > a|w]|]*.

Biorgc wektor w = D®(0)x € Tp M (tu stosujemy Twierdzenie 3.26!) otrzymujemy
D?L(0)(D®(0)x, D®(0)x) > || DP(0)x||? > af|x||%. (3.19)

Nietrudno stwierdzi¢ — nie bedziemy podawac formalnego dowodu w jezyku e—J — ze reszta
R(x), dana wzorem (3.18), jest réwna o(||x||?) dla x — 0, tzn. |R(x)| < af|x||?/2 dla ||x||
dostatecznie matych, ||x|| < ¢. Ostatecznie wiec ze wzorow (3.17)-(3.19) otrzymujemy

afx|?
2

Poniewaz L(0) = 0, wiec L(z) > L(0) dla z € M N B(0,6), z # 0. Jednak na rozmaitosci
M jest F1 = ... = F,, = 01i dlatego

L(z) = L(®(x)) > of|x|> + R(x) > dla wszystkich z = ®(x) € M N B(0,9).

g(z):L(z)—&-i)\iFi(z): (z) > L(0 —l—ZAF (0)
i=1

dla wszystkich punktéw z € MNB(0,0), z # 0. Dowéd punktu (i) jest zakoriczony. Dowéd
punktu (ii) jest bardzo podobny. Szczegéty pozostawiamy Czytelnikowi jako zadanie. [J

PrzejdZzmy do przykltadéw.

Przyklad 3.31 (dlugi, ale pouczajacy). Niech n = 2, m = 1. Znajdziemy wszystkie
ekstrema lokalne zwigzane funkcji g(z,y,2) = 2> + y? + 2? na powierzchni M, opisanej

rownaniem

J}4 4

F(z,y,z):= 31 +——|—z —-1=0.
Jak zobaczymy, na M jest 26 punktéw, w ktorych dla pewnej liczby )\ zachodzi warunek
Lagrange’a grad g = A grad F'. Stosujgc ostatnie twierdzenie, sprawdzimy, ze w o§miu
z nich ¢ ma maksimum warunkowe na M, a w sze$ciu — minimum warunkowe na M.
W dwunastu pozostatych ‘podejrzanych’ punktach g nie ma ani minumum warunkowego,
ani maksimum warunkowego.
Warunek (3.15) i réwnanie F' = 0, opisujace M, prowadzg do ukladu czterech r6wnan:

3:3 y3
2 =4\5p 2y =4A5; 2z = 4Nz, (3.20)
zt y4 4

Mnozac réwnania (3.20) odpowiednio przez z, y, z, a nastepnie dodajgc wyniki stronami,
otrzymujemy

4 4

g(z,y,2) = 2% + 12 + 22 _2)\<34++ >(321)2>\>0 (3.22)
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dla kazdego punktu (z,y, z) € M, ktéry spelnia warunek z tezy Twierdzenia 3.28. Liczba
A # 0, gdyz wspétrzedne punktu (z,y, z) € M nie moga jednoczesnie znikadé.

Wypiszmy jeszcze funkcje Lagrange’a, ktéra pomoze nam okresli¢ charakter punktéow
krytycznych funkcji g‘ - Mamy

4 4
L('r7y72) :g(.fC,y,Z)—)\F(LL’,y,Z) :$2+y2+22—A <a3:4+g4+24_1> .
Dlatego
22
2 — 12)\¥ 0 0
2 _ 2
D*L(x,y,z) = 0 5 _ 12)\%4 0 (3.23)
0 0 2 — 12222

Uktad réwnan (3.20)—(3.21) rozwigzemy, rozpatrujac oddzielnie trzy przypadki.
Przypadek 1: xyz # 0. Dzielgc réwnania (3.20) odpowiednio przez 4z, 4\y i 4)\z, otrzy-
mujemy wtedy

¢ = — Y= — 24 = —. (3.24)
Dlatego
o3 +2'41 98
B 2\ 2N
stad zas 2)\ = /98 = 71/2. Ostatecznie wigc rozwigzaniami uktadu (3.20)~(3.21) sg w tym
przypadku

2\ C2Y 42 4y 2

9 4 1
2\ = g(z,y,2) = TV2, B L S =+ (3.25)
9(zy.2) ! VTV2 Y VTV2 : VTV2

Poniewaz znaki + mozna dla kazdej z trzech niewiadomych z, y, z wybra¢ oddzielnie, wiec
takich rozwigzan jest 8. Macierz drugiej rézniczki funkcji Lagrange’a w kazdym z tych
punktow okreslamy, wstawiajgc (3.24) do (3.23); prowadzi to do wyniku

D?’L(z,y,z) =—4-1d  dla (z,y, 2) € M spelniajacych (3.25).

Forma D?L(x,y, z) jest wiec w kazdym z tych oémiu punktéw ujemna (nie tylko na prze-
strzeni stycznej 1{,. , .)M, ale po prostu na calej przestrzeni R3). Wobec Twierdzenia 3.30
funkcja g| 1y ma w kazdym z tych punktéw wiasciwe maksimum lokalne zwigzane.
Przypadek 2: jedna wspétrzedna punktu (z,y, z) jest rowna zero, a dwie sq rozne od zera.
Rozwigzan tego typu jest 12. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy x = 0, yz # 0. (Sg jeszcze
analogiczne podprzypadkiy = 0ixzz # Ooraz z = 0ixy = 0—ich szczegétowe rozpatrzenie
pozostawimy Czytelnikowi). Tym razem dzielimy drugie i trzecie z r6wnan (3.20) przez
4)\y i 4)\z odpowiednio; otrzymujemy

x =0, Y= — 20 = —. (3.26)

Dlatego
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stad zas 2\ = \/17. Rozwigzaniami uktadu (3.20)—(3.21) sg zatem

4 1
2A =g(x,y,2z) = V1T, =0, =t+— z=4t—— (3.27)
9(z,y,2) =V y=tom Vit

Takich rozwigzan jest 4. Podobnie otrzymujemy rozwigzania

9 1

2\ = g(z,y,2) = V82, r=t——, =0, Z2=t— (3.28)
9(@,y, 2) NS y NS
9 4
2\ = g(z,y,2) = V97, r=t——, =+—, z=0 (3.29)
9(z,y, 2) o7 =t
Dla kazdego z rozwigzan (3.27) macierz
2 0 0
D?’L(z,y,2)= (0 —4 0
0 0 —4

ma warto$ci wlasne 2 i —4, nie jest wiec ani dodatnia, ani ujemna na R*. Aby postuzyé
sie¢ Twierdzeniem 3.30, nalezy jednak sprawdzi¢, jak zachowuje si¢ macierz D?L(x,y, 2)
na przestrzeni stycznej T, , .y M. Wobec Twierdzenia 3.27,

3 43 43

Ty M = ker DF(z,y,2) = {(u,w,v) € R?: ?-u—i—? -w+4z3-v:0},

a poniewaz w przypadku (3.27) jest x = 0, yz # 0, wiec

4 3
Ty M = {(u,w,v) € R3: u jest dowolne, 2—% cw+ 423 v =0},

D?L(zx,y, z) ((u, w,v), (u, w, v)) = 2u% — 4(w? 4 v?).

Poniewaz wspélrzedng u wektora (u,w,v) stycznego do M mozemy manipulowaé dowol-
nie, wiec druga rézniczka funkcji Lagrange’a przybiera na przestrzeni stycznej do M
zaréwno wartosci dodatnie, jak ujemne. Wobec Twierdzenia 3.30 (ii), funkcja g nie ma w
takich punktach ekstremum lokalnego zwigzanego.

Przypadek 2: dwie wspotrzedne punktu (x,y, z) sq réwne zero, a jedna jest rézna od zera.
Dla ustalenia uwagi przyjmijmy x = y = 0, z # 0. Wtedy z rownan (3.20)—(3.22) otrzy-
mujemy po tatwym rachunku

rx=9y=0, z = %1, A=22=1. (3.30)
Pozostate rozwigzania tego typu to

r=2z2=0, y==x2, 2\ = 4; (3.31)
=2z2=0, T = +£3, 22 =9. (3.32)

W takich punktach (jest ich razem 6) funkcja g } ,; ma wlasciwe minima lokalne zwigzane.
Rozpatrzmy np. zachowanie g w otoczeniu punktéw (3.30). Mamy w nich DF(z,y,z) =
(0,0,+4) i

I

w2y M =ker DF (z,y, 2) = {(u,w,v) € R3: v = 0}.
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Tym razem
2 0 0
D?’L(z,y,z)=(0 2 0 |,
0 0 —4

wiee D2L(z,y, 2) (v, w,v), (u,w,v)) = 2(u* +w?) dla (u,w,v) € Tigy, )M, tzn. D?L(p) jest
dodatnia na T, M. Podobnie jest w punktach (3.31)—(3.32). Sg to wiec minima g| e

Poréwnujac wartosci g(x,y, z) = 2\ w znalezionych punktach, stwierdzimy tatwo, ze
infyr g = 1isupy g = 98.

Z lewej: powierzchnia M przypomina prostopadloscian o wyokraglonych krawedziach i rogach. Czarnym
kolorem zaznaczono poziomice funkcji g| - Widaé wyraznie trzy minima lokalne zwigzane g| o 1 dwa jej
maksima lokalne zwigzane. W punktach skrzyzowan poziomic g| ,; Die ma ekstremum zwigzanego.

Z prawej: kazda ze sfer, na ktérych g: R® — R ma stalg wartos¢, przecina M wzdtuz poziomicy g| = const.
Na rysunku wskazano poziomice, odpowiadajgcg punktom (3.27), w ktérych funkcja g| ,, ma siodta.



Rozdzial 4

Elementy teorii miary

Zajmiemy sie teraz calkowaniem funkcji wielu zmiennych. Czytelnik wie juz, ze do waz-
nych zastosowan calki nalezy obliczanie pdl i objetosci. Okazuje sie, ze pytania jakie funk-
¢je wolno (prébowad) catkowadc? dla jakich podzbioréw przestrzeni mozna w ogéle okresli¢
ich objetosé? sg subtelne, a odpowiedzi na te pytania wymagajg gtebokiego wnikniecia w
pogranicze teorii mnogosci i topologii.

Zacznijmy od przyktadu, ktory dobitnie wyjasnia, ze funkcji, ktéra miataby naturalne
pozadane cechy miary, nie mozna okre§li¢ na wszystkich podzbiorach proste;j.

Przyklad 4.1 (G. Vitali). Nie istnieje funkcja ii: 2% — [0, +00)U{+oc}, ktéra spetniataby
nastepujace warunki:

(1) p([a,b]) = b — a dla kazdego przedziatu [a,b] C R;
(i) p(0) = 0;
(iii) przeliczalna addytywnosé: Jesli zbiory A; C R, i = 1,2,..., sa parami roztgczne, to
p(UZy Ai) = 32720 m(Ai);

(iv) niezmienniczos¢ ze wzgledu na przesuniecia: dla kazdego zbioru V' C R i kazdej
liczby t € R jest u(t + V) = u(V).

Przypusémy, ze taka funkcja i jednak istnieje. Okreslmy relacje w zbiorze R: przyjmijmy,
ze x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy « — y € Q. Latwo zauwazy¢, ze jest to relacja réwnowaz-
nosci: x ~ r dla kazdego x € R, gdyzxz —x = 0,a 0 € Q; jesli x ~ y, to takze y ~ z, gdyz
y —x = —(z — y) jest liczbg wymierna, gdy = — y € Q; wreszcie, z ~ y iy ~ z pocigga za
sobg z ~ z,gdyzz — z = (r —y) + (y — 2z), a suma dwéch liczb wymiernych jest wymierna.

Kazda klasa abstrakcji [x] ma reprezentanta y € [0, 1]; to wynika stad, ze x ~ = + k
dla kazdego = € R i kazdego k € Z. Korzystajac z aksjomatu wyboru, utwérzmy zbiér
V c [0,1], ktory zawiera dokladnie jednego reprezentanta kazdej klasy abstrakeji. Roz-
patrzmy zbiér

w= | t+v),
teQn[—1,1]

tzn. sume mnogos$ciowg przesuniec ¢t + V' zbioru V o wektory wymierne ¢ z przedziatu
[—1,1]. Poniewaz V' C [0,1], wiec W C [—1,2]. Ponadto, dla réznych ¢;,ts zbiory t; + V'
ity + V sg rozlgczne: gdyby t; + v1 = to + vy dla pewnych t; # t2 € Qi vy, vy € V, to
mielibySmy vy — vo = to — t1 € Qi vo # vy, tzn. v1 ~ vy bylyby réznymi elementami tej
samej klasy abstrakcji, wbrew definicji V.

80
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Jesli p spelnia warunki (i)—(iv), to u(A) < u(B) dla A C B C R. Dlatego

s=ul-12) zaw) = U e+ v)

teQn[-1,1]

(iii) @iv)
=2 wlt+ V) E (V) +u(V) +p(V) + -
teQn[—1,1]

Gdyby (V') > 0, to prawa strona bylaby nieskoniczona. Otrzymujemy wiec p(V') = 0, stad
zaS u(W)=0+0+---=0.

Z drugiej strony, zbiér W zawiera caly przedzial [0, 1]. Istotnie, niech z € [0, 1] bedzie
dowolng liczbg. Wybierzmy v € V tak, aby = ~ v; jest to mozliwe, gdyz zbiér V zawiera
reprezentanta kazdej klasy abstrakcji. Wtedy ¢t = x—v € QN[-1,1]iz =t+v € t+V C W.

Zatem

1= p([0,1]) < u(W) = 0.

Ta sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieje funkcja 1, spelniajgca warunki (i)—-(iv). O

W przestrzeni R? nawet rezygnacja z przeliczalnej addytywno$ci na rzecz skoriczonej
addytywnoéci nie pomaga: jak udowodnili Banach i Tarski, kule jednostkowg w R? mozna
podzieli¢ na pie¢ (parami roztgcznych) zbioréw A;, 1 < i < 5, a nastepnie wskazac pieé
izometrii g;, 1 < i < 5, przestrzeni R3 takich, ze

B(0,1) = g1(A1) U g2(A2) U g3(A3) = g4(A4) U g5(As),

gdzie kazda z dwéch sum jest sumg zbioréw parami rozigcznych. Gdyby wiec istniata
skoriczenie addytywna funkcja nieujemna i, okre§lona na wszystkich podzbiorach R? i
niezmiennicza ze wzgledu na izometrie, to mieliby$my

5 5

u(B(0,1)) = > u(Ai) = Y plgi(Ai) = 2u(B(0,1)).

=1 i=1

(Konstrukcja takiego paradoksalnego rozkladu kuli wykorzystuje, préocz aksjomatu wy-
boru, fakt, ze sktadanie obrotéw w R? nie jest przemienne, a grupa obrotéw zawiera pod-
grupe wolng o dwéch generatorach.)

Podobne przyklady wskazujg, ze jakie§ ograniczenie klasy zbioréw, dla ktérych be-
dziemy okreslaé miare, jest rzeczg konieczng.

4.1 Podstawowe pojecia. Twierdzenie Carathéodory’ego

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Bedziemy uzywaé oznaczenia [0, +o00] = [0, +00) U
{+00} =R; U{0, +o0}.

Definicja 4.2 (cialo i o-cialo zbioréw). Powiemy, ze rodzina zbioréw .# C 2% jest
ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy

G) 0 e .7,
(ii) Jesli A € .Z, to takze X \ A € .Z;
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(iii) Jesli A,B e %#,to AUB € &#.
Gdy spelniony jest takze warunek
(iv) Dla wszystkich Ay, As, As, ... € F zbiér | J;2, A; € Z,
to méwimy, ze .7 jest o-ciatem (lub: ciatem przeliczalnie addytywnym).

Uwaga 4.3. Korzystajgc ze wzoréw De Morgana, tatwo jest wykazagé, ze jesli .# C 2% jest
cialem zbioréwi A, B € .#,to AN B € F oraz A\ B € F. Istotnie,

X\ (ANB)=(X\A)U(X\B)e.Z,

a wiec takze ANB = X \ (X \ (AN B)) € .#. Dalej, A\ B= AN (X \ B) € Z. Podobnie
dowodzi sie, ze kazde o-cialo jest zamkniete ze wzgledu na branie przeliczalnych przecieé.
]

Nietrudno podaé kilka prostych przykladéw cial i o-cial. Rodzina 2% wszystkich pod-
zbioréw zbioru X jest zar6wno ciatem, jak i o-cialem. Rodzina

F ={ACN: Alub N\ A jest zbiorem skoriczonym}

jest cialem, ale nie jest o-cialem: suma przeliczalnie wielu zbioréw skonczonych moze by¢
zbiorem nieskonczonym, ktérego uzupetnienie tez jest nieskonczone. Rodzina

F ={ACR: Alub R\ A jest zbiorem (co najwyzej) przeliczalnym}
jest o-ciatem?!.

Przyklad 4.4. Niech (.%;);c; bedzie dowolng rodzing o-cial (odpowiednio: cial) podzbio-
réw zbioru X. Wtedy
F=()Fic2¥
i€l
tez jest o-cialem (odpowiednio: ciatem). To wynika wprost z definicji: kazde z .%; jest
zamkniete ze wzgledu na odpowiednie dziatania na zbiorach, wiec czesé wspélna .%; tez
jest zamknieta ze wzgledu na te same dziatania.

Uwaga 4.5. Z powyzszego przykladu wynika, ze dla kazdej niepustej rodziny zbioréw
¢ c 2X istnieje najmniejsze (ze wzgledu na inkluzje) o-ciato .# C 2X takie, ze 4 C .Z:
jest to przeciecie rodziny wszystkich o-cial, zawierajgcych ¢ (jest to rodzina niepusta,
gdyz nalezy do niej o-ciato 2%).

Definicja 4.6 (zbiory borelowskie). Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Naj-
mniejsze o-cialo, zawierajgce wszystkie zbiory otwarte w przestrzeni X, nazywamy o-
ciatem zbioréw borelowskich w X i oznaczamy B(X).

Z o-cialem Z(R") zbioréw borelowskich w R" zetkniemy sie¢ wielokrotnie.

ITo tatwo wynika z twierdzenia, orzekajacego, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest
zbiorem przeliczalnym.
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Definicja 4.7 (miara zewnetrzna). Funkcje u*: 2X — [0, +-00] nazywamy miarg ze-
wnetrzng na X, jesli pu*(0) = 0, u(A) < u(B) dla wszystkich A C B C X i wreszcie

p (U Ai> <> pi(A)  dlawszystkich Ay, Ay,... €2 (4.1)
1=1 =1

Wiasno$é (4.1) nazywa sie przeliczalng podaddytywnosciq miary zewnetrzne.

Definicja 4.8 (miara). Niech .# C 2% bedzie o-cialem. Funkcje p: .# — [0, +o0o| nazy-
wamy miarq na %, jesli u(0) = 0 oraz

I (U Ai> = Z w(Ay) dla wszystkich parami roztgcznych A;, As,... € Z#. (4.2)
i=1 i=1

Wiasno$é (4.2) nazywa sie przeliczalng addytywnoscig miary.

Podamy teraz kilka prostych wlasnosci miary, wynikajgcych tatwo z definicji, nastep-
nie za$ sformulujemy wazne twierdzenie, wskazujgce, jak dla danej miary zewnetrznej ;.*
na X wyréznié pewne o-cialo .# C 2%, na ktérym funkcja p* — jak za dotknieciem czaro-
dziejskiej r6zdzki — staje sie miarg, tzn. spelnia nie tylko (4.1), ale i mocniejszy, naturalny
warunek (4.2).

Stwierdzenie 4.9. Niech % C 2% bedzie o-ciatem, a i1 — miarg na .%. Wéwczas:
(i) pu(A) < u(B) = u(A) + u(B\ A) dla wszystkich A C B € F;
(ii) jes’li A1 CAyCA3C .., A e ZF, to

M(H Ai> = z-lif& w(Ai);

(iii) jes’li A1 D) A2 D A3 Doy Al‘ eFi /L(Al) < oo, to

u(ﬁ Ai) = lim 4(4;).

i=1

Dowo6p. Wiasnosé (i), tzw. monotonicznosé miary, uzyskujemy, ktadge w (4.2) A; = A,
Ay=B\AeZiA;=0dlaj>3 Wtedy | J4; = AU (B\ A) = Bizbiory A; sg parami
rozlaczne. Dlatego, wobec (4.2),

1(B) = p(A) + p(B\ A) + p(0) + p(0) + -+ = p(A) + p(B\ A) = p(A).

Aby wykazacé (ii), przyjmiemy P, = A1 i P; = A;\ Aj_1dlaj=2,3,.... Wtedy U 4; =
U P, za§ wobec zalozenia A; C Ay C A3 C ... zbiory P; sg parami rozlgczne. Dlatego,
wobec réwnoséci p(P;) = p(A;) — p(A4-1),

u(jL:Jl Aj) = u(jL:Jl Pj) B2 (Py)
= (A1) + ((A2) — (A1) + (1(A3) — p(Az)) + - -
= lim u(4;),

J—00
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gdyz 11(A;) jest j-tg sumg czeSciowy szeregu ) ().
Dla dowodu (iii) zauwazmy, ze na mocy wzoréw De Morgana

Al\ﬂAj:UBj7 gdzie Bj:Al\Aj
7=1 7=1

Zbiory B; tworzg cigg wstepujacy, tzn. By C By C Bs C ... Na mocy udowodnionych juz
punktéw (i) oraz (ii),

n(Ar) — u(ﬁ;‘b) o M<A1 \ ﬁz‘b) = u(@ Bj) D Jim (By) € (A1) — lim pu(A4;).
e e

Uwaga 4.10. Zalozenie ;(A4;) < oo w Stwierdzeniu 4.9 (iii) jest istotne. Jesli np. na
7 = 2N wezmiemy miare liczqcq, ktéra kazdemu zbiorowi A C N przypisuje liczbe jego
elementéw # A, to dla (nieskoriczonych) zbiorow A; = {j,j+1,j+2,--- } jest u(A4;) = +oo,
a zatem

oo = lim pu(4;) > 0= n(0) = u(jﬂl Aj) :
Definicja 4.11 (warunek Carathéodory’ego). Niech p* bedzie miarg zewnetrzng na
X. Powiemy, ze zbior A C X spetnia warunek Carathéodory’ego wtedy i tylko wtedy, gdy

w(Z)=p (ZNA)+p(Z\A) dla kazdego zbioru Z C X. (4.3)

Twierdzenie 4.12 (C. Carathéodory). Niech ;* bedzie miarg zewnetrzng na X. Ro-
dzina .F C 2% wszystkich zbioréw A C X, spetniajgcych warunek Carathéodory’ego, jest
o-ciatem. Funkcja

M:M*‘y: F — [0, +00]

Jjest miarg, tzn. spetnia warunek przeliczalnej addytywnosci (4.2).

Twierdzenie Carathéodory’ego jest bardzo wazne, gdyz ulatwia konstrukcje réznych
miar. Wystarczy skonstruowaé miare zewnetrzng p* (co jest tatwiejsze, gdyz warunki
w definicji sg slabsze!) na X, a nastepnie zawezi¢ dziedzine funkcji 1* do rodziny tych
zbioréw A, ktore spelniajg (4.3). W taki wlasnie sposéb skonstruujemy w nastepnym pod-
rozdziale miare Lebesgue’a na R", tzn. naturalny i ogélny odpowiednik diugosci prze-
dzialu w R, pola wielokgta w R? czy objetosci wieloécianu w R3, okreslony jednak dla
bardzo szerokiej klasy podzbioréw przestrzeni.

Co ciekawe, twierdzenie Carathéodory’ego nie wydaje sie tatwe, gdyz warunek (4.3)
nie jest szczegélnie naturalny. Jednak, jak zobaczymy, dowéd wprawdzie jest diugi, ale
nie jest zbyt trudny: w gruncie rzeczy polega na planowym i zmudnym, choé do$¢ prostym
sprawdzaniu kolejnych warunkéw.

Dowép. Krok 1: Zbior pusty nalezy do .#, gdyz dla kazdego Z jest p*(Z) = 0+ u*(Z\0) =
p(ZN00)+p (Z\0).

Krok 2: rodzina .7 jest zamknieta ze wzgledu na branie dopetnieri. To wynika z faktu, ze
warunek Carathéodory’ego mozna zapisaé w symetrycznej postaci

W(Z) = W (ZNA) 4 pt(Z\ A) = W (Z)\ (X \ A)) + 17 (20 (X \ 4)).
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Krok 3: jesli A,B € %, to AU B € .%. Aby to wykazaé, piszemy AUB = AU (B \ A) oraz
ZN(AUB)=(ZnA)U((Z\ A)NB), 4.4)
Z\(AUB)=(Z\ A)\ B, (4.5)
nastepnie zas szacujemy, korzystajac z podaddytywnosci p*,
p(ZN(AUB))+p*(Z\ (AU B))
4.4 * * *

1w (ZNnA)+p*((Z\A)NB)+u*(Z\ (AUB))
5) * * *
W (Z0A) 4 ((Z\A) N B) +u*((Z\ A)\ B)

)

7

I IA

(

N

43 4.3)

N(ZA) + 2\ A) D (2)

Nieréwno$¢ przeciwna, p*(Z) < p*(Z N (AU B)) + u*(Z \ (AU B)), zachodzi na mocy
podaddytywnosci funkcji 1*. Zatem zbiér A U B spelnia warunek Carathéodory’ego.

Krok 4. Wiemy juz, ze .7 jest cialem zbioréw. Dlatego (patrz Uwaga 4.3) iloczyn oraz réz-
nica dwéch zbioréw spelniajgcych warunek Carathéodory’ego tez spelnia warunek Cara-
théodory’ego.

Krok 5: addytywnosé * na 7. Niech A, B € .% bedg zbiorami roztgcznymi. Zamieniajgc
w warunku Carathédory’ego (4.3) zbiér Z na Z N (A U B), otrzymujemy

p(ZN(AUB))=p"(ZN(AUB)NA)+u*((ZN(AUB))\ A)
=u (ZNA)+pu (ZnB), (4.6)
gdyz dla A, B rozlgcznych jest
ZN(AUB)NA=2ZnNA, (ZN(AUB))\A=ZnNB.

Dla Z = X otrzymujemy
(AU B) = u*(A) + pu*(B).

Przez latwa indukcje wzgledem m dowodzimy, ze suma skonczonej liczby zbioréw z %
tez nalezy do .%. Ponadto, dla dowolnego Z C X zachodzi odpowiednik réwnosci (4.6),
mianowicie

w (Z N U Aj> = Z,u*(Z NA;j) dla A,,..., A, € % parami rozlgcznych. (4.7)
j=1 j=1

Krok 6: rodzina % jest o-ciatem. Wystarczy w tym celu sprawdzi¢, ze

o
U Aje 7 dla A; € #,j=1,2,..., parami rozigcznych, (4.8)
j=1
gdyz suma dowolnych zbioréw A; € %, j =1,2,..., jest réwna sumie zbioréw
P = Ay, PQZAQ\Al, e Pm:Am\(Alu...UAm,l), ey

ktore juz sg parami rozigczne (i tez nalezg do .7, gdyz .# jest cialem).
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Niech wiec odtad A; € .7, gdzie j € N, bedg parami roztgczne. Ustalmy m € N. Niech
7 € 2% bedzie dowolnym zbiorem. Korzystajgc z (4.7) i monotonicznosci ;*, piszemy

w@ = w(zn QAj) w2 QAj)

Zatem, wszystkie sumy czgSciowe szeregu >~ u*(Z N Aj) o wyrazach dodatnich sg ogra-
niczone. Szereg ten jest wiec zbiezny, a jego suma spelnia nier6wnosé

p( zi (ZN A) +M<Z\UA>

Wobec przeliczalnej podaddytywno$ci miary zewnetrznej p*, otrzymujemy stad
o0 o o
L=y Z ZZ (ZNAj) + p* <Z\UA>Zlu*<ZﬂUAj)+M*(Z\UAj):P
j=1 j=1 j=1

Nieréwnosé L < P jest oczywista; dlatego U?‘;l A, spelnia warunek Carathéodory’ego.

Krok 7: przeliczalna addytywnosé p* na . Zatézmy, ze zbiory A; € 7, gdzie j = 1,2,...,
sg parami rozlgczne. Wobec (4.7) dla Z = X oraz monotonicznosci p*,

* = * " 4.7 S *
u(UAj>2u<UAj) = Zu(Aj) dlam=1,2,...
j=1 j=1 j=1

Przechodzac do granicy m — oo po prawej stronie tej nieréwnosci, otrzymujemy
oo o
w(Ua) = 3w
j=1 j=1

Dzieki przeliczalnej podaddytywno$ci miary zewnetrznej p*, ostatnia nieréwnosé jest w
istocie réwnoscig. Dowodd catego Twierdzenia 4.12 jest zakoniczony. [J

Stwierdzenie 4.13. Jesli ;1* jest miarg zewnetrzng na X i p*(A) = 0dla pewnego A C X,
to A spetnia warunek Carathéodory’ego.

Dowo6p. Dla kazdego Z C X mamy, przy tych zalozeniach, 0 = p*(A) > p*(ZNA) =
i dlatego
W(Z) S (20 A) + 11 (2 A) = it (Z)\ A) < 5" (2).

To spostrzezenie koriczy dowod. [

Samo twierdzenie Carathéodory’ego nie orzeka wprawdzie, jak duza jest rodzina zbio-
réw # spelniajgcych warunek (4.3). Jednak przy pewnych tagodnych zaltozeniach dodat-
kowych, natozonych na p*, o-cialo .% jest dostatecznie obszerne.
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Definicja 4.14. Niech * bedzie miarg zewnetrzng na X . Kazdy zbiér A C X spelniajacy
warunek Carathéodory’ego, nazywamy zbiorem p*-mierzalnym, a o-cialo .%, o ktérym
mowa w Twierdzeniu 4.12, oznaczamy .7 (u™*).

Definicja 4.15. Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna. Powiemy, ze miara zewnetrzna
p*: 2% — [0, +o0] jest miarq zewnetrznq metryczng, jesli

W (AU B) = p*(A) + 1" (B)
dla wszystkich A, B C X, ktorych odstep dist (A, B) > 0, gdzie

dist (4, B) = inf (dist (z, B)), dist (z, B) = inf o(x,y).
€A yeB
Twierdzenie 4.16. Niech (X, o) bedzie przestrzeniq metryczng, zas /* —miarqg zewnetrzng
metryczng na X. Wowczas o-ciato zbiorow borelowskich A(X) jest zawarte w o-ciele F (1*).

Dowo6b. Z uwagi na definicje #(X), wystarczy wykazac, ze kazdy zbior otwarty Q@ C X
nalezy do .# (u*).
Ustalmy zbiér otwarty 2 C X i niech

Qm:{xEQ:g(x,X\Q)>%} dlam=1,2,....

Wtedy dist (2, X \ Q) > = > 0. Dalej, niech

1
m

Pr={re: = <X \0)< 11} dlam=23,...
m

m —
Zauwazmy, ze
Q\Qm: m+1UPm+2UPm+3U... dlam:1,2,..., (49)

a ponadto
1 1
dist (P, P;) > = —
IS(“ ])_j Z_l

dlai>j+1,j>2 (4.10)

(to nietrudny wniosek z nier6wnosci tréjkata). Aby sprawdzic, ze zbior ) spelnia warunek
Carathéodory’ego, wezmy dowolny zbiér Z C X. Wystarczy wykazaé, ze

WHN(Z) > (Z0Q) + p*(Z)\ Q). (4.11)

Jak widaé, bez zmiany ogélnosci mozemy przyjaé, ze u*(Z) < oco. Poniewaz p* jest miarg
zewnetrzng metryczng, wiec na mocy (4.10) otrzymujemy

m

> W(ZNPy) =p (ZN(PLUP3U...U Py 1)) < p*(2)
j=1

oraz
m

S WH(ZNPy)=p(Z0(PUPU...UPy)) < p*(2).
j=1
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Zatem
2m

d w(ZnP)<2u*(Z)<oo  dlakazdegom =1,2,...,
j=1
tzn. szereg ) ;" (Z N P;) jest zbiezny. Dlatego dzieki (4.9) otrzymujemy

PZN@Q\Qn) < Y p(ZNP) =0 dlam — o (4.12)
j=m+1

Poniewaz dist (Q,,, X \ Q) > 1 > 0, wiec
W20 Q) + 17 (Z0(X\ Q) = 1* (201 Q) U(Z)\ Q) < 17 (2).
~—_———

=7\Q

Przeto

W(ZOQ) + p (Z\Q) < p (20 Q) + 1 (20 (Q\ Q) + 17 (Z\ Q)

<pH(2) + (20 (Q\ Q)

i w granicy m — oo, dzieki warunkowi (4.12), u*(Z N Q) + p*(Z\ Q) < p*(2). O

4.2 Konstrukcja i wlasnosci miary Lebesgue’a w R"

W tym podrozdziale przyjmiemy X = R". W przestrzeni R” rozpatrujemy metryke eukli-
desowa. Definiujemy takze dwa porzadki czesciowe w R™: piszemy x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy x; < y; dla wszystkichi =1,...,n, za§ x < y wtedy i tylko wtedy, gdy z; < v;
dlai=1,...,n.

Definicja 4.17 (przedzialy n-wymiarowe). Zal6zmy, ze x,y € R" i x < y. Zbiory
(x,y)n={2zceR":x <2<y} oraz x, ¥, ={zceR":'x<x2=xy}

nazywamy, odpowiednio, n-wymiarowym przedzialem otwartym i n-wymiarowym prze-
dzialem domknietym o konicach x i y. Odcinki [z;, y;] C R nazywamy krawedziami takich
przedzialow.

Czytelnik zechce zauwazyé, ze przedzialy 2-wymiarowe to prostokaty, a przedzialy
3-wymiarowe to prostopadlosciany. Przedzial domkniety jest po prostu iloczynem karte-
zjariskim swoich krawedzi,

[, ¥]n = [21,91] X [2,32] X ... X [z, Y.

Uwaga 4.18. Jesliy; —x1 = yo — 22 = ... = y, — =y, to przedzial P = [x, y],, nazywamy
kostkq (domknietg).

Definicja 4.19 (objetosé przedzialu n-wymiarowego). Jesli P jest przedziatem o kon-
cach x,y € R", x < y, to liczbe

vol (P) = H(@/i — ;)

nazywamy objetosciq przedziatu P.
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Zdefiniujemy teraz miare zewnetrzng Lebesgue’a w R”.

Definicja 4.20. Dla kazdego A C R" kladziemy
Ay (A) = inf {Z vol (P}): {Pj}jen jest rodzing przedzialéw pokrywajaca A}.
j=1

Uwaga 4.21. W powyzszej definicji mozna rozpatrywac tylko przedzialy domkniete, albo
tylko przedzialy otwarte, albo przedzialy obu rodzajéow. Nie wplywa to na wartosé A\ (A).
Wnikliwy Czytelnik zechce si¢ zastanowié, dlaczego tak jest.

Stwierdzenie 4.22. Funkcja \!, jest miarq zewnetrzng na R™.

Dowoép. Po pierwsze, \: () = 0, gdyz zbiér pusty mozna, dla kazdego ¢ > 0, przykryé
jednym przedzialem o objetosci €. Po drugie, dla A C B jest A} (A) < A (B); to wynika
wprost z definicji kresu dolnego, gdyz kazda przeliczalna rodzina, ktéra pokrywa zbiér
B, pokrywa takze A.

Pozostaje sprawdzi¢ przeliczalng podaddytywnosé Ay . Niech A; C R" dla j =1,2,....
Bez zmniejszenia ogélnosci niech A}, (A;) < oo dla wszystkich j € N. Ustalmy ¢ > 0. Dla
kazdego j € N dobierzmy taka rodzine przedzialow {P; ; }rcn pokrywajacg zbiér A;, zeby

(e%e] i} e .
kaol (Pik) S XA+ 55 G=12...
=1

Sumujgc te nier6wnosci (kolejnosé sumowania nie gra roli, gdyz mamy do czynienia ze
zbieznymi szeregami o wyrazach dodatnich), otrzymujemy

e}

> vl (Pa) € 3 M(A) + D 55 = Do M(A)) +e
Jj=1 Jj=1 J

Gok=1 =1

Rodzina {P;;}; ken jest przeliczalna i pokrywa zbiér A = |J;Z, A;. Dlatego, z definicji,

AZ(U Aj> < Z vol (Pj) < Z)\;):L(Aj) te.
j=1 Jk=1 J=1

Przechodzac do granicy € — 0, koriczymy dowod. [

Twierdzenie 4.23. Funkcja \! jest miarq zewnetrzng metryczng na R".

Dowép. Niech A, B C R"idist (A, B) > 2d > 0. Aby wykazaé, ze \} (AUB) = X! (A)+\:(B),
wystarczy sprawdzié nieréwnosé

A(AUB) > N (A) + X (B), (4.13)

gdyz wiemy juz, ze \), jest podaddytywna.
Ustalmy ¢ > 0 oraz przeliczalng rodzine & przedzialéw domknietych pokrywajacg
zbiér AU B i taka, ze
> vol(P) < A (AUB) +e.
Pe»
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Kazdy przedzial P € & mozemy rozdrobni¢, tzn. podzielié¢ na m = k" przystajacych prze-
dzialéw domknietych P, ..., P, dzielac kazdg krawedz P na k réwnych czesci. Czytelnik
zechce samodzielnie sprawdzié, ze wtedy

vol (P) = > ol (P;) = m - vol (Py) = k" - vol (Py).
=1

Dobierajac do danego P odpowiednio duzg liczbe k& = k(P), uzyskamy wszystkie prze-
dzialy P; o srednicy mniejszej niz d. Mozna wiec bez zmniejszenia ogélnosci zalozy¢, ze
2 sklada sie tylko z przedzialéw o Srednicy mniejszej niz d. Kazdy z tych przedziatéw
moze przecinaé co najwyzej jeden ze zbioréw A i B, gdyz dist (A, B) > 2d. Usunmy z & te
przedzialy, ktére nie majg punktéw wspélnych z AU B i otrzymang rodzine podzielmy na
dwie, 4 i #p, zlozone odpowiednio z przedzialéw, majgcych punkty wspélne z A i prze-
dzialéw, majgcych punkty wspélne z B. Jest jasne, ze &4 pokrywa A, za§ &g pokrywa
B. Dlatego
A(A) < Y vol(P),  A(B)< > vol(P).

PePy PePp

Dodajgc te nieré6wnosci, otrzymujemy

Xy(A)+An(B) < Y vol(P)+ Y vol(P)< > vol(P) < A\i(AUB) +e.
PGKWA PGK‘QB Pe?

Przechodzac do granicy ¢ — 0, dostajemy warunek (4.13), co koriczy dowéd. [

Definicja 4.24. Miara zewnetrzna \), ograniczona do o-ciata .7 (\}) =: Z(R") podzbio-
réw A\’ -mierzalnych przestrzeni R"” nazywa sie¢ miarqg Lebesgue’a w R".

Elementy o-ciata .Z(R") nazywamy zbiorami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a w R",
lub krétko: zbiorami \,-mierzalnymi. Dla A € Z(R") piszemy A} (A) = A\, (4).

Aby opisac zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a nieco dokladniej, wprowadzimy dwie
klasy podzbioréw R™.

Definicja 4.25. Zbior G C R™ nazywa sie zbiorem klasy G5 wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg zbiory otwarte Q; C R",i =1,2,..., takie, ze

o fe.
i=1

Zbior F jest klasy F, wtedy i tylko wtedy, gdy jego uzupelnienie R™ \ F jest zbiorem klasy
Gs.

Inaczej méwigc, zbiory klasy G5 to przeliczalne przeciecia zbioréw otwartych, a zbiory
klasy F, to przeliczalne sumy zbioré6w domknietych. Kazdy zbior otwarty jest oczywiscie
klasy G5, a kazdy zbiér domkniety jest klasy F,,. Zbiér liczb wymiernych jest klasy F,, bo
jest sumg przeliczalnie wielu zbioréw jednopunktowych, ale nie jest klasy G (to wynika
z twierdzenia Baire’a, ktore Czytelnik poznal na wyktadach z topologii). Kazdy przedziat
w R jest jednoczesnie zbiorem klasy G; i F,.

Whprost z definicji wynika, ze zaréwno zbiory klasy Gy, jak i zbiory klasy F,, sg zbio-
rami borelowskimi.
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Twierdzenie 4.26 (charakteryzacja zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a).
Niech A C R". Nastepujgce warunki sq wéwczas réwnowazne:

(i) Ae Z[R");

(ii) Dla kazdego £ > 0 istnieje zbior otwarty Q2 C R" taki, ze A C Qi A (Q\ A) <e
(iii) Istnieje zbior G C R"™ typu Gs taki, ze A C Gi X (G\ A) =0;
(iv) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior domkniety F' C R" taki,ze F C Ai A} (A\ F) <e¢

(v) Istnieje zbior F C R" typu F, taki,ze FF C Ai X\ (A\ F) =0.

Dow6b. (i) = (ii). Przedstawmy zbiér A jako sume zbioréw mierzalnych i ograniczonych,
=J4;,, A=4nB(0,1), A;=A4An(B(0,j)\B(0,j—1))dlaj > 2.
i=1

Mierzalnosé A; wynika z mierzalnosci kul otwartych (ktére nalezg do Z(R") C Z(R")) i
z faktu, ze Z(R") jest cialem.

Ustalmy ¢ > 0. Dla kazdego j € N wybierzmy rodzine &?; przedzialéw otwartych
{P; 1 }ren, pokrywajgcg A; zbior A; i taka, ze

o . e
D Vol (Pig) < An(4;) + 5 (4.14)

Niech Q; bedzie sumg wszystkich przedzialéw rodziny &7;. Oczywiscie, 2, jest zbiorem
otwartym. Ponadto,

)\n(A] Z ]k <ZV01 ]k)<)\(A)+27<OO
k=1 k=1

gdyz zbiér A; zawiera si¢ w pewnym przedziale, a miara Lebesgue’a kazdego przedziatu
wprost z definicji jest mniejsza lub réwna od jego objetosci. Poniewaz (2; ma miare skoni-

czong i A; C €1, wige
€

?.
Niech Q = (J;Z, ©;; wboec otwartosci wszystkich ; zbiér Q2 jest otwarty, a dzigki mono-
tonicznosci i przeliczalnej addytywnosci miary

An(Q\ A) < Z_: 22%

Jj=1

(925 \ A4j) = () — Nji(45) <

(ii) = (iii). Dlam = 1,2, ... wybierzmy zbiér otwarty 2,,, O A tak, aby A\’ (Q,,\ 4) < 1/m.
Zbiér G = (,-_; O, jest typu G5, A C G i mamy

NG\ A) <A (Qu\A) < — =0 dlam — oo

1
m
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Zatem )} (G \ A) = 0 i otrzymaliSmy warunek (iii).

(iii) = (i). Kazdy zbiér G typu G jest borelowski (jako przeciecie przeliczalnie wielu zbio-
réow otwartych), wiec jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Mamy tez A} (G \ A) = 0, zbiér
G \ A jest wiec mierzalny na mocy Stwierdzenia 4.13. Poniewaz A C G, wiec

A=G\(G\4) c 2R,

jako réznica dwéch zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a.

Aby zakoriczy¢ caly dowdd, zauwazmy, ze (iv) zachodzi dla R™ \ A wtedy i tylko wtedy,
gdy (ii) zachodzi dla A. Stad i z praw De Morgana wynika réwnowaznosé (ii) oraz (iv).
Podobnie uzyskuje si¢ réwnowazno$¢ (iii) oraz (v). O

Wniosek 4.27. Kazdy zbior A € £ (R") jest sumq pewnego zbioru borelowskiego i pew-
nego zbioru Z takiego, ze \,,(Z) =0

Dowo6p. Teza wynika z réwnowaznosci (i) < (v) w ostatnim twierdzeniu, gdyz kazdy zbiér
F typu F, nalezy do o-ciala zbioréw borelowskich #(R"™). O

Uwaga 4.28. Wynika stad, ze o-cialo .Z(R") jest istotnie wieksze niz Z(R"): kazdy pod-
zbiér zbioru miary zero jest zbiorem mierzalnym, a poniewaz istniejg zbiory miary zero
i mocy continuum (np. zbiér Cantora, z ktérym Czytelnik zetknagl si¢ podczas wykladow
Analizy I), wiec rodzina . (R") jest ré6wnoliczna z rodzing 2*" wszystkich podzbioréw R”,
natomiast Z(R") jest “zaledwie” mocy continuum. [J

Znamy w tej chwili formalng definicje miary Lebesgue’a )\, i o-ciala £ (R"), na ktérym
jest okreslona. Nie potrafimy jednak oblicza¢ miary zbyt wielu zbioréw (wyjawszy, byé
moze, zbiory miary zero). Zacznijmy od prostego stwierdzenia, potwierdzajacego, ze —
zgodnie z naturalng intuicjg — miara Lebesgue’a przedzialu n-wymiarowego jest réwna
jego objetosci.

Stwierdzenie 4.29. Dla kazdego przedziatu P jest vol (P) = \,(P).

Dowép. Z konstrukeji wynika, ze A\, (P) < vol (P): przedzial sam jest swoim (co najwyzej
przeliczalnym) pokryciem, a miare zewnetrzng definiujemy jako kres dolny sum objetosci
dla wszystkich pokry¢. Wykazemy, ze dla kazdego ¢ > 0 zachodzi nieré6wnos¢ vol (P) <
An(P) + €; to wystarczy, zeby zakoniczyé dowdd.

Ustalmy ¢ > 0. Bez zmniejszenia ogdlnosci zal6zmy, ze P jest przedzialem domknie-
tym. Dobierzmy rodzine # przedzialow otwartych R;, i = 1,2,... pokrywajacag P i taka,
ze

> Vol (Ri) < Mn(P) +&.

RiX
Poniewaz P jest zbiorem zwartym, wiec z rodziny & mozna wybraé podrodzine skoriczong
Ry,..., Ry, stanowigcg pokrycie P. Mamy zatem

N
> Vol (Ry) < Y vol (Ry) < An(P) +e.
=1 R, eX

Niech d > 0 bedzie liczbq Lebesgue’a pokrycia R, ..., Ry zbioru P. Podzielmy przedzial P
na m = k" przystajgcych przedziatéw P;, dzielgc kazdg krawedZ na k réwnych odcinkéw.
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Dla dostatecznie duzego k kazdy z przedzialéw P; ma Srednice mniejszg niz d/2, wiec jest

zawarty w ktoryms z przedzialow Ry, ..., Ry. Dlatego
m N N
vol (P) = vol (P)) < Z( > vol (Pj)> <) vol (Ry) < An(P) +e.
=7 =1 {j P; CRi} =1

Przechodzac do granicy ¢ — 0, uzyskujemy nieréwnosé vol (P) < A\, (P). O

Stwierdzenie 4.30. Dla kazdego zbioru A € £ (R") i kazdego x € R" zbior x + A jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a i \,,(x + A) = A\, (A).

Dowép. Mierzalnosé x + A uzyskujemy, korzystajac z Twierdzenia 4.26. R6wno$¢ miar
obu zbioréw tatwo wynika stad, ze objeto$é przedzialu jest niezmiennicza ze wzgledu
na przesuniecia. Przesuwajgc kazdy element pokrycia zbioru A o wektor x, uzyskamy
pokrycie zbioru x + A; stad wynika, ze \,,(x + A) < \,(A), a poniewaz A = —x + (x + A),
to zachodzi takze nieré6wnosé przeciwna. [

Wykazemy teraz, ze niezmienniczosé ze wzgledu na przesuniecia charakteryzuje miare
Lebesgue’a z dokladnoscig do statego czynnika. Ta charakteryzacja pozwoli nam pé6zniej
wyjasnié, jak zmienia sie miara Lebesgue’a, gdy zbiory mierzalne poddajemy przeksztal-
ceniom liniowym (skadingd, ta wtasno$¢ miary jest kluczem do wielowymiarowego twier-
dzenia o zamianie zmiennych w calce).

Twierdzenie 4.31. Zalozmy, ze u jest miarqg na o-ciele £ (R™) zbiorow mierzalnych w
sensie Lebesgue’a. Jesli (A) = u(x + A) dla wszystkich A € Z(R"), x € R" i ponadto
w(P) jest skoriczona i dodatnia dla kazdego przedziatu P, to wowczas

w(A) =c- M (4), Ae ZR"), (4.15)
gdzie ¢ = p([0,1]™).

W dowodzie tego twierdzenia postuzymy sie dwoma lematami, ktére zastugujg na od-
dzielne odnotowanie.

Lemat 4.32. Jesli H C R" jest podprzestrzeniq afiniczng wymiaru k < n, a u miarg nie-
zmienniczq ze wzgledu na przesuniecia, skoriczong na przedziatach i okreslong na pewnym
o-ciele, zawierajgcym A(R"), to u(H) = 0.

Lemat 4.33. Niech Q C R" bedzie zbiorem otwartym. Oznaczmy przez 2,,, gdzie m =
0,1,2,..., rodzine wszystkich kostek w R™ o krawedziach dtugosci 1/2™ i wszystkich wierz-
chotkach w punktach k/2™, gdzie k € 7. Istnieje wtedy przeliczalna rodzina {Q;}icr kostek
z PyU P U P U. .., o wnetrzach parami roztgcznych, taka, ze

a=Ja.

el

Uwaga. Rodzine 2y U &7, U &, U. .. nazywa sie czasem kostkami diadycznymi. Kostki z
P+1 (inaczej: tzw. kostki (m+ 1)-szej generacji) powstajg z kostek rodziny 2, tj. kostek
m-tej generacji, przez podzial wszystkich krawedzi na dwie réwne czesci (jedna kostka
z &), jest wtedy dzielona na 2" kostek z 42,11, majacych parami roztgczne wnetrza).
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Dowép LeEmaTu 4.32. Dla m = 1,2,... potézmy H,, = H N B(0,m). Zbiér H,, jest u-
mierzalny (nalezy do dziedziny ), gdyz H i kula B(0,m) sg zbiorami borelowskimi.
Poniewaz dim H < n, wiec istnieje wektor v € S”~! prostopadly do H. Niech

1
Hm,j:Her}v, m € N, j=1,2,...

Przy ustalonym m zbiory H,, ; sa parami rozlgczne. Sg tez zawarte w kuli B(0, m +1); to
wynika z nier6wnosci tréjkata (do wektoréw z H,, dodajemy wektor v /j, ktérego norma
nie przekracza 1). Miara p jest skoriczona na przedzialach i niezmiennicza ze wzgledu na
przesuniecia; dlatego

o0 > p(BO,m+ 1)) 2 (| Hing) = #(Hns) + (Him 2) + (i) + -+
j=1

stad zas u(Hp 1) = p(Hpm2) = p(Hm3) = ... = p(Hy,) dla kazdego m € N. Wobec Stwier-
dzenia 4.9 (i), u(H) = limpu(H,y,) =0. O

Dowép LemaTu 4.33. Wybieramy kolejne kostki diadyczne zawarte w 2 indukcyjnie, za-
czynajgc od najwiekszych (o krawedzi 1), a potem przechodzac do kolejnych generacji i
doktadajgc nowe, coraz drobniejsze kostki, ktére mieszczg si¢ w 2. Niech K bedzie sumg
wszystkich kostek rodziny &, zawartych w Q). Je§lim = 0,1,2...1zbiory Ky, ..., K,,, C
zostaly juz zdefiniowane, to przyjmujemy jako K, sume tych kostek z rodziny &, 1,
ktoére sg zawarte w 2 i majg wnetrza roztgczne z Ko U ... U K.

Zbioér KoUKy UK, U. .. jest sumg przeliczalnie wielu kostek diadycznych o wnetrzach
parami rozlgcznych. Wprost z definicji K,, wynika, ze K,, C Q dlam = 0,1,2,..., wiec
oczywiscie KoUK UK>U. .. C Q. Inkluzja przeciwna wynika z otwartosci (2; uzupelnienie
nietrudnych szczegétéw pozostawiamy Czytelnikowi jako zadanie. [

Dowép TwierpzeNia 4.31. Niech

cay= A e pmmy.

— u((0,1]m)
Wystarczy wykazadé, ze £ = A\, na £ (R"). Dowdd przeprowadzimy, wzbogacajgc stopniowo
klase zbioréw, na ktorej obie miary sg rowne.
Krok 1. Miary £ i A, pokrywajq sie na kostkach diadycznych. To latwo wynika z niezmien-
nicznosci obu miar ze wzgledu na przesuniecia i z Lematu 4.32.2 Istotnie, poniewaz dla
k=0,1,2,... kostka [0,1]" jest sumg 2*" przystajgcych kostek (o wnetrzach parami roz-
tgcznych), ktére sg obrazami [0, 1/2%]" w odpowiednich przesunieciach, wiec

1=¢([0,1]") = 2"¢([0, 3]") = 22"¢([0, §]") = ... = 2""¢([0, %]") = . .., k=0,1,2,...

Zatem £(Q) = 27" = X, (Q) dla wszystkich Q € Z;, k=0,1,2,....
Krok 2. Miary i )\, pokrywajq sie na zbiorach otwartych. To wynika z poprzedniego kroku
dowodu i z Lematu 4.33. Jesli Q = [ J;2, Q;, to

§Q) = &Q) =D M(Qi) = M(Q);
=1 =1

®Mozna stosowaé ten lemat do miary &, ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia.
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pierwsza i trzecia réwnos¢ zachodzg, gdyz miary £ i A\, znikaja na podprzestrzeniach
afinicznych wymiaru mniejszego niz n.

Krok 3. Miary £ i )\, pokrywajq sie na zbiorach ograniczonych typu Gs. Jeéli zbior G jest
ograniczony i typu Gy, to G = ﬂ;";l €15, gdzie €2; sg zbiorami otwartymi, ograniczonymi.
Dlatego, wobec Stwierdzenia 4.9 (iii),

¢(G) = lim £(Q) = lim A\p(€) = A(G).

Jj—00 Jj—00

Krok 4. Miary £ i )\, pokrywajg sie na zbiorach ograniczonych miary Lebesgue’a zero.
Istotnie, jesli A\, (Z) = 0, to na mocy Twierdzenia 4.26 istnieje G ograniczony i typu Gy
taki, ze Z C G i M\y(G) = 0. Wtedy jednak &(G) = 0, wiec 0 < £(Z) < £(G) = 0.
Krok 5. Miary £ i A\, pokrywajq sie na zbiorach ograniczonych, mierzalnych w sensie Le-
besgue’a. To wynika natychmiast z Twierdzenia 4.26: wynika zen latwo, ze kazdy zbiér
mierzalny i ograniczony jest sumg pewnego zbioru ograniczonego typu Gy i roztacznego
z nim zbioru miary zero.

Poniewaz kazdy zbiér A € £ (R") jest suma wstepujgcego ciggu zbioré6w mierzalnych
i ograniczonych (mozna np. wzigé A; = AN B(0, j)), wiec na mocy Stwierdzenia 4.9 (ii)
miary £ i A\, sg réwne na calym o-ciele Z(R"). O

Oméwimy teraz pewng charakteryzacje wyznacznika macierzy, ktéra pozwoli nam
podaé wzér na miare Lebesgue’a liniowego obrazu zbioru mierzalnego.

Lemat 4.34. Zal6zmy, ze funkcja c: GL(n,R) — Ry ma dwie wtasnosci: c(s-1d) = |s|" dla
kazdej liczby s € R, s # 01 ¢(AB) = ¢(A)c(B) dla wszystkich macierzy A, B € GL(n,R).
Wowczas

c(A) = |det A| dla wszystkich A € GL(n,R).

Dowép. Oznaczmy przez A; macierz, ktéra poza przekatng ma same zera, a na przekatne;j
same jedynki, z wyjatkiem j-tego miejsca, gdzie znajduje sie liczba —1. Mamy AJZ =1Idi
dla kazdej liczby s € R \ {0} jest

|s|2" = 6(82 . A?) = (c(s . Aj))Q.

Poniewaz c(A) > 0 dla kazdej nieosobliwej macierzy A, wiec c(s - A;) = |s|™.

Niech teraz, dla 1 < k # [ < n, §;; oznacza macierz kwadratows, ztozong z samych
zer, za wyjatkiem jedynki w k-tym wierszu i [-tej kolumnie. Polézmy My, (s) = Id + sdy;.
Nietrudno sprawdzié¢ (Czytelnik zechce uzupelnié szczegély), ze zachodzg réwnosci d; -
Ay, = 0y = — Ay, - 0. Dlatego

Ay - Ot - A = — 0,

stad zas Ay - My(s) - Ax = My (—s) i wobec réwnosci c¢(Ax) = 1 jest
c(My(—s)) = c(Ap)?e(My(s)) = c(Mi(s)). (4.16)

Jednak
My (s)Myy(—s) = (Id + s6;)(Id — s03) = Id — 52 - 65, = Id



96 wersja robocza z dnia: 30 czerwca 2015

idlatego ré6wno$c (4.16), Iacznie z zalozeniem ¢(AB) = ¢(A)c(B), pocigga za sobg warunek
c(Mu(£s)) =1, c(A- My(+s)) = ¢(Mi(+£s) - A) = c(A) dla A € GL(n,R). (4.17)

Widaé wiec, ze funkcja ¢(A) nie zmienia wartosci, gdy dang macierz mnozymy przez
My, (£s). Zauwazmy jednak, ze iloczyn

Mkl(S)B:B-l-S'(Skl‘B

powstaje w ten sposéb, ze do k-tego wiersza macierzy B dodajemy [-ty wiersz tej macie-
rzZy pomnozony przez s, a pozostale wiersze pozostawiamy bez zmian. Podobnie, iloczyn
BMy,(s) = B + s - B - 0 powstaje tak, ze do [-tej kolumny B dodajemy k-tg kolumne,
pomnozong przez s (a pozostalych kolumn nie zmieniamy).

Wiadomo z algebry liniowej, ze za pomocg takich operacji na wierszach i kolumnach,
tzn. za pomocg mnozenia przez My (+s), mozna kazdg macierz nieosobliwg przeksztalcié
w macierz diagonalng s - Id lub s - A,,, gdzie s = {/|det A|. Poniewaz zas

c(s-1d) =c(s-A,) = |s|"
wiec ostatecznie c(A) = |s|" = |det A|. O

Twierdzenie 4.35. Niech A € Z(R"™) bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a,
a &: R" — R" — przeksztalceniem liniowym. Wowczas zbior ®(A) € Z(R") i zachodzi
rownosé

A (P(A)) = |det @] - A\, (A4) . (4.18)

Dowép. Jedli det & = 0, to obraz im® = ®(R") przeksztalcenia ¢ jest podprzestrzenig
liniowg wymiaru mniejszego niz n. Z Lematu 4.32 wynika, ze \,(®(R")) = 0, a wiec dla
kazdego A C R" zbiér ®(A) C ®(R") jest mierzalny i ma miare zero. Innymi slowy, teza
twierdzenia zachodzi, gdy det ® = 0.

Niech zatem odtad det ® # 0. Przeksztalcenie ® jest wtedy homeomorfizmem R" na
R"; obrazy zbioréw otwartych sg wiec otwarte (to wynika z ciggloéci ®—1), obrazy zbio-
réw typu Gs sa zbiorami typu Gy, za$ obrazy zbioréw miary Lebesgue’a zero sg zbiorami
miary Lebesgue’a zero.? Dlatego, wobec Twierdzenia 4.26, obrazy zbioréw mierzalnych
sg zbiorami mierzalnymi.

Pozostaje udowodnié wzér (4.18). Pol6zmy

pa(A) = A (2(A)); (4.19)

latwo sprawdzi¢, ze ue jest miarg na o-ciele .Z(R"), niezmienniczg ze wzgledu na prze-
suniecia. Z Twierdzenia 4.31 wynika, ze

pa(A) = ¢(®) - Ao(4)  dla A e Z(RY), (4.20)

gdzie stata
(@) = pa([0,1]") = An(2([0, 1]")). (4.21)

3Czytelnik zechce samodzielnie przemysleé ten fakt; nalezy pamietaé, ze przeksztalcenie ® zwieksza dlu-
gosé kazdego wektora co najwyzej ||®|| razy.
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Potraktujmy teraz c jako funkcje, okreslong na grupie GL(n,R) macierzy nieosobliwych
n x n (kazdy izomorfizm liniowy utozsamiamy z jego macierzg w standardowych bazach).
Sprawdzimy, ze ¢ spelnia zalozenia Lematu 4.34, co pozwoli zakonczyé caty dowéd twier-
dzenia.

Jesli ® = s - 1d, to ®([0, 1]") jest kostka o krawedzi |s|, a wiec ma miare |s|”. Zatem
c(s-1d) = |s|™. Dla ®;, ®3 € GL(n,R) mamy z definicji c

:u‘1>1‘1>2([0’ l]n) = C(Cbl(I)Q) ;

z drugiej strony, wobec definicji ¢ jest

(4.21)

u¢1¢2([07 1]n) /\n((I)l(cI)Q([Ov 1]11)))
(4.19)

= Ue, ((I)Z([Oa 1]n))
29 (@) A (@(10,11") U2V (@1)e(®2).

Spelnione sg wiec oba zalozenia Lematu 4.34. Wnioskujemy zen, ze ¢(®) = | det ®|; wzory
(4.19)—(4.20) implikujg, ze

An(®(A)) = pa(A) = c(@)An(A) = |det B] - A, (A).
Dowéd Twierdzenia 4.35 jest zakonczony. [

Uwaga 4.36. 1. W przestrzeni R? istniejg wieloéciany, ktére majg ré6wne objetosci, ale
nie sg réwnowazne przez podzial skoriczony (tzn. jednego z nich nie mozna w za-
den sposob podzieli¢ na skoriczong liczbe wielosciennych klockéw, z ktorych datoby
sie zlozy¢ drugi wieloécian). Miedzy innymi dlatego dowéd réwnosci \,(®(A)) =
| det ®| A, (A) wymaga kilkakrotnego odwolania sie do charakteryzacji miary Lebes-
gue’a, podanej w Twierdzeniu 4.31.

2. Jak przekonamy sie pézniej, rownosc (4.18) jest szczegélnym przypadkiem twier-
dzenia o zamianie zmiennych w calce Lebesgue’a.

Twierdzenie 4.37. Zatozmy, ze A C R" i B C R™ sq zbiorami mierzalnymi w sensie
Lebesgue’a. Wowczas zbior A x B jest mierzalny w sensie Lebesgue’a w R™ x R™ i zachodzi
rownosé

Antm(A X B) = X\ (A) - \(B) . (4.22)

Dowo6p. Bedziemy postepowacé podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia 4.31, stopniowo po-
wiekszajgc klasy zbioréw A, B, dla ktérych zachodzi teza. Dowéd nie jest trudny, jednak
jego zapisanie wymaga pewnej pracy.

Krok 1. Jesli A i B sg przedzialami odpowiednio w R” i R™, to ich iloczyn kartezjanski
jest przedzialem w R"™"*; mamy wtedy

Ansm(A x B) =vol (A x B) = vol (A) - vol (B) = An(A) - Am(B).

4Na plaszczyznie kazde dwa wielokaty o réwnych polach sg ré6wnowazne przez podziat skoriczony. Pytanie,
czy analogiczny fakt ma miejsce w R®, bylo w 1900 r. treécig trzeciego problemu Hilberta. W tym samym roku
Max Dehn podat przyklad dwéch ostrostup6w o réwnych objetosciach, ktére nie sg réwnowazne przez podzial
skonczony. Zainteresowany Czytelnik moze siegngé np. do rozdzialu 7 ksigzki M. Aignera i G.M. Zieglera
Dowody z Ksiegi (wyd. PWN, Warszawa 2002).
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(Srodkowa réwnosé wynika wprost z definicji objetosci przedzialu).
Krok 2. Jesli A i B sg zbiorami otwartymi, to

j=1 k=1

gdzie @; (odpowiednio, R};) sg kostkami diadycznymi w R" (odpowiednio, w R™) o wne-
trzach parami rozlgcznych. Wtedy jednak

Ax B= U Q; x Ry,
Jk=1

gdzie przedzialy @Q; x R, majg wnetrza parami roztgczne. Poniewaz miara Lebesgue’a
zeruje sie na podprzestrzeniach, zawierajacych Sciany tych przedzialéw, wiec

Anim(A X B) = Z An+m(Qj X Ry)

k=1
k=1
— (@) (X ) ) = M) (B).
i=1 k=1

Krok 3. Zat6zmy teraz, ze A, B sg zbiorami ograniczonymi typu Gs, tzn.

A= ﬁUj, B= ﬁvj,
i=1 =1

gdzie U; D Us D Us D ... sgotwarte i ograniczone w R",zas V) D Vo D V3 D ... sg otwarte
i ograniczone w R"". Wtedy

oo
Ax B=((U; xV;)
j=1
jest zbiorem ograniczonym typu Gs w R"™, Na mocy Stwierdzenia 4.9 (iii) o mierze
iloczynu ciggu zstepujgcego,

Artm(A % B) = T Ay (U X V3) = Tin A (U3) A (V)
J: =

=00

J
= JII?O An(Uj) 'jhrgo Am(Vj) = An(A) - Am(B) .
Krok 4. Wzor (4.22) zachodzi, gdy A, B sg ograniczone i \,(A) = 0 lub \,,(B) = 0. Bez
zmniejszenia ogélnosci niech A, (A) = 0; w drugim przypadku dowéd jest taki sam.
Zbiér B jest ograniczony, a wiec jest zawarty w pewnej kuli otwartej V' C R™. Niech
e > 0. Wobec Twierdzenia 4.26, istnieje taki zbior otwarty U C R",ze A C Ui A\, (U) <
e/ Am (V). Zatem

Anam(A X B) € Aimn (U x V) = A (U) A (V) < €
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z dowolno$ci € > 0 wynika, ze A\, 1, (A x B) = 0= A\, (A) x A\, (B).
Krok 5. Zat6zmy teraz, ze A C R" i B C R™ sg ograniczonymi zbiorami mierzalnymi.
Znajdziemy zbiory Y C R" i Z C R™ takie, ze

(YY) = An(Z2) =0,
ANY =BNZ=4,
zbiory G4 = AUY oraz B = BU Z sg typu Gj.

Wtedy
GAXGB:AXBU(YXBUAXZUYXZ).

Z poprzedniego kroku dowodu wynika, ze Ay (Y x BU AXx Z UY x Z) = 0. Zbiér
G x Gp jest typu Gs w R"™; dlatego zbiér A x B, ktéry rézni sie¢ oderi o zbiér miary
zero, nalezy do .Z(R"*™). Mamy tez

Antm(A % B) = Ay(Ga x GB) = A(Ga)Am(GB) = An(A)An(B).

Krok 6 (przypadek ogélny). Jesli A i B sg dowolnymi zbiorami mierzalnymi, to biorgc
A; =ANB(0,5) wR"iB; = BNB(0,j) wR™, otrzymujemy na mocy Stwierdzenia 4.9 (ii)

Angm(A X B) = lim Ay (A x Bj) = lm Ay (Aj) A (Bj) = A (A) A (B).
j=o00 j=o00

Dowdd catego Twierdzenia 4.37 jest zakoniczony. [

4.3 Funkcje mierzalne

Okreslimy teraz klase funkcji, ktére mozna catkowaé wzgledem danej miary. Niech X
bedzie dowolnym zbiorem, a .# — ustalonym o-cialem podzbioréw X, wyposazonym w
przeliczalnie addytywng miare u: .% — [0, +o0]. Tréjke (X, .7, 1) nazywa sie przestrzeniq
z miarg. Najwazniejszym modelem takiej sytuacji bedzie dla nas na razie X = R", ¥ =
Z(R"), u = \,. Bedziemy rozpatrywaé funkcje f: X — R =R U {—o0, +0c0}.

Definicja 4.838. Méwimy, ze funkcja f: X — R jest mierzalna (wzgledem o-ciata .#)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby a € R zbiér

f_l((a, +o0]) ={z € X: f(z) > a}
nalezy do .#.

Je§li X = R", % = Z(R"), p = A\, to méwimy o funkcjach mierzalnych w sensie
Lebesgue’a.

Stwierdzenie 4.39. Niech f: X — R. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) funkcja f jest mierzalna;
(ii) dla kazdego a € R zbior {x € X: f(z) < a} € F;

(iii) dla kazdego a € R zbior {x € X: f(z) < a} € F;
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(iv) dla kazdego a € R zbior {x € X: f(z) > a} € Z.

Dowép. Skorzystamy z tego, ze o-cialo .7 jest zamkniete ze wzgledu na branie dopelnient
i przeliczalnych sum.

Zauwazmy, ze zbior {x € X: f(z) < a} jest dopelnieniem {z € X: f(z) > a}. Dlatego
(i) = (ii). Nastepnie,

{reX: f(x)<a}= U{xEX:f(J:)Sa—%}.
m=1

Dlatego drugi warunek pocigga za sobg trzeci.
Z warunku (iii) wynika (iv), gdyz {z € X: f(z) > a} = X \ {z € X: f(zx) < a}.

Wreszcie,
[o¢]

{reX: fl@)>a}=J{zeX: fla) Za+ 1};

m=1

dlatego (iv) pocigga za sobg warunek, podany w definicji funkcji mierzalnej. [

Stwierdzenie 4.40. Jesli f,g: X — R sq funkcjami mierzalnymi, to zbiory

{reX: f(z)>g(@)},  {zeX:f(z)=g(@)}, {reX: [f(x)=g()}

nalezq do o-ciata 7.
Dowép. Poniewaz zbiér liczb wymiernych Q jest gesty w R, wiec

freX: f(e) > g@)} = |J{r e X: f(@) > w> g(a)}
weQ
= U{a:EX: flz) >win{zr e X: w>g(x)}.
weQ
Z poprzedniego stwierdzenia wynika wiec, ze {f > g} € .%. Przez symetrie, {g > f} tez
nalezy do .%#. Zbiory {f > g} i {g > f} sa dopelnieniami zbioréw, odpowiednio, {g > f}
i{f > g}, wiec takze nalezg do .%. Wreszcie,

[o€X: f(@) = g(a)} = {z € X: f(2) = gla)} N {w € X: ga) = [()} € 7,
gdyz .7 jest zamkniete ze wzgledu na branie iloczynu zbioréw. O
Stwierdzenie 4.41. Jesli f: X — R jest funkcjq mierzalnq, to przeciwobraz f~1(B) kaz-
dego zbioru borelowskiego B € B(R) jest mierzalny.

Dowép. Klasa % wszystkich tych podzbioréw prostej, ktérych przeciwobrazy nalezg do
o-ciala .%, sama jest o-cialem (latwe éwiczenie). Ponadto, wszystkie przedzialy otwarte
nalezg do .%; to wynika ze Stwierdzenia 4.39. Dlatego .# zawiera najmniejsze o-cialo,
zawierajgce wszystkie przedzialy, tzn. o-cialo Z(R). O

Twierdzenie 4.42. Niech fj: X — R, j = 1,2,..., bedzie dowolnym ciggiem funkcji

mierzalnych. Wowczas kazda z funkcji

inf f;, sup fj, lim inf f;, lim sup f;
JEN jEN J—o0 j—o0

jest mierzalna.
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Zanim podamy dowdéd tego twierdzenia, sformutujmy oczywisty, wazny wniosek.

Wniosek 4.43. Jesli ciqg funkcji mierzalnych f;j: X — R jest zbiezny punktowo na X, to
f =1im f; jest funkcjq mierzalng.

Dowép WnioskU 4.43. Jesli cigg f; jest zbiezny punktowo na X, to f = lim f; = liminf f;.
]

Dow6p TwierDzENIA 4.42. Wykorzystamy Stwierdzenie 4.39. Przy ustalonym x € X kres
dolny zbioru {f,(z): n = 1,2,...} jest mniejszy od a € R wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnego n € N jest f,(z) < a. Innymi slowy,

{meX: irelfon(a;)<a}—nL_Jl{xeX:fn(a:)<a}.

Poniewaz kazdy ze zbioréw {z € X : f,(z) < a} nalezy do .7, wiec i zbiér po lewej stronie
ostatniej réwnosci nalezy do .%, to zas oznacza, ze funkcja f = inf,, f,, jest mierzalna.
Podobnie,

{:CGX: supfn(:v)>a}:U{xeX:fn(x)>a}65‘\.

neN n=1

Dlatego sup,, f, jest funkcjg mierzalng.
Aby wykazaé mierzalnosé¢ granicy dolnej i gérnej, przypomnijmy (patrz np. skrypt
wyktadéw z Analizy I, podrozdzial 8.1), ze

liminf a; = sup <inf an> , limsup a; = inf (Sup an> .

Jj—00 jEN n>j j—00 JEN n>j

Z udowodnionej juz czesci twierdzenia i tych wzoré6w wynika mierzalnosé funkcji lim inf f),
ilimsup f,. O

Okazuje sie, ze klasa funkcji mierzalnych jest zamknieta z uwagi na rézne operacje
algebraiczne.

Stwierdzenie 4.44. Zatézimy, ze o, B € R, a funkcje f,g: X — R sq mierzalne. Wéwczas
mierzalna jest kazda z funkcji

a-f, af+Bg, % fg. |fl,  max(f.g),  min(f,g).
Uwaga 4.45. 1. Zakladamy milczgco, ze podane wyzej funkcje sg dobrze okreslone.

2. W wielu sytuacjach mozna si¢ nie przejmowaé powyzszym zastrzezeniem. Wyja-
$nijmy to nieco blizej. Najpierw wprowadzimy wazny termin: méwi sie, ze funkcja
mierzalna f ma wlasno$§é W prawie wszedzie na X, jesli zbiér tych punktow X, gdzie
wlasnosé W jest naruszona, jest zbiorem miary zero.

Jesli X = R"i .7 = Z(R"), a funkcja f: R® — R jest mierzalna, to kazda funkcja
g, ktora jest réowna f prawie wszedzie (tzn. jest taka, ze {f # g} jest zbiorem miary

Lebesgue’a zero), tez jest funkcjg mierzalng. To wynika z faktu, ze kazdy podzbiér
zbioru miary zero jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.
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Jesli zatem funkcje f, g sg prawie wszedzie skoriczone (tzn. zbiory Zy = {f = +oo}
i Z, = {g = *oo} sg zbiorami miary Lebesgue’a zero), to sume f + g oraz iloczyn
f - g mozna bez klopotu okresli¢ na zbiorze R" \ (Z;U Z,), a na zbiorze Z; U Z, nada¢
im jakgkolwiek warto$é. To nie wplynie na mierzalnosé.

Dow6p STwIERDZENIA 4.44. Krok 1. Jesli o > 0, to
{xeX:af(x)>a}:{x€X:f(x)>g}635 dla kazdego a € R.

Jesli a < 0, to zmienia sie kierunek jednej z nier6wnosci w powyzszym wzorze; mie-
rzalnos¢ funkcji af wynika wtedy z ré6wnowaznosci warunkow, podanych w Stwierdze-
niu 4.39.

Krok 2: mierzalnosé sumy dwéch funkcji. Mierzalnosé of + Bg wystarczy udowodnié, gdy
a = [ = 1. Zauwazmy najpierw, ze jesli h jest funkcjg mierzalng, to h + const tez jest
mierzalna, gdyz {z € X: h(z) + ¢ > a} = {x € X: h(z) > —c + a}. Dalej, dla kazdego
a € R mamy

{reX: f(x)+g(x)>at={zeX: f(x) > —g(x) +a};

funkcja —g(z) + a = —1 - g(z) + a jest mierzalna, wigc mierzalnosé zbioru {f + g > a}
wynika ze Stwierdzenia 4.40.

Krok 3: mierzalnosé kwadratu funkcji mierzalnej. Dla a < 0 zbiér {x € X : f2(x) > a} jest
po prostu réwny X, a wiec nalezy do .#. Dla a > 0 mamy

{mGX:fQ(x)Za}:{xEX:f(x)z\/a}u{:l:eX:f(x)g—\/a}Gﬁ.
Krok 4: mierzalnosé iloczynu wynika teraz natychmiast ze wzoru
fo= (7 +9) ~ (f ).
Krok 5: mierzalnosé |f| sprawdzamy tatwo wprost z definicji; dla a > 0 jest

{zeX:|f(x)|>a}={reX: f(x) >a}U{ze X: f(x) < —a},

za$ dla a < 0 mamy po prostu {z € X: |f(z)| > a} = X.
Krok 6: aby zakonczyé caly dowdd, stosujemy wzory

max(f,g) = 28 VoAl g g - Lo o

ikorzystamy z udowodnionej juz mierzalno$ci sumy, réznicy i wartosci bezwzglednej funk-
¢ji mierzalnych. [

Stwierdzenie 4.46. Jesli f: X — R jest mierzalna, a g: R — R jest ciggta, togof: X — R
jest mierzalna.

Dow6p. Dla dowolnych funkeji (g o f)*(Z) = f~'(¢97*(Z)). Poniewaz g jest ciagla, wiec
zbiér Z, = g~ ((a,+00)) jest zbiorem otwartym, tzn. jest sumg przeliczalnie wielu roz-
Igcznych przedzialéw otwartych. Dlatego

{zr€X:gof(x)>al=(g0f) " ((a,+00)

jest sumg przeliczalnie wielu zbioréw, nalezgcych do .%#. [

fH(Za)
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Funkcje proste

Definicja 4.47. Funkcje mierzalng f: X — R, ktéra ma skoniczony zbiér wartoéci, nazy-
wamy funkcjq prostq.

Stwierdzenie 4.48. Funkcja f: X — R jest funkcjq prostq wtedy i tylko wtedy, &dy ist-
niejg parami roztqczne zbiory A,..., Ar € % oraz rozne elementy ay,...,a; € R takie,
ze

k
F=a-x, (4.23)
j=1

Dowoép. Proste ¢wiczenie. Jesli A € 7, to X, jest funkcjg mierzalng, gdyz zbiér {X, > a}
jest albo pusty, albo réwny A, albo réwny X. Dlatego mierzalno$§é kombinacji liniowej
funkcji charakterystycznych zbior6w mierzalnych wynika ze Stwierdzenia 4.44.

Zatézmy teraz, ze a; < as < ... < a; € R sg wszystkimi warto$ciami funkcji mierzal-
nej f.Dlaj=1,2,... ,kniech A; := {z € X: f(z) = a;}. Oczywicie,

Aj=X\ ({x €X: flz)>a;}U{z e X: f(z) < aj}) :
zbiory A; sa mierzalne, parami rozlgcznei f = > a;x, . O
J

Uwaga 4.49. Funkcja (4.23) ma skoniczony zbiér wartosci takze wtedy, gdy zbiory A; nie
sg parami rozlgczne.

Wniosek 4.50. Kombinacja liniowa skoriczonej liczby funkcji prostych jest funkcjq prostq.

Twierdzenie 4.51. Jesli f: X — [0, o] jest mierzalna, to istnieje niemalejqcy ciqg funkcji
prostych f,: X — [0, 00| zbiezny do f punktowo na X. Jesli ponadto f jest ograniczona, to
istnieje niemalejqgcy ciqg nieujemnych funkcji prostych zbiezny do f jednostajnie na X.

Dowép. Dlan = 1,2, ... potézmy

Amm:{xeX: f(z): %gf(:c)< m;;l}?

Ay ={zx e X:n< f(x)}.

m=0,1,...,n-2" —1,

Zbiory A, , sa mierzalne i sg, przy ustalonym n, parami rozigczne. Przyjmijmy

(Intuicja jest prosta i naturalna: wykres f tniemy na czesci, prowadzgc ciecia na wyso-
ko$ciach m/2", gdzie m = 0,1,...,n2"; funkcja f, jest stala miedzy dwiema cigciami.
Przechodzac od n do n + 1, prowadzimy ciecia dwukrotnie gesciej i nieco wyzej — nie tylko
do wysokos$ci n, ale az do n + 1).

Wprost z definicji f, < f na X, gdyz f, = m/2" < f na kazdym ze zbioréw A, .
Jesli f(z) < oo, to dla wszystkich n > f(z) mamy f,(z) < f(z) < f(z) +27™ i dlatego
fn(x) = f(z) na zbiorze {f < co}. Jesli f(z) = oo, to f(x) > n dla kazdego n € N i wtedy
fn(z) = n, a wiec ré6wniez w tym przypadku f,(z) =n — f(z) = oo.
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Wreszcie, nietrudno sprawdzié, ze f, 11 > fn, gdyz

Am,n = A2m7n+1 U A2m+1,n+1a m = 07 17 ceey v 2" — 1,

Agnm = An?"”'l,n-i-l U An2”+1+17n+1 U “ o U A(n+1)2n+l7n+1.

(Szczegoty pozostawiamy Czytelnikowi).

Jesli f jest ograniczona, to dla n > sup f nier6wnos¢ | f,,(z) — f(x)| < 27" zachodzi na
calym zbiorze X. To oznacza, ze f, = fna X. 0O

Podamy teraz dwa twierdzenia, opisujgce zwigzek mierzalnosci z cigglo$cia.

Twierdzenie 4.52 (N. Luzin). Jesli f: R" — R jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, to
dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki zbior domkniety F C R™, ze f ‘ pJest ciggla i A, (R"\ F) <e.

Dowo6p. Ustalmy ¢ > 0. Niech h(z) = § + arctg f(z). Funkcja h jest nieujemna i ogra-
niczona na R”, zatem wobec Twierdzenia 4.51 istnieje cigg funkcji prostych h; = h na
R", h —27% < hy < h. Niech hy = 3" ay, iX,, » gdzie Apy, Aga, ..., Ay, sa parami
rozlgczne. Mozna przyjaé, ze a; = 0 dla Wszystklch k; wtedy R™ jest sumg zbioréw Ay ;.

Wobec Twierdzenia 4.26, charakteryzujgcego zbiory mierzalne, istniejg zbiory do-
mkniete F}, ; C Ay ; takie, ze A\, (Ar; \ Fri) < /(my2"). Potézmy

F. = Fk71 UFk72 U... UFkak,

jest to zbiér domkniety, gdyz suma skoniczenie wielu zbior6w domknietych jest domknieta.
Ponadto,

mg
AR\ Fr) = An(Api \ Fr) < my - o = 3 (4.24)
=1

Zbiér domkniety ' = (72, F}, spelnia, wobec wzoréw de Morgana,

ey () 5 -
k=1

Zauwazmy, ze hy jest stala na kazdym ze zbioréw Fj,;, a wiec jest ciggla na F}, tzn. jest
ciggla takze na F C F},. Ponadto, na zbiorze F jest |hy —h| < 27%. Innymi stowy, na zbiorze
F cigg hy|,, funkcji cigglych jest zbieiny jednostajnie do h|,. Wynika stad cigglosé h| .
Poniewaz f = tg(h — §), wiec f|, jest ciggla. O

Twierdzenie 4.53 (M. Fréchet). Jesli f: R" — R jest mierzalna w sensie Lebesgue’a, to
istnieje ciqg funkcji ciggtych ¢y : R™ — R zbiezny do [ prawie wszedzie na R".

Dowép. Skorzystajmy z twierdzenia Luzina. Dla k£ € N niech F} bedzie takim zbiorem
domknigtym, ze f, = f| 5, Jest ciagla i A, (R™\ Fj,) < 2-%=1_ Na mocy znanego z topologii
twierdzenia Tietzego o przedtuzaniu istnieje funkcja ciggla ¢ : R™ — R taka, ze ¢r = fi
na zbiorze F},.

Zbiory Dy, = Fj, N Fy1 N Fii0 N ... sg domkniete; ponadto,

1 1 1

N T (4.25)

An(R™\ Dy) <D A (R™\ Fj) < oF

j=k
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Na zbiorze Dy, jest ¢; = f; = f dla wszystkich j =k, k + 1,k + 2,.... Dlatego ciag ¢; jest
zbiezny punktowo do f na sumie S = | J,~, Dy, zbioréw Dj.. Z oszacowania (4.25) wynika,
ze

(4.25)

A (R™\ S) :An<ﬂ R”\Dk> = lim A, (R™\ Dy) 0.

k=1

To spostrzezenie konczy caty dowéd. [

Naturalne jest pytanie, dla jakich przestrzeni z miarg (X, .#, u) zachodzg odpowied-
niki twierdzen Luzina i Frécheta. W dowodach wykorzystuje sie tylko dwie szczegdlne
wlasnos$ci przestrzeni R” i miary Lebesgue’a: charakteryzacje zbioréw mierzalnych ($ci-
slej: mozliwo$é ‘przyblizania’ zbioréw mierzalnych zbiorami domknietymi) oraz twierdze-
nie Tietzego o przedtuzaniu, ktére zachodzi dla kazdej przestrzeni topologicznej normal-

nej (w szczegolnosci: dla kazdej przestrzeni metrycznej).

Definicja 4.54 (miara regularna). Miara i na o-ciele .% przestrzeni topologicznej,
zawierajgcym o-cialo A(X) zbioréw borelowskich, nazywa sie regularna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego A € .7 i kazdego ¢ > 0 istniejg zbiér otwarty 2 C X i zbiér
domkniety F' C X takie,ze F C AC Qipu(Q\F) <e.

Uwaga 4.55. Twierdzenie Luzina zachodzi dla kazdej przestrzeni topologicznej z miarg
regularng i, natomiast twierdzenie Frécheta zachodzi dla kazdej przestrzeni topologicz-
nej normalnej, wyposazonej w miare regularng .



Rozdzial 5

Calka Lebesgue’a

W tym rodziale (X,.7, 1) jest ustalong przestrzenig z miarg. Elementy o-ciala .# nazy-
wamy zbiorami mierzalnymi.

Ogodlna idea, kryjgca sie za definicjg catki Lebesgue’a, jest bardzo prosta: dla funkcji
f = ¢Xx,, gdzie A jest zbiorem mierzalnym, przyjmujemy Jx fdu = c¢- u(A). Inaczej mé-
wigc, calka funkcji statej na zbiorze A i r6wnej zero poza A jest proporcjonalna do miary
wu(A). Oczywiscie, byloby rzeczg naturalng przyjgé umowe, ze calka jest liniowa; wtedy
catka z funkcji ) a;X " powinna byé r6wna sumie > a;u(A;). Funkcje nieujemne mozna
przybliza¢ funkcjami prostymi, wiec ich caltki mozna prébowa¢ przyblizac catkami funkcji
prostych. Natomiast dowolna funkcja mierzalna jest réznicg dwéch funkceji nieujemnych,
wiec dla takich funkcji catke mozna okresli¢ jako réznice catek tych funkcji nieujemnych.

Okazuje sie, ze ten plan mozna zrealizowaé. W dodatku, zachodzg wtedy naturalne,
wygodne i ogélne twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod znakiem calki. Opisaniem
szczegotéw tej konstrukeji zajmiemy sie w podrozdziatach 5.115.2. Nastepnie, w kolejnych
podrozdzialach, wyjasnimy, jaki jest zwigzek catki Lebesgue’a z catkg Riemanna, a takze
oméwimy dwa bardzo wazne wyniki: twierdzenie o zamianie zmiennych i twierdzenie
Fubiniego. Znajomosé tych narzedzi pozwala oblicza¢ bardzo wiele konkretnych calek;
przyklady pozna Czytelnik zaréwno w trakcie wyktadu, jak i na éwiczeniach.

5.1 Calkowanie funkcji nieujemnych

Definicja catki Lebesgue’a przypomina definicje dolnej calki Riemanna. Réznica polega
na tym, ze rozbijamy dziedzine funkcji nie na przedzialy, tylko na przeliczalne rodziny
dowolnych zbioréw mierzalnych.

Definicja 5.1 (rozbicia zbioru mierzalnego). Zal6zmy, ze £ € .# jest mierzalnym
podzbiorem X. Méwimy, ze skoriczona lub przeliczalna rodzina & = {E1, E», ...} zbioréw
E; jest rozbiciem E wtedy i tylko wtedy, gdy F; sa mierzalne, parami rozlgcznei £ = | J E;.
Zbiér wszystkich rozbi¢ danego zbioru mierzalnego F oznaczamy R(E).

Definicja 5.2 (calka funkcji nieujemnej). Zal6zmy, ze funkcja mierzalna f: X — R
jest nieujemna na zbiorze mierzalnym F C X. Kladziemy wéwczas

[ran=[ f(:v)du(x)=sup<ixiggif(x)-u(&)>,

=1

106
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gdzie kres gorny jest wziety po wszystkich rozbiciach & = (Ei, Es, .. .) zbioru E.

7 wtasnosci kresé6w wynika od razu, ze

[ as@dute) =a [ s dua) 5.1)
E E

dla wszystkich liczb o > 0, nieujemnych funkcji mierzalnych f i zbioré6w mierzalnych E.
Zauwazmy ponadto, ze jesli f: X D E — [0, o0] przyjmuje wartosé co na zbiorze A C E
miary dodatniej, to z pewnoscig | g fdu= .

Stwierdzenie 5.3 (monotonicznos¢ calki). Jesli 0 < f < g na zbiorze mierzalnym E i
f,9: X — R sq mierzalne, to

[ @ duta) < [ ateydno).

Dowép. Dla kazdego zbioru A C E jest inf4 f < inf, g, zatem dla kazdego rozbicia &2 =
(E1, Es, . ..) zbioru F mamy

S nf S W) < 3 g o) (B

Biorgc kres gérny wzgledem wszystkich rozbi¢ &2 € R(FE), otrzymujemy teze. [

Stwierdzenie 5.4 (0 wartosci éredniej). Jesli f: X — R jest mierzalna i nieujemna
na zbiorze E ¢ %, to

u(E) inf [ < /E (@) du(z) < () -sup f. (5.2)

Dowép. Ustalmy rozbicie & = (E1, Es, . ..) zbioru E. Poniewaz p(E) = Y u(E;) oraz, dla
kazdego indeksu i z osobna, infr f < infg, f <supy f, wiec

mff Zu 1nff<Zu 1nff<supleu w(E )s%pf.

Stad natychmiast wynika teza. O

Zanotujmy dwa latwe wnioski z tego twierdzenia.

Wniosek 5.5. Jesli f = c jest funkcjq statq, to [ f du = cu(E)

Dow6p. Mamy ¢ = supy f = infg f; obie strony nieréwnosci (5.2) sg wiec réwne cu(E).
]

Wniosek 5.6. Jesli i(E) = 0, to [, f du = 0 dla kazdej funkcji mierzalnej f, nieujemnej
na E. O
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Twierdzenie 5.7. Jesli f jest mierzalna i nieujemna na X, to funkcja

—/fdu, AeF
A

Jest miarg na o-ciele F: gdy zbior E € .7 jest sumq skoriczong lub przeliczalng zbioréw
mierzalnych i parami roztqcznych E;, to

/Efdu=Z[Eifdu- (5.3)

Dowé6p. Wiasnosci v(A) > 01 v() = 0 sg oczywiste. Wystarczy udowodnié¢ wzér (5.3).
Zrobimy to dla rozbié przeliczalnych zbioru E na parami rozlgczne zbiory E; (dla rozbié
skoniczonych zmieniajg sie tylko oznaczenia).

Niech E; = |J;—, Fix, gdzie Fj;, € %, bedzie rozbiciem E; na zbiory Fj; parami roz-
taczne. Wtedy E = |J;2; Ur—, Fix jest rozbiciem E i wprost z definicji catki

> inf £ u(Fuu) + +§:nﬁf p(Fv) < 3t Fop(Fo) < [
k=1 i=1 k=1

dla kazdej liczby N € N. Biorac oddzielnie kres gérny kazdej ze skoriczenie wielu sum po
lewej stronie wzgledem wszystkich rozbi¢ zbioru E; (i = 1,..., N), otrzymujemy

ﬁ;/Eifdﬂé/Efdﬂ,
g/&fduﬁ/];fdu-

Udowodnimy teraz nieré6wnos¢ przeciwng. Niech £ = |J;- | A, gdzie A;, sg parami roz-
laczne. Poniewaz E = | E; i zbiory F; tez sg parami rozlgczne, wiec wobec przeliczalnej
addytywnos$ci miary p, otrzymujemy

stad za$§, dla N — oo,

o0 o

D_inffop(Ag) =) inff- Zu Ax N E;)

k=1 k=1 =1

< Z(Z;%f f- u(Ak-ﬂE>)
i=1 k z
< ;/Eifdu. (5.4)

Ostatnia nier6wno$é wynika wprost z definicji calki: rodzina A, N E;, k = 1,2,..., jest
rozbiciem zbioru E;. Biorac teraz kres gérny wzgledem wszystkich rozbi¢ E = (J= ; Ay,
otrzymujemy [ fdu <>, fE fdu. O

Poniewaz miara jest monotoniczng funkcjg zbioru, wiec natychmiast otrzymujemy na-
stepujacy wniosek.
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Wniosek 5.8. Jesli f jest mierzalna i nieujemna na zbiorze E € 7, to [, fdu < [ fdu
dla kazdego zbioru mierzalnego £y C E. [

Wniosek 5.9. Jesli funkcje mierzalne f, g sq nieujemne i réwne prawie wszedzie na zbio-
rze E€ Z, to [, fdu= [,gdpu

Dowép. Zbiér A = {f # g} jest mierzalny i ;i(A) = 0. Dlatego [, fdu = [, gdu = 0 wobec
Whniosku 5.6. Na zbiorze E \ A jest f = g, wiec zachodzi oczywisty ciag réwnosci

/f@z fm+/fw= f@z/ QW:/ 9M+/gm=/gw.
E E\A A E\A E\A E\A A E

Whniosek 5.10. Jesli f jest mierzalna i nieujemna na E, a fE fdu =0, to f =0 prawie
wszedzie na E.

Dowop. Zbior {r € X: f(z) > 0} jest sumg wstepujacego ciggu zbioréw mierzalnych
E,={reX: f(x) >1/m},m=1,2,... Dlatego

1
0< uE < [ fans [ fau=o,
m Em E

skad u(FE,,) = 0, a nastepnie, na mocy Stwierdzenia 4.9 (ii), u(E) = limu(E,,) =0. O
Calka Lebesgue’a jest wygodnym narzedziem m.in. z uwagi na bardzo ogélne twier-
dzenia o mozliwos$ci przechodzenia do granicy pod znakiem calki. Oto pierwsze z nich.

Twierdzenie 5.11 (Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej). Zatézmy, Ze ciqg funk-
cji mierzalnych f;: X — R jest niemalejqcy i wszystkie funkcje f; sq nieujemne na zbiorze
E € . Wowczas

/(hm fi) dp = lim / fidu. (5.5)
j— J B

Dowép. Cigg f; jest niemalejgcy, wiec f = lim f; jest dobrze okre§lona w kazdym punkcie
przestrzeni X, a takze mierzalna na mocy Twierdzenia 4.42. Ponadto, f; < f na E dla
kazdego indeksu j, wiec wobec monotonicznosci catki

E E

i dlatego w granicy

hm/hWS/fW—/hmEW-

Wystarczy wiec udowodni¢ nieré6wno$¢ przeciwng. Oznaczmy w tym celu
Eoy={zeFE: flx)=0}, Ey={x€eFE:0< f(zx) <o}, Ex={rek: f(x)=+o0}.

Zbiory Ey, E, E sg parami roztgczne i mierzalne, a ich suma jest réwna FE.

Krok 1. Na zbiorze Ey jest 0 < f;(x) < f(x) = 0 dla kazdego j € N, tzn. f; =0= fna Ep i
dlatego lim on fidp=0= on fdu.

Krok 2. Zajmijmy sie teraz zbiorem E. Niech 6 € (0,1)i E,, ={z € E;: fn(zx) > 0f(z)}.
Dla kazdego x € E; jest f(z) = lim fj(x) > 6f(z), a wiec istnieje liczba m, taka, ze
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r € E,, dla wszystkich m > m,. Zatem E, = (J,~_, E, a wobec monotonicznosci ciggu

fm ciag zbioréw E,, jest wstepujacy. Wobec Twierdzenia 5.7, v(A) = [, f du jest miarg na
o-ciele podzbioréw mierzalnych zbioru F. Korzystajgc z monotoniczno$ci catki i Stwier-
dzenia 4.9 (ii) dla miary v, otrzymujemy

v(Ey) = : fdu> : fmdp > / Of du = 0v(Ey,) — 0v(Ey) dla m — oc.
+ + m

Zatem

/fduzlim/ fmdMZG/ Jdu
Ey m—00 Ey Ey

Bioragc 8 — 1, otrzymujemy

/ fdpu= lim fmdp.
E+ m—o0 E+

Krok 3. Wreszcie, zbadajmy zachowanie calek funkcji f, f,,, na zbiorze F.,. Ustalmy M <
oo. Niech A,,, = {z € Ex: fim(x) > M}. Wtedy

fdp> [ fudp> / fndp > Mp(Ay)
Eoo Ex Am

Ciagg zbioréw A,, jest wstepujacy, a jego suma to zbiér F,, wiec, podobnie jak wczesniej,

fdp > lim / Jmdp > Mp(Ex) .
jo m— Jp

Dla M — oo otrzymujemy WiQCl
[ riuz pw [ fdizocoutBn) = [ fdu.
Eso m—00 Eso Eoo

Dodajac otrzymane wyzej nieré6wnosci, przekonujemy sie, ze

im [ frdu= lim </ fmdut+ [ fmdu+ [ fmdu>
m—oo [ g m—o00 Eo E. jors

> [ pdu+ fdu+/ fdu—/fdu-
Eo o Eoo E

Dowdd twierdzenia o zbieznosci monotonicznej jest zakoriczony. [J

Stwierdzenie 5.12 (liniowos¢ calki). Dla wszystkich «, 8 > 0 i wszystkich funkcji mie-
rzalnych f, g, nieujemnych na zbiorze E € %, zachodzi wzor

/E(aerﬂg)du:a/Efdquﬁ/Egdﬂ.

1Czytelnik zechce pamietaé o umowie oo - 0 = 0, ktérg przyjmujemy w teorii miary i catki.
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Dowéb. Z uwagi na réwnosé (5.1), wystarczy przeprowadzi¢ dowéd w szczegélnym przy-
padku « = 1 = 3. Ponadto, poniewaz wobec Twierdzenia 4.51 kazda nieujemna funkcja
mierzalna jest granicg niemalejgcego ciggu funkcji prostych, wiec z uwagi na twierdzenie
Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej wystarczy ograniczyé sie do sytuacji, gdy f, g sa
funkcjami prostymi.

Z Twierdzenia 5.7 wynika, ze calka z nieujemnej funkcji prostej h = Zjvzl ¢ X, gdzie
zbiory C; sg mierzalne i parami rozlgczne, a stale ¢; > 0 dla wszystkich j, jest réwna

N N
Z/ hdp =7 ¢ju(Cy).
j=17C;j j=1

Niech wige f = >0, Xy 5 9 = S biXp , gdzie £ = |JjL, 4; = U'_, Bi (w kazdej z tych
sum zbiory sg mierzalne i parami roztgczne). Wtedy f + g = a; + b; na A; N B;, a zbiér £
jest roztaczng sumg iloczynéw A; N B;. Dlatego na mocy Twierdzenia 5.7

5.2 Calkowanie funkcji dowolnego znaku
Dla takich funkcji postugujemy si¢ rozktadem f = f — f , gdzie
f+ = max(f, 0)7 f_ = - min(f7 0)

oznaczajg czesé dodatniq i czesé ujemnqg funkcji mierzalnej f: X — R. (Zbiér X, o-ciato
Z C 2% jego podzbioréw i miara i na .# sg ustalone).

Definicja 5.13. Jesli f: X — R jest funkcjg mierzalng, zbiér E C X jest mierzalny i co
najmniej jedna z catek [, f du, [, f_du jest skoficzona, to przyjmujemy

Jran= [ roan= [ 1

Jesli catka [ f du jest skoriczona, to méwimy, ze funkcja f jest catkowalna na E.

Jesli f > 0, to jej czesé ujemna f = 0; zatem dla funkcji nieujemnych powyzsza
definicja pokrywa sie z przyjeta wczesniej.
Zanotujmy dluzszg liste elementarnych wtasnosci calki.
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Stwierdzenie 5.14 (wlasnosci calki).
() Jesli f = c jest stata na zbiorze E, to [, f du = cu(E).

(i) Jesli u(E) =0, to [, f du = 0 dla kazdej funkcji mierzalnej f: X — R.

(iii) Funkcja f: X — R jest catkowalna na zbiorze E C X wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja |f| jest catkowalna na E.

(iv) Funkcja f catkowalna na E C X jest skoriczona prawie wszedzie w E.

(v) Monotonicznosé calki: jesli f < g na zbiorze E i catki z obu funkcji sq okreslone,
to fEfdu < ngd,u.

(vi) Wlasnosé wartosci sredniej: dla kazdej funkcji [ catkowalnej na E jest
inf f - () < / fu < sup f - u(E).
E E

(vii) Nieréwnosé tréjkata: jesli [, f dy jest okreslona, to

‘/Efdﬂ'é/Elfdu-

(viii) Przeliczalna addytywnosé calki jako funkcji zbioru: Jesli F jest sumq zbioréw
E; € F parami rozlgcznych, a f jest catkowalna na E, to

/Efduzli/&fdﬂ-

(ix) Liniowosé calki: jesli catki funkcji f, g sq okreslone na F i ich suma tez jest okre-
Slona (tzn. nie jest wyrazeniem oo — o), to

/E(f+g)d/t=/Efdﬂ+/Egdu-

Dowép. Wiasnosci (i) oraz (ii) wynikajg tatwo z definicji i odpowiednich wtasnosci catki
funkcji nieujemnej. Mamy |f| = f, + f_, dlatego wobec liniowosci catki funkcji nieujemne;j

me-éﬁw+éﬁw<w

wtedy i tylko wtedy, gdy calki funkcji f , f sg skoficzone, a wigc wtedy i tylko wtedy, gdy
ich réznica jest okreslona i skoniczona, tzn. gdy f jest catkowalna. Zatem zachodzi (iii).
Gdyby f = +oo (odpowiednio, f = —oc) na zbiorze miary dodatniej w E, to calka
funkcji f, (odpowiednio, funkgcji f ) bytaby nieskoriczona. Stagd wynika wtasnos¢ (iv).
Dla dowodu (v) wystarczy zauwazy¢, ze jesli f < g,to f, < g, if > g ,anastgpnie
skorzystac z definicji calki i monotoniczno$ci calki funkcji nieujemnej. Wiasnosci (vi) i
(vii) wynikajg od razu z (i), (v) oraz nieré6wnosci

inf f < f<supf, —|f<f<Ifl-
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Przeliczalng addytywnosé catki funkcji calkowalnej otrzymujemy jako wniosek z Twier-
dzenia 5.7: catka funkgcji f, i catka f —gdy traktowac je jako funkcje zbioru — sg miarami
przeliczalnie addytywnymi.

Najbardziej klopotliwy jest dowdd (ix), gdyz catki moga przyjmowac wartosé +oo. Roz-
wazmy najpierw przypadek, gdy f, g sa calkowalne. Poniewaz

Lit+aldn< [ (s1+lahdn= [ 1f1du+ [ lolan.

wiec f + g tez jest catkowalna. Ponadto,

fi+reg —(f+g9),=f+g —(f+9)_ >0 (5.6)

oraz

f+9=fi—f+9. -9 = +9)— ([ +9)
=(f+9),+(f,+9, —(f+9),) — ((f+g)_+(f_+g_—(f+g)_)). (5.7)

Dzieki addytywnosci calki funkcji nieujemnych, otrzymujemy stad
/ f+du+/ g+du=/(f++g+)du = / (f+g)+du+/ (f,+9,—(f+9),)du
E E E E E
5.6
O [ (trordur [ (7o~ (F+0) )du

i podobnie

/Ef_dwr/Eg_du:/E(f+g)_du+/E(f_+g_—(f+g)_)du-

Odejmujac te réwnosci stronami, sprawdzamy, ze [ fdu+ [pgdu = [L(f + g) dp.

Przypusémy teraz, ze np. [, fdu = +o0, a [pgdu € R. Wtedy musi byé [, f, du =
+o0. Calki funkgcji f , g,, g_ sq liczbami rzeczywistymi. W takim razie, z pierwszej czesci
dowodu,

(5.6)
00>/Efdu+[Egdu > [E(erg)duZO,
oo>/E(f_+g_—<f+g>_)du(5f)/E(f++g+—<f+g)+)duz/E(f+—<f+g)+)du.

Gdyby [ (f+9) . diu byla skoriczona, to dzigki wykazanej juz liniowosci catki funkcji cat-
kowalnych, uzyskalibysmy stad [ f, diu < oo, wbhrew zalozeniu. Dlatego [, (f +g), du =
400 > [ (f + 9)_dp i wlasnos¢ (ix) zachodzi w rozwazanym przypadku.

Pozostate przypadki mozna rozpatrzeé podobnie; szczegély pozostawiamy Czytelni-
kowi jako éwiczenie. [

Postugujac twierdzeniem Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej, udowodnimy teraz
kolejne wazne twierdzenia o mozliwosci przechodzenia do granicy pod znakiem catki.

Twierdzenie 5.15 (lemat Fatou). Jesli funkcje fj: X - R, j = 1,2,..., sq mierzalne i
sq nieujemne na zbiorze mierzalnym E C X, to

/ liminf f; dpu < liminf/ fidu. (5.8)
E J=© JE

J]—00
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Uwaga 5.16 (przyklad ‘wedrujacego garbu’). Moze si¢ zdarzy¢, ze nier6wno$¢ w le-
macie Fatou jest ostra. Oto przyklad dla jednowymiarowej miary Lebesgue’a. Warto go
pamietaé, gdyz latwo sobie wtedy przypomniedé, jaki jest kierunek nier6wnosci w lemacie.
Jedli f; = X1 : R — R, to mamy liminf f;(¢) = lim; f(¢) = 0 dla kazdego t € R, wiec
dla i = A\; lewa strona (5.8) jest zerem. Jednak [, f;d\; = 1 dla kazdego j € N, wiec
prawa strona (5.8) jest jedynka. Czytelnik zechce samodzielnie podaé podobny przyktad
dla £ = [0,1], o = A\ na [0, 1].

Prosze zauwazyd, ze ten przykltad §wiadczy réwniez o tym, ze zalozenie monotonicz-
nos$ci w Twierdzeniu 5.11 jest istotne. [

Dow6bp LEmaTU Fatou. Raz jeszcze przypomnijmy, ze

liminf f;(z) = sup ( inf fj(x )) = lim (mf fi(z )) = lim hp(x),

J—r00 meN m—oo \ j>m m—o0

gdzie h,,(x) = inf;>,, f;(x) jest rosngcym ciggiem funkcji mierzalnych, nieujemnych na £
ihy, < fmn dla kazdego m. Dlatego, wobec Twierdzenia 5.11 o zbiezno$ci monotonicznej,

liminf f; d lim h,,d

= lim hp dp = lim inf/ hp dp < lim inf/ fmdp.
E m—r0o0 E

m—0o0 E m—00
Ostatnia nier6wnosé¢ wynika z monotonicznosci calki i nieré6wnosci h,, < f,,. O

Twierdzenie 5.17 (Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej). Zatozmy, ze funkcje
i f: X =R j=1,2,.., sq mierzalne i | f;| < g, gdzie g: X — [0, 0] jest funkcjq catko-
walng. Jesli fj(x) — f(z) prawie wszedzie w X, to

hm/ \fi — fldu=0, 'lim/fjdu:/ fdu. (5.9)
J]—00 X J]—00 X X

Podany wczeéniej przyklad ‘wedrujgcego garbu’ §wiadczy o tym, ze zalozenie, iz | f;|
sg wspolnie ograniczone przez jedng i t¢ samg funkcje g (czasem nazywang majorantq),
jest istotne!

Dow6p. Skoro g > |fj|, to g £ f; > 0. Z lematu Fatou otrzymujemy wiec

/ liminf(g £ f;) dp < l1m1nf/ (9% fj)dp. (5.10)
X J—00
Zauwazmy, ze dla kazdego ciggu liczbowego (a;) i b € R jest

liminf(b + a;) = b+ liminfa;, liminf(b — a;) = b — limsupa; .

j—o0 —) J]—00 ]*)OO

Funkcja g, jako funkcja nieujemna catkowalna, jest skoniczona prawie wszedzie w X. Dla-
tego z dwéch nieréwnosci (5.10), przytoczonej wlasnosci granicy dolnej i liniowosci catki
otrzymujemy

/(g+liminffj)du</gdu—i—liminf/ fidu,
X j—o0 X J—00 X
/(glimsupfj)dué/ gduhmbup/ fiap,
. :

J—00 J—00
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stad zas, po odjeciu [ g du,

/ liminf f; dp < hmlnf/ fidp < limsup/ fidu </ limsup f; dp .
X X X

VARG j—roo j—00
Jednak liminf f; = limsup f; = lim f; = f na zbiorze pelnej miary w X, wiec prawa i lewa
strona w powyzszych nieréwnosciach sg réwne [, f du. Stad natychmiast wynika teza.”
]

Twierdzenie 5.18 (bezwgzledna ciaglosé calki jako funkcji zbioru). Jesli f jest
funkcjq catkowalng na zbiorze mierzalnym F, to dla kazdego = > 0 istnieje liczba § > 0

taka, zZe
/ |fldu <e
A

dla kazdego zbioru mierzalnego A C E o mierze u(A) < 6.

Dowé6p. Wobec Twierdzenia 5.7,

:/mdﬂ, ACE Acg
A

jest miarg (przeliczalnie addytywng) na o-ciele podzbioréw mierzalnych zbioru E. Z za-
tozenia, v(E) = [ |f]du < co. Polézmy

Ep={zcB:|f(z)|>m}, m=12..;

wtedy E1 D Ey D E3 D .... Dzieki warunkowi v(E) < oo, ze Stwierdzenia 4.9 (iii) otrzy-
mujemy

1/< Ol Em> = n}gnoo v(Ey,) =0.
Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy m € N tak, aby v(E,,) < £/2. Wtedy, dla A C E,
€
[ = [ Ufidu [ 1l o) e (4) < S e () <
A ANEm A\Ep,
oile tylko u(A) < 6 =¢/(2m). O

5.2.1 Zwiazek calki Lebesgue’a z calka Riemanna

Pozostaje pytanie, jak obliczaé calke Lebesgue’a? Czy dla miary 1 = A; na prostej rze-
czywistej mamy do czynienia z tq samq catkq, ktorg obliczaliSmy, znajdujgc funkcje pier-
wotne i postugujgc si¢ twierdzeniem Newtona—Leibniza? Okazuje sie, ze tak. Wyjasnijmy
krétko zwigzek obu calek. Bedziemy postugiwac sie terminologia, wprowadzong podczas
wyktadéw na I roku (patrz rozdziat 9.5 skryptu z Analizy Matematycznej I).

*Dla dowodu pierwszej czesci (5.17) prosze zauwazyé, ze | f; — f| — 0p.w.i|f; — f| < |fi| + |f] < 2g.
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Zal6zmy, ze funkcja f: [a,b] — R jest ograniczona i catlkowalna w sensie Riemanna na
[a, b]. Z calkowalno$ci w sensie Riemanna wynika mierzalnoéé.? Oczywiscie catka Lebes-
gue’a modulu takiej funkcji nie przekracza M (b — a), gdzie M = sup |f|. Niech P bedzie
dowolnym podzialem odcinka [a,b] i niech a = 29 < x; < ... < zxy = b oznaczajg konce
odcinkéw tworzacych ten podzial. Wobec addytywnosci catki jako funkcji zbioru (patrz
wlasnosé (viii) w Stwierdzeniu 5.14) calka Lebesgue’a

N
/ fdr = Z/ fd\i,  gdzie J; = [z;_1, 2] dlai=1,...,N. (5.11)
(a,b] i—1 /i

Z, monotonicznosci catki

N

N
> (@i — i) sup f = ngpf ()
i i=1

i=1 i
N
> Z / fd\ (ta suma jest calkg Lebesgue’a f)
i=1"i

N

N
> Zif]liff A1 (i) = Z(%‘ - Ti-1) i%ff
=1 i

=1
Lewa i prawa strona powyzszych nier6wno$ci sg, odpowiednio, gérng i dolng sumg cal-
kowg Riemanna dla podziatu P. Zatem G(f, P) > f[&b] fd\1 > D(f, P) dla kazdego po-
dzialu P. Biorgc kres dolny lewych stron i kres gérny prawych stron wzgledem wszystkich
podzial6éw [a, b, sprawdzamy, ze catka Lebesgue’a f[mb] f d\q jest nie wieksza od calki gor-
nej Riemanna funkgcji f i nie mniejsza od calki dolnej Riemanna funkgji f:

b b
JRCEEETE /[avb]fdAlzsng(f,PF | #ay s

Poniewaz f jest calkowalna w sensie Riemanna, wiec jej catka dolna i caltka gérna Rie-
manna sg réowne calce (Riemanna!) f; f(x) dx. Dlatego calki Lebesgue’a i Riemanna funk-
¢ji f na [a,b] sa réwne.

Zachodzi zatem nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 5.19. Jesli f: [a,b] — R jest funkcjq ograniczong, catkowalng w sensie
Riemanna, to f jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na |a,b]. Obie catki — Riemanna i Le-
besgue’a — funkcji f sq réwne.

Wniosek 5.20. Dla kazdej funkcji ciggtej f: [a,b] — R zachodzi wzor

b
| tax=Fo) - Fa),

gdzie F jest jakgkolwiek funkcjq pierwotng f.

3Funkcja ograniczona jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér jej punktéw
nieciggloSci jest zbiorem miary Lebesgue’a zero; nietrudno wykazaé, ze stad wynika mierzalnosé: jesli f
jest ograniczona i calkowalna w sensie Riemanna, to zbiér {z € [a,b]: f(x) > t} jest sumg pewnego zbioru
otwartego i zbioru miary zero.



© MIM UW, 2011/ 12 117

Uwaga 5.21. Nietrudno wywnioskowacé stad, ze jesli f jest funkcjg nieujemng na prze-
dziale J C R i jej calka niewtasciwa Riemanna jest skoriczona, to f jest calkowalna w
sensie Lebesgue’a na J.

Natomiast dla funkcji, ktére zmieniajg znak, jest inaczej: ze zbiezno$ci catki niewla-
$ciwej Riemanna nie wynika calkowalnos$é w sensie Lebesgue’a. Powdd jest prosty: nie
kazda catka niewlasciwa, ktora jest zbiezna, jest bezwzglednie zbiezna (patrz np. Przy-
ktad 10.9 w skrypcie z Analizy Matematyczne;j I).

5.3 Zamiana zmiennych. Twierdzenie Fubiniego

Podamy teraz dwa bardzo wazne twierdzenia, ktére w potaczeniu z Twierdzeniem 5.19
umozliwiajg obliczanie wielu catek. Pierwsze z nich, twierdzenie o zamianie zmiennych,
jest naturalnym uogélnieniem Twierdzenia 4.35 (o mierze liniowego obrazu zbioru mie-
rzalnego) na przypadek odwzorowan nieliniowych. Twierdzenie Fubiniego orzeka nato-
miast, ze calke z funkcji wielu zmiennych x = (z4,...,z,) calkowalnej wzgledem miary
Lebesgue’a mozna obliczaé, catkujgc kolejno wzgledem zmiennych x; i miary Lebesgue’a
d\1(zy) (a kolejnos$é catkowan nie ma wplywu na wynik).

Podamy najpierw $ciste sformulowania obu twierdzen, nastepnie za§ oméwimy kilka
przykladéw ich zastosowan.

Twierdzenie 5.22 (0o zamianie zmiennych). Niech ) C R" bedzie zbiorem otwartym, a
®: Q — ®(Q) C R" dyfeomorfizmem klasy C' zbioru Q na ®(2). Zatézmy, ze f jest funkcjq
catkowalng (lub mierzalng i nieujemnq) wzgledem miary Lebesgue’a )\, na ®(2). Wtedy
(f o ®@) - |det D®| jest catkowalna (odpowiednio, mierzalna i nieujemna) na zbiorze Q) i
zachodzi rownosé

/ fdi, = /(f o ®) - |det DP| dA, . (5.12)
(Q) Q
Biorge f = X (g gdzie F C () jest zbiorem mierzalnym, otrzymujemy

Wniosek 5.23. Jesli O C R" jest zbiorem otwartym,a ®: Q@ — ®(Q) C R™ dyfeomorfizmem
klasy C1, to

M (P(E)) :/ | det D®| dA, (5.13)
E
dla kazdego zbioru mierzalnego E C (.

Twierdzenie 5.24 (Fubiniego). Niech f: R"T™ = R" x R™ — R bedzie funkcjq catko-
walng (lub mierzalng w sensie Lebesgue’a i nieujemnq). Wowczas:

1. Dla \,-prawie wszystkich x € R" i \,,-prawie wszystkich y € R™ funkcje fx(y) :=
f(x,y)oraz f¥(x) := f(x,y) sq mierzalne odpowiednio wzgledem £ (R™) i £ (R");

2. Funkcje

R'sx+—— [ flx,y)dn(y)eR, R"2y+— [ f(x,y)d\(x)€R
Rm Rn

sq mierzalne odpowiednio wzgledem o-ciat £ (R") i £ (R™);
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3. Zachodzq réwnosci

/R+ fd ntm = /( - f(x7y)d)\m(y)) dA\, (%)
_/< Rnf(x,y)d)\n(x)> dn(y).-

Uwaga. Dlam = n = 11 f = X,,, gdzie P jest przedzialem w R?, (5.14) to po prostu
wzdr na pole prostokata. Dla f = X, ., gdzie A € Z(R") i B € Z(R™), r6wnos¢ (5.14)
przybiera postaé

(5.14)

Antm(A X B) = /

R7L+m

X i @At = A(/Bmxm(y)) (%) = A (A)An(B).

W Twierdzeniu 4.37 wykazaliSmy, ze faktycznie tak jest.

Dowody obu twierdzen na razie odlozymy i wskazemy kilka przyktadéw zastosowan.

Przyklad 5.25. Niech Q = {(z,y) € R?>: 0 < z < y < 1} i f(z,y) = 2%y. Obliczymy
catke [, f d\2, korzystajac z twierdzenia Fubiniego i zwigzku miedzy calkami Lebesgue’a
i Riemanna. Czytelnik zechce naszkicowaé trojkat Q) i przesledzi¢ rachunki, patrzgc na
rysunek. Otoz,

/Qfd)\zz/RQXQ'fd)\zZ/R</RXQ'fd>\1(JU)) A (y)
:/01</Oya:2yda:>dy
:/01y</0yx2dx>dy
:/Oly‘:iydyzl/olyA‘dy:l'fda:y:1.

0 3 3 o 15
Catkujac najpierw wzgledem y, potem zas wzgledem z, otrzymujemy

/Qfd)\g:/RQXQ-fdAgz/R</RXQ~fd)\1(y)> i ()
Ao ()

Zgodnie z twierdzeniem Fubiniego, wynik jest za kazdym razem taki sam. O

1

o 15

Przyklad 5.26. Pokazemy, ze zalozenie calkowalnosci / w twierdzeniu Fubiniego jest
istotne. Wybierzmy cigg liczb 0 = ap < a1 < a2 < a3 < ... <1,lima; = 1. Dla j € N niech
gj: [0,1] — [0, 00) bedzie funkcjg ciggla na [0, 1] (np. kawalkami liniowg), znikajgcg poza
przedzialem I; = [a;_1, a;] i taka, Ze catka fol gj(z) dz = 1. Potézmy

fla,y) = (gi(x) — gir(@)gi(y),  (x,y) €0, 1]~

Jj=1
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Zauwazmy, ze dla kazdego punktu (z,y) € [0, 1]? szereg, okreslajacy f, ma co najwyzej
Jeden sktadnik niezerowy (trzeba dobrac jj tak, aby y € [a;,—1, aj,]; dla j # jo jest g;(y) =
0). Dlatego f jest dobrze okreslong funkcjg mierzalng.

Nietrudno zauwazyé (prosze na rysunku zaznaczy¢ w kwadracie [0, 1]? zbiér, gdzie
funkcja f # 0, a nastepnie zbadaé calki z f po odcinkach = = const i y = const), ze

/01</01f(a:,y)d)\1 >d/\1 Z/g] </0 gj(af)—gj+1($))dx>dy207

jednak

/;(/Olf(x,y)dxl )d)\l Z/(/fﬂcydy)dm—/ll/gl )g1(y) dz dy = 1.

Wyniki sg rézne, gdyz f[o 12 |fld\a = oo, tzn. f nie jest calkowalna na kwadracie [0, 1)2.
]

Przyklad 5.27. Sprawdzimy, ze [ exp(—2?) dr = /7. Oznaczmy te catke literg I. Z twier-
dzenia Fubiniego

I? = / exp(—=z?) dx - / exp(—y?) dy = / exp(—z? — %) dho(z, y) .
R R R2
Wprowadzimy teraz zmienne biegunowe w R?. Niech
(0,00) x (0,27) 3 (r,0) — ®(r,0) = (rcosh,rsinh) € ®(Q) =R?\ ([O,oo) X {O}) ;

przeksztalcenie ® jest dyfeomorfizmem pasa Q = (0, 00) x (0, 27); uzupekienie R? \ ®(12)
obrazu tego pasa jest pélprostg, a wiec ma miare Lebesgue’a réwng zero. Ponadto

det D®(r,0) = det <COS€ —rew 9) =r.

sinf rcos6

Dlatego, na mocy wzoru (5.12) i twierdzenia Fubiniego,

I? = / exp(—:lc2 — y2) dXo(z,y) = / exp(—rQ) -1 dAo(r,0)
B(Q) Q

e’} 2 27 e’} 2 2 e e}
= e "r 1d0 ) dr =27 - e rdrzw-(—e )
0 0 0

0

= T.

Przyklad 5.28. Obliczymy miare Lebesgue’a kuli B(z,r) C R™. Z uwagi na niezmienni-
czo$¢ miary Lebesgue’a wzgledem przesuniec i Twierdzenie 4.35,

A (B(z,7)) = A\ (B(0,7)) = |det(r - Id)| - Ay (B(0,1)) = 7" - X\ (B(0, 1)). (5.15)

Wystarczy wiec obliczyé
wn = A (B(0,1)). (5.16)
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Twierdzenie 5.29. Dia n = 1,2, ... zachodzi wzor

il 5.17
" a+ 2/ o

gdzie
L\ = / e tdt
0

Jjest funkcjg gamma Eulera.

Dowép. Przekréj kuli B"(0,1) C R™ ‘plaszczyzng’ afiniczng {x € R": z,, = t} jest (n — 1)-
wymiarowa kulg o promieniu (1 — ¢2)!/2. Dlatego z twierdzenia Fubiniego i wzoru (5.15)
wynika, ze

1 1
Wy, = / Xgn(o1) @0 = / wp_1(1 — )= D/2 gp = an_l/ (1—t2)=D/2 g
n ’ -1 0
Dokonujac teraz zamiany zmiennych s = t2, dt = (y/s)'ds = 1s71/2ds, otrzymujemy
zalezno$¢ rekurencyjng

(5.18)

1
n 11
Wy, = wn_l/ (1— 3)%1_135_1 ds = wp_1 - B(n+ 7) ,
0

2 2
w ktorej

1
B(a,b) = / (1—5)27 s> ds, a,b>0
0

oznacza funkcje beta Eulera. Wiadomo (patrz wyktady Analizy Matematycznej z I roku,
podrozdziat 10.2), ze

T'(a)T(b)

B(a,b) = m,

I'(a+1) =al'(a), L) =+, I'(n)=(n—-1)! dlaneN.

Zatem rekurencje (5.18) mozna zapisa¢é jako

I 1)/2
wn = wyy 2. L4 D/2) (5.19)
I((n+2)/2)
Wzér (5.17) zachodzi dla n = 1, gdyz
1/2 1/2 1/2

wi=M((-1,1)) =2= Lx1/2 - ir@d) - '(3/2) ;

dlatego teza twierdzenia latwo wynika z (5.19) przez indukcje. O
Dlan =2in = 3 wzér (5.17) implikuje znane Czytelnikowi zaleznosci

B 71'2/2 _ T B _ 7T3/2 _ 71_\/7? _é
CTT@) T e-n T BTTGR) Lol 3T

Uwaga 5.30. Catke fol (1—1t2)("=1/2 4t mozna obliczyé réznymi sposobami, niekoniecznie
odwotujgc si¢ do funkcji I' i B Eulera. Mozna np. podstawi¢ ¢t = cosy, y € (0, 5) i potem
przez czesci obliczaé calki z poteg sinusa.
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Ponadto, miare w,, kuli B"(0, 1) mozna obliczy¢ inaczej, np. catkujgc we wspé6lrzednych
biegunowych w R". Czytelnik zechce rozwigza¢ nastepujace zadanie.

Zadanie 5.31. Niech, dlar > 0, 6, € (0,27) (0] < T,
x = rcos b cosby, y = rcosfysinbs, z=r7rsinf; .

Prosze sprawdzié, ze przeksztalcenie ¢: (r,01,602) — (x,y, z) okreslone powyzszymi wzo-
rami jest dyfeomorfizmem przedziatu (0,1) x (0,27) x (—=%,%) C R? na podzbiér otwarty
pelnej miary w kuli B(0, 1) C R3. Obliczy¢ wyznacznik macierzy Jacobiego tego dyfeomor-
fizmu i objetosé kuli.

5.3.1 Dowédd twierdzenia o zamianie zmiennych

Idea dowodu jest prosta: rozklada sie dziedzine 2 dyfeomorfizmu ®: Q@ — ®(2) C R"
na drobne, parami rozlgczne zbiory borelowskie, tak, aby na kazdym z nich rézniczka
D® tego dyfeomorfizmu byla niemalze stala, réwna z géry zadanemu automorfizmowi
liniowemu przestrzeni R”, z dokladnoscig do ustalonego marginesu bledu. Nastepnie,
korzysta sie z Twierdzenia 4.35 (o mierze liniowego obrazu zbioru mierzalnego), sumuje
otrzymane wyniki i przechodzi do granicy z marginesem btedu.

Szczegoly wymagajg pewnej starannosci.

Lemat 5.32 (o rozkladzie dziedziny dyfeomorfizmu). Jesli &: R” > Q — () C R"
Jest dyfeomorfizmem, a ¢ > 1 ustalong liczbg, to dla j = 1,2,... istniejqg zbiory otwarte
U;j C ), ktérych domkniecia U; sq zwarte i U; C 2 dla j € N, oraz automorfizmy liniowe
sj € GL(n,R) przestrzeni R", ktdre spetniajg nastepujgce warunki:

M) @ =UL, Uy

(ii) Zachodzq nierownosci

1
|det D&(x)| > ~[dets;|  dlaw €Uy j=1.2,... (5.20)

(iii) Dla kazdego zbioru mierzalnego A C Uj, gdzie j = 1,2,. .., zbiér ®(A) jest mierzalny,
a ponadto

An(A)] det 5| > %)\n(@(A)). (5.21)

Intuicja jest prosta: U; to zbior tych punktéw x, dla ktérych D®(x) ~ s;, gdzie s; sg
automorfizmami, wybieranymi z pewnego przeliczalnego, gestego w GL(n,R) podzbioru
automorfizméw liniowych R"”. Liczba ¢ > 1 stuzy do kontroli btedu przyblizenia i wyni-
kajgcych zen oszacowan (5.20)—(5.21). Dowéd tego lematu zawiera kluczowe trudnosci
dowodu twierdzenia o zamianie zmiennych.

Dow6p Lematu 5.32. Ustalmy ¢ > 1. Wybierzmy przeliczalny gesty podzbiér S € GL(n,R);
mozna np. wzigé wszystkie automorfizmy liniowe, ktérych macierze w standardiowej ba-
zie majg tylko wyrazy wymierne. Ustalmy automorfizm s € S i liczbe m € N. Niech ¢ > 0
bedzie malg liczbg, ktorej wartosé dobierzemy do ¢, s, n p6ézniej.



122 wersja robocza z dnia: 30 czerwca 2015

Niech k > m, k € N. Okreslmy Z(s, m, k) jako zbior tych punktéw x € 2, dla ktérych
spelnione sg trzy warunki, (5.22)—(5.24) nizej: po pierwsze,

1
dist (x,R™\ Q) > - oraz x| <m, (5.22)

a ponadto dla A = D®(x) jest

|Aos™ —Id||+||s7' o A—1d|| +[[so A" —1d|| + |[A™ o s —Id|| <&, (5.23)
[2(x +v) - Tiﬁ) — Do) < e dla wszystkich 0 # v € B(0,1/k), (5.24)

Nastepnie, niech Z(s,m) = (U;,, Z(s,m, k). Jest to zbiér otwarty: jesli x € Z(s,m), to
warunki (5.22)—(5.23) zachodzg w pewnej kuli wokét x, gdyz nieréwnosci sg ostre, a ¢
jest dyfeomorfizmem klasy C!. Jeéli warunek (5.24) jest spetniony w punkcie x dla liczby
k > m, to jest spelniony na malej kuli wokét x dla pewnej liczby k1 > k; nietrudno to
uzasadnic, korzystajgc np. z cigglosci lewej strony nieréwnosci (5.24) jako funkcji pary
zmiennych x, v (dla v = 0 oczywiscie przyjmujemy wartosé 0).*

Poniewaz ® € (!, wigc rodzina wszystkich Z(s,m) pokrywa zbiér €2, a domknigcia
zbioréw Z(s,m) sg zwartymi podzbiorami 2. Na zbiorze Z (s, m) funkcja ® nie tylko jest
dyfeomorfizmem, ale spelnia warunek Lipschitza na kazdej zawartej w nim kuli; stad
wynika, ze dla mierzalnych A C Z(s,m) zbiér ®(A) jest mierzalny.?

7 oszacowan normy (5.23) otrzymujemy

[D®(x)w —s(w)| <ells(w)ll,  [s(w) - DE(x)w] <[ DP(x)(w)]| (5.25)

dla x € Z(s,m)iwszystkich w € R". Stad iz (5.23) wynika, ze obraz kuli B = B(0, 1) pod
dziataniem przeksztalcen liniowych D®(x) i s spetnia dla kazdego x € Z(s, m) zaleznosci

DO®(x)(B) C (1+¢)-s(B), s(B)C (1+¢)-Dd(x)(B), (5.26)

gdzie (1 + ¢) - X oznacza obraz zbioru X w jednokladno$ci o §rodku w zerze i skali 1 + ¢.
Z Twierdzenia 4.35 o mierze obrazu liniowego zbioru mierzalnego otrzymujemy wiec

| det s|

Zatem dla 1 < (14 €)™ < ¢ przeliczalna rodzina zbioréw Z(s, m) spelnia teze lematu, za
wyjatkiem warunku (iii), ktérego jeszcze nie sprawdziliSmy.
Dalej pracujemy przy ustalonych s i m. Wybierzmy jeszcze M > 1 tak, aby

IIs|| + [|s7Y < M. (5.28)

Ustalmy k& > m. Oszacujemy miare zbioru f(Z(s, m,k)NU), gdzie U jest dowolnym otwar-
tym podzbiorem Z(s,m). Przedstawmy U jako sume malych kostek domknietych o wne-
trzach parami rozlgcznych. Niech @ bedzie jedng z tych kostek, o krawedzi d <« 1/k.

4Osoby zainteresowane doglebnym rozumieniem wykltadu proszone sa o uzupelnienie szczegéléw.
Prosze sprawdzié, ze lipschitzowski obraz zbioru miary zero jest zbiorem miary zero, a homeomorficzny
obraz zbioru borelowskiego jest borelowski.
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Wybierzmy x € Z(s,m, k) N Q. Poréownamy wielko§¢ zbioréw ®(Q) i s(Q). Niech y € Q
bedzie dowolnym punktem. Z nieréwnosci tréjkata,
[P(y) —@(x) —s(y —x)[| < [®(y) - 2(x) - DO(x)(y —x)
+ [[(D®(x) — s)(y — )|
< elly —x| +els(y —x0)l wobec (5.24) i (5.25)

(5.28)
< 2eM|y — x¢| < 2eMdy/n.

Zatem ®(y) — ®(x) — s(y — x) = w = s(z) dla punktu 2z takiego, ze

lz]| < ||s |- lw]| < 2eM3dv/n.

Punkt y + 2 nalezy wiec do kostki Q' wspétsrodkowej z Q i majgcej krawedz d' = d + 2 -
2eM?d\/n. Jest d’ < ¢*/"d, gdy do ustalonych M > 1ic > 1 dobierzemy ¢ > 0 dostatecznie
mate. Punkt ®(y) = ®&(x) — s(x) + s(y + 2) = p + s(y + 2) nalezy do przesunietego o
ustalony wektor p obrazu zbioru s(Q’). Stad

M(®(Q)) < Aa(5(Q)) = | dets] - Au(@) < ¢+ |det s] - A(Q)-
Sumujgc takie oszacowania, otrzymujemy
M (P(Z(s,m, k)NT)) <c-|dets| A\, (U), UcC Z(m,s)
a nastepnie, przechodzgc do granicy k — oo (zbiory Z(s, m, k) tworzg cigg wstepujacy!),
M (P(U)) < c-|dets|- A\ (U)

dla otwartych podzbioréw U C Z(s, m). Stad juz tatwo uzyskaé warunek (iii) tezy lematu
najpierw dla zbioréw borelowskich typu Gs, potem zas dla wszystkich mierzalnych. [

Uwaga. Drugg czes¢ dowodu tego lematu mozna nieco uproscié; trzeba w tym celu wy-
kazaé, ze na odpowiednio drobnych podzbiorach zbioru Z(s, m, k) funkcja ® o s~! spetnia
warunek Lipschitza ze stalg 6 odpowiednio bliskg 1 (co jest dosé tatwe) i wiedziec, ze
wtedy A\, (®(Q)) < 0"\, (Q). Intuicyjnie to w miare jasne, ale dowdd nie jest zupelnie
trywialny.

DowéDp TWIERDZENIA O ZAMIANIE ZMIENNYCH. Wystarczy przeprowadzié dowod dla funkcji
mierzalnych, nieujemnych; dla funkcji catkowalnych dowolnego znaku twierdzenie wynik-
nie stad natychmiast. Ustalmy zbiér mierzalny £ C Qiliczbe ¢ > 1. Niech U; oraz s; ozna-
czajg zbiory i przeksztalcenia z Lematu 5.32. Biorgc A1 = Ui A4; =U; \ (A1U...UA;_1)
dla j > 2, otrzymujemy rodzine zbioréw borelowskich, parami roztgcznych, pokrywajacg
Q. Jest

o0 (o]

E=JEn4), oE) =JoENA);

i=1 i=1
z Lematu 5.32 wynika, ze wszystkie zbiory wyzej sa mierzalne. Wobec addytywnosci catki
i nieréwnosci (5.20)—(5.21),

/|detD<I>d)\n:Z/ | det D®| d\,
E i—1 J ENA;

> % D[ det(si)] - An(E N A;) > ciz 2 Ma((ENA)) = C%A"ME))'
i=1 =1
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Przechodzac do granicy ¢ — 1, otrzymujemy stad
/ | det DB| dA > An(B(E)) | (5.29)
E

lub ré6wnowaznie,

/(f o ®) - |det D®|d\, > fdx,, (5.30)

Q (Q)

gdzie f = Xo(E) jest funkcjg charakterysteryczng zbioru ®(E). Wobec liniowos$ci calki,
(5.30) zachodzi nie tylko dla funkcji charakterystycznych, ale i dla wszystkich nieujem-
nych funkgji prostych. Z Twierdzenia 5.11 (Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej) wy-
nika natychmiast, ze nieré6wnosé¢ (5.30) ma miejsce dla kazdej funkcji mierzalnej f nie-
ujemnej na ®(Q).

Dyfeomorfizm & i zbiér otwarty (2 tez mogg by¢ dowolne. Z tego teraz skorzystamy.
Zapiszmy (5.30) dla zbioru V = ®(), dyfeomorfizmu ¥ = &~1: V — Q = ¥(V), oraz
funkcji

g=(fo®)-|det DP|, g>0 naQ=U(V).

Otrzymamy
/(go\l})-|detD\I!d)\n2/ gdAn:/(fo<1>)-|detD<I>|d)\n. (5.31)
v (V) Q

Upro$émy funkcje podcalkowg po lewej stronie. Jest
(g0 W)(x) - |det DY (x)| = f(S(W(x))) - | det DD (W(x))] - | det D ()|
= /(%)) - | det (DO(W(x)) - DU(x)|
= f(x))- (det (D(@ o \I/)(x))‘ — f(x), gdyzdoV =Id.

Dlatego (5.31) jest w istocie nieréwnoscig przeciwng do (5.30). Znak nier6wnosci mozna
wiec w obu warunkach zastgpié znakiem réwnosci! Dowdd twierdzenia o zmianie zmien-
nych jest zakoniczony. [

5.3.2 Dowdéd twierdzenia Fubiniego

Dowéd Twierdzenia 5.24 przeprowadzimy dla funkcji mierzalnych, nieujemnych. Wersja
dla funkcji catkowalnych wynika stad tatwo; zainteresowany Czytelnik sam zechce uzu-
pelnié¢ odpowiednie szczegoty.

Podzielimy rozumowanie na kilka krokéw, stopniowo poszerzajac klase funkcji, dla
ktorych zachodzg poszczegélne czesci tezy. Bedziemy dowodzié tylko pierwszej z réwno-
Sci (5.14) i tych fragmentow pierwszego i drugiego punktu tezy, ktore sg niezbedne do
nadania sensu tej r6wnosci, tzn. mierzalnosci prawie wszystkich funkeji f5 (y) = f(x,y)
wzgledem o-ciata .Z(R™) i mierzalno$ci funkcji

R'>x+— [ f(x,y)d\n(y) €R,
Rm
bedacych catkami f, wzgledem J,,. Aby uzyskaé drugg z r6wnosci (5.14) i pozostale frag-
menty pierwszego i drugiego punktu tezy, wystarczy zamienié role zmiennych x i y w
rozumowaniu.
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Krok 1. Niech f bedzie funkcjg charakterystyczng (n + m)-wymiarowego przedziatu do-
mknietego (@, b],,1m, otwartego (a, b),,1,, lub domknigto—otwartego

[@,b)im={2z €€ R"": a <2z <b}.

Kazdy taki przedzial jest produktem I, x J,,, pewnego przedzialu n-wymiarowego I,, i pew-
nego przedzialu m-wymiarowego J,,,. Dla kazdego x € R" funkcja y — f(x,y) jest albo
rowna x I (gdy x € I,,), albo jest funkcjg stalg réwng zero (gdy x ¢ I,,), wiec jest mie-
rzalna wzgledem .Z(R™). Stad wynika, ze

R" > x +— o f(x,y)d\n(y) = X]ﬂ(x) “Am(Jm)

jest funkcjg mierzalng wzgledem Z(R"). Pierwsza z réwnosci (5.14) przybiera wiec w
tym przypadku postaé

)\n—l—m(In X Jm) = )\n(In) : Am(Jm) 5
co jest prawdg na mocy Twierdzenia 4.37.

Krok 2. Niech teraz f bedzie funkcjg charakterystyczng zbioru otwartego Q C R"*™,
Wiemy, ze kazdy taki zbidr jest sumg przeliczalnej rodziny kostek domknietych o wne-
trzach parami roztgcznych; nietrudno stad wywnioskowac, ze 2 = U?i1 P;, gdzie P; sg
przedzialami otwarto—domknietymi i parami roztqgcznymi. Zatem

:XQ:ij, gdzie f;=Xx
j=1

Funkcja R™ > y — f(x,y) jest wiec mierzalna dla kazdego x € R" (jako granica zbiez-
nego ciggu funkcji mierzalnych). Nastepnie, funkcja

R" 5 & — F(2,3) dAm( Z/ fi(x,9) dm(y)

Rm

(ré6wnosé zachodzi wobec twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej) jest mie-
rzalna z tego samego powodu. Wreszcie,

/Wmfdmm:i/wwfgdmm—z:/ < £i(x, ) dAm(y )) A (%)
/(Z BBl ) Do) /(/me]xy () ()

%,_/
:f(x7y)

na mocy pierwszego kroku dowodu i kilkakrotnie zastosowanego twierdzenia Lebesgue’a
o zbiezno$ci monotoniczne;j.

Krok 3. Teraz niech f = X, gdzie G C R™*™ jest zbiorem ograniczonym typu Gs. Wowczas
G=N3x =1 €Y dla pewnego zstepujgcego ciggu zbioréw otwartych ograniczonych €2;. Niech

6Mozna tez po prostu odwolaé sie do réwnosci miary Lebesgue’a i objetosci przedziatu.
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[j oznacza funkcje charakterystyczng );; wtedy oczywiscie f; “\, f dla j — co. Ponownie
wiec funkcja y — f(x,y) = lim; fj(x,y) jest dla kazdego x € R" mierzalna wzgledem
Z(R™). Ponadto, dla kazdego x € R" jest

- fi(x,3)d\p(y) < o0

wiec

lim fj(x,y)d/\m(y)z/ lim £, 9) dAn(y) = [ F(x.5)dAn(y)

Jj—oo Jrpm Rm j—00 R™

na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznos$ci zmajoryzowanej. Dlatego, wobec poprzed-
niego kroku dowodu, funkcja & — [, f(x,¥)dA\n(y) jest mierzalna jako granica funkcji
mierzalnych. Wiemy juz, ze

Lo st [ ([ 5eninm)aue  daj-i2..
Rnt+m n Rm

przechodzgc do granicy j — oo (trzeba w tym celu znéw kilka razy skorzystac z twierdze-
nia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej), otrzymujemy réwnosé (5.14) dla f = x, =
Krok 4. Teraz udowodnimy tezg dla f = x,, gdzie A € .& (R™*™) jest dowolnym zbiorem
mierzalnym ograniczonym. Z charakteryzacji zbioré6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a
(patrz Twierdzenie 4.26) wynika, ze A = G\ Z, gdzie G jest ograniczonym zbiorem typu
Gs, za$§ Z C @ jest zbiorem miary \,,, zero. Zbiér Z jest zawarty w pewnym zbiorze H
typu Gs i miary Lebesgue’a zero.” Funkcja X, spelnia

/ </ XH(x’y)dAm(y)> d/\n(x) :/R n XHd)‘n-i-m:)\n-i-m(H):Oa
wiec
/ XH(x, y)dA(y) =0 dla wszystkich x € X, gdzie \,(R"\ X) = 0.

Stad wynika, ze dla kazdego x € X istnieje zbidr Y, taki, ze
Xy (%,5) =0 dla wszystkich y € Yy, gdzie A\,,(R™\ Y ) = 0.
Jednak 0 < X, < Xy, Wige
XZ(x,y) =0 dla wszystkich r € X iy € Y. (5.32)

Funkcja f = X, = X, — X,,. Ustalmy = € X. Wobec (5.32) jest f(x,y) = X,(»,y) dla
wszystkich y € Y,, tzn. na zbiorze pelnej miary w R™. Funkcja, ktéra jest \,,-prawie
wszedzie réwna funkcji mierzalnej, sama jest mierzalna; innymi stowy, f.(-) = f(«*,")

jest mierzalna dla prawie wszystkich x. Ponadto,

flx,y)d\n(y) = / Xg(%,¥) dAm(y) dla wszystkich x € X. (5.33)

m

Rm™m

"Mozna np. wzigé H = (U, gdzie U;, dla kazdego j = 1,2, .. ., jest suma rodziny przedzialéw otwartych
pokrywajacych Z, o 1acznej mierze < 1/5.
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Wynika stad, ze lewa strona tej réownos$ci jest mierzalng funkcjg zmiennej x € R”.
Wreszcie, poniewaz X jest zbiorem pelnej miary w R”, wiec

/R+ S dAnim = /R+ Xg AAntm = / < / XG(x,y)dAm(y)> dAn (%)
_/X</ xG(x,y)dAm(y)> d/\n(x)(5§3)/n< Rmf(x,y)d)\m(y)> dMn (%) .

Krok 5: przypadek ogolny. Niech f bedzie dowolng funkcjg mierzalng nieujemng. Istnieje
wtedy cigg funkcji prostych 0 < f; 7 f dla j — co. Zauwazmy, ze wtedy

Oggj:fj'XB(OJ)/‘f-

Z poprzednich krokéw dowodu i liniowo$ci catki tatwo wynika, ze teza twierdzenia Fubi-
niego zachodzi dla wszystkich funkcji prostych nieujemnych, ktére znikajg poza pewng
kulg w R"*™  a wigc w szczegélnosci dla kazdej z funkeji g;. Dlatego, dla kazdego j =
1,2,... istnieje taki zbiér X; C R", ze

A (R™\ X;) =0, y — g;j(x,y) jest funkcjg mierzalng dla x € X;. (5.34)

Ponadto, funkcje
R"> x — / gi(x,y)d\n(y) sg mierzalnedla j =1,2... (5.35)
R™

Polézmy X = ﬂ;; X;. Zbiér X jest petnej miary w R" i wszystkie funkcje y — g;(x,y) sa
mierzalne dla kazdego x € X; dlatego y — f(x,y) = lim; gj(x,y) jest funkcjg mierzalng
dla kazdego x € X. Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznos$ci monotonicznej otrzymujemy
teraz mierzalnos$é funkcji

R" > x — f(x,y)d \n(y) = lim gi(x,y)d\n(y) (5.36)

R™ Jj—o0 R™

Poniewaz teza twierdzenia Fubiniego zachodzi dla kazdej funkcji g;, wiec

/ fdim = lim [ gjdAopm = lim (/ gj(x,y>dAm(y)>dAn<x>;
Rn+m Vd R™ m

X JRn+m Jj—o0

stad i z (5.36) otrzymujemy, raz jeszcze stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci mo-
notonicznej, r6wnosé (5.14) dla funkgji f. To koniczy caly dowéd. [

Wniosek 5.33. Niech A € £ (R""™). Dla x € R" i y € R™ niech
Ay ={y e R"™: (x,y) € A}, AY ={x e R": (x,y) € A} (5.37)

oznaczajq tak zwane przekroje pionowe i poziome zbioru A. Wowczas Ay € Z(R™) dla
prawie wszystkich x €¢ R" i AY € £ (R") dla prawie wszystkich y € R™.

Dowop. Stosujemy pierwszy punkt tezy twierdzenia Fubiniego do f = Xx,. O



128 wersja robocza z dnia: 30 czerwca 2015

Uwaga 5.34. Jesli A € Z(R"™™), to dla pewnych x € R™ przekrdj A, moze by¢ zbiorem
niemierzalnym. Niech np. n = m = 11iniech V C [0, 1] bedzie zbiorem niemierzalnym,
skonstruowanym w Przyktadzie 4.1. Zbiér A = {0} xV jest elementem o-ciala .Z(R?), gdyz
A2(A) = 0, jednak jego przekrdj Ay = V nie jest mierzalnym podzbiorem R! Czytelnik sam
wskaze inne, bardziej skomplikowane przyklady takiego zjawiska.

Whniosek 5.35 (zasada Cavalieri’ego). Jesli A, B € Z(R"™™) i réwnos$é \,(Ax) =
Am(By) zachodzi dla prawie wszystkich x € R", to wowczas Apym(A) = Atm(B). O

Tej réwnosci dlan = 1, m = 21 ‘przyzwoitych’ bryt A, B ¢ R? §wiadom byt juz Archime-
des, ktory wiedzial, ze objetos$¢ kuli stanowi % objetosci opisanego na niej walca, dowodzit
zas tego, rozpatrujgc poziome przekroje kuli i dwoch stozkéw wpisanych w walec.

Podamy kilka innych przykladéw zastosowan twierdzenia Fubiniego i twierdzenia o
zamianie zmiennych.

Przyklad 5.36 (miara stozka nad zbiorem n-wymiarowym). Niech A € Z(R"),
gdzie R" utozsamiamy z R" x {0} C R""! iniech v € R""! = R" x R bedzie punk-
tem o wspélrzednej v, 1 # 0. Stozkiem C(A, v) o podstawie A (inaczej: nad zbiorem A) i
o wierzchotku v nazywa sie zwykle zbiér

CAv)={zcR"™: z=t-(x,00+(1-1t)-v,xcA tclol]}

bedacy sumg wszystkich odcinkéw o jednym koricu w punkcie x = (x,0) € A i drugim
konicu w punkcie v. Wykazemy, ze

1
Cn+1

Ani1(C(A, D)) Nont] - An(A). (5.38)

(Czytelnik zechce zauwazyé, ze gdy n = 2 i A jest wielokgtem w R?, to (5.38) jest znanym
wzorem na objetosé ostrostupa.) Niech

d:R" x (0,1) 3 (x,t) = O(x,t) =t (x,0)+ (1 —1t)- v € R*;
macierzg rézniczki D® przeksztalcenia ® jest, jak tatwo zauwazyé, nastepujgca macierz

(n+1) x (n+1):
t-Id,xn, B
0 ~Unt1)

gdzie B oznacza kolumne liczb z; — v;, i = 1,2,...,n. Dlatego | det D®(x,t)| = t" - |vp41].
Mamy

A1 (C(A, v)) = /

Rn+1

= / (XC(A 2) © <I>> - | det D®|d\, 41 wobec Twierdzenia 5.22
(0 ’

1)
1
= / / t" - |vpg1| dAp () dt wobec Twierdzenia Fubiniego 5.24
0 JA
1

= *|Un “An(4),
ol An(4)

a wiec istotnie zachodzi wzér (5.38) .
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Przyklad 5.37 (zasada Cavalieri’ego, wersja II). Niech f bedzie funkcjg mierzalng
nieujemng na R". Wéwczas dla kazdej liczby p > 1 zachodzi wzér

/ fPdx, :p/oo 71N ({x €R": f(x) > t})dt. (5.39)
R 0

Istotnie, dzieki réwnosci 2P = p foz tP~1 dt, stosujgc twierdzenie Fubiniego, zeby zamienié
kolejnosé catkowania wzgledem x € R™ i ¢t > 0, otrzymujemy

f
P — p—1 — p—1
L= [ ([ ota)an= [ o0 N e (=D a0
:p/ 1N, ({x € R": f(x) > t})dt.
0

Innym przykladem zastosowania obu twierdzen (o zamianie zmiennych i Fubiniego)
do obliczania objetosci bryt obrotowych w R? jest tzw. reguta Pappusa—Guldina (znana
takze jako reguta Guldina lub twierdzenie Pappusa o srodku ciezkosci).

Definicja 5.38. Jesli A jest zbiorem mierzalnym w R", a ¢ miarg na .2 (R"), dodatnig na
A, to Srodkiem ciezkosci zbioru A wzgledem miary y nazywamy punkt s(A) o wspétrzed-

nych
1/ dp,  i=1
— | z;idu, i=1,...,n.
1(A) Ja

(Jesli ktoras z powyzszych calek nie istnieje, to Srodek ciezkosci A wzgledem u nie jest
okreslony). Uzywa sie takze zapisu wektorowego

1
S(A):M(A)/Axd'u

Gdy 1 = A\, méwimy po prostu o §rodku ciezkosci zbioru A.

Stwierdzenie 5.39 (regula Pappusa-Guldina). Zalézmy, zZe zbiér A zawarty w pot-
plaszczyznie {(z,y,2) € R3: x > 0,y = 0} jest mierzalny wzgledem )\o i ma srodek ciezko-
Sci. Niech B bedzie zbiorem, ktory powstaje z A przez obrot o kqt 27 wokét prostej x =y =0
w R3. Wtedy

)\3(B) =27r - )\Q(A), (540)

gdzie r oznacza odlegtosé srodka ciezkosci zbioru A od osi obrotu.
Dow6p. Polézmy
O(x,z,t) = (xcost,xsint, z) dla (z,2,t) € Q= (0,00) x R x (0,27).
Czytelnik tatwo sprawdzi, ze
|det D®(z, z,t)| = |z cos?t + xsin’t| = z, (x,2,t) € Q.

Zbiér (A x (0,2m)) to po prostu zbiér B z usunietg pélplaszczyzng {x > 0,y = 0}, ktéra
jest zbiorem miary zero w R3. Dlatego, wobec twierdzenia o zamianie zmiennych i twier-
dzenia Fubiniego,

27
A3(B) = Ag(@(A)) :/AX(OQ )\detD<I>|d)\3:/0 No(A) - <)\22A)/Aa:d/\2> dt.
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Catka wewnetrzna

1
d\s
Ao (A) /A”f 2

tzn. z-owa wspélrzedna srodka ciezkosci s(A) zbioru A, jest réwna r, odleglosci punktu
s(A) od osi obrotu {z = y = 0}. Dlatego
2
A3(B) = Xo(A) -rdt =2mr - X2(A).
0

Przyklad 5.40 (objeto$é torusa obrotowego). Niech R > r > 0. Obracajac woké? osi
zkoto K = {(z,y,2): (x — R)?>+ 2% = r?,y = 0} polozone w plaszczyznie y = 0 otrzymamy
pelny torus o objetosci 27 R - 72 = 272 Rr2. To wynika z reguly Pappusa—Guldina: §rodek
ciezkosci kola K pokrywa sie z jego geometrycznym Srodkiem i lezy wlasnie w odleglosci
R od osi obrotu.

Zadanie 5.41. Wyznaczy¢ §rodek ciezkosci tréjkata prostokgtnego i péotkola. Sprawdzié
znane wzory na objetosé stozka, walca i kuli, postugujac sie regulg Guldina.

5.4 Przestrzen L' funkcji calkowalnych.

Definicja 5.42. Niech (X,.%, 1) bedzie przestrzenig z miarg. Dla f: X — R mierzalnej
wzgledem g polézmy

1= [ 1f1du. (5.41)
b's
Oczywiscie, wielkos¢ || f]|1 jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja |f]| jest

calkowalna na X wzgledem miary p. Nietrudno zauwazy¢, ze gdy f, g sg catkowalne, za$
a € R, to

oo flly = lad- Il I1F +glle < Fll+ llglh

(druga nier6wnosé wynika wprost z nieré6wnosci tréjkata |f + g| < |f| + |g| i liniowoSci
catki). Jednak, formalnie biorgc, odwzorowanie f — || f||; nie jest normg na przestrzni
liniowej wszystkich funkcji catkowalnych, gdyz z réwnosci || f||; = 0 nie wynika wecale, ze
f =0 —wynika stad jedynie, ze f = 0 prawie wszedzie wzgledem miary p na X.

Aby oming¢ te drobng trudnosé i wyposazy¢ przestrzen funkcji catkowalnych w natu-
ralng norme (5.41), okresla sie na zbiorze funkcji catkowalnych na X relacje

f~g  wtedyitylko wtedy, gdy  p({z € X: f(z) # g(z)}) =0. (5.42)

Nietrudno sprawdzié, ze jest to relacja réwnowaznosci. Dwie funkcje sg w relacji wtedy i
tylko wtedy, gdy sg réwne u-prawie wszedzie. To nie ma wplywu na wartos$é calki.

Definicja 5.43 (przestrzen funkcji catkowalnych). Symbolem L'(X, ) oznaczamy
zbiér klas abstrakeji relacji (5.42), okreslonej na zbiorze tych funkcji mierzalnych f: X —
R, dla ktérych [, |f|du < oc.

Z formalnego punktu widzenia, wg. powyzszej definicji elementy przestrzeni funkcji
calkowalnych nie sg funkcjami, tylko klasami abstrakcji relacji ~. W praktyce, utozsa-
mia sie funkcje f z jej klasg abstrakeji [f]. i traktuje elementy L'(X, ;1) jak funkcje. W
typowych sytuacjach nie prowadzi to do zadnych nieporozumien.
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Stwierdzenie 5.44. Odwzorowanie f + | f||1 jest normq na L*(X, p).
Dowép. Jednorodnosé i nier6wnosé trojkata sg oczywiste i juz o nich méwilismy. Jesli

f ~0€ LYX,p), to f = 0 prawie wszedzie i || f||; = [y |f|dp = 0. Na odwrdt, jesli
£l =[x |flde=0,to|f| =0p.w.,awiec f ~0,tzn. f=0¢€ L' (X,p). O

Przestrzen liniowa L'(X, 1) wyposazona w metryke

d(f,g) = IIf —glh

staje sie przestrzenig metryczng. Ma miejsce nastepujgcy wazny fakt.

Twierdzenie 5.45 (zupelno$é przestrzeni L'). Przestrzeri L'(X, 1) z metrykq d(f,g) =
IIf — gll1 jest przestrzeniq metrycznq zupetnq.

Dowép. Wykazemy, ze jesli ciag (f;) C L'(X,u) spetnia warunek Cauchy’ego, to jest
zbiezny do pewnej funkcji f € L'(X, p).

Krok 1:identyfikacja funkcji f. Korzystajgc z warunku Cauchy’ego, mozna wybrac¢ pod-
ciag fj,, fi»» fiss - - - ciggu (f;) taki, ze

1 .
Hfjk—me1<2—k dlam > ji, k=1,2,3,... (5.43)
Polézmy
k 0o
gk’:Z’fjs+1 _fjs|7 g:Z|fjs+1 —fjs| = lim gg.

s=1 s=1

Wobec (5.43) i liniowosci calki ||gy|l1 < 5+ -+ 2% < 1dlakazdego k € N. Z lematu Fatou,
[ toldn = [ timlgsf du= [ timinf o] e < timin [ gl dp < 1.
X X X X

Zatem g € L' (X, 1), wiec z pewnoscig g jest skoriczona prawie wszedzie. Szereg, definiu-
jacy g, jest wiec zbiezny dla u-prawie wszystkich x € X. Dlatego szereg

S(x) =) (Fjunr (@) = £ () (5.44)

s=1

tez jest zbiezny dla u-prawie wszystkich x € X, gdyz jest bezwzglednie zbiezny p.w. Niech

(@) fi,(x) + S(z) gdy szereg (5.44) jest zbiezny
€Tr) =
0 wWpp.

Zauwazmy, ze na zbiorze pelnej miary w X (tam, gdzie szereg S(z) jest zbiezny) mamy

f( fl1 +Z fjs+1 f]s( )) :klggofjk(:v)
s=1

To wynika wprost z definicji sumy szeregu. Ponadto, raz jeszcze korzystajac z lematu
Fatou, otrzymujemy

. L. 1
If = fi.lh =/ lim |fj, — fj.|dp < liminf || f;, — fi ]l < ;- (5.45)
x k—o0 k—o0 2
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Krok 2: zbieznosé ciqgu fj do f w przestrzeni L'. Ustalmy ¢ > 0. Wybierzmy indeks j, tak,

aby

1«
25 2’
Woéweczas, dla dowolnego m > j, jest

S .
1= fulls < 5 dlam,i> ji.

(5.45) 1 € B
15 = fmlly < UF = Fill 40— Fmll S g 40— Fmll < 5+ 5 =5,

a wiec, wprost z definicji granicy, f,, — f w przestrzeni L' (X, ). O
Odnotujmy oddzielnie wazny wniosek z pierwszej czesci powyzszego dowodu.

Wniosek 5.46. Jesli f,, — f w przestrzeni L'(X, ), to cigg (fn) ma podciqg, ktory jest
zbiezny do f prawie wszedzie na X. [

5.5 Splot

W tym podrozdziale symbol L'(R") oznacza przestrzen funkcji catkowalnych na R” wzgle-
dem miary Lebesgue’a \,,.

Definicja 5.47. Splotem funkcji f, g € L!'(R") nazywamy funkcje

frg(x)= - flx —3)g(y)d\n(y).

Iloczyn dwéch funkcji catkowalnych wcale nie musi byé funkcjg caltkowalng (przyklad:
f(z) = g(z) = 1/4/z na odcinku jednostkowym), wiec nie jest rzeczg jasng, czy definicja
splotu jest poprawna.® Wykazemy jednak, ze nie ma powodu do obaw.

Twierdzenie 5.48. Jesli f,g € L'(R"), to ich splot f * g € L'(R™) i zachodzi nieréwnosé
1f =gl < (£l gl - (5.46)

Dowo6b. Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzié, ze ®(x,y) = |f(x —y)-g(y)]| jest funk-
cja mierzalng na R?". Wobec Twierdzenia Fubiniego i niezmienniczoéci miary Lebesgue’a
wzgledem przesunied,

/R% [f(x =) -9(¥)dran(x,y) = / (/ f(x — )] d)\n(x)> l9(y)| dAn ()

= [ 1n1an [ lalan =15l
RTL Rn

gdyz calka [, |f(x — )| dA\,(x) nie zalezy od y. Z drugiej strony, wprost z definicji splotu
f * g, otrzymujemy

t<tall, = [ 1sisladane = [ (] 1 -9 sl an) )ane)
= [ 17 =) g0 dens.9)

(5.47)

(5.47)

£l Nlgll < oo

8L.atwo natomiast zauwazyé, ze splot funkcji f € L' z funkcja mierzalng, ograniczong g jest dobrze okre-
$lony.
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Zatem |f|x|g| € L'(R™) i, na mocy twierdzenia Fubiniego, catka [, |f(x—¥)-g(¥)| d . (y),
jest skoniczona dla prawie wszystkich x € R".

Teze w ogélny przypadku otrzymujemy natychmiast z nieréwnosci |f * g| < |f| * |g],
ktora zachodzi, gdyz | [ hdu| < [y |h|du dla dowolnej przestrzeni z miarg. [

Stwierdzenie 5.49. Dla f,g € L'(R") jest f x g = g * f.

Dowép. To latwo wynika z twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie: przy ustalonym
x przeksztalcenie y — z = x — y jest dyfeomorfizmem R"™ na R", a modul wyznacznika
macierzy Jacobiego tego przeksztalcenia jest (oczywiscie) réwny 1. Dlatego

frol@)= [ flx-y)ol)dly) = [ f(@)olx 2)dr(z) = g+ ().

Dowdd jest zakoniczony. [

Podobnie mozna wykazaé, ze splot jest dziataniem tgcznym na L'(R"), ma wiec pozg-
dane cechy ‘mnozenia’. Jest to jednak mnozenie bez jedynki:

Zadanie 5.50. Wykazaé, ze nie istnieje funkcja 6 € L' (R") taka, ze § * f = f dla kazdej
f € LYR").

Wskazowka. Jakg warto$¢ powinna mieé catka takiej funkcji §? Na jakim zbiorze po-
winna zachodzié ré6wnosé § = 0?

5.5.1 Aproksymacja funkcji calkowalnych funkcjami gladkimi

Jednym z najwazniejszych zastosowan splotu w réznych dziatach analizy jest aproksymo-
wanie funkcji ‘nieporzgdnych’ (tzn. by¢ moze bardzo nieregularnych) funkcjami znacznie
‘porzadniejszymi’, o lepszych wlasnosciach. Wskazemy, jak sie to robi.

Definicja 5.51 (jedynka aproksymatywna). Niech ¢ € C5°(B(0, 1)) bedzie nieujemna
funkcjg gladka o nosniku zawartym w kuli B(0,1) C R"”, taka, ze fB(o 1 pdA; = 1. Be-
dziemy moéwié, ze rodzina funkcji

pe(x) = 5—"¢(f>, x eR", >0,

jest jedynkq aproksymatywna.

Lemat 5.52. Jesli h jest funkcjq klasy C3°(R™), to dla kazdej funkcji f € L' splot f x h
Jest funkcjq klasy C*°. Ponadto, dla kazdego wielowskaznika « zachodzi réwnosé

D(f«h)=f=* (D).

Ostatnia ro6wnosc¢ oznacza po prostu, ze rézniczkowanie D® mozna bez obaw o wynik
wprowadzié¢ pod calke, definiujgcg splot. Jest to mozliwe dzieki twierdzeniu Lebesgue’a
0 zbiezno$ci zmajoryzowane;j.

Dowob. Cigglosé funkeji f * h oraz f x (D%h) latwo wynika z twierdzenia o zbieznosci
zmajoryzowanej, gdyz kazda funkcja gladka o zwartym nosniku jest ograniczona. Dowéd
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réwnosci z tezy lematu wystarczy przeprowadzi¢ w przypadku, gdy o jest wielowskaz-
nikiem dlugosci |o| = 1, tzn. dla pochodnych czgstkowych pierwszego rzedu. Przypadek
ogblny wynika stagd natychmiast przez indukcje.

Ustalmy j € {1,...,n} i punkt x € R". Wéwczas

[rh(x +te;) — f*h(x) h(x +te; —y)—h(x —y)
t _/n t

f(y)d\(y). (5.48)

Dla ¢ — 0 funkcje podcatkowe sg punktowo zbiezne do (%Z_(x —9) - f(y). Noénik funkcji
gladkiej h jest zbiorem zwartym, dlatego wobec twierdzenia o wartosci Sredniej

‘h(x +tej—y)—h(x — y)’ < |t| sup, [|[Dh(2)

|
= Dh =:C.
p ] sgpll (2)]| = C

Mozna wiec, korzystajgc z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, przejsc
do granicy t — 0 pod calkg po prawej stronie réwnosci (5.48); daje to wynik

A(f * h) oh oh

x)= | S—(x—y)f(y)d\(y)

Oh
5 o f@) = f x5 ()

0wy j
(skorzystali§my, jak widaé, z przemienno$ci splotu). O

Wniosek 5.53. Jesli (p.) jest jedynkq aproksymatywngq, to dla kazdej funkcji f € L' i
kazdego ¢ > 0 splot f x p. € C* i dla kazdego wielowskaznika o

DE(f * @c) =+ (D%:).

Zobaczymy teraz, ze splot f * ¢. funkcji f € L! z jedynkg aproksymatywng przybliza
f wnormie L'. Zaczniemy od sprawdzenia tego w szczegélnie prostej sytuacji.

Lemat 5.54. Jesli (p.) jest jedynkq aproksymatywna, to dla kazdej funkcji g: R" — R
ciggtej na R" i znikajgcej poza pewng kulg B(0,r) mamy

g*xpe =g dlas—0

Jjednostajnie na R™. Ponadto, g * . — g w przestrzeni L*(R"), gdy ¢ — 0.

Dowép. Ustalmy liczbe > 0. Poniewaz funkcja g jest ciggla i znika poza pewnym zbiorem
zwartym, wiec jest jednostajnie ciggta na R™. Dobierzmy 6 > 0 tak, aby |g(x) — g(2)| <7
dla ||x — z|| < 0. Niech € € (0, ). Poniewaz no$nik funkcji ¢, jest zwarty w kuli B(0,¢),
a ponadto [ ¢. =1, wiec

|9 % pe(x) — g(x)| =

/ 4(x — 2)pe(2) drn(2) — g(a) / oe(2) dAn(2)
B(0,)

B(0,)

</ l9(x — 2) — g(2)] - pe(2) dAn(2) <77/ p=(2)dMn(2) = 1.
B(0,¢) B(0,¢)

Zatem g *x o, = g wprost z definicji zbieznos$ci jednostajnej. Poniewaz dla ¢ < 1 no$nik
funkcji g * ¢ zawiera sie w kuli B(0,r + 1), wiec ze zbieznosci jednostajnej g x . = ¢
wynika takze zbieznosé g * p. — g w L'(R"?). O
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Lemat 5.55. Funkcje ciqgle o zwartym nosniku w R" tworzq zbiér gesty w L' (R™).

Dow6p. Ustalmy f € L'. Niech > 0 bedzie dowolng liczbg. Przyblizajgc czeéé dodatnig
[, iczes¢ ujemng f funkcji f niemalejgcymi ciggami funkgcji prostych (patrz Twierdze-
nie 4.51), znajdziemy funkcje prosta h taka, ze ||f — h||; < 7. Bez zmniejszenia ogélno-
Sci, postugujac sie twierdzeniem o bezwzglednej cigglosci catki, mozna zalozy¢, ze h jest
skoniczong kombinacjg liniowg funkcji charakterystycznych zbior6w mierzalnych ograni-
czonych.

Z uwagi na nier6wno$é tréjkata w L' wystarczy wiec wykazaé, ze dla dowolnego £ > 0
ih=X,, gdzie A € Z(R") jest zbiorem ograniczonym, istnieje funkcja ciggla g, znikajgca
poza pewng kulg w R” i taka, ze |h — g||1 < e.

7 Twierdzenia 4.26 wynika, ze istnieje zbiér zwarty K C Aizbiér otwarty 2 O A takie,
ze A (Q\ K) < e.Zlematu Urysohna wynika, ze istnieje funkcja ciggla g: R™ — [0, 1] taka,
zeg=1na Kig=0naR"\ Q. Mamy

m—g\hz/ !XA—gId)\n:/ !XA—g|d)\n§/ LdA, = A(Q\ K) <z
Rn O\K O\K

Dowéd lematu jest zakoniczony. [
Mozemy teraz latwo wykazaé zapowiedziane wczeé$niej twierdzenie o aproksymacji
funkcji caltkowalnych za pomocg splotu z jedynkg aproksymatywnag.

Twierdzenie 5.56. Niech (p.):.~o bedzie jedynkq aproksymatywnq. Dla kazdej funkcji
f € Y(R™) splot f * p. — fw L'(R") dla e — 0.

Dowép. Ustalmy f € L'(R")iliczbe n > 0. Postugujac si¢ Lematem 5.55, wybierzmy takg
funkcje ciggla o zwartym nosniku g: R” — R, zeby || f — g||1 < 4. Z nieréwnoSci tréjkata,

1 % e = fllo < NI = 9) * el + g * e = gl +[lg = fllzr-

Trzeci sktadnik nie przekracza n/3 wskutek doboru g. Drugi sktadnik jest mniejszy od /3
dla wszystkich ¢ dostatecznie matych wobec Lematu 5.54. Wreszcie, dla kazdego ¢ > 0,
na mocy nieréwnosci (5.46) z tezy Twierdzenia 5.48,

Wf—w*wﬂlsHf—ﬂh%@ﬂlef—mh<g&

Ostatecznie,

Ifxe =Tl <3 +4+5 =n

Dowdd twierdzenia jest zakoniczony. [
Czesto wygodnie jest wiedzieé, ze funkcje calkowalne mozna aproksymowacé nie tylko

funkcjami gladkimi, ale takze funkcjami gtadkimi o zwartym no$niku. Nietrudno to wy-
wnioskowaé z ostatniego twierdzenia.

Wniosek 5.57. Dla kazdej funkcji f € L'(R™) i kazdej liczby n > 0 istnieje funkcja 1 €
C(R™) taka, ze ||f — |1 <n.
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Dowép. Niech ¢: R" — [0, 1] bedzie ustalong funkcjg klasy C§°(R"), taka, ze ( = 1 na kuli
B(0,1) i ¢ =0 poza kulg B(0,2). Potézmy (r(x) = ((x/R)dlax ¢ R"i R > 0.

Ustalmy 1 > 0 i dobierzmy ¢ > 0 tak, aby || f — f * ¢:||1 < #. Nietrudno sprawdzi¢, ze
dla kazdej funkcji g € L' iloczyn g - (g — g w L' dla R — co. Istotnie,

!g'éR—glllz/ Ig-CR—g\dAn§2/ lg| d\, — 0, R — o0,
R”\B(0,R) R"\B(0,R)

gdyz [0 gy 191 dAn = Jga 19l dAn < 0.
Zatem, dla odpowiedniego matego ¢ > 0 i odpowiednio duzego R > 0 (dobranego do ¢)
jest

1f = Cr- (Fre)l S IF = F el +1F % e = Cr- (Fx )l < 4 + 3 =n.

Funkcja (g - (f * <) jest oczywiscie gtadka i ma zwarty nosnik. [

5.5.2 Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji wielu zmiennych

Metoda bardzo podobng do opisanej w poprzednim podrozdziale mozna udowodnié ogélng
wersje twierdzenia Weierstrassa o jednostajnej aproksymacji funkcji cigglych wielomia-
nami. Czytelnik zna jg juz dla funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;j.

Twierdzenie 5.58 (Weierstrassa o jednostajnej aproksymacji funkcji ciaglych
wielomianami). Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Dla kazdej funkcji cigglej
f: K — Ri kazdej liczby ¢ > 0 istnieje wielomian P: R" — R taki, ze

sup |f(x) — P(x)| <e.
xeK

W dowodzie wykorzystamy jako narzedzie splot. Postuzymy sie tak zwanymi wielo-
mianami Tonellego. Zbiér wszystkich funkcji cigglych na K o wartosciach rzeczywistych
bedziemy oznaczaé symbolem C(K).

Dow6bp. Poniewaz zlozenie wielomianu z funkcjg afiniczng x — \-x+b jest wielomianem,
wiec wystarczy wykaza¢ twierdzenie przy dodatkowym zalozeniu K C B(0, i) Ustalmy
f € C(K). Korzystajgc z twierdzenia Tietzego o przedluzaniu mozemy zaltozy¢, ze f jest
okreslona na calej przestrzeni R" i znika poza kulg B(0, %)

Krok 1: definicja wielomianéw Tonellego. Pol6zmy
tn(x)=(1—[lx[)Y, xeR", N=12...,

de:/ tN(x)d)\n(x)
B”(0,1)

Sprawdzimy, ze

1
dN,n > m dla N > n. (5.49)
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W tym celu oszacujemy® catke, definiujgcg dy ., stosujac twierdzenie Fubiniego (podobnie
jak w dowodzie Twierdzenia 5.29). Oznaczajgc x = (x’,z,), gdzie x’ € R""!, otrzymu-
jemy po niezbyt skomplikowanym rachunku

dnn = /B o) tn () dAn ()
- /11 </B"—1(o,\/ﬁ)(1 —ap = [la"[HY d>\n_1(x’)> dz,,
1
— /_1(1_36%)N</Bn1 W)( _HWH> dhn_1(x ))d:rn
— /11(1 — xi)NﬂT*l (/Bn_l(o , (1 _ Hy/”2> d/\n_1(y’)) iz,

1
= 2dNn1 / (1 - 22)N+" 3 day, (5.50)
0

Dokonali§my wyZej linoweJ zamiany zmiennych: w wewnetrznej calce, przy ustalonym z,,,
podstawilismy x’ = (1 —22)/2.y’; jest to przeksztalcenie liniowe przestrzeni R"~!, a jego
jakobian wynosi (1 — x%)(" n/2,

Poniewaz 1 — 22 > 1 — x,, na (0, 1), wiec z (5.50) otrzymujemy

1 1
de = QdN7n_1 / (1 — a:?l)N+nTld.%'n Z 2dN,n—1/ (1 — .’L’n)NJrnTl dacn
0 0

_ 2dNp-1 _ dNp-1
= 1 >
N+zl~ N

dla N >n > 151

Stad, przez indukcje,

s N2 [y g, 2 1(1— Wdg=— 2 S N
N”—an_anl 0 x x an x x_(N_}_l)anl :

Pol6zmy teraz

1
Tnf(x) = ity * f(x) = / tn(x —2)f(z)d\,(2), x € B(0,3). (5.51)
dN,n dN n n
Przy ustalonym z funkcja podcatkowa jest wielomianem zmiennej x = (x1,...,z,). Dla-

tego funkcja Ty f jest wielomianem zmiennej x. Poniewaz f = 0 poza kulg B(0, %),
wige catkowanie w (5.51) odbywa sig w istocie tylko po B(0,1). Jesli x,z € B(0, 3), to
x — z € B(0,1). Dlatego, z przemiennosci splotu,

1
i [ ) - ) () (5.5
N,n JB(0,1)

Inf(x)=

Krok 2. Zbieznosé wielomianéw Tonellego. Ustalmy ¢ > 0. Funkcja f jest jednostajnie
cigglta na R", wiec istnieje liczba § > 0 taka, ze dla |x — z|| < J jest |f(x) — f(2)]| < e.
Worost z definicji funkeji ¢y i liczb dy ,, otrzymujemy

1
i [ ),
N7n B(Ovl)

“Mozna wyrazié dy, przez funkcje I' i B Eulera, postugujac sie regula Cavalieri’ego.

flx) = f(x)-
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wigc dla dowolnego punktu x € B(0, 1) jest

)~ Taf@] = g [ ) ()~ 5 ) )
< L+ 1, |
gdzie
1
=g [ ) )~ -3l in).
1
=g [ ) 1)~ S 3 ),

Calke I, szacujemy brutalnie, zastepujgc modul réznicy sumg moduléw, a nastepnie
uwzgledniamy oszacowanie (5.49) liczb dy . Oto efekt:

1
I, < 2suplf|- / tN(y) dAn(y)
dNn Jo<|y|<1

< 2swplf|- N[ a2V dn)
o<]lylI<1

< 2w supl|f]- N*(1—-65)N -0 dla N — oc.

Dlatego catka I> < ¢ dla wszystkich N > Ny = Ny(e, f, 0, n); uzyskane oszacowanie I, jest
jednostajne wzgledem x, wiec oczywiscie Ny nie zalezy od x € B(0, %)

Szacujac [;, zauwazamy, ze w tej calce czynnik { f(x)— f(x — y)] jest maly wskutek
doboru liczby §. Dlatego

3

I /”y<6t1v(y)d/\n(y)

dN,n
9

< / tn(y)d\.(y) =¢  dlawszystkich N € Nix € B(0,1).
B(0,1)

dN,n

Ostatecznie wigc, sup,cp(o,1/2) [f (%) — T f(x)] < 2e dla wszystkich N > Ny. U

Czytelnik, ktéry pamieta jeszcze definicje wielomianéw Bernsteina i dowdd twier-
dzenia Weierstrassa dla przestrzeni C ([0, 1]) , moze zwroci¢ uwage na podobieristwo obu
dowod6éw. Méwigce niezbyt precyzyjnie, usredniamy w nich wartosci f wzgledem pewnej
miary unormowanej (inaczej: probabilistycznej) 11y, dobranej tak, aby wynik uérednienia
byt wielomianem stopnia zaleznego od N. Dla duzych N miara py jest niemal skoncen-
trowana w jednym punkcie. Oszacowanie réznicy miedzy funkcjg f i wielomianem, ktéry
powstaje w wyniku jej usredniania, wykonane jest w obu dowodach tym samym sposo-
bem. Osoba, zainteresowana analizg, zetknie sie z takg metodg szacowania sum lub calek
w wielu innych zagadnieniach.



Rozdzial 6

Miara powierzchniowa na
rozmaitosciach zanurzonych

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ definicjg tzw. miary powierzchniowej na m-wymiarowej
rozmaito$ci zanurzonej M C R" oraz opisem wlasnosci tej miary. Definicje wprowadzimy
tak, aby dla m = 1 otrzymaé dlugosé krzywej, a dla m = 2 — pojecie pola powierzchni
gladkiej, odpowiadajgce naturalnym intuicjom.

Czytelnik pamieta zapewne, ze na I roku studiéw okresliliémy dlugosé krzywej jako
kres gérny dlugosci tamanych wpisanych w te krzywa. Pomysl, stojacy za definicjg miary
powierzchniowej, jest w istocie podobny. Zaczniemy jednak od przyktadu, ktéry §wiadczy
o tym, ze definiowanie pola powierzchni gladkiej wigze sie z pewnymi trudnosciami.

Przyklad 6.1 (chinska latarnia H. A. Schwarza, 1880). Dla danych liczb natural-
nych m,n > 1 opiszemy powierzchni¢ wieloScienng L, ,,, zlozong z 2mn przystajacych
trojkagtéw réwnoramiennych o wierzchotkach polozonych na powierzchni bocznej walca
obrotowego o promieniu podstawy r = 1 i wysokosci h = 1.

Poprowadzmy n+ 1 plaszczyzn poziomych 7y, 7o, . . ., m,; pierwsza z nich zawiera dolng
podstawe walca, ostatnia — gérng podstawe, a odleglos$¢ sgsiednich ptaszczyzn jest réwna
1/n. Plaszczyzny te przecinajg powierzchnie¢ boczng walca wzdtuz n + 1 okregéw. Na kaz-
dym okregu ustalamy m punktéw, stanowigcych wierzchotki m-kata foremnego; robimy
to tak, aby punkty na (j + 1)-szym okregu lezaly nad srodkami lukéw, wyznaczonych
przez punkty na j-tym okregu.! Liczba wszystkich punktéw wynosi (n + 1) - m.

Powierzchnia L,,, jest sumg wszystkich tréjkatéw, ktérych podstawa tgczy dwa sg-
siednie punkty na tym samym okregu, a trzeci wierzcholek znajduje sie¢ na sgsiednim
okregu, nad lub pod Srodkiem tuku wyznaczonego przez korice podstawy. Otrzymujemy
w ten sposéb 2m tréjkatéw miedzy kazdg parg sgsiednich okregéw. Razem trojkatow jest
2mn. Rozwigzujgc dwa tatwe zadania z geometrii ptaskiej, sprawdzamy, ze kazdy z tych
tréjkatéw ma podstawe a,, , i wysoko$¢ h,, , dane wzorami

1 2 1
amn:2sin1, hmn:\/—i—(l—cosw) :\/+4sin47r
’ m ' n? m n? 2m

1Czytelnik, dbajacy o pelng formalna $cislosé, moze opisaé wspélrzedne tych punktéw w R®. Rzeczg bar-
dziej pouczajacy jest jednak samodzielnie wykonanie kilku rysunkow.

139
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Dlatego pole P, ,, chinskiej latarni L,, ,, wynosi

h 1
Pmn:2mn-M:2mnsin£ —+4sin4l
’ 2 m \ n? 2m

:%.m(ﬂ/m).\/lﬂnzsmﬂt;.

w/m m

Nietrudno zauwazy¢, ze granica podwéjna lim,, ,, o0 Pr n nie istnieje, z uwagi na za-
chowanie czynnika pod pierwiastkiem kwadratowym. Dla m = n — oo otrzymujemy
Pp.n — 2. Jednak np. dla n = 2m? jest

lim Py =27 lim SR0/M) \/1 +16mAsint —— = 2m/1 4+ 74
m—00 ’ m—00 7T/m 2m

Latwo wskazac takie ciggin;, m; — oo, dla ktérych P, . — 27 A, gdzie A > 1 jest z gory
zadang liczbg (zainteresowany Czytelnik zrobi to bez trudu sam). Wreszcie, P,, ,,,3 — oo
dla m — oc.

Widaé wiec, ze wynik przyblizania powierzchni bocznej walca za pomocg tréjkatéw o
bokach o coraz mniejszej dlugosci zalezy nie tylko od liczby tych tréjkatéw, ale i od propor-
cji ich bokéw. Rézne wyniki uzyskuje sie dlatego, ze dla n > m kat miedzy plaszczyzng
trojkata i powierzchnig walca jest oddzielony od zera. [

6.1 Definicja miary powierzchniowej

6.1.1 Wyznacznik Grama. Intuicje geometryczne.

Przypomnijmy, ze wyznacznikiem Grama wektoréw w1, ..., w,, € R” nazywamy liczbe

Gwi,wa,...,wy)=det ((wi,wj>> . (6.1)

ij=1,...m

Na wyktadach Geometrii z Algebrg Liniowg dowodzi si¢ nastepujacych wlasnosci wy-
znacznika Grama:

1. G(wy,wo,...,w,) =0, gdy wektory w, ..., w,, € R” sg liniowo zalezne.

2. Zachodzi wzor

Gwy, wy,...,wy,)=h? Gws,, ... wy),
gdzie h = dist (w1, span (waq, ..., w,,)) jest dlugoscig rzutu prostopadtego wektora
w na podprzestrzen R" prostopadlg do span (wo, ..., w,,). W szczegélnosci,
G(wi,ws,...,wy,) = |wi|* Gws,..., wy,),

gdy wektor w; L w;dlaj=2,...,m. (6.2)

Ponadto, wprost z definicji wyznacznika Grama i definicji iloczynu dwéch macierzy wy-
nika, ze dla m = n liczba G(w, wo, ..., w,) jest réwna kwadratowi wyznacznika ma-
cierzy o kolumnach w;, a wiec kwadratowi n-wymiarowej miary Lebesgue’a réwnolegto-
Scianu rozpietego na wektorach w;.
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Parametryzacja fragmentu rozmaitosci dwuwymiarowej; obrazy matych kwadratow w dziedzinie V parame-
tryzacji ¥ sg krzywoliniowymi czworokgtami na powierzchni M.

Postugujac si¢ wzorem (6.2) i definicjg, nietrudno zauwazy¢, ze dlam = 2in = 3
liczba G(w1, w,) jest kwadratem pola ré6wnolegloboku rozpietego na wektorach w,, wo C
R3. Przyjmuje sie, ze m-wymiarowa objeto§é ré6wnolegtoscianu, rozpietego na wektorach
wi,...,w, € R" jest rowna pierwiastkowi z wyznacznika Grama tych wektoréw. Z po-
wyzszych uwag wynika, ze jest to interpretacja naturalna i sensowna.

Intuicje geometryczne

Opiszemy teraz intuicje, kryjacg sie za definicjg m-wymiarowej miary powierzchniowe;j
na rozmaitoSci M C R"™. Przypus$émy, ze dla pewnego zbioru otwartego U C R™ czesé
wspolna U N M jest rowna ¥(V'), gdzie V jest zbiorem otwartym w R™. Zakladamy, ze
przeksztalcenie

UV:R"DOV ¥ (V)=MnNnUCR"

jest homeomorfizmem na obraz, klasy C!, a jego rézniczka DV (x) ma maksymalny rzad
m (tzn. jest monomorfizmem liniowym) w kazdym punkcie x € V.

Dla uproszczenia pomyslmy najpierw o przypadku m = 2, n = 3; przeksztalcenie ¥
okresla wtedy, jak nalezy umies$ci¢ (ptaski, dwuwymiarowy) zbiér V' jako (pozbawiong za-
gieé i sklejert) powyginang powierzchnie w tréjwymiarowej przestrzeni.? Obrazami kwa-
dracikéw w dziedzinie V' sg krzywoliniowe czworokaty na powierzchni M NU. Jesli K C V
jest malym kwadratem o wierzchotku x € V' i bokach réwnoleglych do osi uktadu wspoé1-

27 taka sytuacja spotkal sie juz Czytelnik np. w Przykladzie 1.62, gdzie opisywali§my powierzchnie torusa
obrotowego jako obraz pewnego przeksztalcenia F: R> — R3. Obcinajgc to przeksztalcenie do kwadratu
(0,27)?, otrzymamy parametryzacje torusa z usunietymi dwoma okregami.
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rzednych, to obraz ¥ (K) jest — niemalze, z bardzo dobrym przyblizeniem! — r6wnolegto-
bokiem zawartym w (afinicznej) plaszczyznie stycznej do M, o bokach réwnolegtych do
wektoréw DU (x)e; i DY (x)es, gdzie e; oznaczajg wektory standardowej bazy w R2. Za-
tem

Pole (¥(K)) ~ pole réwnolegtoboku = \/det (D\l!(x)TD\Il(x)) e (K).

Prosze zauwazyé, ze przeksztalcenie liniowe DU (x): R?> — R3 przeprowadza kwadrat
jednostkowy [0,1]> C R? na réwnoleglobok rozpiety na wektorach w; = DV¥(x)e; i
wy = DY (x)es; kwadrat pola tego réwnolegloboku jest réwny wyznacznikowi Grama
G(wi,wsy) = det(D¥(x)'D¥(x)), gdyz elementy macierzy D¥(x)" D¥(x) to wlasnie
iloczyny skalarne wektoréw w, = DVU(x)e; i wo = D¥(x)es.

Dlatego jest rzeczg naturalng przyjac, dla m = 2 i n = 3 oraz zbioréw mierzalnych
A CV C R?, definicje

oo (W(A)) = /A \/det (D\Il(x)TD\Il(x)> dDro(%) ; (6.3)

symbol oy oznacza tu dwuwymiarowg miare powierzchniowg na rozmaitosci M C R?,
parametryzowanej przez odwzorowanie V.

W ogélnym przypadku, dla 1 < m < n, postepuje si¢ podobnie, przyjmujac, ze dla
MNU = ¥(V), gdzie parametryzacja V¥ jest r6znowartosciowa i jej rézniczka ma rzad m,
miara powierzchniowa o, podzbioréw M N U okreslona jest wzorem

Tm(W(A)) = /A \/det (D\If(x)TD\If(x)) dn(x) dlaACV CR™ Ac 2[R

(6.4)
Sens powyzszego wzoru jest nastepujgcy. W matej skali przeksztalcenie klasy C* jest z do-
brym przyblizeniem liniowe. Dlatego miare gtadkiej, m-wymiarowej powierzchni przybli-
zamy za pomocg sumy m-wymiarowych objetosci réwnolegloscianéw, bedacych obrazami
(pod dzialaniem rézniczki parametryzacji) matych, m-wymiarowych kostek, zawartych w
dziedzinie przeksztalcenia.
Caly powyzszy opis nalezy jednak traktowaé wylgcznie jako pewng intuicje. Nie znamy
na razie odpowiedzi na nastepujgce pytania:

1. Czy kazdy zbior M C R", dopuszczajgcy (lokalnie) podany wyzej opis parametryczny,
rzeczywiscie jest rozmaitoscig?

2. Czy definicja miary o,, na M NU nie zalezy od wyboru parametryzacji ¥? Jak postg-
pié, gdy rozmaitos¢ M jest sumg wielu czesci M N U;, opisanych za pomocg réznych
parametryzacji ¥;: V; - M NU; C R"?

W kolejnym podrozdziatach (patrz 6.1.2 i 6.1.3 nizej) przekonamy sie, ze wzory (6.3)—(6.4)
istotnie nie zalezg od wyboru parametryzacji ¥: V' — M NU. Zanim jednak przejdziemy
do ogélnych, abstrakcyjnych rozwazan, poczynmy dwie uwagi, ktére utatwiajg obliczanie
pola gladkich powierzchni w R3.

Uwaga 6.2. Niechm = 2,n = 31i ¥U(x) = (x, f(x)), gdzie f: R? D V — R jest funkcjg
klasy C'. Rozmaito$é (powierzchnia) M = ¥(V) jest wtedy wykresem funkcji f. Mamy

1 0 .
D\I’TD\IJ = 1 O fml . 0 1 _ 1 + fxl fﬂclfmg
0 1 fu for fon forfos 14 f2



© MIM UW, 2011/ 12 143

i dlatego

\/det<D( YD (x ) VI (%) + 12, (%), (6.5)

Zadanie 6.3 (tozsamos¢ Lagrange’a). Niech M bedzie macierzg o trzech wierszach i
dwéch kolumnach. Sprawdzié bezposrednim rachunkiem, ze

det(MTM) = A? + B* + C?, (6.6)

gdzie A, B i C oznaczajg minory 2 x 2 macierzy M. Ogélniej, dla dowolnych wektorow
u,v € R" zachodzi ré6wnosé

le)? - Jol® = (w,0)? = Y (wiwy —viuy)?.

1<i<j<n

Przyklad 6.4 (pole sfery). Niech M = {(x,y,2) € S?: z > 0} bedzie poléwkg sfery
jednostkowej. Wtedy M jest wykresem funkcji

flry)=v1-22—y2,  2?4+y°<1

Latwo obliczamy

_ T _ Y / 24 2 _ 1
fac— /71_x2_y27 fy— /—1—(['2—y2, 1+fx+fy_ /71—$2—y2‘

Dlatego, postugujac sie wzorem (6.3) i réwnoscia (6.5), a nastepnie przechodzac do
calkowania we wspétrzednych biegunowych (jak wtedy, gdy korzystajac z twierdzenia Fu-
biniego i twierdzenia o zamianie zmiennych obliczaliémy calke [, e~ dz), otrzymujemy

oo(M) = = d)\g (x,y)
{(zy): 224y2<1} /1 — 2% — 32
2m 1 rdr r=1
:/ </ >d9:27r-(—\/1—r2> = 27.
0 0o V1—r2 r=0

Wynik, jak widaé, jest zgodny z oczekiwaniami. [

Przejdziemy teraz do uscislenia wszystkiego, co zostalo powiedziane wyzej.

6.1.2 Parametryczny opis rozmaitosci zanurzonych

W podrozdziale 3.5 definiowali$my m-wymiarowe rozmaitosci zanurzone w R¥ jako zbiory,
ktore lokalnie, w otoczeniu kazdego ze swoich punktow, sg wykresami & — m pewnego
ukladu funkcji m zmiennych. Do definiowania miary powierzchniowej i jej obliczania
przyda sie nam réwnowazny, tzw. parametryczny opis takich rozmaitosci.

Definicja 6.5. Niech 1 < m < n iniech V' C R™ bedzie zbiorem otwartym. Bedziemy
mowié, ze przeksztalcenie
U:R" DOV - R"”

jest parametryzacjq klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ € C*(V,R") jest homeomorfi-
zmem na obraz, a ponadto przeksztalcenie przeksztalcenie DV (x) jest wlozeniem linio-
wym (monomorfizmem) dla kazdego x € V.
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Twierdzenie 6.6. Niech M C R" i niech p € M bedzie ustalonym punktem. Nastepujgce
warunki sq réownowazne:

(1) Istnieje kula B(p,r) w R" taka, ze M N B(p,r) jest wykresem pewnej funkcji m
zmiennych klasy C*, tzn. istnieje m-wymiarowa podprzestrzen liniowa

P =span(e;,,...,e; ) CR™,
zbior Q otwarty w P i funkcja ¢ € C*(P, PL) takie, ze
MnB(p,r) =wykrespnN B(p,r),

gdzie
wykres p = {(x,y) € R" = PaPtix e, y=p(x)}.

(ii) Punkt p ma takie otoczenie otwarte U C R", ze M NU = ¥(V) dla pewnej parame-
tryzacji U € CF, U: R™ 5V — R™

Pierwszy warunek powyzszego twierdzenia pojawit sie, dla £ = 1, w definicji rozma-
itosci zanurzonej klasy C' (patrz podrozdzial 3.5).

Dowob. Z pierwszego warunku wynika oczywiscie drugi. Jesli M N B(p, r) jest wykresem
funkcji : R™ = P — R*™ = Pl to wéweczas przeksztalcenie

U:R" 5% +— (x,p(x)) € PoP-=R"

jest parametryzacja, tej samej klasy gtadkosci, co ¢. Nietrudno sprawdzi¢, ze VU jest ho-
meomorfizmem na obraz. Wreszcie, macierz rézniczki ¥, ktéra ma n wierszy i m kolumn,
zawiera — w gornych wierszach — klatke, ktora jest macierzg identyczno$ciowa m x m.
Dlatego rzad DV (x) jest maksymalny dla kazdego x.

Wykazemy, ze drugi warunek pocigga za sobg pierwszy. Niech M NU = ¥(V) dla pew-
nej parametryzacji ¥ klasy C* i niech ¥(a) = p. Z definicji, pewien minor m x m macierzy
DV (a) nie znika; to oznacza, ze dla pewnych 1 < i; < --- < i,, < n przeksztalcenie

f:(\Ifil,\Ifi2,...,\Ifim)l V - R™

spelnia w punkcie @ € V zalozenia Twierdzenia 3.9 o funkcji odwrotnej. Zatem, f jest dy-
feomorfizmem klasy C* (patrz Uwaga 3.15) pewnego otoczenia V; punktu @ na otoczenie
otwarte V; punktu f(a).

Oznaczmy teraz P = span (e;,, ..., e;, ) (dla numeréw i, uzytych w definicji f); ptasz-
czyzna P zawiera obraz V, dyfeomorfizmu f. Plaszczyzna P jest wéwczas rozpieta na
pozostalych n — m wektorach standardowej bazy; oznaczmy je e;,,...,e; . Niech m;
oznacza rzut prostopadly na P, za§ my = Idg» — m; — rzut prostopadly na P.

Nietrudno teraz wskazaé funkcje ¢: P — P, ktérej wykres pokrywa sie ze zbiorem
M w otoczeniu punktu p. Polézmy mianowicie

@: =moWo fTLiRM" 2PV, —» PLRY™,
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Zauwazmy, ze dla kazdego y = (yi,, ¥ip,---»¥i,) € Vo C Pjest (Vo [ (y) = vi;
to wynika wprost z okreslenia f. Innymi stowy, 71 o ¥ o f~! jest identycznoécig na V5.
Dlatego wykres ¢ to zbiér punktow (x, ¢(x)), gdzie

PO Vesx =moWo f(x),
PLsp(x)=moWof(x).

Innymi stowy,
(%, p0(x)) =Vo fH(x), xel, (6.7)

wiec (w malym otoczeniu punktu p) wykres funkcji ¢ jest tym samym, co obraz prze-
ksztalcenia . [

Definicja 6.7. Bedziemy méwié, ze M C R” jest rozmaitoscig m-wymiarowg klasy C*,
jesliw kazdym punkcie p € M spelniony jest jeden z warunkéw réwnowaznych Twierdze-
nia 6.6. Jesli ¥: V — U (V) = UNM jest parametryzacjg cze$ci wspoélnej zbioru otwartego
U z rozmaitoécig M, to przeksztalcenie U=': M N U — V nazywa sie mapq. Zbiér map,
ktorych dziedziny pokrywajg rozmaitosé M, nazywa sie atlasem.

Uwaga 6.8 (przestrzen styczna). W Twierdzeniu 3.26 opisaliSmy przestrzen styczng
do rozmaitosci M w punkcie p. Przypomnijmy: jesli w otoczeniu punktu p rozmaitosé
M jest wykresem funkgcji p: R™ — R" ™ to kladgc ®(x) = (x,p(x)) i przyjmujac @ =
®~1(p) € R™, otrzymujemy

Ty M =Im D®(a).

Poréwnujac ten wynik ze wzorem (6.7), wnioskujemy tatwo, ze je$li U N M = ¥(V), gdzie
U jest jakgkolwiek parametryzacjg klasy C* i ¥(a) = p € M dla pewnego a € V C R™,
to woéwczas

TpM =Im DV(a),

gdyz rézniczka D(f~!) dyfeomorfizmu f~! we wzorze (6.7) jest izomorfizmem liniowym.

6.1.3 Twierdzenie o rzedzie. Poprawnosé definicji miary o,,.

Aby wykazaé niezalezno$é definicji miary powierzchniowej na rozmaitosci M od wyboru
parametryzacji, udowodnimy wazne twierdzenie, opisujace strukture takich przeksztal-
cen klasy C*, ktérych rézniczka ma staty rzad.

Twierdzenie 6.9 (o rzedzie). Zalozmy, ze przeksztatcenie V: R™ DOV — R” jest klasy
C*, a jego rézniczka DV (x) ma we wszystkich punktach x zbioru V rzqd réwny r, gdzie r
Jest ustalong liczbg naturalng. Wowczas dla kazdego punktu a €V istniejg zbiory otwarte
Ui > a iU, > VY(a) oraz dyfeomorfizmy klasy C*,

fl:]RmDUl—}fl(Ul)CRm, fg:RnDUQ—LfQ(UQ)DRn,
takie, zZe

oWo fil(x) = (z1,29,...,2,,0,...,0), x = (x1,...,2m) € fi(U1).
fo firi (%) = (21,22 ) (21 ) € f1(Uh)

n—rzer
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Dowép. Ustalmy @ < V. Z zalozenia, pewien minor r x r macierzy D¥(a) nie znika. Prze-
numerowujgc w razie potrzeby zmienne (w dziedzinie i w obrazie), mozemy bez zmniej-
szenia og6lnosci przyjaé, ze

Polézmy
filx)=(Ti(x),..., Y (%), Try1,...,Tm), X € V.

Nietrudno sprawdzié¢, ze macierz D f; ma blokowg postac

ov;
Df = <a\§j>i,j:1,...,r *

0 Id(m—r)x(m—r)

Dlatego
ov;
det Dfi(a) = det(ng (a))m‘:L...,r #0.

Wybierzmy otoczenie U; punktu a tak, aby f; bylo na U; dyfeomorfizmem klasy C* na
pewien m-wymiarowy przedzial otwarty fi(U;). Wprost z okre§lenia f; wynika, ze

To fil(x)=(x1, .., p, hep1 (%), ..., ha(x)), x € f1(Uy),
gdzie h, sg pewnymi funkcjami klasy C*. Mamy
D(Wo fi1)y=DVoD(fh),

a poniewaz rézniczka D(f; 1) dyfeomorfizmu fi ! jest izomorfizmem liniowym, wiec rzad
przeksztalcenia D(V o f; 1) jest taki sam, jak rzad DV, tzn. réwny r. Stad latwo wynika,
ze

oh
aa;(x):0 dla s,t >r
— w przeciwnym razie rzad macierzy D(V o f; 1) bylby wiekszy od r. Zatem funkcje h, na
przedziale f1(U;) zalezg tylko od zmiennych z1, ..., x,. Polézmy teraz
fo(xy,. .., xpn) = (xl, e Ty Tl — P (21, 2)y e T — B (2, . ,xr)).

Latwo sprawdzié, ze f> jest dyfeomorfizmem (dyfeomorfizm odwrotny uzyskujemy, zmie-
niajgc w powyzszym wzorze minusy na plusy!)ize foo Wo f;° ! przeprowadza punkt x w
(1,...,27,0,...,0). O

Odnotujmy wazny wniosek z twierdzenia o rzedzie.

Lemat 6.10 (o funkcjach przejscia). Jesli M C R"™ jest rozmaitosSciq m-wymiarowq,
zbior U C R" jest otwarty, a przeksztalcenia

U:R" SOV, 5> U(V;)=UNMCR", i=1,2,

sq parametryzacjami klasy C*, to ztozenie U, ' o Wy: Vi — V; jest dyfeomorfizmem klasy
C* zbioréw otwartych w R™.
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Dowép. Ustalmy a € V; € R™. Z Twierdzenia 6.9 wynika, ze dla pewnych dyfeomorfi-
zméw f1, fo rownosé

faoWiofil(x)=(21,...,2m,0,...,0)

zachodzi w otoczeniu punktu fi(a) € R™. Obraz przeksztalcenia f, o Uy o f| ! mozna
utozsamié z R, a samo to przeksztalcenie — z identycznoscig na R™, ktéra jest gladka
i odwracalna. Zauwazmy teraz, ze

(fi) o (f200 Offly1 0 fa0oWy =T oy

jest klasy C*, bo lewa strona powyzszej réwnosci jest zlozeniem przeksztalcen klasy C*.
Zamieniajgc U i U5 rolami w powyzszym rozumowaniu, wnioskujemy, ze réwniez U, Lowy
jest klasy C*. Poniewaz parametryzacje ¥; sg homeomorfizmami, wigc ¥, Lo W, (i prze-
ksztalcenie dori odwrotne, \Iffl o Uy) jest dyfeomorfizmem. [

Stwierdzenie 6.11 (niezalezno$é miary powierzchniowej od wyboru parametry-
zacji). Zatézmy, ze M C R" jest rozmaitosciq m-wymiarowq klasy C', zbiér U C R" jest
otwarty, a przeksztatcenia

U:R" SOV, 5> U (V;)=UNMCR", i=1,2,

sq parametryzacjami klasy C'. Niech B = U{(A;) = Wy(As), gdzie A; C Vi dla i = 1,2,
bedzie borelowskim podzbiorem M. Wéwczas

/Al \/det (Dllll(x)TD\Ill(x)) Ao (20) :/A2 \/det (D\Ilg(x)TD\IIQ(x)) D () .

Dowo6p. Wystarczy skorzystaé z tego, ze wyznacznik iloczynu dwéch macierzy kwadrato-
wych jest iloczynem wyznacznikéw tych macierzy, a nastepnie zastosowac twierdzenie o
catlkowaniu przez podstawienie. Oznaczmy & = \Ill_1 o Uy; z ostatniego lematu wynika, ze
®: Vo — Vi jest dyfeomorfizmem klasy C'. Zatem Ws(x) = U1 (®(x)); ktadgec y = ®(x),
otrzymujemy ze wzoru na rézniczke zlozenia

T
DUs(x)  DUy(x) = (Dml(y)mp(x)) DU, (y)Dd(x)

= Do(x)" - (DW1(y)"DW:(y)) - DD(x),

stad zas i ze wzoru na wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych,

\/det (D\Ilz(x)TD\IJQ(x)> — |det D®(x)| - \/det (D\Ill(y)TD\Ill(y)> .y = d(x).

Oznaczajgc f; = \/ det(DYT - DV,), zapisujemy powyzszg zaleznos¢ krétko:

f2 = |det D®| - (f1 o ®) na zbiorze V5.

Teza wynika natychmiast z Twierdzenia 5.22 o zamianie zmiennych. [
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Definicja miary o,,

Nietrudno teraz podaé¢ formalng definicje miary powierzchniowej o, na rozmaitos$ci m-
wymiarowej M C R". Poniewaz topologia przestrzeni R"” ma przeliczalng baze, wiec na
M istnieje atlas zlozony z co najwyzej przeliczalnie wielu map. Innymi slowy, istnieje co
najwyzej przeliczalnie wiele parametryzacji

Ui R™ — U;(V;) =U;NM CR",  gdzie M C| Ui,

ktorych obrazy pokrywajg calg rozmaitosé M. Kazdy zbiér borelowski B C M mozna
przedstawic jako sume przeliczalnie wielu zbioré6w borelowskich parami roztgcznych B;,
zawartych w dziedzinach poszczegélnych map, ktadac

By =BnNU, BQZ(BQUQ)\Ul, BgZ(BﬂUg)\(UlUUz),

Niech V; D A; = \Il;l(Bi); przyjmujemy

om(B;) = /A | \/det (quiTD\pi) Ao (6.8)

om(B) :iam(Bi) :i / \/det (D\I/ZTD\I/Z-) A . (6.9)
i=1 i=1 7 Ai

Liczba o,,(B) nie zalezy ani od wyboru poszczegélnych parametryzacji ¥;, ani od wyboru
zbioréow otwartych U;, pokrywajacych rozmaitosé M. To pierwsze wynika ze Stwierdze-
nia 6.11; druga wtasnosé bierze sie stad, ze majgc dwa otwarte pokrycia przeliczalne M,
zbiorami U; oraz U/, mozna rozwazy¢ trzecie, drobniejsze od nich obu, pokrycie zbiorami
U; N UJ’- (a na kazdym U; N M funkcja o,, jest miarg).

Uwaga 6.12. Powyzsza miare o,,,, okreslong na borelowskich podzbiorach M, mozna uzu-
pelnié (tak, aby kazdy podzbiér zbioru miary o,, zero byt mierzalny!), korzystajac z twier-
dzenia Carathédory’ego.

6.2 Wzor Cauchy’ego-Bineta. Przyklady.

Twierdzenie Cauchy’ego—Bineta jest uogélnieniem tozsamosci Lagrange’a. Mozna dzieki
niemu oblicza¢ wyznacznik Grama uktadu wektoréw, nie obliczajac iloczynéw skalarnych
tych wektoréw.

Niech S = {i1,2,...im}, gdzie i1 < is < ... < i, bedzie dowolnym m-elementowym
podzbiorem {1,2,...,n}. Jesli A jest macierzg o m wierszach i n kolumnach, to przez
A(S) oznaczymy macierz kwadratowg m x m, ktéra powstaje z A przez wybranie kolumn
o numerach i; < iy < ... < iy, (nalezgcych do zbioru S). Podobnie, jesli B jest macierzg o
o n wierszach i m kolumach, to przez B(S) oznaczymy macierz kwadratowg m x m, ktéra
powstaje z B przez wybranie wierszy o numerach i1 < is < ... < ip,.

Twierdzenie 6.13 (wzér Cauchy’ego-Bineta). Jesli A jest macierzq o m wierszach i n
kolumnach, zas B — macierzq o o n wierszach i m kolumach, gdzie 1 < m <mn, to

det AB= ) det A(S)-det B(S). (6.10)
S:{ihiz,...im}
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Dowép. Niech A = (a;;), B = (bji), gdzie pierwszy indeks oznacza numer wiersza, a drugi
— kolumny. Wéwczas
AB = ( Z aijbjk) .
J

Innymi slowy, k-ta kolumna macierzy AB jest kombinacjg liniowg kolumn macierzy A,
ze wspoétczynnikami by;:

(AB)kol.k = Y _ bji(A)kol. ;
j

Wyznacznik macierzy jest wieloliniowg funkcjg jej kolumn; dlatego, z powyzszej réwnosci
otrzymujemy

det AB = Z bjl,lbj%g . bijm det ((A)kol. g1 (A)kol. Gare ey (A)kol. jm)
jlvj?w“’jm

Jesli ktore§ dwa indeksy w ostatniej sumie sg réwne, to wyznacznik macierzy, ktéra ma
dwie identyczne kolumny, znika. Zatem,

det AB = > B(B,S)det A(S), (6.11)

S:{j1<j2<---<jm}

gdzie wspélezynniki (B, S) zalezg od macierzy B i podzbioru S = {j1 < jo < ... < jm}-
Aby wyznaczyé (B, S), wypiszemy powyzszg rownos¢ dla konkretnych A. Ustalmy S =
{j1 < j2 < ... < jm}iniech A bedzie macierzg, ktorej js-ta kolumna jest rowna e dla
s =1,...,m, apozostale kolumny sg zerowe. Wowczas det A(S) = detId = 1idet A(S") =0
dla S’ # S. Ponadto, AB = B(S). Podstawiajgc te zalezno$ci do wzoru (6.11), otrzymujemy
det B(S) = B(B, S) dla kazdego S = {j1 < j2 < ...<jm}. O

Przyklad 6.14 (pole ‘plaskiego’ torusa w R*). W przestrzeni R* rozwazmy torus
T? = S' x St = {(z,y, 2,w) € R*: 22 + ¢? = 22 + w? = 1}.
Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze T? jest rozmaitoscig dwuwymiarows. Niech
W: (0,27)% > (t,5) — (cost,sint, cos s,sins) € T?;

obrazem parametryzacji ¥ jest torus T? bez dwéch okregéw, tzn. zbiér pelnej miary po-
wierzchniowej w T?2. Dlatego

oo(T?) = / \/ det (D®)T - DV) d), .
(0,27)2
Latwo sprawdzamy, ze

7 (—sint cost 0 0
(DY) _< 0 0 —sins coss/

Ze wzoru Cauchy’ego—Bineta otrzymujemy

det ((DV)T - D) = sin? tsin® s + sin® t cos? s + cos? ¢ sin? s + cos® t cos? s

= sin?t + cos?® t = 1,
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wiec

oa(T2) = / \Jdet (D)7 - DW) drg = / 1 dhy = 472,
(0,27)2 (0,2m)2

Ro6owno$é det ((D\Il)T . D\Il) = 1 ma nastepujacy sens geometryczny: parametryzacja ¥
zachowuje miare podzbioréw kwadratu (0, 27)2.

Przyklad 6.15. Wykazemy, ze miara powierzchniowa s, 1 := 0,,_1(S"71(0, 1)) sfery jed-
nostkowej S"~1(0,1) C R" spelnia réwnosé
nﬂ.n/2

M(n+2)/2) 6.12)

Sp—1 = NWp, =

gdzie w, = 7"/2/T((n 4 2)/2) jest miarg Lebesgue’a kuli jednostkowej w R” (patrz Twier-
dzenie 5.29).
Niech, dla x’ = (z1,...,2,_1) € B"71(0,1),

pa)=1-[a'P= [1- > a2
1<i<n—1

Sfera jednostkowa S"~1(0,1) C R™ z usunietg plaszczyzng réwnika {z, = 0} jest sumg
zbioru S = {(x,x,) € R": ' € B"1(0,1),2, = ¢(x')} i jego lustrzanego odbicia
wzgledem hiperplaszczyzny {z,, = 0}. Dlatego

On1(S") = 20,4 (STY) = 2/
Bn—1(0,1

\/det (DW)T - DW) dX, 1.
)
gdzie U(x') = (2, p(x’)). Macierz DV sklada sie z klatki identycznosci (n — 1) x (n — 1)
i n-tego wiersza ¢, ¢ = 1,2,...,n — 1. Wobec wzoru Cauchy’ego—Bineta, wyznacznik
macierzy (DW)” DV jest réwny sumie kwadratéw minoréw (n — 1) x (n — 1); jeden z tych
minoréw jest réowny 1, a pozostale wynosza +y,,. Zatem

' / \/det (D)7 - DW) dA,
Bn—1(0,1)

1
:2/ V143702 da, :2/ Dy =20
Bn—1(0,1) Z‘P ’ ' Br1(01) /1 — S22 1 1

Calke I, obliczymy rekurencyjnie, korzystajgc z funkcji B i I' Eulera.? Stosujgc twierdze-
nie Fubiniego, a nastepnie liniowg zamiane zmiennych

x'=\1-22.y, y' € B"Y0,1),

¥Podobna metode wykorzystywali§my juz wezesniej, calkujac wielomiany Tonellego w w dowodzie Twier-
dzenia 5.58, oraz obliczajgc miare kuli jednostkowe;j.
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otrzymujemy*
In = / (1= Jla 1)~ an (x)

B"(0,1)

1
N / (/ (1= an = "%)" 1/2dkn—1(x')> dzy

Br=1(0,1/1-43)
~1/2
— ~1/2 B /
1/2
— l—x </ Hyluz) d)\n—l(y,)> da,,
Bn— 1(0 1)
- e 2/ (1= ) 7 da (6.13)
0

Podstawiajgc x2 = t, sprawdzamy, ze
2 (1—22) 2 day, = 1—t) 2 ¢t 2dt=B(=,=)= .
/0 (1-23) % do /0 (1—t) 7 ¢ dt <2’ 2) T((n+1)/2)

Ostatnia ré6wno$¢ zachodzi na mocy znanego zwigzku miedzy funkcjami I' i B. R6wno$¢é
(6.13) mozna teraz przepisac jako

I _ P(n/2)-T(1/2) .
" L((n+1)/2) "7

stad, przez tatwg indukcje, otrzymujemy

r(1/2)n! p(n=1)/2 2(n—2)/2

N () K N (7 1) R Y (Y CY R

a poniewaz s; = 01(S!(0,1)) = 27 jest po prostu dlugoscig okregu jednostkowego, wiec
ostatecznie
7.{.(71—2)/2 ) nﬂ_n/Q nﬂ.n/Q
Sp1 = ——— 2 = = = nwp, .
I'(n/2) (n/2)-T(n/2)  T((n+2)/2)
(Skorzystali$my ze zwigzku al'(a) = I'(a+1) i réwnosci w, = 7/ /T'((n+2)/2), wykazanej
w Twierdzeniu 5.29). Wzér (6.12) zostal udowodniony. [

Uwaga 6.16 (miara wykresu). Dokonujac obliczerr w ostatnim przyktadzie, sprawdzili-
$my przy okazji nastepujgcy ogélniejszy fakt: jesli o € C*(V,R), gdzie V C R™ jest zbiorem
otwartym, a

W= {(x,0(x)) e R": x c V}

Jest wykresem o, to wowczas

:/ Vv 1+ |lgrad ¢[|?2 d\n,
1%

Istotnie, ®: V > x — (x,p(x)) € W C R™*! jest naturalng parametryzacjg wykresu, a
ze wzoru Cauchy’ego—Bineta otrzymujemy

det(DOT - D®) =1+ (¢2,)° =1+ |grade|*.

“Prosze poré6wnac ponizszy rachunek z (5.50): to tak, jakby w tamtym wzorze uzyé N = —1/2.
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Uwaga 6.17. Nietrudno stwierdzié, postugujgc sie liniowg zamiang zmiennych, ze
s(r) == 0 1(S"71(0,7)) = nw,r" L.

Jak wiemy, miara Lebesgue’a n-wymiarowej kuli o promieniu » wynosi m(r) = w,r".
Zachodzi wiec réwnosé

s(r) =m'(r), r > 0.
Okazuje sie, ze nie jest to zwigzek przypadkowy. Wyjasnimy to nieco dokladniej w na-
stepnym podrozdziale.
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6.3 Otoczenia tubularne i twierdzenie o materacu

W calym podrozdziale symbol X. oznacza zbiér
{y e R™: dist (3, X) < e} wszystkich punktow prze-
strzeni, odleglych od ustalonego zbioru X < R"
mniej niz o € > 0. (Jesli np. X jest gtadkg krzywa w
R3, to X. jest rurkg o grubosci 2¢ wokét tej krzywej,
patrz rysunek).

Twierdzenie 6.18 (o otoczeniu tubularnym).
Niech M C R™ bedzie m-wymiarowq zanurzongq roz-
maitosciq zwartq klasy C%. Wowczas, dla wszystkich
dostatecznie matych ¢ > 0, zbior M. spetnia zalez-
nosé

M.= | D*(p.e), (6.14)
PEM

przy czym dyski
DH(p,e)={p+v:vcR" |v|<e v L T,M} (6.15)

polozone w przestrzeniach (Tp M), sq parami roztqczne dla réznych punktéw p € M.
Przeksztatcenie
P:M.>y— P(y)e M,

gdzie |[P(y) — y|| = mingcps |2 — 3|, jest dobrze okreslonym przeksztatceniem klasy C.

Przed przystgpieniem do dowodu sprébujemy
wyjasnié pogladowo tre$¢ tego waznego twierdze-
nia. Przeksztalcenie P nazywane jest rzutowaniem
na najblizszy punkt. Punktowi y, nalezgcemu do
waskiej tuby M. wokét rozmaitosci M, przypisu-
jemy ten punkt z = P(y) € M, ktory jest najblizszy
y. Twierdzenie méwi, ze dla zwartych rozmaitosci
klasy C?, przy dostatecznie malym ¢ > 0, istnieje
dokladnie jeden taki punkt z.

Czytelnik zechce pomysleé¢ najpierw o przypad-
kach, ktore wzglednie tatwo mozna sobie wyobra-
ziG:m=1in=2,m=1in = 3, wreszcie m = 2
in = 3. W pierwszym z nich M jest gladkg krzywa
zamknietg w R2. Dyski D+ (p, ) s po prostu odcin-
kami otwartymi dtugosci 2¢, prostopadtymi do krzy-
wej i majgcymi Srodki w jej punktach. Twierdzenie
o otoczeniu tubularnym orzeka, ze dla matych ¢ > 0
takie odcinki sq roztgczne, a ich suma jest zbiorem
wszystkich punktow, odlegtych od krzywej mniej niz
o . Przeksztalcenie P nietrudno opisaé geometrycznie: kazdy punkt zbioru M, nalezy do
doktadnie jednego odcinka D*(p,c)ijesliy € D+ (p,e), to P(y) = p.

Fragment gladkiej krzywej zamknietej
w R? i jej otoczenia tubularnego.
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Dlam = 1,n = 3 mamy do czynienia z krzywg zamknietg w R?; jej otoczenie tubularne
to rurka, zbudowana z matych, ptaskich, parami roztacznych dyskéw, prostopadtych do
tej krzywej i majacych srodki w jej punktach. Wreszcie, dla m = 2 i n = 3 rozmaitos¢
M C R? jest zwartg, gtadkg powierzchnig bez brzegu. Zbiér M, jest wtedy —jak gesty ez’
— sumg parami roztgcznych odcinkéw o dtugosciach réwnych 2¢; kazdy z tych odcinkéw
ma Srodek na M i jest prostopadly do M (tj. do przestrzeni stycznej do M).

Szkic powopu TwierDENIA 6.18. Dla kazdego y € M. istnieje (co najmniej jeden) punkt
P(y) € M taki, ze |[P(y) — y|| = dist (y, M) = minyeps ||2 — ]. To wynika stad, ze przy
ustalonym y funkcja f(z2) = ||z — y|| osiaga swdj kres dolny na zbiorze zwartym M. Za-
uwazmy, ze jesli p = P(y), to wektor v = y — p jest prostopadly do T, M (gdyby tak nie
byto, odlegto$é y od M nie osiggalaby w punkcie p najmniejszej wartosci — Czytelnik ze-
chce to sprawdzié, postugujac sie np. prostopadloscig gradientu do rozmaitosci w punkcie
ekstremum warunkowego). Inaczej méwigc,

= U DJ_(paE)

PEM

Sprawdzimy, ze dla matych ¢ dyski D (p, <) sg parami roztgczne dla réznych p. Przypu-
$¢émy, ze jest przeciwnie: dla ¢; = 1/j, gdzie j = 1,2,... istniejg punkty p; # p;- e M
takie, ze iloczyn D+ (p;,1) N DL(p"j,%) jest niepusty. Wtedy ||p; — pill < 2/j — ©;
lele zwartosci M, przecflodzqc do odpowiedniego podciggu, mozna zaltozy¢, ze lim p ; =
lim p’ ;=p <M.

Niech ¥: R™ > V — UN M C R" bedzie parametryzacjg klasy C? pewnego otocze-
nia p w M. Bez zmniejszenia og6lnosci, obracajac i przesuwajgc w razie potrzeby uktad
wsp6lrzednych, zalézmy, ze p = 0 = ¥(0) € R",

ToM =span(eq,...,e.), (TOM)l =span (e t1,...,€n) .

Niech I: R"™™ — (ToM)* C R" oznacza wlozenie liniowe, polegajgce na utozsamieniu
U = (Um+t1,Vmy2,---,0) € RP™ z wektorem [(v) = > .. vie; W (n — m)-wymiarowe;
podprzestrzeni (ToM)+. Okreslmy odwzorowanie

F:R"=R™xR" ™ >V x B*™(0,1) — R"

nastepujgco:
Fx,v) =¥(x) +n(V(x))(I(v)),

gdzie dla ustalonego y € M przeksztalcenie 7 (y) jest rzutem ortognalnym R" na prze-
strzeri (Ty M)*. Jesli ¥(x) = q € M, to F(x,v) € D*(q,1).

Mozna sprawdzié, ze jesli M jest klasy C?, to wyrazy macierzy rzutu 7(V(x)) w stan-
dardowej bazie R™ sq funkcjami klasy C' zmiennej x.° Dlatego ' € C''. Obliczmy jakobian
F w punkcie (0,0). Poniewaz I(0) = 0, a w(y) jest liniowe przy ustalonym y, wiec

oF ov ol oF
8733](:”’0) 81']( )7 8vi(v)_ei_%(ovv)'

5To niezbyt trudne zadanie; do jego rozwigzania trzeba wykorzystaé geometryczng charakteryzacje rzutu
ortogonalnego na podprzestrzen liniows.
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Zatem macierz DF'(0,0) ma kolumny gT‘I;(O) € ToM (dla j =1,...,m) oraz e; € (ToM)+
dlaj =m+1,...,n.Sg to wektory liniowo niezalezne w R" i dlatego det DF'(0,0) # 0. Wo-
bec twierdzenia o funkcji odwrotnej, I jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia otwartego
W =V; x B"™(0,r) C V x B(0,1) punktu (0,0) na obraz F(W) C R".

Dla dostatecznie duzych j dyski D; = D+(p;,1/j) i D = DL(p;, 1/j) sa zawarte
w F(W). Mamy p; = V(x;) i p’; = V(x’) dla pewnych x;,x’ € V1. W punkcie wsp6l-
nym dyskéw D; i D} spelniony jest warunek F'(x;, v;) = F(x, v’), ale x; # x’. To jest
sprzeczno$c¢ z réoznowartosciowoscig F' na zbiorze .

Zatem istnieje takie ¢y > 0, ze wszystkie dyski D' (p, o) sg roztgczne. Pokrywajgc roz-
maitosé M skoniczong liczbg otoczen takich, jak F(1W) przed chwilg, wnioskujemy, ze rzut
P z M. na najblizszy punkt M jest dobrze okreslony. Jesli w opisanych wyzej wspéirzed-
nych y = F(x,v), to P(y) = ¥Y(x). Innymi slowy, oznaczajgc przez A rzut ortogonalny
A: (x,v) — x przestrzeni R™ x R" ™ na R™, widzimy, ze P = W o Ao F~! jest klasy C'.
O

Uwaga 6.19. Jest rzeczg jasng, ze teza ostatniego twierdzenia nie zachodzi dla wszyst-
kich ¢ > 0. Jeéli np. M C R3 jest powierzchnig torusa, powstajgcego przez obrét okregu
o promieniu r > 0 wokét prostej, potozonej w plaszczyznie tego okregu i oddalonej o R
od jego §rodka, to dla ¢ > r teza twierdzenia nie zachodzi. Istotne jest tez zalozenie, ze
M jest klasy C?. Czytelnik zechce rozpatrzeé wykres y = h(z) := |z|?/?> w otoczeniu zera
w R2: punkt wykresu h najblizszy do (0, <) nie jest okreslony jednoznacznie dla zadnego
e > 0.

Miedzy objetoscig otoczenia tubularnego rozmaitosci a jej miarg powierzchniowsg za-
chodzi naturalny, zgodny z intuicja zwigzek.

Twierdzenie 6.20 (twierdzenie o materacu). Zatézmy, ze M jest m-wymiarowq roz-
maitosciq zwartq klasy C?, zanurzong w R™. Niech M. = {y € R": dist(y, M) < e}.
Wowczas

An(Me)

lim

|
2
5

e—0tF Wp_me™ ™

Fragment rozmaitosci M? C R3. Krétkie odcinki prostopadte do M, ktére majg érodki w M, sg rozlgczne.

Czytelnik zechce pomysleé o przypadku n = 3, m = 2. Otoczenie tubularne M, C R?
powierzchni M jest wtedy sumg roztgcznych odcinkow dlugosci 2¢, prostopadtych do M.
Mozna myslec o M. jako o ‘materacu’ grubosci 2¢; powierzchnia M biegnie przez srodek
materaca. Twierdzenie orzeka, ze pole powierzchni M jest granicg ilorazu objeto$ci ma-

teraca i grubosci materaca,
A3(M,
oa(M) = lim Aa(Me)
e—0t 2¢e
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Ogoélnie, dla n = m + 1 i rozmaitosci M = M™ c R™*+! klasy C? jest

IRT /\m+1(Ma)
() =ty S

Przyklad 6.21 (miara sfery S"~! raz jeszcze). Niech M = S"1(0,r). Nietrudno za-
uwazy¢, ze dla ¢ < r zbiér M, jest réwny B"(0,r +¢) \ B*(0,r — ¢). Dlatego

an_l(Snfl) — lim wp(r+€)" —wp(r —e)

e—0 2e
_ Wn . (r4+e)t—r" rm—(r—e)"\ wn ,d,., B 1
2 il—%( € * £ 2 2dt(t ) p—

Otrzymali$my ponownie wynik, wspomniany juz w Uwadze 6.17. O

Dow6p TwierDENIA 6.20. Dla uproszcezenia podamy dowéd tylko w przypadku n = m + 1.
Wybierzmy zbiér otwarty U ¢ R™*! taki, ze M NU jest wykresem funkcji o: R DV — R,
gdzie V' C R™ jest otwarty. Niech ®(x) = (x,p(x)) dla x € V bedzie parametryzacjg
U N M. Korzystajac z twierdzenia o otoczeniu tubularnym, mozemy zaktadac, ze

U={gq+v | qedV)cM, vLlT,M |v|<e}

jest fragmentem otoczenia tubularnego rozmaitoéci M ; doktadniej U = P~1(®(V)), gdzie
P oznacza rzutowanie otoczenia tubularnego rozmaitosci na jej najblizszy punkt.
Jedliy = ®&(x), to Ty M = Im D®(x). Kolumny macierzy D®(x ), tzn. wektory

0P Op T
x)y={(0,....0, 1 ,0,....02% ) eR™ j=12....m,
a$j (x) ( -~ 695]- (x) J m
miejsce j
tworzg baze Ty M. Wektor N (x) = ( — g—ﬁ(x), e —%(x), 1)T jest prostopadty do nich

wszystkich, a wigc rozpina (jednowymiarowg) przestrzen (T, M)+. Niech

N(x) _  Nx)

v(x)

IN@) 1T+ (0n)?
oznacza (unormowany) wektor normalny do wykresu ¢
i niech F': V x (—e,e) = U C R" bedzie dane wzorem
F(x,t) = ®(x) + tv(x). Poniewaz ¢ € C?, wiec v € C!
i ' € C'. Namocy twierdzenia o otoczeniu tubularnym, F
jest dyfeomorfizmem V x (—¢,¢) na U, gdy liczba € > 0 jest
dostatecznie mata. Wobec twierdzenia o zamianie zmien-

nych,
M) L dn
2¢e 2¢e U
1 3
F przeprowadza V x (—¢, €) na frag- = % </ det F'(x,t) dAm(x)) dt (6.16)
—& \%4

ment otoczenia tubularnego M.

— / det F'(x,0) d\p,(x) dlae — 0,
1%
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gdyz funkcja ¢t — h(t) = [, det F(x,t)d\,(x) zalezy od t w sposéb cigglty.® Obliczmy
wyznacznik det DF'(x, ) Jest oczywiscie
OF 0P ov OF
(e, t) = ——(2,1) + t—— —(x,t) = :
Ge (= e @ N T (et = )
Stad tatwo wynika, ze
1 0 ... 0 (%1 £ /d
0 1 ... 0 -—%/d
DF(,0)=| i & - . gdzie d=\/1+) (ps,)%
o ... 1 axm £ /d
dp 0 )
e B o T 1/d

Zatem iloczyn liczby d i wyznacznika det DF(-,0) jest r6wny

_9¢
Lo . o 10 ...0 o
Da1 o
5 01 ...0 -2
0 1 ... 0 -2
det | : i i i f=det| : — .
0
” 00 .1 -—2
0 0 ... 1 -2
m 2
0x1 Ox2 0Tm N———
=d?

(Pierwszg ré6wno$¢ uzyskujemy, dodajgc do ostatniego wiersza kolejno pierwszy wiersz
pomnozony przez —y,,, potem drugi wiersz pomnozony przez —y,,, itd.). To oznacza, ze

det DF(x,0) =d= [1+ ) go%i(x):\/det (DCD(x)TD(I)(x)).

1<i<m
Podstawiwszy ten wynik do réwnosci (6.16), otrzymujemy

lim )\m-l-l (U)
e—0 2e

:/Vdetp( 0) Ay ( /\/det (DOT - D®) dAp = 0 (P(V)) .

Pokrywajgc rozmaitos¢ M takimi zbiorami otwartymi U i korzystajac z addytywnosci
miary, latwo otrzymujemy teze. O

6Ciaglosé h latwo wywnioskowad np zZ tw1erdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej. Dla kazdej funkcji h
cigglej w otoczeniu zera mamy (2¢) " [ (—es6) t) dt — h(0).



Rozdzial 7

Formy rézniczkowe i twierdzenie
Stokesa

Dalekosieznym celem tego rozdzialu bedzie sformutowanie i udowodnienie wielowymia-
rowych odpowiednikéw wzoru Newtona—Leibniza fab f'(t)ydt = f(b) — f(a). Zostaly one
odkryte w pierwszej polowie XIX wieku i odegraly fundamentalng role w fizyce matema-
tycznej, m.in. w matematycznej teorii pola elektromagnetycznego.! Bez tych wzoréw —
twierdzenia Greena, twierdzenia Gaussa o dywergencji i twierdzenia Stokesa — nie mo-
glaby sie oby¢ ani teoria r6wnan rézniczkowych czgstkowych i jej zastosowania w fizyce,
ani geometria rézniczkowa, ani wiele innych dziat6w wspélczesnej matematyki.

Z pewnego dystansu widac, ze w tej partii materiatu ceng za wzgledng prostote sfor-
mulowan twierdzen i ich dowodéw jest skomplikowany formalizm. Nie bedziemy go od
razu wprowadzaé w pelnej ogélnosci; zaczniemy od sytuacji proste;.

Piszgc ten rozdzial, korzystalem m.in. z notatek prof. Dietmara Salamona z Politech-
niki w Zurychu z wykladéw o formach rézniczkowych, prowadzonych w 2009 roku.?

7.1 Formy rzedu 1 i twierdzenie Greena

Definicja 7.1 (forma rézniczkowa rzedu 1). Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym
iniech fi, fa..., fn € C*(U), gdzie k > 1. Wyrazenie

w:f1d$1+f2dx2+"'+fndxn (7.1)
nazywamy formg rézniczkowq rzedu 1 i klasy C*, albo krétko 1-formg na zbiorze U.

Definicja 7.2 (krzywa zorientowana). Rozmaitosé jednowymiarowg M = M!' c R”
klasy C! z ustalonym ciggtym polem niezerowych wektoréw stycznych v(p), p € M,
bedziemy nazywa¢ krzywq zorientowang.

Jesliv: R D T — M C R" jest parametryzacjg M, to dla kazdego t € I wektor ~/(¢) jest
styczny do M w punkcie p = «(t). Sg dwie mozliwosci: albo wektor +/(¢) ma dla kazdego
t € I taki sam zwrot, jak wektor v (vy(t)), okreslajacy orientacje M, albo ma zawsze zwrot

!Osobom zainteresowanym historig polecam tekst Victora J. Katza, The History of Stokes’ Theorem, Ma-
thematics Magazine, Vol. 52, No. 3 (1979), str. 146-156.
2Qryginal w jezyku niemieckim mozna znalezé w sieci.

158
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przeciwny.? W pierwszym przypadku bedziemy méwié, ze parametryzacja v jest zgodna
z orientacjq M.

Definicja 7.3 (calka z 1-formy wzdluz krzywej zorientowanej). Niech M bedzie
krzywg zorientowang skonczonej dlugosci, zawartg w zbiorze otwartym U C R", za$
v:R D> I = (a,b) — M — parametryzacjg zgodng z orientacjg M. Jesli w = f;dry +
-+ fn dz, jest formg klasy C! na U, to piszemy

Zn: b () ;(
w= Fi(v(@) vi(t) dt. (7.2)
Juo=2 [ o

Definicjg mozna operowaé¢ mnemotechnicznie: jesli x = (x1,...,2,) = v(t) € M, to
xj = v;(t), ‘wiec’ dz; = fy]’~ (t) dt. Podobnego formalizmu uzywali$my, catkujac przez pod-
stawienie funkcje jednej zmienne;j.

Przytoczona definicja ma sens tylko dla krzywych spgjnych. Formy rézniczkowe rzedu
1 mozna catkowaé takze po krzywych niespgjnych (dodajgc catki po sktadowych spéjnosci
takiej krzywej).

Stwierdzenie 7.4 (poprawnos¢ definicji). Wartosé catki

/ (fidzy + fodzg + -+ frday)

M

nie zalezy od wyboru parametryzacji v: I — M, zgodnej z orientacjq.

Dowép. Zatézmy, ze v: (a,b) — M in: (¢,d) - M sa dwiema parametryzacjami M zgod-
nymi z orientacjg. Przeksztalcenie ¢ = ! oy jest wéwczas, na mocy Lematu 6.10 o funk-

cjach przejscia, dyfeomorfizmem odcinka (a,b) na (c,d). Mamy n o ¢ = ~, stad za$

n@) ') =),  te(ab)
Poniewaz v, 7 sg zgodne z orientacjg M, wiec wektory ' (4 (t)) i 7/(t) majg ten sam zwrot.
Zatem ¢'(t) > 0 dla kazdego t, co oznacza, ze v jest funkcjg rosngcg. Z twierdzenia o
zamianie zmiennych, uzywajgc podstawienia

(c,d) > s =1(t), t € (a,b),

otrzymujemy

n d n b
XJJM@W@wzz/ﬁwwmwwmmw
j=1v¢ j=174a

n_orb
=3 [ 5.
j=17a

Wartos¢ prawej strony wzoru (7.2) nie zalezy wiec od wyboru parametryzacji. [

Uwaga 7.5. Gdy zmienimy orientacje M na przeciwna, to liczba [, w zmieni znak. [J

*Wynika to stad, ze funkcja ciagta t — (+'(t), v(v(t))) nie znika w zadnym puncie ¢ € 1.
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Interpretacja fizyczna calki z 1-formy. Definicja 1-formy wydaje si¢, na pierwszy rzut
oka, sztuczna; nie wiadomo, czym (tzn. jakimi obiektami matematycznymi) sg symbole
dz;. Jednak catka z formy ) f; dz; ma naturalng interpretacje fizyczng. Jesli mianowicie

przyjmiemy, ze f = (f1,..., fn) jest polem wektorowym w obszarze U, np. pewnym polem
sil, to calka [,, w z formy w =} f; dz; jest pracg sil pola wzdluz krzywe;j ~. Istotnie,
g 'Y/(t) /
Fi(v(®)) ;1) = (fF(v (1), Y (t
g §(0)) %(8) = (SO, )
i dlatego
[e=3 [ ntwyspwa= [ (sao). 20 ol = [ gwa
w = i\ i = Y 9 Y = ) g1,
o = J “ @1 =" 1
o1
gdzie w = +'/||7/|| jest jednostkowym wektorem
stycznym do krzywej. Liczba (f, w) jest dlugoscia
€ skladowej wektora f, stycznej do M ; to wladnie ta

sktadowa wykonuje prace wzdluz krzywe;j.

Definicja 7.6. Méwimy, ze 2 C R" jest obszarem
z brzegiem klasy C*, jesli ) jest zbiorem otwartym
spdjnym, ktérego brzeg 0f) jest rozmaitoscig zanu-
rzong klasy C* w R".

Definicja 7.7. Bedziemy moéwié, ze brzeg obszaru
Q) C R? ma naturalng orientacje, jesli dla kazdego
p € 090 baza (w,v), gdzie w € Tp(0N2) wyznacza
orientacje brzegu, a v jest wektorem normalnym

wewnetrznym w p, wyznacza te samg orientacje R?,

Naturalna orientacja brzegu obszaru w R?: h

jedna z baz powstaje z drugiej przez obrét. co standardowa baza (e 1, 62).

Twierdzenie 7.8 (G. Green®). Zalézmy, ze Q C R? jest obszarem ograniczonym z brze-
giem klasy C'. Niech f,g € C'(U), gdzie U C R? jest otwarty i Q C U. Wreszcie, niech
brzeg 0N2 zbioru ) ma naturalng orientacje. Wowczas

/ gdy:/ 99 dXs, (7.3)
o0 o 0z

- fdr= / g dXs . (7.4)
o0 o Oy

DowOD W PRZYPADKU szZCZEGOLNYM. Zal6zmy najpierw, dla uproszczenia, ze dla pewnych
przedzialéw (a,b), (c¢,d) C Ri funkcji ¢,9: (a,b) — Roraz n,(: (¢,d) — R jest

O={(zy) R z€(a,b), 9)<y<v()}
= {(z,y) eR?: ye(c,d), nly) <z <)},

*Oto prosta, mnemotechniczna regula: brzeg obszaru jest zorientowany naturalnie, gdy idgc wzdtuz niego
we wskazanym przez orientacje kierunku, mamy punkty obszaru z lewej strony.

5George Green, matematyk brytyjski, zyl na przelomie XVIII i XIX wieku. W 1828 r. wydat slynng prace
An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism.
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tzn. ze brzeg  jest sumg dwéch wykreséw funkcji (rézniczkowalnych), niezaleznie od
tego, wzdltuz ktérej osi uktadu wspétrzednych patrzymy. Wéwezas, na mocy twierdzenia
Fubiniego i wzoru Newtona—Leibniza,

/ Cp / (/n(jj) gag;(x,y) d:v) dy = /Cd (g(C(y),y) —g(n(y),y)) dy . (7.5)

Niech M; oznacza czesé 0f2, bedacg wykresem (. Parametryzacja (¢,d) 2 y — ~(y) =
(C(y),y) krzywej M, jest zgodna z orientacjg; dlatego

d
/g(C(y),y) dy:/ gdy, (7.6)
c My

gdyz druga wspélrzedna parametryzacji ma pochodng 1. Reszta brzegu, My = 9Q \ My,
ma parametryzacje
(c,d) 3y +— (n(y),y),

ktoéra wyznacza orientacje przeciwng do naturalnej orientacji M. Dlatego

d
—/ gn(y),y) dy:/M gdy. (7.7

Dodajac (7.6) do (7.7), otrzymujemy z (7.5) pierwszg czes¢ tezy twierdzenia Greena.
Podobnie, biorge M3 = {(z,y) € 0Q: z € (a,b), y = ¢(x)} oraz My = {(z,y) € 0N: x €
(a,b), y = ¢¥(x)} (z naturalng orientacjg brzegu 0!), otrzymujemy

of Y
o (L e

—/abf(x, dm—/ f(z ) dx = Mgfdx—i_ M4fdx—/89fdx.

(Tym razem pierwsza wspélrzedna parametryzacji ma pochodng jeden, a zmiana znaku
przy drugim skiladniku wigze sie z wyborem orientacji). Te obserwacje koriczg dowdéd
twierdzenia Greena w szczeg6lnym przypadku.

Dowéd w przypadku ogélnym poprzedzimy pomocniczym lematem (patrz dodatek A,
Lemat A.2).

Lemat 7.9 (gladki rozklad jednos$ci). Zatézmy, ze suma zbioréw otwartych Q1,...Qn
pokrywa domkm@cze Q obszaru Q C R2 Istniejq wéwczas funkcje nieujemne ¥, € C§°(Q))
takie, ze Zz 1 Y1 = 1 na pewnym zbiorze otwartym W, zawierajgcym Q.

Dow6Dp TWIERDZENIA GREENA W PRZYPADKU 0GOLNYM. Dla kazdego punktu p € Q wybierzmy
prostokat otwarty Q)p o Srodku w p tak, aby

e QpCQdlap e

edlap € 00iQp = (a,b) x (c,d) zbiér 02 N Qp byl wykresem funkcji y = ¢(z),
€ (a,b), ew. funkcji x = ¢(y), y € (¢, d).

6Tak jest np. dla obszaréw wypuklych, ale nie tylko.
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Wobec zwartosci (, istnieje pokrycie , ztozone z NN takich prostokgtéw, Q1, . .., Qx. Ponu-
merujmy je tak, aby @1, ..., Qy stanowily pokrycie brzegu, zas Qx1,...,Qn byly (wraz z
domknieciami) zawarte w 2. Niech ¢; bedg funkcjami z Lematu 7.9. Wéwczas ), %—ff =0,
a stad

(7.8)

d)‘2 Z /QWQ ay P27 Z /QzﬂQ

k

RINE L /Qm S

I=k+1

Aby sprawdzié ostatnig ré6wnos§¢, zauwazmy, ze dla kazdego | > k i prostokgta Q; = [a, b] x
[e,d] C Q funkcja ¢, f znika na 0Q); (bo ¢; znika na brzegu tego prostokata!), a wiec

oS5 2o [ ([ 250) oo

Teraz obliczymy kazdg z calek w sumie po prawej stronie wzoru (7.8), rozwazajgc kilka
przypadkéw. Dla prostoty, ustalimy indeks [/ i bedziemy czesto pisaé F' = ¢ f, Q = Q;.

Przypadek 1. Niech

0; QﬂQ:{(x,y):c<y<g0(a:),ac€(a,b)}.
L
v Wtedy F' = ¢, f znika dla x € (a,b),y = c. Zatem

OF b @) gF
—— d\ /(/ d)dx
: /QﬂQay 2 a b ay Y

- /abF(x, o(z)) da

= — F dzx.
0 /69an

Ostatnig réwnos¢ zachodzi na mocy definicji catki
Prostokat Q; odpowiada i-temu z rozpatry- 2z l-formy. Zauwazmy, ze w tym przypadku frag-
wanych przypadkéw. ment 0 N Q; jest zorientowany przeciwnie do Kkie-
runku osi x.
Przypadek 2. Zatézmy, ze QN Q = {(z,y): p(z) <y < d,z € (a,b)}. Wtedy F = 9 f znika
dla z € (a,b),y = d. Zatem

b d
/ a—Fd/\g /(/ ady)dm— /F —/ Fdz.
ono 9y a \Jo@) 9y o0NQ,

(Tym razem orientacja 92 N Q; jest zgodna z kierunkiem osi x.)

W tych dwéch przypadkach postapiliémy w istocie tak samo, jak wczesniej dla obsza-
réw szczegodlnej postaci. Dodatkowego chwytu wymagajg pozostate przypadki.
Przypadek 3. Zatézmy, ze QN Q = {(z,y): y € (¢,d),a < x < ¢(y)}. Wtedy F' = 9 f znika
dla y € (¢,d),z = a. Bez zmniejszenia ogélnosci, (gtadko) przediuzajac F' zerem, zakla-
damy, ze F jest okreslona dla wszystkich = < ¢(y). Piszemy, dokonujgc przy ustalonym y
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zamiany zmiennych = = ¢ + ¢(y),

[t~ ([ i)
:/cd< Ooogg(t+g0(y),y) dt>dy —. 1.

Oznaczmy ®(t,y) = F(t + ¢(y),y) dlat < 01iy € [c,d]. Mamy wéwczas

gj(t, y) = %(t + o), y) - ¢ (y) + ?;(t + oY), ).

Zauwazmy ponadto, ze ¢ znika na dwéch pétprostych ¢t <0, y € {c,d}. Dlatego

4 5P 0 rd9d
“Z(t,y)dy=0 dlat<O0, / /t, dy dt =0,
/cay(y)y _mbay(y)y

stad zas$ (i z twierdzenia Fubiniego) po ponownej, odwrotnej zamianie zmiennych’ otrzy-
mujemy

I—// O+ (), ) dt dy = — // Ot 4 i) ) - () dt dy

- —/b 0 <y>/ - o ) i dy = —/ Flo(), )¢ (y) dy = ‘/am”‘”’

00 b

gdyz na brzegu = = ¢(y), a w tym przypadku naturalna orientacja brzegu jest zgodna z
kierunkiem osi y.

W ostatnim przypadku brzeg obszaru jest wykresem funkcji z = ¢(y), obszar za$ lezy
‘z prawej strony’ tego wykresu. Postepujgc tak samo, jak w przypadku 3, otrzymujemy
ostatecznie

/ O(v1f) d&:_/ Gif dr,  1=1,....k, (7.9)
one 0y 9QINQ

niezaleznie od przypadku. Sumujgc takie wzory i pamietajgc o (7.8), otrzymujemy réw-
nos§é (7.4) z tezy twierdzenia Greena, gdyz Zle Y = 1 na 9.
Dowéd wzoru (7.3) jest taki sam. [

Whniosek 7.10. Niech Q@ C R? bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem 09 klasy C*.

Wowczas
1

)\Q(Q):2/89(:cdy—yd$):/andy:—/(myda:,

gdzie catki krzywoliniowe oblicza sie, biorqgc naturalng orientacje brzegu.

Dowép. Stosujemy twierdzenie Greena do f(z,y) = —y i g(x,y) = x; wtedy %(ga; — fy) =
—fy=9.,=1. 0O

"Pierwszg z wykonanych w tym przypadku zamian zmiennych nazywa sie czasem prostowaniem brzegu:
zauwazmy, ze dla t = x — ¢(y) zbiér opisany réwnaniem = = ¢(y) przeszedl na zbiér ¢t = 0.
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Przyklad 7.11. Obliczymy pole kola jednostkowego K, postugujac sie Wnioskiem 7.10.
Parametryzacjg brzegu kola (bez jednego punktu), dajgcg naturalng orientacje brzegu,
jest

(0,27) >t — (cost,sint) € R?,

zatem

1 1 2m
/ xdy—ydx:/ (cos®t +sint) dt = .
OK 2 Jo

2
Uwaga 7.12. Wzory Greena zachodzi w istocie dla ogélniejszych klas obszaréw, np. dla
obszaréw ograniczonych z brzegiem 09 kawatkami klasy C', tzn. takich, ze 0Q jest ob-
razem pewnej réznowartosciowej funkcji ciggtej v: [0,7] — R2, 4(0) = ~(T), przy czym
odcinek [0, T'] jest sumg skoniczonej liczby odcinkéw I; = [t;,¢;1] o roztgcznych wnetrzach
17‘1]- jest klasy C! na I;, zas ||7/|| > O na I;.
W szczegélnosci, mozna korzystaé z twierdzenia Greena i Wniosku 7.10 dla wszystkich
wielokgtow na plaszczyznie.

Kiedy pole wektorowe jest gradientem funkcji?

Opiszemy jeszcze zwigzek wzoru Greena z nastepujgcym naturalnym pytaniem: Dane sq
dwie funkcje f,g € CY(Q), gdzie Q jest obszarem w R?; kiedy istnieje funkcja h € C*(9)
taka, ze gradh = (f,g) w Q2 Réwnowaznie: kiedy pole wektorowe V = (f,g) klasy C*
w obszarze Q) C R? jest gradientem pewnej funkcji klasy C??

Nietrudno zauwazyé, jaki jest warunek konieczny istnienia takiej funkcji h. Jesli h €
C%ih, = f, hy = g w, to dzigki réwnosci pochodnych mieszanych drugiego rzedu funkcji
h otrzymujemy

fy= (hx)y = (hy)w = gy w Q. (7.10)

Wprowadzmy dodatkowy symbol: gdy A, B sg dowolnymi zbiorami w R" i A jest zwartym
podzbiorem B, to piszemy A € B. Zalézmy tez milczgco, ze odtad wszystkie rozwazane
otwarte podzbiory U obszaru Q C R? majg brzeg kawatkami klasy C'. Dla dowolnego
takiego zbioru U &€ 2 z warunku (7.10) po zastosowaniu twierdzenia Greena otrzymujemy

fdr+gdy=0. (7.11)
ouU
Na odwrét, jesli (7.11) zachodzi dla kazdego U & (2, to wéwczas f, = g, w (). Istotnie,
wtedy

0= fdx+gdy = / (fy — 92) dX2 dla kazdego kwadratu K € (,
oK K

stad za$ wynika, ze f, — g, =0 w Q.8

Okazuje sie, ze ten warunek mozna nieznacznie wzmocnié: jesli (f,g) = gradh, to
calka z formy w = fdz + gdy znika dla kazdej krzywej zamknietej w 2, nie tylko dla
takiej, ktora jest brzegiem jakiego$ obszaru U & ).

8Prosze samodzielnie wykazaé, ze jesli Ji ¢ dra = 0 dla wszystkich kwadratéw K € Q i ¢ jest funkcjg
calkowalng, to ¢ = 0 p.w.
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Stwierdzenie 7.13. Niech f,g € C*(0), gdzie ) jest obszarem w R2. Jesli istnieje funk-
cja h € C%(Q) taka, ze hy = f, hy = g w ), to dla dowolnej krzywej zamknietej v C ()
kawatkami klasy C' jest

/fdw—i—gdy—O. (7.12)
.

Dowép. Oznaczmy w = fdx + gdy. Jesli v = (y1,72): [0,1] — Q jest krzywa (kawatkami)
klasy C!, a ponadto f = h,ig = h, w , to z definicji catki z 1-formy i wzoru na pochodng
zlozenia otrzymujemy

1
[o= [ (For@220040 + s @), 22(0)5(0)
:
1
_ /0 (alra (£, 22 (0) + hy (1 (8), 227 (1))
L q
_ /0 = (nor(®) dt = h(3(1)) = h(x(0)).

(Interpretacja geometryczna tej réwnosci jest prosta: catkujgc wzdluz krzywej iloczyn
skalarny gradientu i jednostkowego wektora stycznego, tzn. pochodng funkcji w kierunku
stycznym, otrzymujemy przyrost funkcji wzdluz tej krzywej). Jesli krzywa ~ jest zamk-
nigta, to v(1) = 7(0), wige [ w=0. O

Uwaga 7.14. Czytelnik zechce zauwazyé, ze rachunek w ostatnim dowodzie nie wymaga
zalozenia, ze «v: [0,1] — Q jest funkcjg réznowartosciowq. Funkcje ~: [a,b] — €, ktére
sg kawaltkami klasy C'!, nazywa sie czasem — nie wymagajgc ich réznowarto$ciowosci
— drogami (w obszarze () i definiuje sie calke z 1-formy wzdluz drogi (tak samo, jak
zdefiniowaliSmy caltke wzdluz krzywej zorientowanej). Teze stwierdzenia mozna zatem
wzmocnié: jesli grad h = (f,g) w £, to fv fdx + gdy = 0 dla kazdej drogi zamkniete;j.

Okazuje sie natomiast, ze zaden z r6wnowaznych warunkéw (7.10) i (7.11) nie gwa-
rantuje istnienia takiej funkcji h € C%(Q2), ze hy, = f, hy = g.

Przyklad 7.15. Niech Q = R?\ {(0,0)}. Pol6zmy

f(xvy):#yyga g(:r,y)

X

Wtedy, jak tatwo sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem,

—a:2—y2+2y2_ y? — 22

(@242 (2 4y?)’
Jednak nie istnieje taka funkcja h € C?(1), dla ktérej f, g bylyby pochodnymi czgstko-

wymi pierwszego rzedu, gdyz jesli v jest okregiem jednostkowym (zorientowanym prze-
ciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara), to

2T (—sint) - (—sint) + cos?t
de + gd :/ dt = 21 £ 0,
Lf 9y 0 cos2t +sin’t ™7

fy(xay) = :gx(x7y) WQ

tzn. nie zachodzi warunek konieczny (7.12), podany w ostatnim stwierdzeniu. Zauwazmy:
okrag jednostkowy nie jest brzegiem obszaru, ktéry bytby zawarty w ().
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Stwierdzenie 7.16. Jesli () jest obszarem na plaszczyznie, f,g € C1(Q) i warunek
/ fdr+gdy=0
.

zachodzi dla kazdej drogi zamknietej v w (), to istnieje h € C%(Q) taka, 2e hy = fih, =g
w S

Szkic powopu. Ustalmy punkt po € Q2. Poniewaz (2 jest zbiorem otwartym spéjnym, wiec
kazdy inny punkt p € 2mozna polagczy¢z p, pewngtamang /(p, p). Z zalozenia wynika,
ze liczba

h(p) = / fdr+gdy (7.13)
{po,p)

nie zalezy od wyboru tej tamane;.
Ustalmy p = (z,y) € Q. Funkcja [0,t] > s — p + se; € ) parametryzuje odcinek
[p,p + tei]. Nietrudno sprawdzi¢, ze dla matych ¢ jest

t
h(p +te1)—h(p):/ fda:+gdy=/ f(z+s,y)ds.
[p.p+tei] 0

Stad

t—0 t t—0

hetey) = i MDY L [ oy o),
0

Tak samo sprawdzamy, ze hy(z,y) = g(z,y) w 2 (éwiczenie). Oczywiscie, h € C?, gdyz
he hy € CH. O

Warunek dostateczny na to, by istniata funkcja h € C%((2), dla ktérej h, = fih, = g,
jest w istocie polgczeniem warunku topologicznego, nalozonego na obszar (2, z warun-
kiem koniecznym f, = g,. Aby sformulowaé twierdzenie, ktére o tym méwi, bedziemy
potrzebowacd jeszcze jednej definicji.

Definicja 7.17. Niech O C R? bedzie obszarem i niech p,q € Q. Méwimy, ze drogi
Y: [0,1] = Q1ini:[0,1] — Q takie, ze v;(0) = p € Qiv(l) = q € Qdlai = 0,1 sa
homotopijne w Q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja ciggta H: [0,1]> — Q taka, ze

(1) H(i,s) = ~i(s) dla wszystkich s € [0,1] oraz i = 0,1;
(i) H(t,0) = p i H(t,1) = q dla wszystkich ¢ € [0, 1].

Sens tej definicji jest nastepujacy: droge 7y mozna w sposéb ciagly zdeformowaé w
zbiorze 2 do ~;, nie poruszajgc jej konicéw. O drogach g,y takich, jak w powyzszej defi-
nicji, bedziemy méwic, ze sg krzywymi o wspolnych koricach.

Twierdzenie 7.18 (warunek dostateczny calkowalnos$ci 1-formy). Niech Q C R?
bedzie obszarem. Jesli f,g € C*(Q) spetniajqg warunek f, = g,, a ponadto kazde dwie
drogi o wspdlnych koricach sq homotopijne w ), to istnieje funkcja h € C?() taka, Ze

he=f  hy=g w
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W pelni Scisty dowéd tego twierdzenia wymaga dos§é¢ zmudnych i technicznych rozwa-
zan, dlatego ograniczymy sie do pogladowego szkicu.
Szkic powopu. Krok 1. Jesli dowolne dwie drogi o wspélnych koricach sg homotopijne w €2,
to dowolne dwie lamane o wspdlnych konicach sg homotopijne w (2 i mozna te homotopie
zrealizowaé za pomocg takiej funkcji H, ze drogi H(¢,-) sg tamanymi dla wszystkich ¢.
Wystarczy w tym celu zauwazyé, ze H: [0,1]> — Q jest jednostajnie ciggla, a nastepnie
podzieli¢ [0,1]> na drobne prostokaciki P, j = 1,..., N2, ktérych obrazy sg zawarte w
dyskach D. € 2 o malym promieniu ¢ > 0. Zostawiajgc warto$ci H w wierzchotkach
P; i odpowiednio modyfikujac H w pozostalych punktach kwadratu [0, 1)> — dyski D. sg
wypukle, wiec punkty w nich mozna tgczyé odcinkami — otrzymujemy zagdang homotopie.

Zauwazmy ponadto, ze mozna te homotopie zbu-
dowac tak — dzielgc boki na odpowiednio krétkie od-
cinki i stopniowo przemieszczajgc je wewnatrz dys-
kow D, zawartych w ) — aby dla pewnego skonczo-
nego ciggu chwil ¢; € [0, 1], przy dowolnym ustalo-
nym i, lamane ¢; = H(t;,-) oraz {;11 = H(ti+1,")
mialy ten sam zbiér bokéw, z dokladnoscig do co
najwyzej dwéch bokéw kazdej tamanej (przyklad
takiej sytuacji jest na rysunku).

tu stosujemy twierdzenie Greena

Krok 2. Jesli dwie tamane ¢, i /1 o wsp6lnych koni-
cach sg homotopijne w (2, to (przy zaltozeniu f, = g,) zachodzi réwnos¢

fda:—i—gdy—/ fdx+gdy.

l 4y

To wynika z twierdzenia Greena i naszkicowanego wyzej opisu homotopii. (Prosze naj-
pierw pomysle¢ o dwéch famanych, ktére pokrywaja sie niemal w calosci, za wyjatkiem
dwéch odcinkéw, patrz rysunek. Réznica calek po takich tamanych jest catkg po obwodzie
czworokata z formy f dx + g dy).

Krok 3. Odtad postepujemy tak, jak w dowodzie Stwierdzenia 7.16, definiujac funkcje h
wzorem (7.13), ustaliwszy wcze$niej dowolny punkt poczatkowy p € 2, z ktérego wedruje
sie do innych punktéw wzdtuz tamanych. [

Uwaga 7.19. Nietrudno zauwazy¢, ze zalozenie o homotopijnosci drég o wspélnych kon-
cach jest spelnione np. w kazdym obszarze wypuklym (a takze w kazdym obszarze, ktéory
jest dyfeomorficzny z wypuklym). Ogélnie, obszary, w ktérych to zalozenie jest spelnione,
nazywa sie jednospajnymi.

7.2 Formy wieloliniowe antysymetryczne

W tym podrozdziale S, oznacza grupe permutacji. Przypomnijmy: znakiem permutacji
o € Si nazywa sie liczbe

e(0) = (1P, gdzie p(o) = #{(i,4): 1 <i<j <k, o(i)>0())}
Znak permutacji o jest réwny 1 wtedy i tylko wtedy, gdy o jest ztozeniem parzystej liczby
transpozycji; jesli o jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji, to (o) = —1. Prze-

ksztalcenie ¢: Sy — Zo = {—1,1} jest homomorfizmem grup.
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Definicja 7.20. Niech £ € N i niech X bedzie przestrzeniag wektorowa nad cialem R.
Przeksztalcenie k-liniowe w: X* = X x...x X — Rnazywa sie k-formg antysymetryczng
wtedy i tylko wtedy, gdy rownosc

w(éh o 7£i—1a£j7€i+1a o 7£j—17£iv£j+17 e 7Ek) - _w(gla o 7£k‘) (714)
zachodzi dla wszystkich i,j € {1,...,k}, i < j, oraz wszystkich wektoréw &;,...,&; € X.

Zbiér wszystkich k-form antysymetrycznych oznacza sie symbolem A*X*. Dla k = 0
przyjmujemy A°X* = R. Dla k = 1 warunek z definicji jest zawsze spelniony; wtedy
A'X* = X* jest przestrzenig wszystkich funkcjonatéw liniowych na X.

Uwaga 7.21. Zbiér A*X* jest przestrzenig liniowa. Jesli forma w € A*X* i permutacja
o €85, to

W(&o(1)s- -2 &ok)) = €(0) - w(&1s- .-, &k)

dla wszystkich wektorow &;,...,& € X. Wynika to z faktu, ze kazda permutacja jest
zlozeniem transpozycji.

Stwierdzenie 7.22. Jesli w € A*X* i wektory &1,...,&, € X sq liniowo zalezne, to
w(&i, ..., &) = 0. W szczegélnosci, A*X* = {0} dla k > dim X.

Dowép. Bez zmniejszenia ogélnosci zatézmy, ze & = a2 + - - - a&k. Z liniowosci w wzgle-
dem pierwszego argumentu wynika, ze

k

w(Ela" 7£k) = Zajw(gjvéza" . 75]{:)

Jj=2

Wobec (7.14), kazdy sktadnik sumy jest zerem (dwa sposréd argumentéw w sg réwne!).
]

Przyklad 7.23 (baza i wymiar przestrzeni A*(R")*). Ustalmy k£ € {1,...,n}. Niech
X = R". Dla kazdego uporzadkowanego zestawu k réznych liczb

J=(j1,-..,jk) € N¥, 1<ji<jo<...<jr<n (7.15)

okreslimy odwzorowanie liniowe dz ; : (]R{”) — R wzorem

Ay (€,60, . €x) = det ((€ns) ey 1) (7.16)

Poniewaz wyznacznik jest antysmetryczng funkcjg kolumn (wierszy) macierzy, wiec rze-
czywiscie dz; € AF(R™)*. Zbiér wszystkich zestawéw .J, okreslonych w (7.15), oznaczymy
symbolem 7 (n). Jest rzeczg jasng, ze Ji(n) ma () elementéw.

Wykazemy, ze formy dx;, gdzie J € Ji(n), stanowig baze Ax(R™)*. Niech eq,..., e,
beda wektorami standardowej bazy w R". Zauwazmy, ze dla I, J € Ji.(n), J = (j1,---,Jk)s

1, I=1J

dz;(e;,...,e; ) =015 =
1(e, i) 7 {0, w przeciwnym przypadku.
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Wartosci formy w € AF(R")* wystarczy okreslié na wszelkich uktadach wektoréw bazy
w R™ (i kazda forma jest przez te wartosci okreslona jednoznacznie). Dlatego réwnos¢
w =Y ;aydzy zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

w(ej,...,ej ) =ay dla wszystkich J € Ji(n). (7.17)

Zatem formy dz; istotnie sg bazg A;(R")* i mamy
dim Ax(R™)* = #£74(n) = <Z> dlak=1,...,n. (7.18)

Interpretacja geometryczna. Zanim przejdziemy do kolejnej abstrakcyjnej definicji,
wspomnijmy o geometrycznej interpretacji form dz;. Otéz, k liniowo niezaleznych wek-
torow &1,...,&; € R™ rozpina k-wymiarowy réwnolegloscian w R"™. Wobec wzoru (7.16)
oraz geometrycznej interpreatcji wyznacznika, liczba dz; (&1, ..., &) jest, z dokladno$cig
do znaku, k-wymiarowg objetoscig rzutu tego réwnolegtoscianu na k-wymiarowg podprze-
strzenn R’ C R", rozpieta na wektorach e;,, ..., e;, , gdzie zestaw numerow (i, ..., i) = 1.
Znak zalezy od tego, czy rzuty wektoréw ¢; na R! tworzg baze zorientowang zgodnie ze
standardowg bazg R’ czy nie.

Definicja 7.24 (iloczyn zewnetrzny). Niech £,/ € N. Iloczynem zewnetrznym form
a € AFX*i B € A'X* nazywamy forme a A 3 € A* X* okre§long wzorem

a A ﬁ(éla s a£k+l) = Z €(J> O‘(éo(l)v s 7$U(k)) 5(50(1&4—1)) S 7£a(k+l))

oE€Sk
gdzie S),; oznacza podzbiér grupy permutacji Sy, ztozony z tak zwanych (k,[)-tasowan,
Sii={0€Sku: o(l)<...<ok), ok+1)<...<o(k+1)}.
Dlace A°X* =Ria € AFX* przyjmujemy c A a = ca € AFX*,

Na przyklad, dla o, 3 € A'X* oraz v € A2X* mamy wprost z definicji

(anB)(&mn) = a(é)B(n) — a(n)B(§),
(@AY)(&n,¢) = a(§)v(n, ) — a(m)v(&¢) + a({)v(€,n)
= a(&)y(n, ¢) +a(n)(¢,§) + a(¢)y(&n)

(ostatnia réwnos$é wynika z antysymetrii 2-formy ~).
Wprost z definicji wynika tez, ze iloczyn zewnetrzny o A (3 jest przeksztalceniem dwu-
liniowym, tzn. zalezy liniowo od kazdego z czynnikéw «, 8 z osobna.

Lemat 7.25 (wlasnosci iloczynu zewnetrznego). Niech k,l,m € NU {0}. Wowczas:
() dla o € A*X*i B € AL X* jest

aAB=(-D"BAa;

(ii) iloczyn zewnetrzny jest tqczmny, tzn.

(@AB)Ay=aAn(BAy) dla aecAX* geANX* ~veAmX*,
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(iii) dla wszystkich J = (j1,...,jk) € Jr(n) jest

dry=dxj N\...Ndzj, .

Dowo6bp. Wiasnos$é (i) wynika latwo wprost z definicji; trzeba zauwazyé, ze kazde tasowa-
nie o € S;; mozna zmieni¢ w tasowanie ze zbioru S ;, za pomocg kl transpozycji (przesta-
wien).
Aby wykazac 1gcznosé, wprowadzimy zbidr ‘potréjnych tasowan’
o(l) <...<o(k),
Sk,l,m: 0 € Sktitm O'(k—l—l)<...<0‘(k‘+l),
olk+l+1)<...<olk+1+m)

Zaréowno ((aw A B) A7) (&1, Ektiem), jak i (@ A (B A7) (&1, ..., Ektitm) S8, z definicji
iloczynu zewnetrznego i wlasnosci znaku permutacji, rowne liczbie

D> elo) el o) Bothrty - > Eotert) Yokt - Ealtiom)) -

Jesk,l,m
Stad wynika 1gczno$¢ mnozenia zewnetrznego. Iterujac powyzszy wzor, otrzymuje sie
przez indukcje, dla wszystkich 1-form o, ..., € X* = AL X* i wektoréw &;,...,& € X,
réwnosé

(1 Ao Aag) (€. &) =D e(0) - an(€o)) - 02(éo@) - - - - k(€opp)

v (7.19)
= det ((a’/(ﬁl"))y,yzl,‘..,k> ’

Ktadgc X = R" oraz o, = dz;,, otrzymujemy punkt (iii) tezy lematu. [

Definicja 7.26 (przeciagniecie formy). Jesli A: X — Y jest przeksztalceniem linio-
wym i w € AFY*, to forme A*w € AFX* nazywang przeciggnieciem w za pomocq A, defi-
niujemy wzorem

A*w(élaaék):w(Agly,AEk), £J EXdla]:].,,k

Przyporzadkowanie w — A*w jest przeksztalceniem liniowym z A*Y* w A*X*. Odno-
tujmy inne jego wlasnos$ci.

Stwierdzenie 7.27. (i) Jesli A: X — Y i B: Y — Z sq przeksztalceniami liniowymi,
to (B o A)*w = A*(B*w) dla kazdej k-formy w € A*Z*.
(i) Wzor A*(a A B) = A*a A A*S zachodzi dla wszystkich A: X — Y liniowych oraz
wszystkich o € A*Y*, € AlY™.

(iii) Jesli A = (aij), gdziei=1,...,n, j =1,...,m, jest przeksztatceniem liniowym z
przestrzeni R™ w R", przy czym wspétrzednymi w R™ i R™ sq, odpowiednio, y =
(Y1, -y Yn) L & = (21,...,%m), to WOWCZAS

A*(dyy) = > detA(J,I)dx;  dlaJ € Ji(n), (7.20)
I€Ji(m)

gdzie symbol A(J,I) oznacza macierz k x k, powstajgcq z A przez wybor wierszy
o numerach ze zbioru J € Ji(n) oraz kolumn o numerach ze zbioru I € Ji,(m).
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Dowép. Pierwsze dwie wlasno$ci wynikajg wprost z definicji; (i) jest praktycznie oczy-
wista, natomiast dowdd (ii) jest prostym ¢wiczeniem, polegajacym na wypisaniu defini-
cji przeciggniecia, definicji iloczynu zewnetrznego i raz jeszcze definicji przeciggniecia.
Szczegoly pozostawimy Czytelnikowi.

Dla dowodu (iii) skorzystamy z rachunkéw przeprowadzonych w Przykladzie 7.23: jesli

w = A*(dy;), to réwnos¢
w= Z c; dxy,

I€J,(m)

wyrazajaca forme w w bazie dx;, I € J;,(m), zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
zestawu [ = (i1, 1i9,...,1x) jest

Cr = w(eil, ceey eik) = (A*dyj)(ez-l, cey eik)
= d,yJ(Ae,-l,. . .,Aeik)

= det (((Aei,)j,) 1. ) = det A(J,T),

gdyz wektory Ae;, sg po prostu kolumnami macierzy przeksztalcenia A. [

7.3 Formy roézniczkowe

Definicja 7.28 (forma rézniczkowa rzedu k). Niech U C R” bedzie zbiorem otwar-
tym. Formq rézniczkowq rzedu k i klasy C*° na zbiorze U, lub krétko: gladkg k-formag
rézniczkowg na U, nazywamy przeksztalcenie

w: U x (R 5 R
klasy C°, takie, ze dla kazdego punktu x € U przeksztalcenie

(R 3 (&1,...,€,) — w(x;&1,..., &) €R (7.21)

jest k-forma antysymetryczna, tzn. elementem przestrzeni A* (R”)k

Uwaga. Jesliw: U x (]R”)k — R jest k-formg rézniczkows, to odwozorowanie (7.21) ozna-
cza sie symbolem wy, tzn.

wx(&lw . aEk) = w(xaéla . 7£k)
dla wszystkich &1, ..., & € R". Mozna wiec utozsamié w z przeksztalceniem gtadkim
U xr— wy € AFRY)

o wartosciach w przestrzeni k-form antysymetrycznych. Zgodnie z Przykladem 7.23, dla
kazdego x € U forme w, mozna wyrazi¢ jako kombinacje form bazowych dx,

Wx = Z ap(x) dxy, a; € C*(U),
I€J(n)

przy czym a;(x) = wy(e;,,...,e; ) dla l = (i1,..., i), na mocy wzoru (7.17) na wspél-
czynniki formy w bazie.
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Zbiér wszystkich k-form rézniczkowych na U C R™ oznacza sie
QF(U) == (9, AF(R™)Y).

Uwaga. Iloczyn zewnetrzny form rézniczkowych bedziemy oznaczaé tak samo, jak iloczyn
zewnetrzny form liniowych; dla a € Q*(U), 8 € QY(U) przyjmujemy

(A B)x = ax A By € AFTHR™)*.

We wsp6élrzednych pisze sie po prostu
(Zaldarl>/\<ZdexJ>— Zaledxl ANdzy.
I J 1,7

7.3.1 Przecigganie form rézniczkowych. Rézniczka zewnetrzna.

Niech U ¢ R" iV C R™ beda zbiorami otwartymi, za§ f: V — U — przeksztalceniem
gladkim.

Definicja 7.29. Jesli w € QF(U) jest k-formg rézniczkowg na U C R™, to przeciggnieciem
w za pomocq f nazywamy forme f*w € QF(V), okreslong wzorem

f*w(x;£17"'a£k) :w(f(x)’Df(x)Ela7Df(x)£k)’ xGV, El,-.-,ﬁkeRm.

Przeciaganie form rézniczkowych, traktowane — dla ustalonego odwzorowania f —jako
przeksztalcenie
QFU) 3w ffue QF(V),

jest, podobnie jak przecigganie form liniowych za pomocg odzworowan liniowych, prze-
ksztalceniem liniowym z QF(U) w Q¥ (V). Oto jego najwazniejsze wlasnosci.

Stwierdzenie 7.30. Niech U C R", V C R™ i W C RP bedq zbiorami otwartymi, zas
f:V —=>U, g: W — V —odwzorwaniami gladkimi.

(i) Dla w € QF(U) jest (f o g)*w = ¢* f*w.
(ii) Dla a € QF(U), p € Q4U) mamy
Frlanp)=(ffa)n(fB) e A (V).

(iii) Jesli wspotrzednymi w R™ i R™ sq, odpowiednio, y = (y1,...,yn) L X = (T1,...,Tm),
zas w = b,;dy; € Q*(U), gdzie J € Ji(n) i b, € C°(U) sq dane, to wéwczas

fy — 01,
fro= Y (byof) det < 8x1> dz;, (7.22)
I€Jk(m)
gdzie symbol
of, (0, L , . .
axl_ <al‘2u MV:lk? I_(Z17"7Zk)7 J_(]17“’7jk)

oznacza macierz k x k, powstajgcq z macierzy Jacobiego D[ przez wybor wierszy
o numerach j, € J i kolumn o numerach i, € I.
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Dowép. Punkty (i) oraz (ii) otrzymujemy, podobnie jak odpowiadajgce im czesci Stwier-
dzenia 7.27, wprost z definicji. Wzér (7.22) wynika od razu ze wzoru (7.20) w Stwierdze-
niu 7.27 i Definicji 7.29. Zachecamy Czytelnika do samodzielnego przemyslenia tych zdan
i (mechanicznego, w gruncie rzeczy) wypisania odpowiednich wzoréw. [J

Przyklad 7.31. (a) Niech w € QY(U), U C R™. Wéwczas, zgodnie z podanym wezeséniej
opisem bazy w przestrzeni A'(R")* 1-form antysymetrycznych,

w= ij dzj, gdzie w; € C(Q).

Zastosujmy wzor (7.22) do formy w i funkcji gladkiej f: [0,1] — U C R” (parametry-
zacji pewnej krzywej w U). Oznaczajac zmienng na odcinku [0, 1] literg ¢, otrzymamy

ffw = Z [ (wj dxj) wobec liniowosci w — f*w

2 5 o L

j=1
Prosze poréwnac ten wynik z definicjg catki z 1-formy.
(b) Niech U = R?\ {0}, V = (0,00) x R, zaé f: V — U niech bedzie dane wzorem
f(r,0) = (rcos@,rsinf).

Inaczej méwige, x = fi(r,0) = rcosf iy = fao(r,0) = rsinf to zwykle wspélrzedne
kartezjanskie wyrazone za pomocg wspélrzednych biegunowych (r,0) € V. Wzér
(7.22) daje w tym przypadku

" of oft ., .
f*(dx) = o dr + 20 df = cos @ dr — rsin6 df
fH(dy) = %de —i—%d@zsin&dr—l—rcos&d@.

Stosujac Stwierdzenie 7.30 (ii), otrzymujemy po nieskomplikowanym rachunku, wy-
korzystujac zaleznosci dr A dr =0 = df A df, dr A df = —db A dr, wynik

fH(dx Ndy) = f*(dx) A f*(dy) = r dr A dB.
Zauwazmy, ze to po prostu inny sposéb wyrazenia zaleznosci det D f(r,0) =r. O
Definicja 7.32 (r6zniczka zewnetrzna). Operator
d: QF(U) = QFHU) ,

okreslony wzorem

. d
dw(x;ﬁo,&, Ce >€k) = Z(—l)l£ U)(x + S€i7£07 e 7£i71>€i+17 s 7516)
i:o ) =0 (7.23)
_ZZ 5“, x,so,..-,fi—1a£i+17---7£k)a
=0 v=1 Ty

gdzie x € Q, &, ..., & € R" oraz & = (&,)v=1,... n, NAZywa sie rézniczkq zewnetrzng.
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Przyklad 7.33. Niech k = 0; kazda 0-forma rézniczkowa f € Q°(U) to po prostu funkcja
gladka f: U — R. W tym przypadku wzér na rézniczke zewnetrzng oznacza, ze

n

() = 7 (x:6) = 36 O (%) = Df(x)e.

Rézniczka zewnetrzna formy f € Q°(U) przyporzadkowuje wiec punktowi x € U prze-
ksztalcenie liniowe (df)x = Df(x) € ALY(R")* = (R")*, ktére dobrze znamy: zwyklg réz-
niczke funkcji f w punkcie x. Stosuje sie czesto zapis

df = E 781‘ dxj .
j=1 """

Podstawiajagc f(x) = x;, odnajdzie Czytelnik jedno z mozliwych wyjasnien, dlaczego rzut
na j-tg o§ oznaczaliSmy w poprzednim podrozdziale symbolem dxz;. [

Twierdzenie 7.34 (wlasnosci r6zniczki zewnetrznej). Niech U bedzie zbiorem otwar-
tym w R". Operator d: QF(U) — Q¥+1(U) jest liniowy. Ponadto:

(i) Jesli w =aydxy, gdzie ay € C*°(U)i J € Jr(n), to wéwczas

Z dxl,/\dacj—daj/\de, (7.24)
o0x,

(ii) Dila a € QF(U) oraz 8 € QY(U) mamy
d(aAB) = (da) A B+ (—=1)*a AdB; (7.25)

(iii) Dla kazdej formy w € QF(U) jest d(dw) = 0;
(iv) Dla kazdego f € C>*(V,U), gdzie V' C R™ jest otwarty, mamy d(f*w) = f*(dw).

Dowép. Liniowo$¢ rézniczki zewnetrznej jest oczywista. Najpierw udowodnimy punkt (i).
Niech w = ay dx ;. Z definicji,

dw(x;€0,&1,- -, &) = ZZ sw (@, €0, €1, €, E)

7 v=1 Ty
ko n da
=3 Y (1 V&g > L(x)day (€o,. .. &1, Eip1, En)
=0 v=1 v
3aJ é i
Z 8:1: (Z —1)&;, dz g (£, ... ,5i—17£i+17£k))

=0

Zgij dQ?V/\dIJ)(Eo,...,gk).

Piszgc ostatnig r6wnosé, skorzystaliSmy z definicji iloczynu zewnetrznego form liniowych
dr, € AY(R™)* oraz dz; € AF(R™)*,
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Wtasno$é (ii), dzieki liniowosci d, wystarczy wykazaé dla o = adx; i f = bdx;, gdzie
a,b € C*°(U) sg funkcjami gladkimi, I € J;(n), J € Jy(n). Ze wzoru na pochodng iloczynu
oraz punktu (i) otrzymujemy

d(a A B) = d(ab dx; Ndxy) = Z Oab)

v=1

dx, Ndx; ANdx
Ty

n a n
:Z a4 bdx,,/\d:cl/\deJrZaab a dxr, Ndx; \dxy
Ty
v=1

v

v=1

[ <= Oa i "L 0b

_< . dx,,/\d:c1>AB+(—1) a A (; To dx,,/\de>
(

>

= (da) A B+ (=1)Fa A (dB)

Ostatnia ré6wnoéé wynika ze wzoru (7.24), zas w przedostatniej znak (—1)* pojawia sie
dlatego, ze I € Ji(n): wtedy

dr, Ndxy = dx, Ndzy A ... Adzg, = (=) ey A ... Adag, Ade, = (—1)Fdx; Aday,

patrz Lemat 7.25 (i).

Udowodnimy teraz wtasno$é (iii), tzn. réwnos$é d o d = 0. Dla 0-form, tj. funkcji f €
C>(U), otrzymujemy dzieki twierdzeniu Schwarza o symetrii D?f ré6wnoéé

(<=~ Of N~ 0 [of
d(df) _d< axydx”> =) o, <axy> dz,, A dz,
v=1 n,v=1
-y *f  0%f
N O0x,0x, Ox,0x,

1<p<v<n

> dx, Ndx, =0.

Z definicji, d(dz ;) = 0 dlakazdego J € Ji.(n), wiecdlaw = adz; € QF(U), gdziea € C°(U)
jest dowolng funkcja, otrzymujemy dzieki udowodnionym juz wlasnosciom (i) oraz (ii)

d(dw) = d(da A dz;) = d(da) Ndzy + 0= d(da) = 0.

Stad juz wynika, ze d o d = 0 na QF(U).
Pozostaje wykazaé (iv). Niech f = (f1,..., fn), gdzie f;: V — R sg klasy C>°(V). Jesli
w € QO(U) = C>(U) jest 0-forma, czyli funkcjg gtadka, to f*w = wo f. Wzér

fH(dw) = d(f*w) (7.26)

wynika wtedy od razu ze wzoru na rézniczke zlozenia. Dla w(y) = y; otrzymujemy stad
w szczegolnosci

a nastepnie, korzystajgc ze Stwierdzenia 7.30 (ii),
d(f*dy;) = dfj, A ... Ndfj, dla wszystkich zestawow J € Ji(n).
Z tej réwnosci, stosujgc wlasnosé (ii) i réwnosé d o d = 0, otrzymujemy

d(f*(dy;)) =0  dla wszystkich zestawéw J € Ji(n). (7.27)
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Niech teraz w = 3 ;. 7 (n) W, Y, gdzie wspélezynniki w; € C*(U) sg funkcjami. Zacho-
dza wtedy réwnosci

i) S0 g S (s

JETK(n)
(7_25),:(7.27) Z d(f*wj) A f*(dyj)
JE€Tk(n)
7.26 * *
(7.26) > i (dwy) A F(dy,)
JeTK(n)
Stw. 7.30 (ii) * e "
tw: (ii f ( Z (dwj)/\dyj> (:) f(dw)

JETy (n)
Dowéd catego twierdzenia jest zakoniczony. [J

Definicja 7.835. Méwimy, ze forma w € QF(U) jest zamknieta, jedli dw = 0. Méwimy, ze
forma w € OF(U) jest doktadna, jesli w = dn dla pewnego n € Q¥ 1(U).

Przy uzyciu tego jezyka czesé wlasnosci rézniczki zewnetrznej, opisanych w ostatnim
twierdzeniu wypowiada si¢ krétko:

Stwierdzenie 7.36. Kazda forma doktadna w € QF(U) jest zamknieta. Ponadto, jesli
f:R™ >V — U C R" jest klasy C™, a forma w € QF(U) jest zamknieta (odpowiednio:
doktadna), to forma f*w € QF(V) tez jest zamknieta (odpowiednio: doktadna).

Dowép. Pierwsza cze$¢ wynika z réwnosci dod = 0, a druga z przemienno$ci przeciggania
form i rézniczkowania zewnetrznego. [J

7.3.2 Formy rézniczkowe w R3

O formach rézniczkowych w R? méwi sie czesto, uzywajgc nieco innego (choé tez dosé
formalnego) jezyka. Ot6z, wobec wzoru (7.18), przestrzenie A (R3)* i A%2(R?)* majg wymiar
réwny (°) = (3) = 3, a wigc kazda z nich jest izomorficzna z R®. Dlatego dla obszaréw

U C R3 istniejg izomorfizmy liniowe
Iy: C®°(U,R?) — QF(U) = C=(U,A*R?*),  k=1,2.

Innymi stowy, zaréwno 1-formy, jak i 2-formy rézniczkowe w R® mozna utozsamiaé z funk-
cjami gladkimi o wartosciach w R?, a wiec z polami wektorowymi. Polu wektorowemu
v = (f,g,h): U — R3 odpowiednie izomorfizmy — zalezne od wyboru baz w przestrze-
niach 1-form i 2-form antysymetrycznych — przypisuja nastepujgce formy rézniczkowe:

v=(f9,h)— L(v):=ap =fdr+gdy+hdz (7.28)

oraz
v=(f,9,h)— I2(v) =0y = fdyNdz+gdzNdx+hdx Ndy. (7.29)

Zgodnie ze wzorem na rézniczke zewnetrzna,

day = (hy — g2)dy Ndz + (f2 — he) dz Ndx + (92 — fy) dz A dy.
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Zauwazmy, ze
doy = L(w), gdzie  w = (hy — gz, fo — hu, gz — fy) € O (U, R?)

Pole wektorowe w = (hy — g2, f. — hs, 9. — fy) nazywa sie rotacjq pola v = (f, g, h). Pisze

sie czasem
hy — g- 0/0x f
rotv=|f.—h, | =10/0y| x|g|=Vxnv,
9z — [y 0/0z h

postepujac z symbolem V = (9/9z,0/0y,0/0z) tak, jakby chodzito o wektor.
W podobnej konwencji,

dfv = (fo+ 9y +h.)dz Ndy Ndz = (V,v)dx Ndy N dz,

gdzie tym razem napis (V, v) oznacza formalnie rozumiany iloczyn skalarny “wektora”
V i wektora v. Funkcje f, + g, + h. = (V, v) nazywa si¢ dywergencjg pola wektorowego

v = (f,g,h); piszemy
divo :=f, +g,+h. dla v=(fg,h):U—R.

Mamy wiec, dla funkcji F' € C°°(U) oraz pél wektorowych v € C*(U,R?), nastepujgce
utozsamienia:

dF = agraar = I1(grad F),
d(I1(v)) = day = Brotv = I2(T0t V),
d(Ix(v)) =dfy = (dive)dz Ady N dz.

Inaczej méwige, w wymiarze 3 izomorfizmy I, k = 1,2, pozwalajg utozsamié rézniczke
zewnetrzng na formach stopnia 0, 1i 2 odpowiednio z gradientem, rotacjg i dywergencja.
Wlasnoéé d? = 0, wykazana w Twierdzeniu 7.34, oznacza, ze

rot (grad F) =0, div (rotv) =0
dla wszystkich F € C>*(U) i v € C®(U,R?).
Definicja 7.37. Operator rézniczkowy
C*(U) 3 f = Af = foo + fyy + [ = div (grad)
nazywa sie laplasjanem.

Uwaga 7.38. Ogélniej, dla obszaréw U C R", gdzie n > 2, dywergencje pola wektorowego
v = (v1,...,v,) € CY(U,R") i laplasjan funkcji f € C?(U) okresla si¢ wzorami

= Oy
divv = ; P (7.30)
Af = div(grad f) =Y fo, - (7.31)
=1

Jak Czytelnik bedzie mial szanse przekonaé sie podczas dalszych studiéw, laplasjan
pojawia sie¢ w wielu réwnaniach fizyki matematycznej, a takze w pewnych zagadnieniach
geometrii i rachunku prawdopodobienistwa.
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7.4 Orientacja rozmaitosci. Calka z formy rézniczkowej

Przypomnijmy, ze orientacja przestrzeni liniowej R™ to, formalnie biorgc, wybor jednej
z dwoch klas abstrakcji nastepujacej relacji rownowaznosci, okreslonej na bazach R™:
bazy

&1, €n oraz Myeeos NMm

sg w tej relacji wtedy i tylko wtedy, gdy zapisana w tych bazach macierz przeksztalcenia
identyczno$ciowego ma dodatni wyznacznik.

Powiemy teraz, co to znaczy, ze dana rozmaitos$¢ gladka M™ C R" jest zorientowana.
WprowadZzmy odpowiednie oznaczenia. Niech (U, ).c4 bedzie rodzing zbioréw otwartych
w R”, pokrywajgcqg M. Zalézmy, ze dla wszystkich indekséw o € A zbiér® U, N M jest
obrazem parametryzacji gladkie;j

Ue: R"DVy = U N M =V,(Vy) CR™,

a funkcja
By = (V) 1 U,NM =V, CR™

jest tzw. mapa. Zbiér map {®,: a € A} jest, zgodnie z terminologia z Definicji 6.7, atla-
sem.

Vo

¢,6’(z

Vg

Funkcje przejscia ¢go = Pgo Pyt : Vo D ®o(Ua NUs N M) — V.

9Prosze zauwazy¢: z definicji, jest to zbiér otwarty w topologii indukowanej M.
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Definicja 7.39 (atlas zorientowany). Powiemy, ze atlas {®,: a € A}, gdzie
Oy = (Vo) U,NM -V, CR™

sg mapami na rozmaitosci gladkiej M, jest zorientowany, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich «, 5 € A takich, ze dziedziny map ®,, ®s przecinajg sie, przeksztalcenie

Ppa = Ppo @t By (Uy NUgN M) — Vg C R™
(nazywane funkcjq przejscia) spelnia warunek
det Dpgq > 0 (7.32)
w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Definicja 7.40. Rozmaito$¢ M C R™ nazywa sie orientowalna, jesli istnieje na niej atlas
zorientowany.

Definicja 7.41. Dwa atlasy zorientowane na danej rozmaitosci M sg zgodne, jesli ich
suma jest atlasem zorientowanym.

Nietrudno sprawdzi¢, ze zgodnosé jest relacjg réwnowazno$ci na zbiorze wszystkich
atlaséw zorientowanych danej rozmaitosci orientowalnej. Wyborem orientacji danej roz-
maitosci nazywa sie, formalnie biorgc, wyboér klasy abstrakcji tej relacji. Pozostawimy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze na kazdej rozmaitosci orientowalnej istniejg tylko dwa
rézne wybory orientacji.

Uwaga 7.42. Wygodne jest takze nastepujace spojrzenie: orientacja M to wybér orien-
tacji kazdej z przestrzeni stycznych 7, M, przy czym owe wybory sg dopasowane tak,
zeby dla kazdego punktu p € M istniala taka dziedzina mapy ®.: U, " M — V, C R™,
ze p € U, N M irézniczka parametryzacji ¥, = (®,)"': V,, — U, N M przeprowadza
standardowg baze e, ..., e,, w dodatnio zorientowanq baze przestrzeni Tp, M.

Przyklad 7.43. Torus
T? =S! xSt = {(z,y,z,w) € R*: 22 + 4% =22 +w? = 1},

ktérego pole wyznaczylismy w Przyktadzie 6.14, jest rozmaitoscig orientowalng. Zbiér T?
jest obrazem przeksztalcenia

W:R? > (t,5) — (cost,sint,cos s,sins) € T2.

Nietrudno wprowadzi¢ na T? atlas zlozony np. z czterech map ®,, a = 1,2, 3,4, bedacych
przeksztalceniami odwrotnymi do

\yy(

\I’|(O,27r)><(0,27r)7 0,27) x (m,3m)’ \I’|(7T,37T)><(0,27T)’ \II|(7r,37r)><(7r,37r)'

Funkcje przejscia dla tego atlasu sg po prostu przesunieciami (¢, s) — (¢t - a,s +b), gdzie
a,b € {0,7}, a kazdy z wyznacznikéw w (7.32) jest rowny 1.
Tak samo sprawdza sie, ze n-wymiarowy torus

T ={z =(21,...,20) EC"~R™: |z1| = ... = |z4| = 1}

jest rozmaitoScig orientowalng.
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Wstega Mobiusa to obraz przeksztalcenia (7.33): powierzchnia zakre§lana przez odcinek dlugosci 2, ktérego
$rodek porusza sie ze stalg predkoscia po okregu o promieniu 2, podczas gdy sam odcinek, zawarty przez
caly czas w plaszczyZznie normalnej do okregu, obraca sie o kat 7. Z topologicznego punktu widzenia, wstega
Mobiusa powstaje przez sklejenie dwéch koricow prostokgtnego, elastycznego paska, przy czym jeden z kon-
cow zostaje przed sklejeniem obrécony o 180 stopni.

Zadanie 7.44. Sprawdzi¢, ze sfera S"~! = {x € R": ||x||> = 1} jest orientowalna.

Wskazéowka. Mozna uzyé atlasu, w ktérym sg tylko dwie mapy: rzuty stereograficzne
z dwéch przeciwnych biegunéw; jeden z tych rzutéw mozna zlozyé z odbiciem lustrzanym.

Nieorientowalna jest np. wstega Mébiusa, M = (R x (—1,1)) C R?, gdzie

W(0,t) = 2(cos 26,sin26,0) + ¢( cos 0 cos 26, cosd sin26 ,sinf )

(7.33)
= ((2+ tcosf)cos26, (2 + tcosf)sin 26, tsin §)

Zadanie 7.45. Wskaza¢é atlas wstegi Mobiusa, zlozony z dwéch map. Sprawdzié, ze nie
jest to atlas zorientowany.

Zadanie 7.46. Udowodni¢ nastepujacy fakt: jesli atlas &/ = {®,: @ € A} rozmaitosci
M™ C R"™ jest zorientowany i obraz mapy ®: U N M — V jest spdgjny w R™, to ktérys
z atlasow &7, = o/ U {®} oraz &/ = o/ U {L o ®}, gdzie L: R™ — R™ jest odbiciem
lustrzanym, tzn. L(x1,z9,...,2m) = (—21,22, ..., Zy), jest zorientowany.

Wskazéwka. Zbiory D} = {x € V: det D(®, o @ !)(x) > 0} oraz D, zdefiniowany
analogicznie, za pomocg przeciwnej nieréwnosci, sg otwarte. Sprawdzi¢, ze kazdy punkt
V nalezy do jednego z tych zbioréw. Skorzystac ze spdjnosci V.

Zadanie 7.47. Z dwéch poprzednich zadan wywnioskowad, ze wstega Mobiusa nie jest
orientowalna.

Bez dowodu, ktéry wykracza poza ramy wykladu, podamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.48. Jesli rozmaitosé M™ = 0N klasy C* jest brzegiem obszaru ograniczo-
nego Q C R™*L to M jest orientowalna.
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7.4.1 Calka z formy ré6zniczkowej

Definicja 7.49. Niech U C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech w € Q™(U), w = fdz1 A
... Ndzy, gdzie f € C3°(U) jest funkcjg gtadky o zwartym nosniku w U. Przyjmujemy

wowczas
/w:/fdatl/\.../\da:m::/fd/\m.
U U U

Definicja 7.50. Niech M™ C R" bedzie rozmaitoscig zorientowang. Jesli U C R" jest
zbiorem otwartym, U N M # (), a parametryzacja

U:R"DOV — UNM=9(V)

jest zgodna z orientacjg M, to dla formy w € Q™ (U) o zwartym no$niku w U przyjmujemy

/w::/ U*w (7.34)
M 1%

Wypada oczywiscie sprawdzié, ze powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od
wyboru parametryzacji. Jesli no$nik formy w jest zawarty w przecieciu dziedzin dwéch
map Z tego samego atlasu zorientowanego, ®,: U, N M — V,, oraz ®3: UgN M — Vg, to
funkcja przejscia

¢5a: (I)a(Ua ﬁUg ﬂM) =Wy — Wﬁ = (I)g(Ua N U/j ﬁM)
jest dyfeomorfizmem W, na Wjg, o dodatnim jakobianie. Dla parametryzacji ¥, = ®_*

oraz Vg = @El mamy
\I/a :\Ilgogbga na Wa.

Niech (y1, ... ,ym) bedg wspélrzednymi w W, a (z1, ..., zy,) — wspélrzednymi w W,,. Wow-
czas Viw = fdyi A ... A dym, gdzie noénik funkcji gtadkiej f jest zwarty w zbiorze Wj.
Zgodnie ze Stwierdzeniem 7.30 (i) oraz (iii),

Vow=(V50dpa) w=dja(Phw)
= d)Z)a(fdy]_ Ao A dym)
= (f0¢ﬁa) dethf)Ba dri N ... ANdzy, .

Dlatego z twierdzenia o zamianie zmiennych otrzymujemy

/WZWZ/ (fo%a)dethbﬁad/\m:/ fd)\m:/ Vhw.
A W Wg Vs

Prosze zauwazy¢: skorzystaliSmy z tego, ze na M ustalono atlas zorientowany; dlatego
moglismy w powyzszym rachunku uzyé samego jakobianu funkcji przejscia, a nie wartosci
bezwzglednej tego jakobianu.

Zdefiniujemy teraz catke z m-formy rézniczkowej po orientowalnej rozmaitosci zwartej
M™ c R". Taka rozmaito$é ma atlas zorientowany, ztozony ze skoriczenie wielu map
Oy:UsNM — V, CR”, o =1,...,N. Niech funkcje ¢, € C§°(U,) tworzg tzw. gladki
rozktad jedynki na M wpisany w pokrycie (U,), tzn. niech

(1+---+(¢yv =1 wpewnym otoczeniu zbioru M, (=0 pozal,;.

Istnienie takiego rozktadu jedynki gwarantuje Lemat A.2 (patrz Dodatek A). Przy takich
oznaczeniach przyjmujemy nastepujgce okreslenie.
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Definicja 7.51. Zal6zmy, ze W jest zbiorem otwartym w R™ i rozmaito$¢ M™ C W. Dla
formy w € Q™ (W) kladziemy

N
w:= Caw. (7.35)

Ponownie, wypada sprawdzic, ze ta definicja nie zalezy od wyboru atlasu zorientowa-
nego i rozkladu jedynki. Jesli inne zbiory Ué C R"™ pokrywajg M, 8 = 1,..., N’, mapy
Py Uy N M — Vg C R™ tworzg atlas zorientowany, a funkcje (; € C5°(Uj) sg gtadkim
rozkladem jedynki na M wpisanym w pokrycie (U, é), to zmieniajgc kolejnosé sumowania

otrzymujemy
S o= [ age=3 [ Ge.
o Y MNUq a8 MOUaNUj 3 Y MnUL

Stad juz wynika poprawno$é definicji.

Uwaga 7.52. Analogicznie definiuje sie catke z formy rézniczkowej po zwartym podzbio-
rze dowolnej rozmaitosci zorientowanej.

7.5 Twierdzenie Stokesa

Niech M™ C R" bedzie m-wymiarowa rozmaitoscig zorientowang. Aby sformulowaé twier-
dzenie Stokesa, powiemy najpierw, jak orientuje sie brzeg podzbioru rozmaitosci.

Niech G bedzie takim zwartym podzbiorem M, ktérego brzeg 0G (w topologii indu-
kowanej)'® na M jest rozmaitoécig (m — 1)-wymiarowg. Wéwczas dla dowolnej mapy
S,: Uso N M — Vo, C R™ zbiér ®,(U, N G) tez jest rozmaito$cig (m — 1)-wymiarowa
(dow6d: éwiczenie dla Czytelnika).

Orientacje 0G (tzw. orientacje brzegu dziedziczong z M) okresla sie nastepujaco. Jesli
P € 0G, to w Tp M istnieje wektor normalny zewnetrzny do 0G, tzn. istnieje jednoznacz-
nie okre$lone przeksztatcenie v: 0G — S"~! C R” takie, ze

v(p) € TpM.  v(p) L T,(0C)

i wreszcie dla kazdej krzywej gltadkiej v: (—¢,¢) — M takiej, ze v(0) = p i /(0) = v(p)
warunek ~(¢) ¢ G spelniony jest dla wszystkich ¢ > 0 dostatecznie matych. Przyjmujemy,
zebaza vy,..., U, przestrzeni Tp (0G) jest zorientowana dodatnio wtedy i tylko wtedy,
gdy

v(p),vi,..., Uy

jest dodatnio zorientowang bazg T, M.

Czytelnik zechce poréwnacd to okreslenie orientacji brzegu z okresleniem, ktérym po-
stuzyli$my sie, formulujgc w podrozdziale 7.1 twierdzenie Greena na plaszczyznie (wtedy
m = 2, m — 1 = 1). Nietrudno stwierdzi¢, ze oba sg réwnowazne.

OTnaczej méwiace, punkt p € G wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (p;) C G zbieiny do p oraz cigg
(g;) C M\ G zbiezny do p.
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Twierdzenie 7.53. Niech M™ C R™ bedzie m-wymiarowq rozmaitosciq zorientowang
klasy C' i niech G C M bedzie zwartym podzbiorem M, ktérego brzeg 0G (w topologii
indukowanej na M przez zanurzenie w R") jest (m — 1)-wymiarowq podrozmaitoscig R",
wyposazonq w orientacje brzegu, dziedziczong z M.

Zatozmy, ze M C W, gdzie W jest zbiorem otwartym w R". Wowczas dla kazdej (m—1)-
formy rézniczkowej w € Q™ Y(W) zachodzi wzér

/ W= / do | (7.36)
oG G

Uwaga 7.54. Przy zalozeniach twierdzenia Stokesa zbiér 0G ma (m — 1)-wymiarowg
miare powierzchniowg réwng zero.

Dowdéd tego waznego twierdzenia przeprowadzimy w trzech zasadniczych krokach.
Pierwszy z nich to samodzielne ‘twierdzenie z nazwiskiem’.

Lemat 7.55 (twierdzenie Gaussa o dywergencji). Niech G C R" bedzie obszarem
ograniczonym z brzegiem klasy C'. Oznaczmy przez v: 0G — S~ ! C R™ wektor normalny
zewnetrzny do 0G.

Niech W C R™ bedzie zbiorem otwartym takim, ze G C W. Woéwczas dla kazdego pola
wektorowego w = (w1, ...,w,): W — R" klasy C' zachodzi wzor

/ div w d)\, :/ (w,v)do,_1, (7.37)
G oG

gdzie divw =) ", g;’? Jest dywergencjq pola w, zas o,,_1 oznacza miare powierzchniowg
1
na rozmaitosci 0G.

Interpretacja fizyczna réwnosci z tezy lematu jest nastepujgca: prawa strona to tzw.
strumien pola wektorowego przez powierzchnie 0G. Jesli np. v jest polem predkosci cie-
czy w (pewnym obszarze) przestrzeni R, to [, (v, v) doy jest iloscig cieczy, przeplywajacej
przez powierzchnie ¥ w jednostce czasu.!! Twierdzenie Gaussa orzeka, ze przeplyw pola
przez powierzchnie zamknietg jest rowny calce dywergencji pola po obszarze ograniczo-
nym tg powierzchnig.

Dow6p TwiErRDzZENIA GaUussa. Dowdd jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia Greena:
wykorzystuje si¢ gtadki podzial jednosSci. Z uwagi na liniowy charakter tezy, wystarczy
przeprowadzi¢ dowdd dla pola wektorowego, ktére ma tylko jedng wspélrzedng niezerows.
Przyjmijmy wiec w = (0,...0,w,) (W pozostalych przypadkach dowdd jest identyczny).
Dla kazdego punktu p € G wybierzmy przedzial otwarty Qp o srodku w p tak, aby

e Q, CGdlap€egG;
e dla p € 0G zbiér 0G N Qp byl, dla pewnego indeksu i € {1,...,n}, wykresem funk-

¢ji z; = ¢(x1,...,2i—1,Tit1,...2,), okreslonej na przedziale (n — 1)-wymiarowym,
bedgcym Sciang Qp .

11Czytelnik zechce sprawdzié, ze jednostki sie zgadzaja.
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Korzystajgc ze zwartosci G, wybierzmy pokrycie skoriczone G, zlozone z N takich prze-
dzialéw, Q1,...,Qn. Jak w dowodzie twierdzenia Greena, przyjmijmy, ze Q1, ..., Q) sta-
nowig pokrycie brzegu, zas$ Qxy1,. .., QN sg (wraz z domknieciami) zawarte w G.

Wezmy funkcje ¢, € C5°(Q;) takie, zeby (; + --- + {(xy = 1 w pewnym otoczeniu G.
Woéwczas suma pochodnych Y,((;),, = 0 na G i dlatego

8wn Clwn
divw d\, / d\, / d\y, (7.38)
/ Z lﬂG 8xn Z lﬂG 8:671
I(Gwn) al / I(GQwn) / I(GQwn)
= d\, + d\, = d\,.
ZZ; /QmG Oy Z QNG Oy Z QNG Oy,

I=k+1

(Jak w dowodzie twierdzenia Greena, nietrudno wywnioskowacé, postugujac sie twierdze-
niem Fubiniego i definicjg calki oznaczonej, ze kazdy sktadnik drugiej sumy w ostatniej
linijce jest zerem, gdyz (yw,, znika na brzegu przedzialu Q;).

Kazdg z calek w sumie po prawej stronie wzoru (7.38) obliczymy oddzielnie. Ustalmy
indeks [/; dla krétkosSci zapisu, niech u = Qw,,, Q = @Q;. Wtedy
Przypadek 1. Zalézmy, ze iloczyn QNOG jest wykresem funkcji z,, = (1, ..., 2,—1) zmien-
nejx’ = (r1,...,2,_1) € Q' C R" 1, gdzie Q' jest (n—1)-wymiarows $ciang Q. Przyjmijmy,
bez zmniejszenia ogélnosci, ze Q NG = {(x,2,,): z,, < p(x’), &' € Q'}. Wtedy

ou #(=") oy ,
/QmGa;En d)\n = /, </_oo al‘nd.’l?n> d)\n_]_(x)
— [l plw) Aa ()

Wektor normalny zewnetrzny do G w punkcie x = (x', z,,) dany jest wzorem

N(x' N(x'
iy~ N NG
[V ()l 145 (pa,)?
gdzie N(x') = (—g—i(x/),..., 85):0 (x’),1)T.Miarqpowierzchniowqnawykresiefunkcji

¢ okreslamy, catkujgc funkcje | N(x')|| wzgledem \,_; (patrz Uwaga 6.16). Dlatego

e w) da(w) = [l ola)) e IV ()] de ()

:/ (Clw7’/> dO'n_l,
QNOG

gdyz, z uwagi na szczeg6lng postac pola w, jest (Gw,v) = Guw,/||N|| = u/||N||. Ostatecz-
nie wiec, otrzymujemy

/ OCtwn) 4 / G (w,v) dow_1 . (7.39)
onc Oy QNG

Przypadek 2. Zal6zmy, ze 0G N Q jest wykresem funkcji x; = p(z1,...,2i—1,Tit1, ... Tp)
dla pewnego i < n. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy i = 1 oraz

QNG ={(z1,x") eRxR"™: &' € @ CR", —d <z <p(x) <0},
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gdzie Q' jest $ciang Q, polozong w ptaszczyznie z1 = const. Wtedy v = {w,, znika dla x’ €
0Q’', —d < z1 < 0. Bez zmniejszenia ogélnosci, (gtadko) przedluzajgc u zerem, zaktadamy,
ze u jest okreslona dla wszystkich z; < ¢(x’). Piszemy, dokonujac przy ustalonym x’
zamiany zmiennych z, =t 4 p(x’),

Ou 0 Ju " /
oz, =:1.
/Qm 3xnd)\ /Q'</—oo 8$n(t+go(x ),x)dt>dx

Oznaczmy v(t,x') = u(t + p(x’),x’) dlat < 0i x’ € Q. Mamy wéwczas

;;jn(t,x’) gl(t—l-(p( ) /) 88;071( )+§;1(t+<ﬂ(x/),x/).

Zauwazmy ponadto, ze v znika w punktach ¢t < 0, x’ € 9Q’. Dlatego

/ /lc‘)xn ) dx' dt =0,

stad zas$ (i z twierdzenia Fubiniego) po ponownej, odwrotnej zamianie zmiennych'? otrzy-
mujemy

I://( ’ gx‘;(ww( ", ’)dt)dx’

0 au ! 680 / /
——//< axl(t—i—go( ),x)'axn(x)dt>dx
o ’ N ¢, ’_ _
_—/ u(plw'), &) - 0P () d _/ wvndonr = | Glw,v) dons
/ Tn / Q'

(prosze zerkna¢ ponownie na wzér przypomniany wcze$niej w dowodzie, wyrazajacy wek-
tor normalny do wykresu funkcji). Widzimy wiec, ze takze i w tym przypadku zachodzi
wzoér (7.39).

Sumujac takie wzory wzgledem [ i wykorzystujac réwnosé (7.38), otrzymujemy teze
twierdzenia Gaussa. [

Dow6p TwierpzeNiA 7.53. Czes¢é I. Najpierw przeprowadzimy dowéd w przypadku, gdy
m =mn, M = R" i jest obszarem ograniczonym w R". Okazuje sie¢, ze wtedy twierdzenie
Stokesa jest zmyslnie przeformulowanym twierdzeniem Gaussa o dywergencji.

Niech W bedzie zbiorem otwartym w R", G C W, w € Q"~1(W). Bez zmniejszenia
og6lnosci mozna przyjaé, ze

n
w = Z(—l)“lvi(x) dey N ... ANdzi—y ANdzigr A ... ANdxy, .
=1

Postugujgc sie wzorem na rézniczke zewnetrzna, tatwo jest sprawdzic, ze woéwczas

dw = (Z;Z)dxlA.../\dxn—(divv)dxlA...Adxn na W,
=1

127auwazmy: pierwsza zamiana zmiennych polega, podobnie jak w dowodzie twierdzenia Greena, na “wy-
prostowaniu brzegu”.
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gdzie v = (v1,...,v,): W — R” jest pewnym polem wektorowym na zbiorze W. Dlatego,

z definicji,
/dw :/ divv d\, . (7.40)
a G

/ w:/ (v,v) dop_1, (7.41)
oG oG

gdzie o,_; jest miarg powierzchniowg na brzegu obszaru G. Ze wzoréw (7.40) i (7.41)
twierdzenie Stokesa wyniknie natychmiast, dzigki twierdzeniu Gaussa.

PrzejdZzmy zatem do dowodu (7.41). Zal6zmy najpierw, ze U C R" jest zbiorem otwar-
tym,a ¥: R"! 5V — UNAG jest gtadka, zorientowang parametryzacjg U N JG. Spraw-
dzimy najpierw, ze wektor normalny v = (v, ..., 1,) do OG spelnia zaleznosé

Pokazemy, ze

l/j(\I/(y))\/(det DU(y)TDV¥(y)) = (-1)/*'det DU (y), j=1,...,n, (7.42)

gdzie V. oznacza przeksztalcenie, ktore powstaje z U przez opuszczenie j-tej wspélrzed-
nej, tzn.
Upo= (W, Uy, Uy, 0y,).

Ustalmy punkt y € V. Niech n = (1,...,n,) oznacza wektor w R" \ {0}, rowny prawej
stronie (7.42), tzn. niech

nj = (=1 det DU (y), j=1,...,n

Niech £ € R" bedzie dowolnym wektorem. Rozwazmy macierz kwadratowg A¢, ktérej

kolumnami sg wektory
ov ov

AL v

Rozwijajgc wyznacznik A; wzgledem pierwszej kolumny, sprawdzamy, ze

£, (¥)- (7.43)

n

det A¢ = Y (~1)+;det Dy (y) = > &5 = (€.m).
J

J=1

Jesli wektor £ nalezy do przestrzeni liniowej Im D¥(y), rozpietej na wektorach %( y) =
DY (y)e;, to kolumny macierzy A¢ sg liniowo zalezne i lewa strona powyzszej rownosci
jest zerem. Dlatego n L Im DV¥(y) = Ty(,)0G. Podstawiajagc £ = n, otrzymujemy

det A,y = ||n||* > 0.

Zatem dla € = n baza (7.43) przestrzeni R" jest zorienowana dodatnio, a poniewaz wek-
tory 0V /0y;, j = 1,...,n — 1 tworzg dodatnio zorientowang baze przestrzeni stycznej
Ty(y)0G, wige zgodnie z przyjetym okresleniem orientacji brzegu wektor n wskazuje na
zewngtrz G. Ponadto,

(Il 0
Aan= (" g pu)

stad zas
[nll? det (DU (y)DW(y)) = det (4] Ay) = (det Ay)” = [n]|",
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tzn. ostatecznie
Inl|* = det (DY (y) DV (y)).

Widzimy wiec, ze rownowaznym zapisem rownosci (7.42) jest ||n|jlv(¥(y)) = n, tzn. istot-
nie v jest wektorem normalnym zewnetrznym do 0G.

W przypadku suppv N 9G C ¥(V) = U N IG (tzn. dla pél wektorowych o zwartym,
odpowiednio malym no$niku) ze wzoru (7.42) otrzymujemy, postugujac sie definicjg miary
powierzchniowej, nastepujgce rownosci:

/aG<U,V> d()’nfl = /I,(V)<D,I/> dO’nfl
= [ ). p@e)) (e DU D)) dhiay)

(142) /‘/Zl(_l)j—i-lvj(q;(y))det (D\I/Ij(y)) dyy ... dyn—1
=

= /\I/*wdg'/ w:/ w.
1% (V) G

Przypadek, gdy v, tzn. forma w, nie ma no$nika zawartego w dziedzinie jednej mapy,
latwo sprowadzi¢ do powyzszego, posltugujac sie rozkladem jedynki; szczegéty pozosta-
wiamy Czytelnikowi.

Czesé I1. Niech teraz m < n. Wybierzmy pokrycie skoniczone G zbiorami otwartymi U, C
R"™, takimi, ze U, N M sg obrazami zgodnych z orientacjg parametryzacji

U: R DV, - UsN M, a=1,...N.

Wybierzmy gladki rozklad jednosci ((,),

N
supp (o C Uy, Zgazl na W O G.
a=1
WprowadzZmy skrécone oznaczenia:

Wo = Vh(Cw) €Q™(VL),  Ga=T_1G).

Woéwczas zbiér U, 1 (0G) jest brzegiem G, w topologii indukowanej na V,, przez zanurzenie
w R™. Z czesci pierwszej dowodu otrzymujemy

/ dwa:/ Wy a=1,...,N,
« aGa

lub réwnowaznie, zgodnie z definicjami calki i wlasno$ciami przeksztalcenia U*,

/ d((aw):/ Caw a=1,...,N.
GNUq OGNUq

Sumujac takie wzory i korzystajgc z rownosci 1 = ), (4, otrzymujemy teze. O
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Przyklad 7.56 (przypadek szczegoélny: klasyczny wzor Stokesa). Znamy juz dwa
wazne przypadki szczegélne twierdzenia Stokesa, mianowicie twierdzenie Greena i twier-
dzenie Gaussa o dywergencji. Oméwimy teraz jeszcze jeden.

Zalézmy, ze rozmaito$é orientowalna dwuwymiarowa M? jest zawarta w R3. Niech
G € M bedzie zbiorem zwartym z brzegiem (w topologii indukowanej) 0G, ktory jest roz-
maito$cig jednowymiarowa, tzn. po prostu sumag skonczenie wielu krzywych zamknietych
klasy C'. Wezmy zbiér otwarty W C R3 taki, ze G € W, oraz 1-forme

w = vy dzy + vodry + v3dry € QL(W).

Tak, jak opisaliémy w podrozdziale 7.3.2, 1-forme w mozna w R? utozsamié z gtadkim
polem wektorowym v = (v1,v2,v3): W — R3.

Orientacja powierzchni w R® polega w istocie na wskazaniu jej dodatniej strony. Na rysunku M jest toru-
sem (niewidocznym w calosci); strona zewnetrzna, wskazywana przez iloczyn wektorowy wektoréw dodatnio
zorientowanej bazy przestrzeni stycznej, jest dodatnia. Zbiér G jest wygieta rurka; 0G sklada sie z dwéch
okregéw. Zaznaczony wektor styczny do OG wskazuje orientacje brzegu dziedziczong z M.

Krqzeniem pola v wzdtuz krzywej (zorientowanej) v C R? nazywamy catke

/7<v,7'>d01,

gdzie 7: v — S! oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej v, zgodny z jej usta-
long orientacja, zas o; jest dlugoscig tuku (tzn. jednowymiarowg miarg powierzchniowsg).
Okazuje sig, ze z twierdzenia Stokesa wynika nastepujacy klasyczny wzér (zwany takze
wzorem Stokesa):

/ (v,7)doy :/<rot v,v)doy (7.44)
oG G

gdzie v jest jednostkowym wektorem normalnym do M, wskazujgcym jej dodatnio zorien-
towangq strone, zas 7 jest jednostkowym wektorem stycznym do 0G, wskazujgcym dzie-
dziczong orientacje brzegu G w M. Inaczej méwigc, krazenie pola wektorowego wzdiuz
krzywej zamknietej jest rowne strumieniowi rotacji tego pola wektorowego przez (do-
wolng) powierzchnie rozpietg na tej krzywe;j.
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Wyjasnijmy sprawe orientacji pogladowo (patrz zalgczony rysunek). Wybér orientacji
M oznacza, ze mozemy wskazaé dodatnio zorientowang baze (w1, w) przestrzeni 7, M.
Iloczyn wektorowy w1 x w jest prostopadly do T), M; przyjete jest mowié, ze wskazuje
on dodatniqg strone M. Przy ustalonym p € M wektor jednostkowy

B Wi X Wy
w1 x wsl

nie zalezy od wyboru dodatnio zorientowanej bazy przestrzeni stycznej. Wektor styczny
T w punkcie p € 0G wybieramy tak, aby para (n,7), gdzie n € Tp M jest wektorem
normalnym zewnetrznym do 0G, stanowila dodatnio zorientowang baze 7, M. Nietrudno
sie przekonaé, ze wybor T opisuje nastepujaca pogladowa regulta: wedrujgc wzdtuz 0G w
kierunku wskazanym przez T, tak, aby widzieé dodatniq strone M (tzn. tak, aby wektor v
wskazywat kierunek “do gory”), widzimy zbior G z lewej strony.

Przekonajmy sie, ze wzor (7.44) istotnie wynika z ogélnego twierdzenia Stokesa. Bez
zmniejszenia ogélnosci zal6zmy, ze G = v jest jedng krzywg zamknietg; niech

d) = (¢17¢27¢3): [(I, b] — Rg

bedzie jej (zorientowang) parametryzacja. Wprost z definicji calki z 1-formy wynika, iz

b 3
[o=[ S u@osma
Y @ =1

o SO N\ 1t [

/a (v((0). S ) cyl\:ﬁ(?ylyit/vw, ) do . (7.45)
— ugosé tuku
wektor di. 1

Rézniczke n = dw formy w = > v; dx;,
n=mndxo ANdzrs +nadrs ANdry + n3dr; A dxy = Z i d.%'j/\dibk,
znak (4,7,k)=1

. . e A,
gdzie, zgodnie ze wzorem na rézniczke zewnetrzng, n; = g—g’; — W’ mozna — dzieki izo-

morfizmowi opisanemu w podrozdziale 7.3.2 — utozsamié z rotacjg rot v = (11,72, 73) pola
v. Niech ¥: R? 5 O — M bedzie parametryzacjg zorientowang. Zgodnie z wzorami na
przecigganie form, patrz Stwierdzenie 7.30 (iii),

dw:/ 77—/ n; dx; A\ dxg
[1;(0) W (0) Z !

znak (3,7,k)=1

/ Zm A dXy(u,v)

gdzie symbole A; oznaczajg wyznaczniki

0V; 8y, V; 9y,
ou  Ov ov  ou’
a znak permutacji (i, j, k) jest réwny 1. Zatem wektor

ov 6\1/
Ou 81}

A; =

A = (A, A,A3) =
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jest iloczynem wektorowym wektoréw stycznych %—i’ i %—%’, tworzgcych dodatnio!® zorien-
towang baze Ty, ) M. Inaczej méwigc, A wskazuje dodatniq strong M.

Kontynuujac rozpoczety rachunek, piszemy — pamietajac, ze rot v = (11, 72, 73) — réw-
nosci

3
/II(O) dw = /O;m(\ll(u,v)) - Ay do(u,v) (7.46)
A
:/O<rotv7|AH> VO T (B 1 (By)? d)\g(u,v):[p(o)<rotv71/> dos.

miara powierzchniowa

Jak wida¢, postuzyliSmy sie na koniec wzorem Cauchy’ego—Bineta i definicjg miary po-
wierzchniowej. Uzyskane réwnosci (7.45) i (7.46) §wiadcza, ze wzor (7.44) istotnie wynika
z twierdzenia Stokesa.

Zadanie 7.57. Niech v = {(z,y,0) € R®: 22+y? = 1} iniech F: R? — R? bedzie dyfeomor-
fizmem. Oznaczmy v = F(v). Wykazaé, ze jesli v jest gtadkim polem wektorowym na R?
0 zerowej rotacji, to v nie moze byé styczne w kazdym punkcie do krzywej ;. (Inacze;j:
krzywa ~1 nie jest linig sit pola v).

Zadanie 7.58. Wyprowadzi¢ wzor (7.44) z twierdzenia Greena w przypadku, gdy M jest
wykresem funkcji gltadkiej x5 = g(z1, z2).

Uwaga 7.59 (przypadek niegladkiego brzegu). Zalozenia o gtadkos$ci brzegu w twier-
dzeniach Greena i Gaussa mozna znaczgco ostabié. Opiszemy tu jedno z takich uogélnien.

Zalézmy, ze Q) C R" jest otwarty i ograniczony, za§ 02 = My UMy U M3U. ..U Z, gdzie
M, k € N, sg rozmaitoéciami klasy C! o skoriczonej sumie miar powierzchniowych,

0
Z Un—l(Mk) < 00,
k=1

za$ Z jest zbiorem miary Hausdorffa H" ! zero, tzn. spelnia warunek: dla kazdego ¢ > 0
istnieje pokrycie zbioru Z kulami B(x;,r;), i € N, takie, ze

oo
g 7"?_1 <e.
i=1

Opisane zalozenia oznaczajg, ze brzeg 2 jest gtadki, za wyjatkiem zaniedbywalnego zbioru
kantéw, ostrzy itp. Nietrudno zauwazyé¢, ze takimi zbiorami (2 sg np. wszystkie wielo-
$ciany w R®. Herbert Federer' wykazal, ze jesli Q) spelnia powyzsze warunki,a f: O — R
jest ciggta w Q i rézniczkowalna w €, to

aif d)\n = / fl/j dO'n_l7 ] = 1, ceey Ny (747)
o Oz; o0

gdzie [, fvj dop—1 = 3202 [y, TV don-1, a v jest j-ta wspélrzedng wektora normal-
nego zewnetrznego, okreslonego w punktach zbioru 002 \ Z. Zauwazmy, ze podstawiajgc
[ = f; i sumujgc wzory (7.47), uzyskuje si¢ twierdzenie Gaussa o dywergencji.

¥Orientacja tej bazy jest dodatnia, gdyz 3~ = DV¥(e1), 2% = DVU(e,), a baza (e1, e2) wyznacza standar-
dowg orientacje R?.

14H. Federer, Coincidence functions and their integrals. Trans. Amer. Math. Soc. 59, (1946), str. 441-466;
patrz takze monografia Federera Geometric measure theory.



Dodatek A

Gladki rozklad jednosci

Lemat A.1. Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym, U C R" — zbiorem otwartym. Jesli
K € Q, to istnieje funkcja n € C{°(U) taka, ze 0 < n < 1in=1w otoczeniu zbioru K.

Dow6p. Wybierzmy liczbe dodatnig e < idist (K, R" \ ). Niech
Ks. = K+ B(0,2¢) = {x ¢ R": dist (%, K) < 2¢}.
Zbiér Ko, jest otwarty; nietrudno sprawdzié, ze funkcja
N:i= Xy, *¥e

gdzie . jest jakgkolwiek jedynkg aproksymatywnag (patrz Definicja 5.51), ma wszystkie
zgdane wlasnosci. Gladko$¢ n wynika z Wniosku 5.53; ponadto, jesli dist (x, K) > 2¢, to
n(x) =0, gdyz

1) = [ X, 0)0c(x = 3)dAa()

i jesli pierwszy czynnik pod calkg nie jest zerem, tzn. y € Ky, to wtedy ||x — 3| > ¢
dla dist (x, K) > 2¢, wiec drugi czynnik pod caltka, o.(x — y), znika — dlatego caltka jest
zerem. UJ

Lemat A.2. Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym i niech K € U1 U...UUy, gdzie zbiory
U; sq otwartedla j = 1,..., N. Istniejg wtedy funkcje nieujemne (; € C5°(U;) takie, ze

G+-+iv=1 na pewnym zbiorze otwartym W C R",

takim,ze K CW Cc Uy U...UUy.

Dow6p. Niech A > 0 bedzie liczbg Lebesgue’a pokrycia Uy, ...,Uy zbioru K. Ustalmy
0<e< % Pot6zmy

K;:={x € K:dist (x,R"\U;) > ¢}, j=1,...,N.

Zbiér K; C K jest domkniety, wiec jest zwarty, gdyz K jest zwarty. Jedli x € K, to —

z definicji liczby Lebesgue’a — kula B(x, \) jest zawarta w ktéryms ze zbioréw U;, zatem

tym bardziej B(x,3¢) C Uj;, a wiec x € K dla tego indeksu j. Stad K = K; U... U K.
Ponadto, K; € Uj, gdyz jesli x ¢ Uj, to dist (x,R" \ U;) = 0.
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Polézmy V; = K+ B(0,¢). Zbiory V; sg otwarte, a ich domknigcia sg zwartei V; € U;.
Zbiér V = V4 U ... U Vy jest otwartym otoczeniem K; U ... U Ky = K. Z Lematu A.1
wnioskujemy, ze istniejg funkcje nieujemne

neCg(V), ¢ €C(U;)

takie, ze n = 1 w pewnym otoczeniu W zbioru K, takim, ze W € V, zas$ ¢; = 1 w otoczeniu
G zbioru V;, takim, ze G; € U;. Przyjmijmy teraz

N
ne;
=1

Poniewaz h > 1 na sumie zbioréw G;, wiec definicja funkcji (; jest poprawna, gdyz i tak
n = 0 poza zbiorem V' € |J G;. Oczywiscie, na zbiorze W, tzn. tam, gdzie » = 1, mamy

N N ne; N
ZCJZZTJ: Z@j:l
J=1 J=1 7j=1

Dowéd lematu jest zakoniczony. [

>3



Dodatek B

Lemat Poincarégo w obszarach
gwiazdzistych

Opiszemy jeszcze uogélnienie warunkéw calkowalno$ci, sformulowanych dla 1-form w
Twierdzeniu 7.18.

Definicja B.1. Obszar 2 C R" nazywa si¢ gwiaZdzisty wzgledem punktu x( € ) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego x € 2 odcinek [x(, x] zawiera sie w ).

Twierdzenie B.2 (lemat Poincarégo). Niech U C R" bedzie obszarem gwiaZdzistym
wzgledem zera i niech k = 1,...,n. Wowczas kazda forma zamknieta w € QF(U) jest do-
ktadna. Co wiecej, jesli dla k = 1,...,n operator liniowy H: QF(U) — QF~Y(U) okreslony
Jjest wzorem

k
H(fdz;)=> (-1)""ay < / 1 L (ta) dt) dz gy, (B.1)

=1 0

gdzie, dla I = (iy,...,ix) symbol I{l) = (i1,...,4j-1,%+1,.-.,7;) 02nacza zestaw I z pomi-
nietym I-tym elementem i;, to wowczas

w = H(dw) + d(Hw) (B.2)

dla kazdej k-formy, niekoniecznie zamknietej; w szczegoélnosci, gdy dw = 0, to w = d(Hw).

Dow6p. Obliczymy najpierw rézniczke formy H (f dx;). Stosujgc wzér (7.24), otrzymujemy

k 1
d(H(fdxp) => (-1 </ tklf(tx)dt> dxi, A dz gy

=1 0

k 1
+) (=), d( / th=1f(tx) dt> A dz g (B.3)

=1 0

! k—1 b -1 1 1
:/.g</0 t f(tx)dt> dry+ ) (—1) ;Ez'ld</0t f(tx)dt)/\dx1<l>,

=1
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gdyz (—1)!"tdx;, Adz rqy = dx; (aby ‘wstawié dx;, we wlasciwe miejsce’, wykonujemy (I —1)
przestawien). Calkujac przez czesci, sprawdzamy, ze

n

b Lk ! Lk of
k/o () dt =t f(mc)‘o—/0 t quaT(tx)dt

v=1 v
n 1 af
— — k dt.
() Z:lx/o t oL ) ar

Rézniczka zewnetrzna calki w (B.3) jest réwna

d(/oltk_lf(tx)dt> = i:(/oltk(;z:(tx)dt)dxl,

v=1

Podstawiajgc te wyniki do (B.3), otrzymujemy

1 n
d(H(f dx;)) = f(x)dz, —xy</0 t’“Z(?fy(tx)dt) dz;

i Z Z(—l)l‘lxiz (/0 tF e (tx) dt> dxy N dpg.
I=1v=1
Teraz, dla w = f dx;, wyznaczymy H (dw) = H(df A dz;). Poniewaz
dw = df Ndx; = o dr, Ndxgy N...Ndxg,,
v=1 v
wiec, wobec liniowosci H, otrzymujemy wprost z definicji tego operatora
H(df Adx;) = znj /1tk of (tx)dt )z, dag, A ... Adx;
A=V R s e R
+ Z Z(—l)l (/0 s e (tx) dt) x;; dx, N dx1<l> .
v=1 =1

(prosze przemysleé, dlaczego w drugiej sumie figuruje znak (—1)!, a nie (—1)'~!). Dodajac
(B.4) i (B.5) stronami, otrzymujemy teze. [J

Uwaga B.3. Prosze zauwazy¢, ze w dowodzie korzystamy jedynie z tego, ze wspétczynniki
formy w sg klasy C*.

Wniosek B.4. Jesli g1, ...,g, € CL(U), zbiér U C R jest otwarty i gwiadzisty wzgledem
zera w R", a ponadto zachodzi warunek

dg; _ 0gj

= na U dla wszystkich i,j =1,...,n, (B.6)
al‘j 8a:i

to istnieje h € C*(U) taka, ze hy, = g;dlai=1,...,n.
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Dowép. Z zalozenia (B.6) wynika, ze

dg;  0Og;
d(gidzy + -+ gpday) = Z (8? —ai)dxi/\d:cjzo.
1<i<j<n ¢ J

Dla formy w = g1 dzq1 + - - - + g, dz,, znika wiec skltadnik H(dw) po prawej stronie wzoru
(B.2). Ktadagc h = Hw, gdzie H jest operatorem z Lematu Poincarégo, otrzymujemy funk-
cje klasy C? taka, ze dh = g dz1 + - - - + gn dy, tzn. by, = g;. O

Zadanie B.5. Udowodnié teze powyzszego wniosku, zakladajgc jedynie, ze obszar U jest
dyfeomorficzny z kulg B(0,1) C R".
Wskazowka. Skorzystaé z Twierdzenia 7.34 (iv).



Dodatek C

Twierdzenie Brouwera o punkcie
stalym

Na zakonczenie, pokazemy, ze z twierdzenia Stokesa wynika twierdzenie Brouwera o
punkcie stalym i twierdzenie o nieistnieniu retrakcji kuli do brzegu.

W tym podrozdziale symbol B(0,r) oznacza kule domknietq w R™ o §rodku w zerze i
promieniu r. Niech B = B(0,1) = {x € R™: ||z|| < 1}

Twierdzenie C.1 (Brouwera o punkcie stalym). Jesli przeksztatcenie f: B — B jest
ciqgle, to ma punkt staty, tzn. istnieje punkt x € B taki, ze f(x) = x.

Twierdzenie C.2. Nie istnieje odwzorowanie ciqgle g: B — S"~! = OB takie, ze g(x) = x
dla wszystkich x € 0B.

Dowé6p Twierpzenia C.2. Zalézmy, ze teza jest falszywa. Niech g: B — S"~! bedzie ciggle
i niech g(x) = x na sferze jednostkowej S" 1.

Krok 1. Wykazemy, ze bez zmniejszenia ogélno$ci mozna zalozyé, ze przeksztalcenie g
jest gtadkie, g: R” — S"~!i g(x) = x na S*~!. Istotnie, przedtuzmy najpierw g do prze-
ksztalcenia ciaglego g: R" — R”, kladac g(y) = y dla ||y| > 1. Nastepnie, rozpatrzmy
splot g1 := ¢. * g przeksztalcenia g z jedynkg aproksymatywna

1 x .
ve(x) = ggp(;), gdzie ¢ € C°(R"), / odh\, =1.
Przeksztalcenie g; jest dobrze okreslone i gladkie, patrz podrozdzial 5.5.1. Jedli ¢ jest
dostatecznie mate, to g; # 0 w kuli B(0, 2); ponadto, jesli wybierzemy funkcje ¢ € C5°(R")
zalezng jedynie od ||x ||, to wowczas

n@) = [ o) @y —x  dale]x, (C.1)

gdyzdla j =1,...,n calki [;, yjo-(¥)d\, znikajg wobec nieparzystosci funkcji podcatko-
wych. Dlatego g1 # 0 w calej przestrzeni R".
Pol6zmy teraz
g1 (2x)
ga(%) = ==
lg1(22)]]
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Woéwezas go: R® — S"1i gy € C. Wreszcie, g2(x) = x na S"~! wobec warunku (C.1).

Krok 2. Niech g = (g1,...,gn): R® — S"~! bedzie przeksztalceniem gladkim, takim, ze
g(x) = x na S"~ 1. Wéwczas, dwukrotnie korzystajac z twierdzenia Stokesa, otrzymujemy

)\n(B):/Bdml/\.../\dxn:/Bd(arlda:g/\.../\dxn)

—/ 1 dro A ... Ndxy,
Sn—l
:/ gidga N\ ... Ndg,
Snfl
:/ci(glclLCJg/\.../\dgn):/dgl/\.../\dgn:07
B B

gdyz
/dgl/\...Adgn:/dethd)\nzo
B B

(ostatnia r6wnos$é wynika stad, ze g obniza wymiar: n kolumn macierzy Dg to wektory
styczne do (n — 1)-wymiarowej sfery, wiec macierz Dg musi mie¢ rzgd mniejszy od n.)
Uzyskana sprzecznosé 7/2/T'((n + 2)/2) = A\, (B) = 0 koiczy dowéd. [

Dowép Twierpzenia C.1. Zalézmy, ze przeksztalcenie ciggle f: B — B nie ma punktu
stalego. Zdefinujmy odwzorowanie g: B — 0B nastepujaco: jesli x € B, to g(x) jest
tym punktem, w ktérym pétprosta o poczatku f(x ), przechodzaca przez x, przecina sfere
S"—1 = 0B.

Przeksztalcenie g jest dobrze okreslone, gdyz f: B — B i f(x) # x. Cigglo$¢ g wy-
nika z cigglosci f. Wreszcie, g(x) = x na 0B. Jednak istnienie takiego przeksztalcenia
B przeczy udowodnionemu wcze$niej Twierdzeniu C.2. Dlatego zalozenie, ze f nie ma
punktu stalego, musi by¢ fatszywe. O



	Spis tresci
	Ciagłosc funkcji wielu zmiennych
	Topologia w Rn. Zbiory otwarte, domkniete i zwarte
	Funkcje ciagłe: definicje, własnosci, przykłady

	Rózniczkowanie funkcji wielu zmiennych
	Pochodne czastkowe, kierunkowe i rózniczka zupełna
	Arytmetyczne własnosci rózniczki
	Gradient. Płaszczyzna styczna do wykresu funkcji i punkty krytyczne
	Twierdzenie o wartosci sredniej
	Pochodne czastkowe wyzszych rzedów i wzór Taylora
	Przykład Peano i twierdzenie Schwarza o równosci pochodnych mieszanych
	Druga rózniczka
	Rózniczki wyzszych rzedów
	Wzór Taylora. Funkcje klasy Ck i notacja wielowskaznikowa.
	Ekstrema lokalne.

	Funkcje gładkie

	Odwzorowania klasy C1 i rozmaitosci zanurzone
	Twierdzenie Banacha o punkcie stałym
	Twierdzenie o funkcji odwrotnej
	Twierdzenie o funkcji uwikłanej
	Dyfeomorfizmy zbiorów otwartych w Rn
	Rozmaitosci zanurzone w Rn
	Ekstrema warunkowe i mnozniki Lagrange'a

	Elementy teorii miary
	Podstawowe pojecia. Twierdzenie Carathéodory'ego
	Konstrukcja i własnosci miary Lebesgue'a w Rn
	Funkcje mierzalne

	Całka Lebesgue'a
	Całkowanie funkcji nieujemnych
	Całkowanie funkcji dowolnego znaku
	Zwiazek całki Lebesgue'a z całka Riemanna

	Zamiana zmiennych. Twierdzenie Fubiniego
	Dowód twierdzenia o zamianie zmiennych
	Dowód twierdzenia Fubiniego

	Przestrzen L1 funkcji całkowalnych.
	Splot
	Aproksymacja funkcji całkowalnych funkcjami gładkimi
	Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji wielu zmiennych


	Miara powierzchniowa na rozmaitosciach zanurzonych
	Definicja miary powierzchniowej
	Wyznacznik Grama. Intuicje geometryczne.
	Parametryczny opis rozmaitosci zanurzonych
	Twierdzenie o rzedzie. Poprawnosc definicji miary m.

	Wzór Cauchy'ego–Bineta. Przykłady.
	Otoczenia tubularne i twierdzenie o materacu

	Formy rózniczkowe i twierdzenie Stokesa
	Formy rzedu 1 i twierdzenie Greena
	Formy wieloliniowe antysymetryczne
	Formy rózniczkowe
	Przeciaganie form rózniczkowych. Rózniczka zewnetrzna.
	Formy rózniczkowe w R3

	Orientacja rozmaitosci. Całka z formy rózniczkowej
	Całka z formy rózniczkowej

	Twierdzenie Stokesa

	Gładki rozkład jednosci
	Lemat Poincarégo w obszarach gwiazdzistych
	Twierdzenie Brouwera o punkcie stałym

