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1 Wprowadzenie

1.1 Programy typu CAS

Niniejszy dodatek ma na celu zaprezentowanie sytuacji, w których obliczenia kompu-
terowe uªatwiaj¡ rozwi¡zywanie problemów matematycznych. Oczywi±cie komputer nie
mo»e zast¡pi¢ czªowieka w procesie uzasadniania i dowodzenia ró»nych twierdze« ma-
tematycznych. Mo»e jednak przeprowadzi¢ za nas »mudne obliczenia. Niekiedy sama
obserwacja wystarczaj¡co du»ej porcji danych eksperymentalnych pozawala wyci¡ga¢
wnioski natury ogólnej i naprowadza na poprawne rozwi¡zanie zadania. Zaprezentujemy
tutaj przykªady podobnych sytuacji.
Obecnie mamy do dyspozycji wiele narz¦dzi do prowadzenia oblicze« na komputerach.
S¡ to programy typu CAS - z angielskiego Computer Algebra System. W [2] mo»na zna-
le¹¢ list¦ istniej¡cych narz¦dzi tego typu wraz z podsumowaniem ich mo»liwo±ci. Wiele z
nich jest dost¦pnych jako wolne oprogramowanie, a funkcjonalno±¢ wi¦kszo±ci jest w zu-
peªno±ci wystarczaj¡ca do naszych zastosowa«.
W niniejszym skrypcie b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ dwoma programami: komercyjnym Ma-

thematica oraz wolnymMaxima. ProgramMathematica w wersji 6.0.1.0 jest dost¦pny dla
studentów wydziaªu MIM w laboratorium komputerowym na maszynie students. Pro-
gram Maxima ka»dy mo»e zainstalowa¢ na wªasnym komputerze na zasadach wolnego
oprogramowania. Warto te» wspomnie¢ o narz¦dziu [9] dost¦pnym za darmo w formie ser-
wisu internetowego. Serwis ten potra� wykonywa¢ podstawowe operacje matematyczne
jak obliczanie granic funkcji, ró»niczkowanie, caªkowanie i wiele wi¦cej.
Skrypt podzielony jest na cz¦±ci, których obj¦to±¢ powinna odpowiada¢ mniej wi¦cej jed-
nym zaj¦ciom laboratoryjnym. Na pocz¡tku ka»dej cz¦±ci podajemy wªa±ciwy dla niej
zakres materiaªu, a tak»e podstawowe polecenia programu Mathematica, które Czytel-
nik powinien przyswoi¢. Zazwyczaj nie b¦dziemy komentowa¢ tre±ci i skªadni komend,
uwa»aj¡c »e przykªady ich praktycznego u»ycia s¡ same w sobie dostatecznym wyja±nie-
niem. Domy±lnie wszystkie obliczenia prowadzimy w Mathematice1. Aby przepisa¢ je do
programu Maxima nale»y u»y¢ sªownika podanego na pocz¡tku ka»dej cz¦±ci. Niektóre
polecenia nie posiadaj¡ swoich odpowiedników, lecz przy odrobinie wysiªku mo»na je

1W wersji 7.0.1.0 dost¦pnej na wydziale MIM.
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samemu zaimplementowa¢. W zadaniach do samodzielnego rozwi¡zania mog¡ tak»e po-
jawi¢ si¦ nieopisane w skrypcie funkcje. Czytelnik sam b¦dzie musiaª znale¹¢ odpowiednie
de�nicje w dokumentacji dost¦pnej w internecie [5] oraz [7].

1.2 Obliczenia symboliczne

Nowe umiej¦tno±ci: operacje algebraiczne, obliczenia numeryczne, przeksztaªcanie wy-
ra»e«, funkcje elementarne, de�niowanie wªasnych funkcji.

Skrypt: Rozdziaªy 1.1, 3. 4.4. i 4.5. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
2-4^5/7 2-4^5/7 arytmetyka
2 3*7 2*3*7 mno»enie w Mathematice

mo»na zapisa¢ * lub spacj¡
N[Pi], N[Pi,5] bfloat(%pi),

fpprec: 5; bfloat(%pi)

warto±¢ numeryczna liczby
(z ilo±ci¡ cyfr znacz¡cych)

%, %%, %%% %, %th(i) u»ycie poprzednich wyników
Simplify,FullSimplify ratsimp, trigsimp,

radcan, fullratsimp,
upraszcza wyra»enie

Sin[x],Exp[x],Log[x]
Tan[x], ArcSin[x]. . .

sin(x),exp(x),log(x)
tan(x), asin(x). . .

funkcje elementarne

Expand expand wymna»a wyra»enie
Collect facsum porz¡dkuje wyra»enie wzgl¦-

dem pot¦g
Factor factor sprowadza wyra»enie do po-

staci iloczynowej
Together ratsimp sprowadza uªamki do wspól-

nego mianownika
Apart partfrac rozkªada na uªamki proste
f[x_]:=x^3 f(x):=x^3 funkcje u»ytkownika
Clear[f] kill(f) usuwa de�nicj¦ zmiennej

W tym rozdziale omówimy podstawy prowadzenia oblicze«, przeksztaªcania wyra»e«
i u»ywania funkcji w programie Mathematica. Przedstawimy tu w sposób systematyczny
szereg prostych operacji i procedur, które b¦d¦ u»ywane w dalszej cz¦±ci niniejszego
skryptu. Ich stosowanie jest zazwyczaj intuicyjne, dlatego te» pomini¦cie tego rozdziaªu
nie powinno mie¢ wpªywu na zrozumienie pozostaªych. Niemniej polecamy go szczególnie
tym Czytelnikom, którzy jeszcze nigdy nie u»ywali programów typu CAS.
Prowadzenie oblicze« z u»yciem podstawowych operacji algebraicznych (dodawanie, odej-
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mowanie, mno»enie, dzielenie, pot¦gowanie) jest bardzo naturalne i nie wymaga spe-
cjalnych wyja±nie«. Drobnym niuansem jest fakt, »e w programie Mathematica znak
mno»enia �*� mo»na zast¡pi¢ spacj¡ (przez co u»ycie jest prostsze i bardziej zbli»one do
oblicze« które wykonujemy na pi±mie). Przykªadowo

5*7 + 4/3 + (2 3 - 1/3)^3

daje w wyniku 5894
27 . Warto±¢ numeryczna tego wyniku to okoªo 218.296. Mo»emy to

obliczy¢ wpisuj¡c polecenie

N[%].

U»yli±my tutaj N[...], czyli funkcji zwracaj¡cej warto±¢ numeryczn¡ liczby i symbolu
%, który zast¦puje ostatni obliczony wynik. Operacj¦ % mo»emy iterowa¢, a dokªadno±¢
numeryczn¡ zwi¦ksza¢2, przykªadowo

N[%%,10]

zwróci warto±¢ 218.2962963.
Co wa»ne, programy typu CAS umo»liwiaj¡ przeprowadzanie oblicze« symbolicznych na
zmiennych ogólnych (do PS: czy to wªa±ciwa nazwa?). Wpiszmy

5*7 + 5 x + 3 y - (2 x + 3).

Mathematica sama upro±ci to wyra»enie do postaci 32 + 3x+ 3y. Przy okazji warto za-
znaczy¢, »e rachunek symboliczny wymaga pewnej ostro»no±ci. Porównajmy nast¦puj¡ce
dwie komendy

x+x 2

x+x2.

W pierwszym przypadku program zwróciª wynik 3x interpretuj¡c spacj¦ jako mno»enie.
W drugim Mathematica potraktowaªa napis x2 jako nazw¦ nowej zmiennej.
Gdy zajmujemy si¦ bardziej skomplikowanymi wyra»eniami do uzyskania uproszczonej
formy wyniku konieczne mo»e by¢ u»ycie polecenia Simplify lub FullSimplify. Przy-
kªadowo wyra»enie

5*7 + 5 x + 3 y - (2 x + 3)/3

nie redukuje si¦ samoczynnie do prostszej postaci. Ale ju»

Simplify[%]

zwraca uporz¡dkowany wynik 34 + 13x
3 + 3y.

Mathematica obsªuguje caª¡ palet¦ funkcji elementarnych (Exp, Log, Sin, Cos, Tan, Cot,
Sqrt, ArcSin, Sinh, itd.). Ich nazwy s¡ albo, jak w wymienionych przykªadach, takie
same jak standardowo u»ywane oznaczenia, albo te» s¡ opisem funkcji w jezyku an-
gielskim (na przykªad Floor, Ceiling, IntegerPart itp.). Podobnie jak z prostymi
wyra»eniami symbolicznymi, równie» w przypadku funkcji, komputer potra� sam, lub po
zach¦cie komend¡ Simplify, dokona¢ pewnych uproszcze«. Przykªadowo,

2Domy±lnie Mathematica podaje wynik z dokªadno±ci¡ do sze±ciu cyfr znacz¡cych.
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Exp[Sin[ArcCos[x]]] + Log[x^5] + Sin[2/3 Pi]

Simplify[Sin[x]^2-Cos[x]^2].

W powy»szym przykªadzie u»yli±my symbolu Pi na oznaczenie liczby π. Równie» inne
wa»ne staªe matematyczne, takie jak liczba urojona i, niesko«czono±¢ ∞, liczba e, czy
liczba Eulera γ, oznaczamy w programie Mathematica w sposób intuicyjny: Pi, I,
Infinity, E, EulerGamma, itd.
Wracaj¡c do tematu redukcji wzorów do prostszej postaci, warto pami¦ta¢ »e niektórych
wyra»e« Mathematica nie upro±ci bez dodatkowych zaªo»e«. Najcz¦stszym powodem
jest fakt, »e dla programu domy±ln¡ dziedzin¡ funkcji jest pªaszczyzna zespolona C,
a nie prosta rzeczywista R. Dodatkowe zaªo»enia mo»emy doda¢ na kilka równowa»nych
sposobów. Warto to prze±ledzi¢ na przykªadach:

Simplify[Sqrt[x^2], Element[x, Reals]]

Simplify[Sqrt[x^2], Assumptions -> {x < 0}]

Assuming[x > 0, Simplify[Log[x^5]]].

W palecie przydatnych narz¦dzi rachunkowych nie powinno zabrakn¡¢ polece«: Expand,
Collect, Factor, Together i Apart, które cz¦sto pomagaj¡ zaoszcz¦dzi¢ nieprzyjemnych
rachunków zwi¡zanych z przeksztaªcaniem wzorów. Pierwsze z omawianych polece« sªu»y
do rozwijania wyra»enia poprzez wymno»enie nawiasów. Wpiszmy

Expand[(x + y)^3 + (2 x + 5 y)^2].

Dostali±my wynik w postaci sumy. Mo»emy go teraz w prosty sposób uporz¡dkowa¢
wzgl¦dem pot¦g y:

Collect[%,y].

Komenda Factor jest odwrotno±ci¡ Expand i sªu»y do sprowadzania wyra»enia do postaci
iloczynowej (o wspóªczynnikach wymiernych). Na przykªad Factor[x^2 + 5 x + 4]

rozªo»y dany wielomian na czynniki stopnia pierwszego. Ostatnie dwie spo±ród wy-
mienionych wcze±niej komend sªu»¡ do przeksztaªcania uªamków i funkcji wymiernych.
Together pozwala sprowadzi¢ wyra»enia do wspólnego mianownika, natomiast Apart

szuka rozkªadu na uªamki proste. Czytelnik mo»e zaobserwowa¢ dziaªanie tych funkcji
wpisuj¡c kolejno polecenia

a = x + (x + 2)/((x^2 - 3) (x^2))

Together[a]

Apart[a].

Na koniec warto wspomnie¢ o de�niowaniu wªasnych polece« i oznacze«. W poprzednim
przykªadzie przypisali±my zmiennej a warto±¢ x+ (x+2)

((x2−3)(x2)) . Od tej pory a b¦dzie stale
przypisana taka wªa±nie warto±¢, w zwi¡zku z czym, na przykªad, polecenie

Simplify[x^2 (x^2-3) a]
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zwróci jako wynik wielomian 2 + x− 3x3 + x5. Warto pami¦ta¢, »e napis �a=b� nie jest
dla programu Mathematica zdaniem logicznym, tylko operacj¡ przypisania zmiennej a
warto±ci b. Natomiast podwójny znak równo±ci a==b program potraktuje jako pytanie
o warto±¢ zdania logicznego �a = b�. Czytelnik mo»e ªatwo sprawdzi¢ ró»nic¦ wpisuj¡c
polecenia 2=3 oraz 2==3 i porównuj¡c odpowiedzi programu.
Przypiszmy teraz zmiennej x warto±¢ 2. W konsekwencji zmianie ulegnie równie» zale»na
od x warto±¢ zmiennej a:

x=2

a.

Przypisywanie zmiennym warto±ci, a nast¦pnie traktowanie ich jakby byªy zmiennymi
wolnymi to jedna z najcz¦stszych przyczyn bª¦dów. Przykªadowo, je»eli b¦dziemy chcieli
teraz wykona¢ pewn¡ operacj¦ na funkcji zmiennej x, wynik mo»e nie by¢ tym czego
oczekiwali±my. Procedura

Simplify[Sin[x]^2 - Cos[x]^2]

zamiast oczekiwanego − cos(2x) zwróci wynik obliczony w punkcie x = 2. Aby wyczy±ci¢
warto±¢ przypisan¡ zmiennej u»ywamy komendy Clear[a] (mo»na te» brutalnie zrestar-
towa¢ j¡dro programu poleceniem Exit[]). Dla unikni¦cia bª¦dów przydatne mo»e by¢
zapytanie ?a, które pozwala sprawdzi¢ jaki jest obecny status danego symbolu lub pole-
cenia.
Mathematica pozwala te» de�niowa¢ u»ytkownikowi wªasne funkcje i procedury. Skªadnia
takiej operacji wygl¡da nast¦puj¡co:

f[x_]:=x^3+2.

Zde�niowali±my w ten sposób funkcj¦ wielomianow¡ f(x) = x3 + 2. Dalej mo»emy swo-
bodnie wykonywa¢ operacje na tej funkcji posªuguj¡c si¦ oznaczeniem f(x). Przykªadowo
wielko±¢ f[f[y]] b¦dzie teraz wielomianem dziewi¡tego stopnia zmiennej y, natomiast
f[1] da w wyniku 3.

2 Granice ci¡gów i funkcji

2.1 Obliczanie prostych granic

Nowe umiej¦tno±ci: obliczanie granic ci¡gów i funkcji, p¦tla for.

Skrypt: Rozdziaªy 2, 5. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
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Mathematica Maxima Komentarz
Limit[Sin[x],x->1] limit(sin(x), x, 1) granica funkcji
For[start,test,krok,ciaªo] for zmienna: start

while test do ciaªo;

done

p¦tla for

Programy typu CAS ±wietnie radz¡ sobie z obliczaniem granic funkcji elementarnych
w danym punkcie. Dla przykªadu, wykorzystuj¡c program Mathematica mo»na szybko
obliczy¢ granice

lim
x→−1

x4 + 3x2 − 4

x+ 1
oraz lim

x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 25

wpisuj¡c

Limit[(x^4+3*x^2-4)/(x+1),x->-1]

Limit[(Sqrt[x^2+1]-1)/(Sqrt[x^2+25] - 5),x->0].

Komputer poradzi sobie równie» z bardziej skomplikowanymi przykªadami

lim
x→∞

(
3x− 1

3x+ 1

)2x−5
, lim

x→1
(1− x) tg(πx2 ) lub lim

x→π
4

cos 2x

sinx− cosx
.

Wystarczy wpisa¢

Limit[((3x - 1)(3x + 1))^(2x-5), x->Infinity]

Limit[(1-x)Tan[x*Pi/2], x->1]

Limit[Cos[2x]/(Sin[x] - Cos[x]), x->Pi/4].

Trzeba jednak uwa»a¢, gdy» czasem odpowied¹ podawana przez programy CAS jest
bª¦dna. Przykªadowo wpisuj¡c w Mathematica

Limit[Sqrt[1 - Cos[x]]/Sin[x] , x->0]

otrzymamy odpowied¹ 1√
2
podczas gdy powy»sza granica nie istnieje3. �atwo to spraw-

dzi¢ obliczaj¡c granice jednostronne

f[x_]:=Sqrt[1 - Cos[x]]/Sin[x]

Limit[f[x], x->0, Direction -> 1]

Limit[f[x], x->0, Direction -> -1].

Zauwa»my, »e dla wygody wpowy»szych obliczeniach zde�niowali±my funkcj¦ f(x) :=√
1−cos(x)
sin(x) .

3Domy±lnie Mathematica oblicza granic¦ prawostronn¡.
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Do tej pory obliczali±my granice funkcji elementarnych, z którymi komputery radz¡ so-
bie bardzo dobrze. O wiele gorzej sprawy si¦ maj¡ gdy przejdziemy do granic funkcji
nieelementarnych. Spróbujmy obliczy¢ granic¦

lim
x→0

xb 1xc .

Wpisujemy Limit[x * Floor[1/x], x->0], lecz to nie daje »adnego rezultatu. Mathe-

matica nie jest w stanie tego obliczy¢, podczas gdy ka»dy student matematyki w mgnieniu
oka poda poprawn¡ odpowied¹.
Programy CAS nie radz¡ sobie te» najlepiej z obliczaniem granic ci¡gów liczbowych,
gdy parametr z którym przechodzimy do granicy przyjmuje tylko warto±ci naturalne.
W Mathematica mamy do dyspozycji sªówko Assumptions, które pomaga nam w takich
sytuacjach

Limit[Sin[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]]

Limit[Cos[2*Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Jednak ju» poni»sza granica nie zostanie obliczona prawidªowo

Limit[Cos[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Zobaczmy teraz co si¦ stanie, gdy poprosimy komputer o obliczenie granicy limx→+∞ sin(x2),
która nie istnieje

Limit[Sin[x^2], x -> Infinity].

W odpowiedziMathematica podaªa przedziaª Interval[{-1, 1}] do którego nale»¡ war-
to±¢ rozwa»anej funkcji.
Dla peªni obrazu wspomnijmy jeszcze o jednym ci¡gu

an = n sin(2πen!) .

Granicy an przy n → ∞ Mathematica nie obliczy. Co wi¦cej, nawet wypisywanie na
komputerze dowolnie wielu kolejnych elementów tego ci¡gu nic nie pomaga. Mo»na to
zrobi¢ u»ywaj¡c p¦tli For oraz polecenia N zwracaj¡cego warto±¢ numeryczn¡ liczby:

For[n = 1, n<100, n++;Print[N[Sin[2 Pi E n!]]]] .

Wwypisanym wyniku nie wida¢ »adnych prawidªowo±ci. W tym przykªadzie bª¦dy popeª-
niane przez komputer przy obliczaniu warto±ci an s¡ na tyle du»e, »e nie pomagaj¡ nam
wyznaczy¢ granicy. Zainteresowany Czytelnik mo»e sam spróbowa¢ obliczy¢ t¦ granic¦
wykorzystuj¡c fakt, »e e =

∑∞
k=0

1
k! oraz to, »e sin(2kπ + x) = sin(x) dla k ∈ Z.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:
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Zadanie 2.1. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice wspomagaj¡c si¦ oprogramowaniem CAS

lim
n→∞

(n!)1/n

n
, lim

n→∞
n sin(1/n) , lim

x→0
x1/x ,

lim
x→∞

x1/x , lim
n→∞

2nn!

nn
, lim

n→∞

(2n)!

(n!)2
,

lim
n→∞

(
(2n)!

(n!)2

)1/n

.

Zadanie 2.2. Obliczy¢ nast¦pj¡c¡ granic¦ wspomagaj¡c si¦ oprogramowaniem CAS

lim
n→∞

∑n
i=1 i!∑n

i=1(i+ 1)!
.

Zadanie 2.3. Obliczy¢ nast¦pj¡c¡ granic¦ wspomagaj¡c si¦ oprogramowaniem CAS

lim
n→∞

n
n∑
i=1

1

n2 + i
.

2.2 Ci¡gi rekurencyjne

Nowe umiej¦tno±ci: badanie ciagów rekurencyjnych, rozwi¡zywanie równa«.

Skrypt: Rozdziaª 2. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
Solve[f[x]==0,x] solve(f(x),x) rozwi¡zywanie równa«
Reduce[f[x]>g[x],x] brak rozwi¡zywanie nierówno±ci
Simplify[formuªa] radcan(formuªa) upraszczanie wyra»enia

W poprzednim podrozdziale pokazali±my jak w programach typu CAS oblicza¢ granice
prostych funkcji oraz kiedy nie da si¦ tego zrobi¢. W tym paragra�e zobaczymy jak
wykorzysta¢ komputer do badania ci¡gów zde�niowanych rekurencyjnie. W tej sytu-
acji odpowiedni program mo»e okaza¢ si¦ niezast¡piony gdy» obserwacja wystarczaj¡co
wielu pocz¡tkowych elementów ci¡gu cz¦sto pozwala nam wyrobi¢ sobie wªa±ciw¡ intuicj¦
i zgadn¡¢ rozwi¡zanie.
Zadanie 2.4. Ci¡g an o wyrazie pocz¡tkowym a1 = 1

5 zadany jest rekurencj¡

(1) an+1 =
1

2

(
an +

5

an

)
.

Zbada¢ zbie»no±¢ tego ci¡gu i obliczy¢ ewentualn¡ granic¦.
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Rozwi¡zanie:

Poniewa» zale»no±¢ (1) daje si¦ zapisa¢ w postaci an+1 = f(an) zacznijmy od zde�nio-
wania odpowiedniej funkcji

f[x_] := 1/2 (x + 5/x).

Dla nabrania intuicji mo»emy wypisa¢ kilkana±cie pierwszych wyrazów ci¡gu.

a[1] = 0.2;

For[i=1, i<15, i++, a[i+1]=f[a[i]]; Print[N[a[i]]]].

Jak widzimy wyniki szybko stabilizuj¡ si¦ blisko liczby 2, 23607. Spodziewamy si¦ zatem,
»e nasz ci¡g b¦dzie zbie»ny do sko«czonej granicy g ≈ 2, 23607. Oczywi±cie je±li takie g
istnieje, to musi speªnia¢ równanie4 g = f(g). By znale¹¢ g wpisujemy

Solve[f[x]==x, x].

Wynikiem s¡ dwa rozwi¡zania g = ±
√

5. Jest jasne, »e startuj¡c z a1 > 0 nigdy nie
dostaniemy an < 0, a zatem mo»emy odrzuci¢ ujemne rozwi¡zanie. Zostaª nam jeden
kandydat na granic¦ g =

√
5 ≈ 2.23607.

Cz¦sto owocnym pomysªem bywa badanie monotoniczno±¢ rozwa»anego ci¡gu5. Intere-
suje nas odpowied¹ na pytanie kiedy an+1 = f(an) > an?

Reduce[{x>0, x<f[x]}, x].

Okazuje si¦, »e ma to miejsce dokªadnie wtedy, gdy an ∈ [0,
√

5). Zbadajmy z kolei,
kiedy ten warunek ma miejsce.

Reduce[{x>0, f[x]<Sqrt[5]}, x].

Wynikiem jest False, co oznacza, »e dla wszystkich x > 0 zachodzi f(x) ≥
√

5 (Czytelnik
zechce to udowodni¢ na bazie nierówno±ci pomi¦dzy ±rednimi).
Podsumujmy nasze rozwa»ania. Wiemy, »e f(x) ≥

√
5 o ile tylko x > 0. Wobec tego

wszystkie wyrazy ci¡gu an pocz¡wszy do a2 = f(a1) b¦d¡ nie mniejsze ni»
√

5. Ponadto,
je»eli x ≥

√
5 to f(x) ≤ x, a zatem pocz¡wszy od n = 2 b¦dziemy mieli

an+1 = f(an) ≤ an.

Ci¡g an jest zatem nierosn¡cy pocz¡wszy od n = 2 i jednocze±nie ograniczony z doªu (na
przykªad przez 0, ale te» przez

√
5), wi¦c zbie»ny. Jego granic¡ jest oczywi±cie g =

√
5

wyznaczone wcze±niej.
Na koniec dwie uwagi. Ciekawym pomysªem bywa cz¦sto zamiana badanego ci¡gu an na
ci¡g an− g lub an

g , gdzie g jest kandydatem na granic¦. W rozwa»anej sytuacji bn := an√
5

speªnia rekurencj¦

bn =
1

2

(
bn +

1

bn

)
4Wynika to z ci¡gªo±ci f .
5Ponownie obserwacja empiryczna mo»e tutaj pomóc � spróbuj wypisa¢ pocz¡tkowe wyrazy ci¡gu z

wi¦ksz¡ dokªadno±ci¡ numeryczn¡.
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o analogicznych wªasno±ciach jak poprzednio, ale nieco prostsz¡ do badania.
Cz¦sto warto tak»e zwizualizowa¢ sobie przebieg funkcji zadaj¡cej rekurencj¦ na wykresie
(wi¦cej na ten temat w podrozdziale 3.1).

wykres = Plot[{f[x], Sqrt[5], x}, {x, 0, 15}].

2 4 6 8 10 12 14

5

10

15

Wyznaczone wcze±niej wªasno±ci funkcji (f(x) >
√

5, f(x) > x dla x >
√

5) do±¢ ªa-
two zinterpretowa¢ na powy»szym rysunku. Zaznaczyli±my te» tam dodatkowo punkty
o wspóªrz¦dnych (an, an+1 = f(an)) dla kilku pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu. Ukªadaj¡
si¦ one na ªamanej zbiegaj¡cej do punktu (

√
5,
√

5 = f(
√

5). Czy potra�sz zinterpretowa¢
t¦ ªaman¡?
Zadanie 2.5. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu

a0 = a , an+1 = a2n − 4an + 5

w zale»no±ci od parametru a.
Rozwi¡zanie:

Maj¡c ju» pewne obycie z podobnymi ci¡gami obserwujemy, »e nasz ci¡g ma posta¢
an+1 = f(an), gdzie f(x) = x2− 4x+ 5. Spodziewamy si¦, »e ci¡g ten b¦dzie zbie»ny do
pewnego punktu staªego f , tzn. »e granica g b¦dzie speªnia¢ g = f(g). Oczywi±cie je±li
an jest zbie»ny do sko«czonej granicy g, to musi zachodzi¢ równo±¢6 g = f(g).

Solve[x^2 - 4x + 5 == x, x].

Mamy dwa rozwi¡zania, czyli dwóch kandydatów na granic¦

5−
√

5

2
' 1.38 oraz

5 +
√

5

2
' 3.61 .

Oczekujemy, »e ustalaj¡c warto±¢ a0 = a pomi¦dzy tymi dwoma liczbami uzyskamy ci¡g
zbie»ny do jednej z nich. Post¦puj¡c standardowo musimy pokaza¢, »e nasz ci¡g jest
ograniczony i monotoniczny. �eby oszcz¦dzi¢ sobie trudu, wypiszmy kilka pierwszych
wyrazów an dla a0 = 1, 5

6Wynika to z ci¡gªo±ci f .
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a[0]=1.5

f[x_]:=x^2 - 4x + 5

For[i=1, i<15, i++, a[i]=f[a[i-1]]]

For[i=0, i<15, i++, Print[a[i]]].

W wyniku dostaniemy nast¦puj¡cy ci¡g liczb

1.5

1.25

1.5625

1.19141

1.65382

1.11984

1.77469

1.05077

1.90104

1.00979

1.98051

1.00038

1.99924

1.

2.

Wida¢ teraz, »e nasz ci¡g nie jest monotoniczny. Obserwuj¡c pierwsze 15 wyrazów mo-
»emy ponadto wyci¡gn¡¢ wniosek, »e ci¡g an oscyluje pomi¦dzy warto±ci¡ 1 i 2. Zmie-
niaj¡c warto±¢ a0 mo»emy obserwowa¢ co si¦ dzieje je±li startujemy z innego miejsca.
Zadanie 2.6. Obliczy¢ warto±¢ pierwszych 20 wyrazów ci¡gu an dla

• a0 = 1
2(5 +

√
5)− 0.01

• a0 = 1
2(5 +

√
5) + 0.01

• a0 = 1
2(5−

√
5)− 0.01

• a0 = 1
2(5−

√
5) + 0.01

• a0 = 1
2(5−

√
5)− 1− 0.01

• a0 = 1
2(5−

√
5)− 1 + 0.01.

Uwaga 1. Przy wypisywaniu warto±ci liczbowych warto skorzysta¢ z funkcji N[. . . ].

W wyniku poczynionych obserwacji mo»emy pokusi¢ si¦ o nast¦puj¡ce

Stwierdzenie.

• Je±li a0 = 1
2(5±

√
5), to ci¡g an jest staªy.
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• Je±li a0 ∈
(
1
2(5−

√
5)− 1, 12(5−

√
5)
)
∪
(
1
2(5−

√
5), 12(5 +

√
5)
)
, to ci¡g an ma dwa

zbie»ne podci¡gi a2n oraz a2n−1. Jeden z tych podci¡gów zbiega do 1, a drugi do 2.

• Je±li a0 <
1
2(5−

√
5)− 1 b¡d¹ a0 >

1
2(5 +

√
5), to ci¡g an rozbiega do +∞.

Oczywi±cie nie mamy jeszcze dowodu, a jedynie empiryczne obserwacje. �cisªe uza-
sadnienie powy»szego stwierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi. Przydatne mog¡ by¢
nast¦puj¡ce uwagi:

• Chc¡c bada¢ ci¡gi a2n i a2n−1 warto wykona¢ nast¦puj¡ce operacje

f[x_]:=x^2 - 4x + 5

Simplify[f[f[x]]]

Solve[f[f[x]] == x, x].

Pomo»e nam to udowodni¢ monotoniczno±¢ podci¡gów a2n i a2n−1.

• Dla a0 w przedziale
(
1
2(5−

√
5)− 1, 1

)
warto obliczy¢ a1 i w ten sposób sprowadzi¢

ten przypadek do wcze±niej rozpatrzonych.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 2.7. Rozwa»my ci¡g Fibonacciego Fn zadany rekurencyjnie

Fn+2 = Fn+1 + Fn

dla warto±ci pocz¡tkowych F1 = F2 = 1. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu xn := Fn
Fn+1

.
Zadanie 2.8. Zbada¢ zachowanie ci¡gu

a0 = a , an+1 = a2n − 9an + 20

w zale»no±ci od parametru a.
Zadanie 2.9. Zbada¢ zachowanie ci¡gu

a0 = a , an+1 = −3
2a

2
n + 11

2 an − 2

w zale»no±ci od parametru a.
Zadanie 2.10. Zbada¢ zachowanie ci¡gu

a0 = a , an+1 = 3
2a

2
n − 13

2 an + 8

w zale»no±ci od parametru a.
Zadanie 2.11. Zbada¢ zachowanie ci¡gu

a0 = a , an+1 = 3
2a

2
n − 1

2an − 1

w zale»no±ci od parametru a.
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2.3 Rekurencje liniowe

Nowe umiej¦tno±ci: rozwi¡zywanie ogólnych rekurencji liniowych.
Skrypt: Rozdziaª 2. (podlinkowa¢)

Poni»sze zadanie posªu»y nam jako pretekst do do±¢ ogólnych rozwa»a« i wyci¡gania
wniosków na temat rekurencji liniowych.
Zadanie 2.12. Znale¹¢ wzór jawny na n-ty wyraz ci¡gu rekurencyjnego

an+2 = 2an+1 + 2an,(2)

a1 = 1 a2 = 4.(3)

Rozwi¡zanie:

Je±li nie dysponujemy lepszym pomysªem mo»emy zacz¡¢ od wypisania kilkunastu po-
cz¡tkowych wyrazów ci¡gu. By¢ mo»e patrz¡c na wyniki wpadnie nam co± do gªowy.

a[1]=1, a[2]=4

For[i=2, i<15, i++, a[i+1] =2 a[i]+2 a[i-1];Print[a[i]]].

Podstawow¡ obserwacj¡ jaka si¦ nasuwa jest to, »e ci¡g an szybko ro±nie. Spróbujmy
zbada¢ charakter tego wzrostu: czy ci¡g zachowuje si¦ podobnie do ci¡gu nα, czy ra-
czej jak ci¡g geometryczny qn? Ciekawego spostrze»enia mo»emy dokona¢ badaj¡c na
przykªad ilorazy s¡siednich wyrazów:

For[i=2, i<15, i++, Print[N[a[i]/a[i-1]]]].

Okazuje si¦, »e warto±ci tych ilorazów do±¢ szybko staj¡ si¦ bliskie liczbie 2, 73205. Wi-
dzimy zatem, ze nasz ci¡g zachowuje si¦ podobnie do ci¡gu geometrycznego o przyro±cie
2, 73205. Postawmy zatem pytanie czy ci¡g geometryczny an = qn mo»e speªnia¢ re-
kurencj¦ postaci (2)? Wstawiaj¡c an w powy»szej postaci do (2) dostaniemy równanie
qn+2 = 2qn+1 + qn. Po odrzuceniu maªo interesuj¡cego przypadku q = 0 otrzymamy
równanie kwadratowe7

q2 = 2q + 2,

którego pierwiastkami s¡ q1 = 1−
√

3 ≈ −0, 73205 oraz q2 = 1+
√

3 ≈ 2, 73205 (oczywi±cie
to równanie tak»e mo»na rozwi¡za¢ za pomoc¡ programu Mathematica u»ywaj¡c funkcji
Solve). Drugi ze znalezionych pierwiastków wygl¡da znajomo � to liczba wyznaczona
do±wiadczalnie przy badaniu ilorazów s¡siednich wyrazów w ci¡gu! Zobaczmy zatem jak
bardzo podobny jest ci¡g an do ci¡gu geometrycznego (1 +

√
3)n?

For[i=2, i<15, i++, Print[N[a[i]/(1+Sqrt[3])^i]]].

7Równanie to nazywamy równaniem charakterystycznym rekurencji (2).
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Jak widzimy powy»sze ilorazy robi¡ si¦ coraz bli»sze liczbie 1
2 . Zbadajmy zatem jak

zachowuje si¦ ci¡g bn := an − 1
2(1 +

√
3)n powtarzaj¡c rozumowanie u»yte do badania

ci¡gu an.

b[n_]:=a[n]-1/2(1+Sqrt[3])^n

For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]]]]

For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]/b[i-1]]]].

Co ciekawe, ci¡g bn zachowuje si¦ podobnie jak ciag geometryczny o post¦pie−0.732051 ≈
1−
√

3! Sprawd¹my jak wygl¡da odpowiedni iloraz:

For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]/(1-Sqrt[3])^i]]].

Z uzyskanych wyników mo»na wnioskowa¢, »e bn = 1
2(1−

√
3)n, sk¡d oczywi±cie

(4) an =
1

2
(1 +

√
3)n +

1

2
(1−

√
3)n.

Rzecz jasna przeprowadzone wy»ej obliczenia nie s¡ dowodem matematycznym, tylko
procedur¡ pozwalaj¡c¡ wyrobi¢ sobie pewne intuicje i znale¹¢ odpowiedniego kandydata
na rozwi¡zanie. Czytelnik zechce samodzielnie przeprowadzi¢ prosty dowód indukcyjny,
»e ci¡g opisany wzorem (4) faktycznie speªnia warunki (2) i (3).
Warto jednak przyjrze¢ si¦ postaci wyniku i pewnym elementom naszego rozumowania.
To co pokazali±my ±ci±le to fakt, »e ci¡gi qn1 i qn2 speªniaj¡ rekurencj¦ (2). Natomiast nasze
rozwi¡zanie które speªnia dodatkowo warunki pocz¡tkowe (3) jest pewn¡ kombinacj¡
liniow¡ aqn1 +bqn2 tych szczególnych ci¡gów. Chwila zastanowienia wystarczy by wyja±ni¢
t¦ sytuacj¦ � poniewa» rekurencja (2) jest liniowa, je»eli dwa ci¡gi an i a

′
n speªniaj¡ j¡

to ka»da ich kombinacja liniowa te» b¦dzie j¡ speªnia¢. Wystarczy teraz znale¹¢ tak¡
kombinacj¦, która b¦dzie speªniaªa warunki pocz¡tkowe (3)!
Dysponuj¡c powy»sz¡ wiedz¡ mo»emy rozwi¡za¢ pokrewne problemy znacznie szybciej.
Dla przykªadu rozwi¡»my rekurencj¦

an+2 = 2an+1 + 2an,

a1 = 1 a2 = 2.

Wiemy ju», »e rozwi¡zania nale»y szuka¢ w postaci an = a(1 +
√

3)n + b(1 −
√

3)n,
a wspóªczynniki a i b nale»y dobra¢ tak, »eby speªnione byªy warunki pocz¡tkowe.

Solve[{a(1+Sqrt[3])+b(1-Sqrt[3])==1,

a(1+Sqrt[3])^2+b(1-Sqrt[3])^2==2},{a,b}] .

Rozwi¡zaniem jest a = 3+
√
3

6(1+
√
3)

i b = −1
2
√
3
, a wi¦c

an =
3 +
√

3

6(1 +
√

3)
(1 +

√
3)n +

−1

2
√

3
(1−

√
3)n.

W istocie to co zrobili±my wy»ej mo»na zgrabnie uogólni¢ w nast¦puj¡cy sposób.
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Twierdzenie 1. Zaªó»my, »e ci¡g xn speªnia rekurencj¦

xn+2 = Axn+1 +Bxn

z warunkami pocz¡tkowymi x1 i x2. Zaªó»my, »e równanie charakterystyczne

q2 = Aq +B

ma dokªadnie dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste q1 i q2. Wówczas n-ty wyraz ci¡gu xn
dany jest wzorem

xn = aqn1 + bqn2 ,

gdzie liczby a i b s¡ rozwi¡zaniami ukªadu równa« liniowych

aq1 + bq2 = x1

aq21 + bq22 = x2.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 2.13. Znale¹¢ wzór na n-ty wyraz ci¡gu Fibonacciego

Fn+2 = Fn+1 + Fn,

F1 = F2 = 1.

Korzystaj¡c z wyniku obliczy¢ granice ci¡gu xn := Fn
Fn+1

. Porówna¢ wynik z wynikiem
zadania z poprzedniego podrozdziaªu.
Zadanie 2.14. Rozwi¡za¢ rekurencj¦

bn+2 = 2bn+1 + 2bn − 3,

b1 = 2 b2 = 5.

Wskazówka: Rozwa»y¢ ci¡g an = bn + c i dobra¢ c tak, aby pozby¢ si¦ wyrazu wolnego
w zale»no±ci rekurencyjnej. Zaproponowa¢ ogóln¡ metod¦ rozwi¡zywania rekurencji po-
staci

xn+2 = Axn+1 +Bxn + C.

Zadanie 2.15. Udowodni¢ twierdzenie 1.
Zadanie 2.16. Co si¦ stanie, gdy w twierdzeniu 1 równanie charakterystyczne ma
pierwiastek podwójny (na przykªad dla rekurencji an+2 = 2an+1 − an)? Czy mo»na
wtedy zawsze rozwi¡za¢ równanie na wspóªczynniki a i b? Dlaczego nie? Spróbuj znale¹¢
ogóln¡ posta¢ rozwi¡zania w takiej sytuacji. Co si¦ dzieje gdy równanie charakterystyczne
ma pierwiastki zespolone (na przykªad dla rekurencji bn+2 = −bn+1 − bn)?
Zadanie 2.17. Powtórzy¢ rachunki z rozwi¡zania zadania ze strony 13 wypisuj¡c wi¦cej
wyrazów ci¡gów an i bn (powiedzmy 50). Zaobserwowa¢, »e ilorazy bn

bn−1
przestaj¡ by¢

bliskie −0.732051 dla n > 20. Dzieje si¦ tak dlatego, »e liczby bn obliczane s¡ z pewn¡
sko«czon¡ dokªadno±ci¡. Poniewa» ci¡g bn zbiega do 0 (i to szybko), w pewnym momen-
cie dokªadno±¢ staje si¦ porównywalna z rzeczywistymi warto±ciami bn i drobne bª¦dy

15



w warto±ci bn przekªadaj¡ si¦ na du»e bª¦dy w ilorazie. Zobacz, »e numeryczne warto±ci
ilorazu zmieniaj¡ znak z ujemnego na dodatni, co oczywi±cie nie powinno mie¢ miejsca.
Warto pami¦ta¢ o problemach tego typu i nie ufa¢ bezkrytycznie liczbom podawanym
przez komputer.
Zadanie 2.18. Mathematica dysponuje procedur¡ RSolve[równanie,ci¡g,indeks], która
sªu»y do rozwi¡zywania rekurencji. Przykªadowo, do obliczenia wzoru ogólnego na reku-
rencj¦ rozwa»an¡ na pocz¡tku tego rozdziaªu skªadnia powinna wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

RSolve[{a[n+2] ==2 a[n+1]+2 a[n], a[1]==1, a[2]==4}, a[n], n].

U»y¢ powy»szej funkcji do sprawdzenia, czy wyniki uzyskane w poprzednich zadaniach
s¡ prawidªowe. Spróbowa¢ u»y¢ tej funkcji do wyliczenia ogólnych wzorów na rekurencje
rozwa»ane w poprzednim rozdziale.

2.4 Fraktale

Nowe umiej¦tno±ci: wprowadzenie do teorii fraktali.

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
While[test,body] for zmienna: start

while test do body; done

p¦tla while

Table[expr,{min,max,krok}] makelist(expr, zmienna,

min, max)

generowanie tabeli z
wynikami operacji

ArrayPlot[tabela] Plot2d([discrete,lista],

...)
wykres na podstawie
danych z tabeli/listy

Zbiory fraktalne (albo fraktale) to obiekty cechuj¡ce si¦ pewnym samopodobie«stwem.
Jednym z najbardziej znanych przykªadów takich zbiorów jest krzywa trójk¡towa Sier-

pi«skiego � b¦d¡ca symbolem polskich Olimpiad Matematycznych. Teoria zbiorów frak-
talnych zacz¦ªa rozwija¢ si¦ w latach 70tych w du»ej mierze dzi¦ki mo»liwo±ciom oblicze-
niowym komputerów. W tym podrozdziale poka»emy jak tworzy¢ takie zbiory z u»yciem
oprogramowania CAS. Wi¦cej informacji na temat fraktali znajdzie Czytelnik w mono-
gra�i [3].
W podrozdziale 2.2 widzieli±my jak bada¢ zbie»no±¢ ci¡gów zadanych rekurencyjnie, tzn.
zadanych w postaci

(5) a0 = a , an = f(an−1) ,

gdzie f jest pewn¡ funkcj¡. Pracuj¡c z takimi ci¡gami mo»na si¦ zastanawia¢ czy jest
jaka± ogólna reguªa rz¡dz¡ca ich zachowaniem. Jednym z nasuwaj¡cych si¦ pyta« jest:
jak zmienia si¦ zachowanie ci¡gu, gdy zmieniamy warto±¢ pocz¡tkow¡ a0 = a? Do tej
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pory badali±my ci¡gi o warto±ciach rzeczywistych ale najciekawsze rzeczy dziej¡ si¦ gdy
przejdziemy do ci¡gów o warto±ciach zespolonych.
Na pocz¡tek ustalmy funkcj¦ f : C→ C. Niech to b¦dzie wielomian stopnia 2, np.

f(z) = z2 + c .

Liczba c ∈ C jest parametrem, który b¦dziemy zmienia¢. Dla ustalenia uwagi poªó»my
c = 1− 1

2(1+
√

5). W programie Mathematica de�niujemy powy»sz¡ funkcj¦ nast¦puj¡co

c=1-0.5*(1+Sqrt[5])

f[z_]:=z^2+c .

Pytamy si¦: dla jakich warto±ci a0 ci¡g rekurencyjny dany przez (5) b¦dzie zbie»ny?

W podrozdziale 2.2 widzieli±my, »e w ogólno±ci takie ci¡gi nie musz¡ by¢ zbie»ne ale
mog¡ oscylowa¢ wokóª pewnych warto±ci. Mogli±my si¦ te» przekona¢, »e przyjmuj¡c za
a0 ró»ne warto±ci ci¡g albo oscylowaª albo byª rozbie»ny do niesko«czono±ci. W takim
razie lepiej zmieni¢ nasze pytanie na: dla jakich warto±ci a0 ci¡g an jest ograniczony?

By na nie odpowiedzie¢ zastosujemy pewn¡ heurystyk¦8. Obliczymy kilka (np. 10)
pierwszych wyrazów ci¡gu an i uznamy, »e jest on ograniczony je±li moduª wszystkich
dziesi¦ciu kolejnych wyrazów jest mniejszy ni» np. 10. Zde�niujemy teraz wMathematica

funkcj¦, która b¦dzie sprawdza¢, czy dla danego a0 = a otrzymamy ci¡g ograniczony

ogr[a_]:=(z=a; n=0;

While[Abs[z]<10 && n<10, z=N[f[z]]; ++n];

1-Min[{Abs[z],10}]/10) .

Przyjrzyjmy si¦ powy»szemu poleceniu. De�niujemy funkcj¦ ogr zmiennej a. Funk-
cja ta wykorzystuje dodatkow¡ zmienn¡ z, która b¦dzie przechowywa¢ kolejne obliczone
warto±ci ci¡gu oraz zmienn¡ n, która kontroluje ilo±¢ iteracji p¦tli. Nast¦pnie wykonu-
jemy p¦tl¦, w której dokonujemy podstawienia z = N[f[z]] tak dªugo a» z b¦dzie miaªo
moduª wi¦kszy od 10 lub a» wykonamy 10 powtórze«. Na koniec funkcja ogr zwraca
warto±¢ 1 - Min[{Abs[z],10}] / 10, czyli 1 minus minimum z moduªu z i 10 podzie-
lone przez 10. Taka de�nicja zapewnia, »e ogr[a] zawsze zwróci warto±¢ z przedziaªu
(0, 1). Warto±¢ bliska 0 oznacza, »e ci¡g jest ograniczony, a warto±¢ bliska 1 oznacza, »e
jest nieograniczony.
�eby zobaczy¢ co si¦ dzieje dla poszczególnych punktów na pªaszczy¹nie zespolonej
wygenerujemy obrazek. W tym celu posªu»ymy si¦ funkcjami programu Mathematica

ArrayPlot oraz Table. Pierwsza z nich rysuje obrazek na podstawie danych przekaza-
nych jako tablica, a druga generuje tablic¦.

ArrayPlot[Table[ogr[x + I*y], {y,-1,0,0.01}, {x,-1.5,0,0.01}]] .

8Heurystyka w informatyce to metoda znajdowania rozwi¡za«, dla której nie ma gwarancji znalezienia
rozwi¡zania optymalnego, a cz¦sto nawet prawidªowego. Heurystyki u»ywa si¦ jej cz¦sto, gdy algorytm
wyliczania peªnego rozwi¡zania nie jest znany, albo jest zbyt kosztowny obliczeniowo.
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Polecenie Table[ogr[x + I*y], {y,-1,0,0.01}, {x,-1.5,0,0.01}] generuje tablic¦
dwuwymiarow¡ zawieraj¡c¡ warto±ci funkcji ogr[x + I*y]. Parametry {y,-1,0,0.01}

oraz {x,-1.5,0,0.01} wskazuj¡ w jakich przedziaªach zmieniaj¡ si¦ x i y. Tutaj warto±ci
x zmieniaj¡ si¦ w przedziale [−1, 5; 0], a warto±ci y w przedziale [−1; 0]. Liczba 0.01 mówi
o ile zmienia si¦ warto±¢ x i y gdy przesuwamy si¦ o jeden piksel na obrazku. Ten spo-
sób generowania obrazków jest wysoce nieefektywny i zanim komputer sko«czy pracowa¢
mo»e min¡¢ kilka minut. Niemniej jednak po pewnym czasie na ekranie powinien pojawi¢
si¦ Rysunek 1. Brzeg zaciemnionego obszaru jest bardzo nieregularny. Zmieniaj¡c para-

Rysunek 1: Punkt (0, 0) znajduje si¦ w prawym dolnym rogu. Startuj¡c z punktów
w ciemnym obszarze ci¡g an pozostaje ograniczony.

metry {y,-1,0,0.01} i {x,-1.5,0,0.01} na {y,-1,0,0.001} oraz {x,-1.5,0,0.001}

mo»emy zwi¦kszy¢ dokªadno±¢ (oczywi±cie kosztem czasu oblicze«). Zbiór widoczny na
rysunku nazywa si¦, w naukowej nomenklaturze, wypeªnionym zbiorem Julii wielomianu
f(z).
Zainteresowany Czytelnik mo»e dowiedzie¢ si¦ wi¦cej na temat tych zbiorów wybiera-
j¡c si¦ na wykªad z Ukªadów Dynamicznych lub zagl¡daj¡c do monogra�i [3]. Tutaj
sygnalizujemy jedynie, »e temat jest ciekawy i wysoce nietrywialny.
Spróbujmy zmieni¢ nieco parametry. Ustawmy c = (φ−2)+(φ−1)i, gdzie φ = 1

2(1+
√

5)
i wykonajmy nasz program od pocz¡tku.

phi = 0.5*(1 + Sqrt[5])

c = (phi - 2) + (phi - 1)*I

f[z_]:=z^2 + c

ogr[a_]:=(z = a; n = 0;

While[Abs[z] < 10 && n < 10, z = N[f[z]]; ++n];

1 - Min[{Abs[z],10}] / 10)

ArrayPlot[Table[ogr[x + I*y], {y,-1,1,0.01}, {x,-1.5,1.5,0.01}]] .
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Rysunek 2: Kolejny przykªad fraktala.

Na ekranie powinien pojawi¢ si¦ Rysunek 2.
Czytelnik mo»e poeksperymentowa¢ z innymi warto±ciami parametru c. Proponujemy
wypróbowa¢ nast¦puj¡ce warto±ci

c = −0, 8 + 0, 156i ,

c = 0, 285 + 0, 01i ,

c = −1, 5 ,

c = i .

W tym kontek±cie wypada jeszcze wspomnie¢ znanym zbiorze Mandelbrota. Jest to pod-
zbiór pªaszczyzny zespolonej C zawieraj¡cy te liczby c ∈ C, dla których ci¡g (5) z wa-
runkiem pocz¡tkowym a0 = 0 pozostaje ograniczony.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 2.19. Narysowa¢ zbiory Julii dla warto±ci parametru c sugerowanych wy»ej.
Zadanie 2.20. Poeksperymentowa¢ z pakietami fractals oraz dynamics w programie
Maxima.
Zadanie 2.21. Przy pomocy funkcji julia z pakietu dynamics wygenerowa¢ obraz
zbioru Julii dla warto±ci parametru c sugerowanych wy»ej.
Zadanie 2.22. Za pomoc¡ oprogramowania CAS narysowa¢ zbiór Mandelbrota.

3 Badanie funkcji rzeczywistych

3.1 Wykresy funkcji

Nowe umiej¦tno±ci: rysowanie wykresów krzywych zadanych na ró»ne sposoby.
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Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
Plot[funkcja, zakres] plot2d wykres funkcji
ParametricPlot plot2d([parametric,...]) wykres funkcji danej pa-

rametrycznie
PolarPlot plot2d([parametric,...]) wykres funkcji danej we

wspóªrz¦dnych bieguno-
wych

ContourPlot contour_plot wykres poziomic funkcji
(funkcje uwikªane)

Animate[wykres, param.] brak dynamiczne wykresy

Gra�czne przedstawienie obiektów matematycznych pozwala cz¦sto lepiej zrozumie¢ ich
natur¦. W tej cz¦±ci zajmiemy si¦ obrazowaniem krzywych.
Prosty wykres tworzymy za pomoc¡ polecenia Plot[funkcja,zakres]. Przykªadowo

Plot[x^2, {x, -10, 10}]

daje nast¦puj¡cy efekt:
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Na jednym obrazku mo»emy te» umie±ci¢ kilka wykresów jak w poni»szym przykªadzie

Plot[{x, 2 Sin[x]}, {x, -2, 4}].

Wynik wygl¡da nast¦puj¡co:

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4
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Ten sam efekt uzyskaliby±my tak»e nast¦puj¡c¡ sekwencj¡ komend:

wyk1=Plot[x,{x,-2,4}];

wyk2=Plot[2 Sin[x],{x,-2,4}];

Show[wyk1,wyk2].

Je±li zale»y nam na bardziej wyra�nowanym wygl¡dzie mo»emy kaza¢Mathematice zmie-
ni¢ podstawowe parametry wykresu. Wymie«my kilka wa»niejszych: PlotRange okre±la
zakres warto±ci jaki ma by¢ pokazany, AspectRatio de�nuje stosunek wysoko±ci do sze-
roko±ci rysunku, Filling de�niuje kolorowanie, natomiast PlotStyle okre±la styl forma-
towania wykresu. Szczegóªowe informacje, w tym tak»e omówienie wielu dodatkowych
opcji wraz z przykªadami, mo»na znale¹¢ w obszernej dokumentacji programu Mathema-

tica [5].
Przykªadowo taki efekt

-10 -5 5 10

-15

-10

-5

5

10

Uzyskamy za pomoc¡ komendy

Plot[{x, 10 Sin[x]}, {x, -10, 10}, PlotRange -> {-15, 10},

AspectRatio -> 0.3, Filling -> {1 -> {2}},

PlotStyle -> {Automatic, Dashed}].

W praktycznych zastosowaniach nie zawsze mamy do czynienia z wykresami funkcji opi-
sywalnych prostym wzorem. Czasami chcemy narysowa¢ krzyw¡ dan¡ w postaci pa-
rametrycznej, albo uwikªanej. Mathematica dysponuje odpowiednimi narz¦dziami aby
poradzi¢ sobie równie» w takiej sytuacji. Omówimy teraz kilka prostych przykªadów.
Krzyw¡ w postaci parametrycznej nazywamy zbiór opisany nast¦puj¡co

C = {(x(t), y(t)) : t ∈ [a, b]},

gdzie x i y s¡ pewnymi funkcjami zmiennej t. Do opisu tego typu zbiorów Mathematica

dysponuje funkcj¡ ParametricPlot. Przykªadowo

ParametricPlot[{Sin[2 t], Cos[5 t]}, {t, 0, 2 Pi}]

i ko«cowy efekt:
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Powy»sza krzywa to szczególny przypadek tak zwanych krzywych Lissajous, które poja-
wiaj¡ si¦ w naturalny sposób w opisie drga« harmonicznych. Ogólnie zbiory takie maj¡
posta¢ x(φ) = A sin(aφ) i y(φ) = B cos(bφ + φ0). Odpowiada to naªo»eniu na siebie
dwóch drga« o ró»nych cz¦sto±ciach a i b, ró»nych amplitudach A i B oraz przesuni¦ciu
w fazie o π

2 + φ0. Krzyw¡ zamkni¦t¡ uzyskujemy wtedy i tylko wtedy, gdy stosunek
cz¦sto±ci ab jest liczb¡ wymiern¡. Porównajmy kilka krzywych tego typu

Table[ParametricPlot[{Sin[k t], Cos[3 t]}, {t, 0, 2 Pi}], {k,1,4,1}] .

:
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,
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>

U»yli±my do tego celu polecenia Table. Sekwencja {k,1,4,1} okre±la zakres jaki prze-
biega parametr k. S¡ to klejne liczby od 1 do 4 rosn¡ce co 1.
Przy okazji warto wspomnie¢ o funkcji Animate. Czytelnik zechce wpisa¢ komend¦

Animate[ParametricPlot[{Sin[k t], Cos[3 t]}, {t, 0, 4 Pi}], {k, 1, 4}].

Za pomoc¡ suwaka mo»emy teraz zmienia¢ warto±¢ parametru k na przedziale [1, 4] i
obserwowa¢ jak reaguje na to wykres krzywej.
Innym sposobem opisu krzywej jest posta¢ biegunowa r = r(φ), gdzie r jest odlegªo±ci¡
danego punktu od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych, natomiast φ to k¡t pod jakim dany
punkt widzimy wzgl¦dem osi OX.
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r

Φ

Posta¢ biegunowa jest specjaln¡ form¡ postaci parametrycznej, gdzie parametryzujemy
za pomoc¡ k¡ta φ:

x(φ) = r(φ) cos(φ),

y(φ) = r(φ) sin(φ).

Najprostszym przykªadem krzywej tego typu jest okr¡g. Odpowiednie równanie to oczy-
wi±cie r = const.
Krzyw¡ zadan¡ w postaci biegunowej rysujemy za pomoc¡ polecenia PolarPlot. Jako
przykªad u»ycia rozwa»my trójlistnik :

PolarPlot[ Cos[3 Phi], {Phi, 0, 2 Pi}] .

-0.5 0.5 1.0

-0.5

0.5

Na koniec zobaczmy jak mo»na wykre±la¢ krzywe zadane w sposób uwikªany jako roz-
wi¡zania pewnego równania

f(x, y) = c.

Sªu»y do tego funkcja ContourPlot. Z jej pomoc¡ mo»emy narysowa¢ na przykªad krzyw¡
nazywan¡ li±ciem Kartezjusza:

ContourPlot[y^3 + x^3 - 3 x y == 0, {x, -2, 2}, {y, -1.5, 2},

Axes->True, Frame->False]
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Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 3.1. Narysowa¢ wykres cykloidy (krzywej jak¡ zakre±la punkt na kole tocz¡cym
si¦ po prostej), danej w postaci parametrycznej

x(t) = a(t− λ sin(t)), y(t) = a(1− λ cos(t)).

Wielko±¢ a odpowiada promieniowi tocz¡cego si¦ koªa, natomiast λ · a oznacza odlegªo±¢
rozwa»anego punktu od ±rodka koªa. Dla λ > 1 mówimy o cykloidzie wydªu»onej a dla
λ < 1 o skróconej.
Zadanie 3.2. Znale¹¢ posta¢ parametryczn¡ i narysowa¢ wykres epicykloidy, czyli krzy-
wej jak¡ zakre±la punkt koªa tocz¡cego si¦ po zewn¦trznej kraw¦dzi innego koªa. Zaob-
serwowa¢, »e krzyw¡ zamkni¦t¡ otrzymamy tylko wtedy, gdy stosunek promieni obu kóª
jest liczb¡ wymiern¡. Czy potra�sz to udowodni¢?
Zadanie 3.3. Narysowa¢ ±limak Pascala dany w postaci biegunowej równaniem r =
a cos(φ) + l. �limak Pascala dla parametrów a = l nazywamy kardioid¡. Wykaza¢, »e
kardioida to epicykloida powstaªa przez toczenie punktu na brzegu koªa o promieniu a
po zewn¦trznej kraw¦dzi koªa o takim samym promieniu.
Zadanie 3.4. Narysowa¢ krzyw¡ sto»kow¡ zadan¡ biegunowo zale»no±ci¡ r = p

1+e cos(φ) ,
gdzie e > −1 i p > 0 s¡ parametrami. Zbada¢ jak zmienia si¦ charakter krzywych w
zale»no±ci od parametru e. Spróbuj inaczej opisa¢ te krzywe dla e = −1, e ∈ (−1, 0) i
e = 0.
Zadanie 3.5. Przedstawi¢ li±¢ Kartezjusza w postaci parametrycznej. Wykaza¢, »e
prosta x+ y + 1 = 0 jest asymptot¡ tej krzywej.

3.2 Przebieg zmienno±ci funkcji

Nowe umiej¦tno±ci: ró»niczkowanie funkcji, badanie ich przebiegu, wyznaczanie eks-
tremów, punktów przegi¦cia, asymptot, itp..

Skrypt: Rozdziaªy 5 i 6. (podlinkowa¢)
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Mathematica Maxima Komentarz
D[f[x],x] diff(f(x),x) pochodna funkcji
Factor[expr] factor(expr) rozkªad na czynniki
Select[lista,pred] lreduce(lambda([l,e],

if pred then cons(e,l)

else l), lista ,[]);

wybiera z listy te elementy,
które speªniaj¡ predykat
pred

Przy badaniu przebiegu zmienno±ci funkcji, oprogramowanie typu CAS okazuje si¦ bar-
dzo przydatne. Dla sporej klasy funkcji f : R → R mo»emy automatycznie obliczy¢
pochodne, znale¹¢ pierwiastki równa« f(x) = 0, czy f ′(x) = 0, a nawet znale¹¢ ekstrema
lokalne i obliczy¢ granice w niesko«czono±ci. Wymienione operacje mo»emy wykona¢
zarówno symbolicznie jak i numerycznie. Niezmiernie przydatne okazuje si¦ cz¦sto na-
szkicowanie wykresu rozpatrywanej funkcji. Przy tym wszystkim trzeba jednak pami¦ta¢,
»e programy typu CAS to tylko narz¦dzia, z których trzeba inteligentnie korzysta¢. Na-
le»y mie¢ na uwadze, »e obliczenia na komputerze s¡ zawsze obarczone pewnym bª¦dem,
wynikaj¡cym z ograniczonej dokªadno±ci rachunków. W szczególno±ci wykresy funkcji
rysowane na ekranie monitora nale»y zawsze traktowa¢ jako pewne przybli»enie, które
cho¢ zazwyczaj pozwala budowa¢ prawidªow¡ intuicj¦, czasem mo»e by¢ zwodnicze. Za-
cznijmy od prostego przykªadu
Zadanie 3.6. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej wzorem

f(x) =
64− 120x+ 70x2 − 15x3 + x4

−54 + 45x− 12x2 + x3
.

Rozwi¡zanie:

Dla ustalenia uwagi przypomnijmy co nale»y zrobi¢:

• znale¹¢ maksymalny podzbiór R, na którym mo»na okre±li¢ f powy»szym wzorem,

• znale¹¢ zera f ,

• znale¹¢ granice w kra«cach przedziaªów okre±lono±ci,

• znale¹¢ zbiór, w którym f jest ró»niczkowalna,

• znale¹¢ przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema lokalne

• znale¹¢ przedziaªy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci oraz punkty przegi¦cia,

• znale¹¢ asymptoty je±li istniej¡,

• naszkicowa¢ wykres.

Funckcja f jest ilorazem dwóch wielomianów, wi¦c maksymaln¡ dziedzin¡ funkcji b¦dzie
zbiór tych x, dla których mianownik si¦ nie zeruje. Nale»y zatem znale¹¢ pierwiastki
równania

−54 + 45x− 12x2 + x3 = 0.
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Wystarczy wykona¢ polecenie:

Solve[-54 + 45x - 12x^2 + x^3 == 0, x].

Dowiemy si¦, »e s¡ dwa rozwi¡zania x = 3 oraz x = 6, przy czym x = 3 jest podwójne.
Maksymaln¡ dziedzin¡ naszej funkcji jest zatem zbiór

Domf = (−∞, 3) ∪ (3, 6) ∪ (6,∞).

Do znalezienia miejsc zerowych naszej funkcji mo»emy posªu»y¢ si¦ poleceniem Factor

Factor[64 - 120x + 70x^2 - 15x^3 + x^4].

Dowiemy si¦ st¡d, »e f(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1, x = 2, x = 4 lub x = 8.
Do obliczenia granic na kra«cach przedziaªów okre±lono±ci posªu»y nam znane ju» pole-
cenie Limit9

Limit[f[x],x -> -Infinity]

Limit[f[x],x -> 3, Direction -> 1]

Limit[f[x],x -> 3, Direction -> -1]

Limit[f[x],x -> 6, Direction -> 1]

Limit[f[x],x -> 6, Direction -> -1]

Limit[f[x],x -> Infinity].

St¡d mamy

lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→3−

f(x) = −∞ lim
x→3+

f(x) = −∞

lim
x→6−

f(x) = +∞ lim
x→6+

f(x) = −∞ lim
x→∞

f(x) = +∞ .

Dla wyznaczenia punktów ró»niczkowalno±ci f nale»y obliczy¢ pochodn¡ i zobaczy¢ gdzie
jest dobrze okre±lona. W Mathematice wyliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej jest
bardzo proste. Wystarczy napisa¢

f'[x] albo D[f[x],x]

Wynik mo»e nie by¢ zbyt czytelny, dlatego skorzystamy z funkcji Simplify

fp[x_] := Simplify[f'[x]]

fp[x]

i dowiemy si¦, »e pochodna jest opisana wzorem

f ′(x) =
−1200 + 1608x− 780x2 + 182x3 − 21x4 + x5

(−6 + x)2(−3 + x)3
.

Od razu wida¢, »e pochodna istnieje wsz¦dzie poza punktami x = 6 oraz x = 3, czyli f
jest ró»niczkowalna w caªej swojej dziedzinie.
Poniewa» f jest ró»niczkowalna wsz¦dzie gdzie jest okre±lona, wi¦c do zbadania monoto-
niczno±ci mo»emy posªu»y¢ si¦ pochodn¡. Szukamy miejsc zerowych pochodnej

9Uwaga! Przypomnijmy, »e parametr Direction -> 1 oznacza granic¦ lewostronn¡, a Direction ->

-1 granic¦ prawostronn¡.

26



Solve[fp[x] == 0, x]

co niestety nie daje satysfakcjonuj¡cego rezultatu. W naszym przypadku pierwiastki
równania f ′(x) = 0 nie wyra»aj¡ si¦ »adnym ªadnym wzorem. Pozostaje nam zatem
operowa¢ na numerycznych przybli»eniach. Piszemy

N[Solve[fp[x] == 0, x]]

i dowiadujemy si¦, »e jest dokªadnie jeden pierwiastek rzeczywisty, równy w przybli»eniu
x0 = 1, 62937. Mo»emy go wyªuska¢ z listy wszystkich rozwi¡za« przy pomocy polecenia

x0 = Select[x /. N[Solve[fp[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&][[1]].

Musimy zbada¢ znak pochodnej na przedziaªach (−∞, x0), (x0, 3), (3, 6) oraz (6,∞).
Wiemy, »e f ′ jest ci¡gªa w swojej dziedzinie i zmienia znak tylko w x0, wystarczy wi¦c
wybra¢ po jednym punkcie z ka»dego z przedziaªów (−∞, x0), (x0, 3), (3, 6) oraz (6,∞)
i sprawdzi¢ jaki znak ma f ′ w ka»dym z tych punktów. We¹my punkty 1, 2, 5 i 7.
Wykonujemy polecenia

fp[1] > 0

fp[2] > 0

fp[5] > 0

fp[7] > 0

i uzyskujemy odpowiedzi

True

False

True

True.

W takim razie f jest rosn¡ca na przedziale (−∞, x0), ma maksimum lokalne w x0, a dalej
maleje do −∞ zbli»aj¡c si¦ do x = 3. Nast¦pnie, na przedziale (3, 6), ro±nie od −∞ do
+∞ przecinaj¡c o± OX w punkcie 4. Podobnie na przedziale (6,∞) ro±nie od −∞ do
+∞ przecinaj¡c o± OX w punkcie 8.
W nast¦pnej kolejno±ci badamy wypukªo±¢ i wkl¦sªo±¢. Obliczymy w tym celu drug¡
pochodn¡ je±li istnieje. Wykonujemy

fb[x_] := Simplify[f''[x]]

fb[x]

i natychmiast dostajemy odpowied¹

f ′′(x) =
144 + 2040x− 1284x2 + 282x3 − 22x4

(−6 + x)3(−3 + x)4
.

Widzimy, »e druga pochodna jest dobrze okre±lona wsz¦dzie poza punktami 3 i 6, wi¦c
nasza funkcja jest dwukrotnie ró»niczkowalna w caªej swojej dziedzinie i mo»emy posªu»y¢
si¦ drug¡ pochodn¡ do wyznaczania przedziaªów wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci. Jak poprzednio
wykonujemy
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{x1,x2} = Select[x /. N[Solve[fb[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&]

i znajdujemy w ten sposób dwa rzeczywiste miejsca zerowe drugiej pochodnej równe
w przybli»eniu x1 = −0, 0676635 oraz x2 = 4, 49721. Polecenia

fb[-1] > 0

fb[1] > 0

fb[4] > 0

fb[5] > 0

fb[7] > 0

daj¡ odpowiedzi

True

False

False

True

False

wi¦c nasza funkcja jest wypukªa na przedziale (−∞, x1), wkl¦sªa na (x1, 3)∪ (3, x2), po-
nownie wypukªa na (x2, 6) i wkl¦sªa na (6,∞). Poniewa» pierwiastki równania f ′′(x) = 0
byªy jednokrotne (ka»dy wyst¦powaª tylko raz na li±cie rozwi¡za«), wi¦c od razu mo»emy
wnioskowa¢, »e punkty przegi¦cia znajduj¡ si¦ w x1 i x2.
Wiemy ju» o istnieniu dwóch asymptot pionowych w punktach x = 3 i x = 6. Pozostaje
sprawdzi¢, czy f ma asymptoty w ±∞. Obliczamy w tym celu granice

Limit[f[x]/x, x -> -Infinity]

Limit[f[x]/x, x -> Infinity]

i dowiadujemy si¦, »e obie istniej¡10 i s¡ równe 1. Dalej wykonujemy

Limit[f[x] - x, x -> -Infinity]

Limit[f[x] - x, x -> Infinity]

uzyskuj¡c w obu przypadkach odpowied¹ −3. W takim razie obie asymptoty istniej¡ i s¡
opisane równaniem

y = x− 3 .

Na koniec naszkicujemy wykres badanej funkcji. Zaznaczymy na nim równie» obliczon¡
asymptot¦ y = x− 3. W Mathematice wystarczy napisa¢

Plot[{f[x], x - 3}, {x, -5, 15}, PlotRange -> {-10, 20},

PlotStyle -> {Automatic, Dashed}, Exclusions -> {3, 6}]

10Uwaga! Przypominamy, »e z istnienia granicy limx→∞ f(x)/x nie wynika jeszcze istnienie asymptoty,
np. f(x) = sin(x).
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Rysunek 3: Wykres funkcji f(x) wraz z asymptot¡.

by uzyska¢ szkic wykresu (zobacz Rysunek 3). Dodatkowe parametry zostaªy wpro-
wadzone po to aby poprawi¢ czytelno±¢ rysunku. Drobnym mankamentem jest to, »e
z wykresu trudno byªoby wnioskowa¢ o istnieniu punktu przegi¦cia w x1. Poza tymi
drobiazgami11, wykres jaki uzyskali±my dobrze odpowiada temu co wiemy o funkcji f .

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 3.7. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej wzorem

f(x) =
18x3 + 39x2 − 51x+ 12

3x2 + 7x− 6
.

Zadanie 3.8. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej wzorem

f(x) =
√
|x|(x2 + x− 2) .

Zadanie 3.9. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej wzorem

f(x) = ex(x− 5)(x− 2)(x2 + x+ 1) .

Uwaga 1: Ze wzgl¦du na ograniczon¡ dokªadno±¢ oblicze«, niektóre wyliczone przez
komputer warto±ci numeryczne mog¡ mie¢ maª¡ cz¦±¢ urojon¡ podczas gdy powinny

11Aby zaobserwowa¢ punkt przegi¦cia mo»na narysowa¢ mniejszy fragment wykresu:
Plot[f[x], {x, 3, 6}, PlotRange ->{-20, 30}].
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by¢ rzeczywiste. Trzeba mie¢ to na uwadze interpretuj¡c podawane wyniki. W takim
przypadku pomocna mo»e by¢ funkcja Chop. Zaobserwuj jej dziaªania na nast¦puj¡cym
przykªadzie:

N[Sqrt[5] Coth[2^10 ArcCoth[1/Sqrt[5]]]]

Chop[%].

Uwaga 2: Przy szkicowaniu wykresu nale»y umiej¦tnie posªu»y¢ si¦ parametrami PlotRange
oraz AspectRatio, by na wykonanym rysunku mo»na byªo zaobserwowa¢ ekstrema lo-
kalne i zmiany w monotoniczno±ci.
Zadanie 3.10. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej wzorem

f(x) = |x− 1|1/3(2− |x− 2|3/2)(−|x− 3|3/4)x(x− 4) .

Wskazówka: W Mathematice, zamiast u»ywa¢ standardowej funkcji Abs, która jest zbyt
ogólna12, warto napisa¢ wªasn¡ funkcj¦ obliczaj¡c¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ z liczby rzeczy-
wistej

abs[x_] := If[x < 0, -x, x].

WtedyMathematica nie b¦dzie ju» miaªa problemów z upraszczaniem wyra»e«. Czytelnik
sam mo»e sprawdzi¢ jaka jest ró»nica wykonuj¡c polecenia

Simplify[abs[x-1]*abs[x-2], 1 < x < 2]

Simplify[Abs[x-1]*Abs[x-2], 1 < x < 2].

Zadanie 3.11. Dla funkcji z poprzedniego zadania wykona¢ polecenia

Minimize[{f[x], 0 < x < 1}, x]

Maximize[{f[x], 0 < x < 1}, x].

Wykona¢ te same polecenia dla funkcji f zde�niowanej przy pomocy standardowej funkcji
Abs. Jaka jest ró»nica?
Uwaga: Wykonanie powy»szych komend mo»e zaj¡¢ kilka minut.
Zadanie 3.12. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji danej przez

f(x) =

{
exp(−x−2) exp(−(x− 1)−2) je±li x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞),
0 je±li x ∈ {0, 1} .

3.3 Aproksymacja funkcji ci¡gªych wielomianami

Nowe umiej¦tno±ci: przybli»anie funkcji wielomianami.

Skrypt: Rozdziaª 7.3. (podlinkowa¢)

12Funkcja Abs jest zde�niowana jako zespolony moduª.
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Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
InterpolatingPolynomial lagrange (wymaga zaªado-

wania biblioteki interpol)
przybli»enie wielomia-
nowe

Na wykªadach z analizy matematycznej Czytelnik dowiedziaª si¦, »e ka»d¡ funkcj¦ ci¡-
gª¡ na przedziale domkni¦tym mo»na przybli»a¢ wielomianami w sposób jednostajny
(Twierdzenia 7.15 i 7.16). W tym celu posªugiwali±my si¦ tak zwanymi wielomianami

Bernsteina. Dla funkcji ci¡gªej f : [0, 1]→ R de�niujemy przybli»aj¡cy j¡ ci¡g wielomia-
nów

Bn(f)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f
(
k
n

)
xk(1− x)n−k .

Powy»sze wyra»enie jest do±¢ zawiªe. Równie» dowód, »e ci¡g Bn(f) jest zbie»ny jedno-
stajnie do f jest do±¢ skomplikowany. Czytelnik mo»e zastanawia¢ si¦ czy nie mo»na tego
zrobi¢ jako± pro±ciej. Narzucaj¡cym si¦ pomysªem jest tzw. interpolacja przez punkty
wykresu.
Wiadomo, »e wielomian stopnia k jest wyznaczony jednoznacznie przez swoje warto±ci
w k + 1 ró»nych punktach. Istotnie, we¹my k + 1 punktów x0, . . . , xk i ustalmy k + 1
warto±ci y0, . . . , yk. Ka»dy wielomian stopnia k ma k + 1 wspóªczynników i mo»e
by¢ zapisany jako W (x) = a0 + a1x + . . . + akx

k. Istnieje dokªadnie jeden wielomian
W (x) speªniaj¡cy zale»no±¢ W (xi) = yi dla wszystkich i = 0, . . . , k. Ka»de z k + 1
równa« W (xi) = yi jest równaniem liniowym wzgl¦dem wspóªczynników a0, . . . , ak.
Istnienie rozwi¡zania wynika teraz z tego, »e odpowiedni wyznacznik Vandermonde'a
jest niezerowy o ile tylko xi 6= xj dla i 6= j.
W programach CAS istniej¡ gotowe funkcje, które potra�¡ znale¹¢ wielomian o zadanych
warto±ciach w zadanych punktach. Przykªadowo, wykonuj¡c w programie Mathematica

polecenie

InterpolatingPolynomial[{{0,0},{1,-1},{2,0}},x]

dostajemy odpowied¹

(-2+x)x .

�atwo sprawdzi¢, »e jest to poprawna odpowied¹ � wykres wielomianu W (x) = x(x− 2)
rzeczywi±cie przechodzi przez punkty (0, 0), (1,−1) i (2, 0). W Maximie ten sam efekt
uzyskamy wpisuj¡c

load(interpol);

lagrange([[0,0],[1,-1],[2,0]]) .

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 3.13. Napisa¢ w Mathematica procedur¦ intpoly[f_,n_], która przyjmuje
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dwa argumenty: pewn¡ funkcj¦ f : [0, 1] → R oraz liczb¦ naturaln¡ n, a w wyniku daje
odpowiedni wielomian interpolacyjny stopnia n, którego wykres przechodzi przez punkty
( kn , f( kn)) dla ka»dego k = 0, . . . , n.
Wskazówka: Warto posªu»y¢ si¦ tutaj poleceniem Table, by wygenerowa¢ automatycznie
dªug¡ list¦ postaci {{0,f[0]},{1/n,f[1/n]},...,{1,f[1]}}.
Zadanie 3.14. Za pomoc¡ zde�niowanej wy»ej procedury intpoly wygenerowa¢ wielo-
mian stopnia n dla wymienionych ni»ej funkcji. Korzystaj¡c z polecenia Plot stworzy¢
wykres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu interpolacyjnego. Czy wielomian dobrze
przybli»a dan¡ funkcj¦? Czy jako±¢ przybli»enia staje si¦ coraz lepsza wraz ze wzrostem
n?

• f(x) = sin(πx) dla n = 3, 5, 10, 20,

• f(x) = sin(3πx) dla n = 3, 5, 10, 20,

• f(x) = (x+ 0.01)−1 dla n = 2, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = |x− 0.5| dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = |x− 0.5|3/2 dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = exp(1− 1/x2) dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20.

Zadanie 3.15. Napisa¢ w Mathematica procedur¦ bernstein[f_,n_], która przyjmuje
dwa argumenty: pewn¡ funkcj¦ f : [0, 1] → R oraz liczb¦ naturaln¡ n, a w wyniku daje
wielomian Bernsteina stopnia n dla funkcji f .
Zadanie 3.16. Za pomoc¡ zde�niowanej wy»ej procedury bernstein wygenerowa¢ wie-
lomian stopnia n dla wymienionych ni»ej funkcji. Korzystaj¡c z polecenia Plot stworzy¢
wykres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu Bernsteina. Czy wielomian dobrze
przybli»a dan¡ funkcj¦? Czy jako±¢ przybli»enia staje si¦ coraz lepsza wraz ze wzrostem
n?

• f(x) = sin(πx) dla n = 3, 5, 10, 20,

• f(x) = sin(3πx) dla n = 3, 5, 10, 20,

• f(x) = (x+ 0.01)−1 dla n = 2, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = |x− 0.5| dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = |x− 0.5|3/2 dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30,

• f(x) = exp(1− 1/x2) dla n = 2, 3, 4, 5, 10, 20.

Uwaga! Zauwa», »e kolejne wielomiany Bernsteina nie musz¡ pokrywa¢ si¦ z przybli»an¡
funkcj¡ w coraz wi¦kszej liczbie punktów. Inaczej ma si¦ sprawa z wielomianami inter-
polacyjnymi, które z de�nicji pokrywaj¡ si¦ z przybli»an¡ funkcj¡ na coraz wi¦kszym
zbiorze. Na tym wªa±nie polega ró»nica mi¦dzy interpolacj¡, a aproksymacj¡. Funkcje
aproksymuj¡ce zadan¡ funkcj¦ s¡ blisko tej»e funkcji (w odpowiednio dobranym sensie)
ale mog¡ si¦ z ni¡ nie pokrywa¢ w »adnym punkcie.
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3.4 Znajdowanie miejsc zerowych funkcji ci¡gªych

Nowe umiej¦tno±ci: implementacja standardowych metod obliczania miejsc zerowych
funkcji ci¡gªych.

Skrypt: Rozdziaªy 5.3, A.3. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
FindRoot[f[x],{x,start}] find_root(f(x),x,

start,end)

numeryczne przybli»anie
pierwiastka równania

Z wykªadu analizy (Twirdzenie 5.39) wiemy, »e ka»da funkcja ci¡gªa ma tzw. wªasno±¢

Darboux : je±li w punkcie x mamy f(x) = a, a w punkcie y mamy f(y) = b oraz a < b,
to dla ka»dej liczby c speªniaj¡cej a < c < b znajdziemy punkt z le»¡cy pomi¦dzy x i y
taki, »e f(z) = c. Innymi sªowy, je±li funkcja ci¡gªa przyjmuje w jaki± punktach warto±ci
a i b, to musi te» przyj¡¢ ka»d¡ warto±¢ po±redni¡. Obserwacja ta pozawala przybli»a¢
miejsca zerowe dowolnej funkcji ci¡gªej. Je±li tylko potra�my znale¹¢ dwa punkty x i y
takie, »e f(x) > 0 i jednocze±nie f(y) < 0, to gdzie± pomi¦dzy x i y musi by¢ taki punkt
z, »e f(z) = 0. Mo»emy teraz zbli»y¢ si¦ do liczby z wybieraj¡c pewien punkt w le»¡cy
pomi¦dzy x i y. Je±li f(w) > 0, to punkt z musi le»e¢ pomi¦dzy w i y, a je±li f(w) < 0,
to z le»y pomi¦dzy x i w. W ka»dym z tych dwóch przypadków zmniejszyli±my dªugo±¢
przedziaªu, w którym szukamy punktu z. Powtarzaj¡c t¦ procedur¦ mo»emy zbli»y¢ si¦
do z na dowolnie maª¡ odlegªo±¢.
W zale»no±ci od tego w jaki sposób b¦dziemy wybiera¢ punkt w, nasza metoda mo»e
zbiega¢ do z szybciej lub wolniej. Je±li za ka»dym razem punkt w wybierzemy w ±rodku
przedziaªu, tzn. przyjmiemy

w = 1
2(x+ y) ,

to rozpatrywany przedziaª b¦dzie si¦ kurczyª w ka»dym kroku dwukrotnie, czyli geome-
trycznie. Metoda ta nazywa si¦ metod¡ bisekcji i jest caªkiem szybko zbie»na, ale istniej¡
metody od niej lepsze.
Przykªadowo, mo»emy poprowadzi¢ sieczn¡ wykresu funkcji przez punkty (x, f(x)) i (y, f(y))
i ustali¢ punkt w w miejscu przeci¦cia si¦ tej siecznej z osi¡ OX. Daje to nast¦puj¡cy
wzór

w =
xf(y)− yf(x)

f(y)− f(x)
.

Je±li funkcja f jest nie tylko ci¡gªa ale te» ró»niczkowalna, to mo»emy post¦powa¢ inaczej.
Zaczynaj¡c z punktu x0 (o którym powinni±my wiedzie¢ a priori, »e jest blisko miejsca
zerowego), wyznaczamy styczn¡ do wykresu przechodz¡c¡ przez punkt (x0, f(x0)), a
nast¦pnie ustalamy punkt x1 w miejscu przeci¦cia si¦ tej stycznej z osi¡ OX. Dalej po-
wtarzamy t¦ operacj¦ wyznaczaj¡c kolejne punkty x2, x3, . . . . Procedura ta de�niuje
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nast¦puj¡cy ci¡g rekurencyjny

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Oczywi±cie mo»emy tak robi¢ tylko je±li pochodna f ′(xn) jest ró»na od zera, czyli wtedy
gdy styczna do wykresu nie jest równolegªa do osi OX. Metoda ta nazywa si¦ metod¡

Newtona.
O wielu innych metodach znajdowania miejsc zerowych funkcji ci¡gªych mo»na poczyta¢
na stronach Wolfram MathWorld [6]. Czytelnik dowie si¦ te» o nich wi¦cej z wykªadu
z Matematyki Obliczeniowej lub Metod Numerycznych prowadzonych na naszym wy-
dziale. Polecamy te» zajrze¢ do podr¦czników [1,4, 8].
W programie Mathematica mamy do dyspozycji funkcj¦ FindRoot, która przybli»a miej-
sca zerowe danej funkcji metod¡ Newtona. Mo»na te» u»y¢ metody siecznych przekazuj¡c
dodatkowy parametr postaci Method -> "Secant".
Zadanie 3.17. Znale¹¢ (w przybli»eniu) wszystkie pierwiastki równania 2x = x2.
�atwo zobaczy¢, »e nasze równanie speªnione jest dla x = 2 oraz x = 4. Czytelnik
zapewne potra� udowodni¢, »e nie ma wi¦cej dodatnich rozwi¡za«. W punkcie x = 0
mamy 20 = 1 oraz 02 = 0, wi¦c lewa strona jest wi¦ksza ale ju» dla x < −1 mamy
2x < x2, wi¦c pomi¦dzy −1 i 0 musi by¢ jeszcze jeden pierwiastek. Pomocny mo»e by¢
w tym momencie wykres. De�niujemy funkcj¦

f[x_] := x^2 - 2^x

a nast¦pnie wykonujemy

FindRoot[f[x], {x,0}]

FindRoot[f[x], {x,-1,0}, Method -> "Secant"] .

W odpowiedzi uzyskujemy

{x -> -0.766665}

{x -> -0.766665} .

By dosta¢ dokªadniejszy wynik mo»emy posªu»y¢ si¦ opcjami WorkingPrecision oraz
AccuracyGoal

FindRoot[f[x], {x,0}, WorkingPrecision -> 20, AccuracyGoal -> 20]

{x -> -0.76666469596212309311} .

Co ciekawe metoda siecznych zaimplementowana w funkcji FindRoot nie zawsze daje
wynik z przedziaªu podanego na pocz¡tku. By si¦ o tym przekona¢ wystarczy wykona¢

FindRoot[f[x], {x,-1,1.9}, Method -> "Secant"] .
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Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 3.18. Obliczy¢ liczb¦ π z dokªadno±ci¡ do 20 miejsc po przecinku wykorzystu-
j¡c funkcj¦ FindRoot. Wynik mo»na porówna¢ z warto±ci¡ numeryczn¡ u»ywan¡ przez
program Mathematica N[Pi,20].
Zadanie 3.19. Znale¹¢ (w przybli»eniu) wszystkie rozwi¡zania równania

(x− 1)(x+ 1) = 1
5 sin(10x) .

Zadanie 3.20. Znale¹¢ (w przybli»eniu) wszystkie rozwi¡zania równania(
x− 1

2

)
(x+ 1) = 1

2 sin(13x) .

Zadanie 3.21. Znale¹¢ (w przybli»eniu) wszystkie rozwi¡zania równania

arctg(50 sin(x)) = 2 cos(x).

Zadanie 3.22. Napisa¢ funkcj¦ odw[f_,s_], która przyjmie dwa argumenty: ró»nicz-
kowaln¡ i ró»nowarto±ciow¡ funkcj¦ f oraz argument s, a zwraca warto±¢ f−1(s).
Wskazówka: f−1(s) = t ⇐⇒ f(t) = s.
Zadanie 3.23. Przy pomocy funkcji odw zde�niowa¢ funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji
sinh(x) = ex−e−x

2 . Narysowa¢ wykres tak zde�niowanej funkcji i porówna¢ z wykresem
funkcji arcsinh.
Zadanie 3.24. Punkty zbiory A ∈ R2 speªniaj¡ równanie (y−x)2 = x5. Wykorzystuj¡c
FindRoot zde�niowa¢ funkcj¦ y(x) parametryzuj¡c¡ zbiór A w otoczeniu punktu (1, 0).
Narysowa¢ wykres. Porówna¢ z wykresem uzyskanym za pomoc¡ funkcji ContourPlot
(por. rozdziaª 3.1)
Zadanie 3.25. Dana jest funkcja dwóch zmiennych F (x, y) = exp(xy)(x+y). Wykorzy-
stuj¡c FindRoot zde�niowa¢ funkcj¦ y(x) parametryzuj¡c¡ poziomic¦ F−1(1) w otoczeniu
punktu (0, 1). Narysowa¢ wykres.

4 Ci¡gi i szeregi funkcyjne

4.1 Szeregi liczbowe

Nowe umiej¦tno±ci:

Skrypt: Rozdziaª 4. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
Sum[wyr, zakres] sum(wyr,zmienna, od,do) suma
NSum[wyr, zakres] brak sumowanie numeryczne
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Rozdziaª po±wi¦cony badaniu ci¡gów i szeregów funkcyjnych zaczniemy od krótkiego
omówienia mo»liwo±ci programu Mathematica w zakresie obróbki sum sko«czonych i sze-
regów liczbowych.
Podstawow¡ komend¡ sªu»¡c¡ do obliczania sum jest Sum[wyra»enie, zakres]. Zacznijmy
od rozwi¡zania sªynnego zadania Gaussa13 znalezienia sumy wszystkich liczb naturalnych
od 1 do 100:

Sum[i, {i, 1, 100}].

To samo zadanie mo»emy tak»e rozwi¡za¢ od razu w wi¦kszej ogólno±ci:

Sum[i, {i, 1, n}],

podobnie jak inne zadania podobnego typu, na przykªad problem obliczenia sumy kolej-
nych pi¡tych pot¦g 1 + 25 + 35 + . . .+ n5:

Sum[i^5, {i, 1, n}].

Mathematica poradzi sobie tak»e doskonale z innymi problemami. Bez trudu pozwoli
nam na przykªad wyznaczy¢ sumy

n∑
i=2

1

(4i− 1)(4i+ 3)
,

n∑
1

i2qi, czy
n∑
k=1

sin(kx).

Wystarczy wpisa¢

Sum[1/((4 i - 1) (4 i + 3)), {i, 2, n}]

Sum[i^2 q^i, {i, 1, n}]

Sum[Sin[k x], {k, 1, n}]

i odczyta¢ odpowied¹.
Uwaga! W niektórych przypadkach wynik mo»e zasta¢ wyra»ony za pomoc¡ funkcji
specjalnych.
Caªkiem dobrze poradzimy sobie równie» z sumami zawieraj¡cymi symbole Newtona, na
przykªad

∑n
k=1 k

2
(
n
k

)
obliczymy bez trudu pisz¡c

Sum[k^2 Binomial[n, k], {k, 1, n}].

Jednak ju» w przypadku bardziej skomplikowanej sumy
∑n

k=1

(
n
k

)
·
(
n

n−k
)
wynik zostanie

zapisany w terminach funkcji Γ, zamiast w prostszej formie
(
2n
n

)
+ 1 (Czytelnik mo»e

spróbowa¢ samodzielnie udowodni¢ t¦ równo±¢).
Mathematica pozwala tak»e na obliczanie sum szeregów. W tym celu wystarczy u»y¢
omówionego wcze±niej polecenia Sum ustawiaj¡c zakres sumowania na niesko«czono±¢
(Infinity). Jako ilustracj¦ obliczymy kilka prostych sum:

+∞∑
n=1

n2qn,

+∞∑
n=1

1

n4
, oraz

+∞∑
n=1

sin(n)

n
.

Odpowiednie polecenia to:
13Podobno problem ten maªy Gauss musiaª rozwi¡za¢ za kar¦.
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Sum[n^2 q^n, {n, 1, Infinity}]

Sum[1/n^4, {n, 1, Infinity}]

Sum[Sin[n ]/n, {n, 1, Infinity}].

Zobaczmy jak Mathematica zareaguje w przypadku szeregu harmonicznego
∑ 1

n

Sum[1/n, {n, 1, Infinity}].

Odpowiedzi¡ jest komunikat, »e podana suma jest rozbie»na.
Przy bardziej skomplikowanych szeregachMathematica zazwyczaj nie potra� poda¢ sumy,
co zreszt¡ nie powinno nas bardzo dziwi¢ jako »e, poza paroma prostymi przypadkami,
my tak»e nie potra�my tego zazwyczaj zrobi¢. W takim wypadku program zwróci po
prostu wyj±ciow¡ formuª¦. Dotyczy to zarówno szeregów zbie»nych jak i rozbie»nych,
przykªadowo

Sum[Sin[1/n^2], {n, 1, Infinity}]

Sum[1/(n Log[n]), {n, 2, Infinity}].

W takiej sytuacji pomocne mo»e by¢ polecenie sumowania numerycznego NSum. W wi¦k-
szo±ci przykªadów z którymi b¦dziemy mieli do czynienia na ¢wiczeniach z analizy pro-
gram zwróci sko«czon¡ warto±¢ w przypadku szeregu zbie»nego i informacj¦ o bª¦dzie
w przypadku szeregu rozbie»nego. W tym ostatnim przypadku równie» uzyskamy wynik
liczbowy � b¦dzie to liczba, któr¡ program uzyskaª w momencie zastopowania algorytmu
sumuj¡cego. Dwa poprzednio rozpatrywane szeregi dobrze oddaj¡ t¦ prawidªowo±¢

NSum[Sin[1/n^2], {n, 1, Infinity}]

NSum[1/(n Log[n]), {n, 2, Infinity}].

Chocia» odpowiedzi programu w wi¦kszo±ci przypadków pokrywaj¡ si¦ z tym co wiemy
o zbie»no±ci rozpatrywanych szeregów, nale»y je w najlepszym razie traktowa¢ jako wska-
zówki, a nie jako dowody zbie»no±ci b¡d¹ rozbie»no±ci badanych szeregów. Bardzo wiele
zale»y od tego jak opisane s¡ skªadniki naszego szeregu. Generalnie je±li s¡ to liczby
postaci f(n), gdzie f jest do±¢ regularn¡ funkcj¡ (na przykªad monotoniczn¡) wówczas
mo»emy oczekiwa¢, »e odpowiedzi programu b¦d¡ prawidªowe. Ale w przypadku funkcji
gorzej uwarunkowanych numerycznie program mo»e nie by¢ w stanie obliczy¢ ewidentnie
zbie»nej sumy. Dotyczy to szczególnie szeregów postaci

∑
f(n), gdzie f jest funkcj¡

�szybko oscyluj¡c¡�. Dobrym przykªadem mo»e by¢ szereg
∑ sin(n3)

n3 . Zobaczmy jak
b¦dzie wygl¡da¢ odpowied¹ programu na zadanie obliczenia jego sumy:

NSum[Sin[n^3]/n^3, {n, 1, Infinity}]

i jak wygl¡da �szybko oscyluj¡ca� funkcja sin(x3)
x3

:

Plot[Sin[x^3]/x^3, {x, 1, 7}]
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Podsumowuj¡c, do oblicze« programuMathematica dotycz¡cych szeregów nale»y podcho-
dzi¢ z ograniczonym zaufaniem. Nie znaczy to oczywi±cie, »e nie da si¦ u»y¢ komputera
aby zbada¢ zbie»no±¢ konkretnego szeregu. Przykªady takiego post¦powania podamy
w kolejnym podrozdziale.

4.2 Szereg Taylora, szeregi pot¦gowe

Nowe umiej¦tno±ci: Rozwijanie funkcji w szereg Taylora, operacje na szeregach pot¦-
gowych.

Skrypt: Rozdziaªy 6.4, 8. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
Series[f[x], {x, x0, 10}] taylor(f(x), x, x0, 10) rozwija funkcj¦ f w sze-

reg wokóª x0 do wyra-
zów zadanego rz¦du

Normal[szereg] taytorat(szereg) ucina reszt¦ szeregu
(wyrazy o(xn))

SeriesCoefficient brak podaje pojedynczy
wspóªczynnik rozwini¦-
cia

InverseSeries revert rozwini¦cie funkcji od-
wrotnej

ComposeSeries brak skªadanie szeregów

Mathematica dysponuje bardzo przydatnym poleceniem Series sªu»¡cym do znajdowa-
nia rozwini¦cia danej funkcji w szereg pot¦gowy. Jego dziaªanie prze±led¹my na prostym
przykªadzie � rozwi«my funkcj¦ wykªadnicz¡ do wyrazów 10 rz¦du:

Series[Exp[x], {x, 0, 10}].
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Polecenie Series pozwala na znalezienie rozwini¦cia danej funkcji tylko do wyrazów usta-
lonego sko«czonego rz¦du, a wi¦c zast¡pienie liczby 10 w powy»szym poleceniu wielko±ci¡
Infinity albo k nie da »adnych rezultatów. Czy nie ma zatem sposobu na znalezienie
wyrazu ogólnego rozwini¦cia funkcji exp(x)? Okazuje si¦, »e takim narz¦dziem jest po-
lecenie SeriesCoefficient, które pozwala znale¹¢ interesuj¡cy nas wyraz ustalonego
rz¦du rozwini¦cia danej funkcji. Przykªadowo

SeriesCoefficient[Exp[x], {x, 0, k}]

zwróci wspóªczynnik 1
k! . Zobaczmy jeszcze jaki b¦dzie efekt, gdy zapytamy si¦ o 5-ty

wspóªczynnik rozwini¦cia wokóª 1 niesprecyzowanej a priori funkcji f(x):

SeriesCoefficient[f[x], {x, 1, 5}].

W wyniku otrzymali±my 1
120f

(5)(1), a wi¦c ogólny wzór na 5-ty wspóªczynnik rozwini¦cia
Taylora funkcji f(x).
Mathematica pozwala wykonywa¢ wiele operacji na szeregach pot¦gowych, takich jak ich
mno»enie, skªadanie, czy znajdowanie rozwini¦cia funkcji odwrotnej. Zobaczmy to na
kilku prostych przykªadach. Na pocz¡tek pomnó»my przez siebie dwa szeregi: szereg
x+ 2x2 − 5x4 + o(x4) i rozwini¦cie sin(x) wokóª 0 do wyrazów rz¦du 10:

(x + 2 x^2 - 5 x^4 + O[x]^5) Series[Sin[x], {x, 0, 10}].

Program zwróciª wynik x2+2x3− x4

4 −
16x5

3 +o(x6), a wi¦c automatycznie zwin¡ª wszystkie
wyrazy wy»szych rz¦dów do wyrazu o(x6).
Zobaczmy co si¦ stanie gdy zastosujemy polecenie InverseSeries do rozwini¦cia funkcji
exp(x) do wyrazów rz¦du 7 wokóª punktu 0.

Series[Exp[x], {x, 0, 7}];

InverseSeries[%].

W wyniku uzyskali±my szereg pot¦gowy o wyrazach rz¦du 7 wokóª punktu 1. Rzut oka
wystarcza by stwierdzi¢, »e to fragment rozwini¦cia logarytmu, a wi¦c funkcji odwrotnej
do exp wokóª punktu exp(0) = 1 .
Kolejn¡ przydatn¡ funkcj¡ jest polecenie +ComposeSeries+, sªu»¡ce do znajdowania roz-
wini¦cia zªo»enia dwóch szeregów. Przykªadowo, rozwini¦cie zªo»enia sin(tg(x)) mo»emy
wyznaczy¢ albo znanym nam ju» poleceniem Series, albo skªadaj¡c rozwini¦cia sinusa
i tangensa:

Series[Sin[Tan[x]], {x, 0, 5}]

ComposeSeries[Series[Sin[y], {y, 0, 5}], Series[Tan[x], {x, 0, 5}]].

Na koniec warto omówi¢ bardzo przydatn¡ funkcj¦ Normal. Ucina ona reszt¦ danego
szeregu robi¡c z niego zwykªy wielomian. Dzi¦ki temu mo»emy na przykªad narysowa¢
jego wykres. Zobaczmy jak wygl¡da 20 pierwszych wielomianów Taylora przybli»aj¡cych
kosinusa:

Plot[Evaluate[Table[Normal[Series[Cos[x], {x, 0, n}]], {n, 20}]], {x, 0, 2 Pi}]
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i efekt ko«cowy:

1 2 3 4 5 6
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Zadanie 4.1. Wyznacz wszystkie liczby a, b ∈ R dla których granica

lim
x→0

x− (a+ b cosx) sinx

x5

jest sko«czona.
Rozwi¡zanie:

Koncepcyjnie zadanie nie powinno nastr¦cza¢ »adnych problemów. Wystarczy tak dobra¢
liczby a i b, aby w rozwini¦ciu licznika wokóª zera wyst¦powaªy wyrazy rz¦du co najmniej
pi¡tego. Zobaczmy do jakich warunków to prowadzi

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}].

W wyniku dostali±my szereg

(1− a− b)x+
1

6
(a+ 4b)x3 +

(
− a

120
− 2b

15

)
x5 + o(x5).

Warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym jest zatem zerowanie si¦ wspóªczynników przy
pot¦gach pierwszej i trzeciej w powy»szym wyra»eniu. Mo»na to zrobi¢ elegancko w
nast¦puj¡cy sposób:

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}] == O[x]^5;

Solve[%, {a, b}].

Rozwi¡zaniem jest a = 4
3 i b = −1

3 .
Zajmiemy si¦ teraz zadaniem z kombinatoryki, z pozoru nie zwi¡zanym z tematem szeregu
Taylora.
Zadanie 4.2. Na ile sposobów, dysponuj¡c monetami 1, 2 i 5-cio groszowymi, mo»na
wyda¢ 99 groszy reszty?
Oczywi±cie jednym ze sposobów rozwi¡zania powy»szego problemu b¦dzie rozwa»enie
wszystkich mo»liwo±ci, a wi¦c 99 groszy mo»na przedstawi¢ jako 99 razy 1 grosz, 97 razy
1 grosz i 1 raz 2 grosze, itd. B¦dzie z tym sporo pracy, ale w ko«cu pewnie znajdziemy
odpowied¹. Tym niemniej, powtórzenie tego rozumowania dla wi¦kszej ró»norodno±ci
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dost¦pnych monet, albo wi¦kszej kwoty byªoby ju» bardzo »mudne. Spróbujmy wi¦c po-
dej±¢ do sprawy bardziej metodycznie. Tªumacz¡c zadanie na bardziej abstrakcyjny j¦zyk
stawiamy pytanie na ile sposobów mo»emy przedstawi¢ liczb¦ 99 w postaci kombinacji

(6) 99 = k · 1 + l · 2 +m · 5,

gdzie k, l, m s¡ elementami zbioru N ∪ {0}.
Zapomnijmy na chwil¦ o ograniczeniu na sum¦ powy»szej kombinacji i rozwa»my wszyst-
kie mo»liwe wyra»enia postaci k · 1 + l · 2 +m · 5. Dokªadniej, rozwa»my szereg pot¦gowy
zmiennej x nast¦puj¡cej postaci

S(x) =
∑

k,l,m∈N∪{0}

xk·1+l·2+m·5.

Wobec oczywistej równo±ci xk·1+l·2+m·5 = xk·1 · xl·2 · xm·5, bez trudu dostajemy, »e S(x)
jest iloczynem Cauchy'ego trzech szeregów (De�nicja 4.47, Twierdzenie 4.48):

S(x) =

( ∑
k∈N∪{0}

xk·1
)
·
( ∑
l∈N∪{0}

xl·2
)
·
( ∑
m∈N∪{0}

xm·5
)

=
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x5
.

Czynniki w powy»szym iloczynie to szeregi geometryczne zbie»ne jednostajnie w kole
|x| < 1, a wi¦c równie» S(x), jako iloczyn Cauchy'ego, jest zbie»ny jednostajnie dla
|x| < 1. Zauwa»my teraz, »e wyraz stopnia 99 w S(x) to dokªadnie∑

k,l,m∈N∪{0}
k·1+l·2+m·5=99

xk·1+l·2+m·5 = a99x
99,

gdzie a99 jest liczb¡ wszystkich trójek (k, l,m) speªniaj¡cych (6), a wi¦c interesuj¡c¡ nas
wielko±ci¡. Prosz¦ zauwa»y¢, »e mamy do czynienia z ciekaw¡ (i jednocze±nie do±¢ cz¦st¡)
sytuacj¡: rozwa»anie ogólniejszych trójek nieograniczonych warunkiem (6) pozwoliªo nam
rozwi¡za¢ problem dla specy�cznej warto±ci 99.
Oczywi±cie nasze rozwi¡zanie jest na razie czysto teoretyczne: liczba sposobów to wspóª-
czynnik przy wyrazach odpowiedniego stopnia w rozwini¦ciu funkcji

S(x) =
1

(1− x)(1− x2)(1− x5)
.

Szcz¦±liwie mamy jednak w zanadrzu maszyneri¦ programu Mathematica:

f[x_]:=1/((1-x)(1-x^2)(1-x^5));

s=Series[f[x], {x, 0, 99}];

SeriesCoefficient[s, 99].

W wyniku dostali±my 530. Jako ciekawostk¦ mo»emy doda¢, »e funkcj¦ f mo»na zde�-
niowa¢ tak»e nast¦puj¡c¡ eleganck¡ komend¡

f[x_]:= 1/Apply[Times, 1 - x^{1, 2, 5}].
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Stosujemy tutaj (Apply) operator mno»enia (Times) do wyrazów postaci 1− xa, gdzie a
jest elementem listy {1, 2, 5}.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 4.3. Wiedz¡c, »e

f(x) = x+
x2

4
− x3

7
+
x5

2
+
x6

12
+ o(x6)

znajd¹ pi¡ty wielomian Taylora funkcji g(x) je±li

• g(x) = f(sin(x)) , • g(x) = f(x) arcsin(x) , • g(x) = tg(f(x)) .

Zadanie 4.4. Obliczy¢ na ile sposobów mo»na przedstawi¢ 100 zªotych za pomoc¡ do-
st¦pnych w polskim obiegu monet. Uwaga, obliczenia mog¡ zaj¡¢ troch¦ czasu. Ilokrotnie
otrzymana liczba przewy»sza odlegªo±¢ od Ziemi do Sªo«ca wyra»on¡ w milimetrach? Ilo-
krotnie zmniejszy si¦ ta liczba, gdy wycofamy z obiegu monety pi¦ciozªotowe, a ilokrotnie
gdy wycofamy monety jednogroszowe?
Zadanie 4.5. Na ile sposobów mo»na przedstawi¢ 99 groszy za pomoc¡ monet 1, 2 i
5-cio groszowych maj¡c do dyspozycji tylko 5 monet jednogroszowych?

4.3 Badanie zbie»no±ci punktowej i jednostajnej

Nowe umiej¦tno±ci: Badanie zbie»no±ci jednostajnej i punktowej ci¡gów i szeregów
funkcyjnych, u»ywanie kryterium Weierstrassa, u»ywanie twierdzenia o ró»niczkowaniu
ci¡gów i szeregów funkcyjnych.

Skrypt: Rozdziaªy 7. (podlinkowa¢)

Spróbujemy teraz u»y¢ programu Mathematica aby wspomóc proces badania zbie»no±ci
jednostajnej i punktowej ci¡gów i szeregów funkcyjnych.
Zadanie 4.6. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostajn¡ ci¡gu funkcji

fn(x) = nx exp

(
−nx

2

2

)
na zbiorze [0,+∞).
Rozwi¡zanie:

Zacznijmy od zde�niowania funkcji fn:

f[n_,x_]:=n x Exp[-n x^2/2].

Zbie»no±¢ punktow¡ mo»emy bez trudu zbada¢ korzystaj¡c ze znanego nam ju» polecenia
Limit:
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Limit[f[n,x], n->Infinity, Assumptions->Element[x,Reals]].

Wynikiem jest 0 niezale»ne od x, co oznacza, »e fn(x) jest zbie»ny punktowo do funkcji
staªej f0 ≡ 0. Jest to oczywi±cie tak»e naturalny kandydat na granic¦ jednostajn¡.
Spróbujmy zwizualizowa¢ sobie zachowanie funkcji fn. Wygodnie b¦dzie posªu»y¢ si¦
znanym nam ju» poleceniem Animate.

Animate[Plot[f[n, x], {x, 0, 2}, PlotRange -> {0, 10}], {n, 1, 500}].

Zmieniaj¡c warto±¢ n w zakresie od 1 do 500 mo»emy obserwowa¢ zachowanie funkcji fn.
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Jak wida¢ mamy do czynienia z �w¦druj¡cym pagórkiem�: wraz ze wzrostem n maksima
funkcji fn rosn¡ i przesuwaj¡ si¦ w stron¦ 0. Takie zachowanie w oczywisty sposób wy-
klucza zbie»no±¢ jednostajn¡ funkcji fn do f0. Spróbujmy to teraz formalnie udowodni¢.
W tym celu zbadamy funkcj¦ fn. Rozwa»my nierówno±¢ f

′
n(x) > 0.

Reduce[{D[f[n,x],x]>0,x>=0},x] .

Okazuj¦ si¦, »e f
′
n(x) > 0 dla x-ów z przedziaªu (0, 1√

n
). Wynika st¡d, »e fn ro±nie

na przedziale (0, 1√
n

), osi¡ga maksimum równe
√
n√
e
w punkcie 1√

n
i maleje (do zera) na

przedziale ( 1√
n
,+∞). Poniewa» fn(x) ≥ 0 dla x > 0, zatem

√
n√
e

= sup
x∈[0,+∞)

fn(x) = sup
x∈[0,+∞)

|fn(x)| = sup
x∈[0,+∞)

|fn(x)− 0| = ‖fn − 0‖ .

Wynika st¡d, »e ‖fn− 0‖ → +∞ przy n→∞, czyli ci¡g fn nie ma granicy jednostajnej.
Rozwi¡zanie (sposób 2):
Wykluczy¢ zbie»no±¢ jednostajn¡ mo»emy tak»e pro±ciej o ile nieco wnikliwiej przyjrzymy
si¦ funkcjom fn. Zauwa»my mianowicie, »e

fn(x) =
√
n ·
√
nx exp

(
−(
√
nx)2

2

)
=
√
ng(
√
nx) ,
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gdzie g(x) = x exp
(
−x2

2

)
. Oznaczmy a := supy∈[0,+∞) g(y). Mamy teraz

sup
x∈[0,+∞)

fn(x) =
√
n sup
x∈[0,+∞)

g(
√
nx) =

√
n sup
y∈[0,+∞)

g(y) =
√
n · a .

Wobec tego, skoro a > 0, mamy supx∈[0,+∞) fn(x) −→
n→+∞

+∞.

Zadanie 4.7. Wykaza¢, »e funkcja F (x) =
∑∞

n=1

√
x exp(−n2x) jest dobrze okre±lona i

ci¡gªa na przedziale (0,+∞). Rozstrzygn¡¢, czy F jest ci¡gª¡ w zerze.
Rozwi¡zanie:

Podobnie jak w poprzednim zadaniu zacznijmy od zde�niowania rodziny funkcji fn(x) =√
x exp(−n2x)

f[n_,x_]:=Sqrt[x] Exp[-n^2 x].

Naturaln¡ strategi¡ w tego typu problemach jest u»ycie twierdzenia mówi¡cego, »e gra-
nica jednostajna ci¡gu funkcji ci¡gªych jest funkcj¡ ci¡gª¡. Funkcje fn s¡ oczywi±cie ci¡-
gªe, spróbujemy zatem zbada¢ zbie»no±¢ jednostajn¡ szeregu

∑
fn na przedziale (0,+∞).

Narzucaj¡cym si¦ podej±ciem jest u»ycie twierdzenie Weierstrassa (Stwierdzenie 7.13).
Obliczmy wi¦c normy ‖fn‖ dla poszczególnych skªadników. Zbadamy w tym celu kiedy
pochodna f

′
n jest dodatnia. Zastosowanie polecenia Reduce do nierówno±ci f

′
n(x) > 0 nie

przynosi rezultatu, wobec tego musimy post¦powa¢ na raty:

Simplify[D[f[n,x],x]>0].

Otrzymujemy exp(−n2x)
(1−2n2x)√

x
> 0. Poniewa» x > 0, a funkcja wykªadnicza przyj-

muje tylko warto±ci dodatnie, wystarczy »e zbadamy nierówno±¢
(
1− 2n2x

)
> 0:

Reduce[(1 - 2 n^2 x) > 0, x].

Z otrzymanych wyników wynika, »e fn ro±nie na przedziale (0, 1
2n2 ), osi¡ga maksimum

w punkcie 1
2n2 , które wynosi 1√

2n
exp(−1

2) i maleje (do zera) na przedziale ( 1
2n2 ,+∞).

Wynika st¡d, »e szereg
∑
‖fn‖ zachowuje si¦ jak szereg harmoniczny, a wi¦c nie jest

zbie»ny. Podej±cie poprzez twierdzenie Weierstrassa nie udaªo si¦ zatem.
Zauwa»my jednak, »e tak naprawd¦ obliczyli±my norm¦ ‖fn‖ na caªym przedziale [0,+∞),
podczas gdy interesuje nas tylko ci¡gªo±¢ na przedziale (0,+∞). Wystarczy wi¦c, »e po-
ka»emy zbie»no±¢ jednostajn¡ na zbiorach postaci [a,+∞), gdzie a jest dowoln¡ (ale
ustalon¡) liczb¡ dodatni¡. Wówczas b¦dziemy mogli wywnioskowa¢, »e F jest dobrze
okre±lone i ci¡gªe na przedziaªach [a,+∞), a poniewa» zbiorami tej postaci mo»na po-
kry¢ caªy przedziaª (0,+∞), wynika¢ st¡d b¦dzie tak»e ci¡gªo±¢ F na (0,+∞).
Z przeprowadzonej wcze±niej analizy znaku pochodnej wynika, »e

sup
x∈[a,+∞)

fn(x) =

{
fn( 1

2n2 ) gdy 1
2n2 ∈ [a,+∞)

fn(a) w przeciwnym przypadku.

Poniewa» przy ustalonym a > 0 prawie wszystkie liczby naturalne n speªniaj¡ zale»no±¢
1

2n2 < a, mamy ‖fn‖[a,+∞) = fn(a) dla prawie wszystkich n. Wobec tego zbie»no±¢ sze-
regu norm

∑
‖fn‖[a,+∞) i szeregu

∑
fn(a) =

∑√
a exp(−n2a) s¡ równowa»ne. Ostatni
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szereg jest oczywi±cie zbie»ny a zatem, na mocy twierdzenia Weierstrassa, szereg
∑
fn(x)

jest zbie»ny jednostajnie nie zbiorach postaci [a,+∞), gdzie a > 0. W szczególno±ci
funkcja F (x) jest ci¡gªa na [a,+∞) jako granica jednostajna ci¡gu funkcji ci¡gªych.

Zajmijmy si¦ z kolei ci¡gªo±ci¡ F w zerze. Oczywi±cie F (0) = 0. Jak wiemy, poprzednio
nie udaªo si¦ nam u»y¢ twierdzenie Weierstrassa aby dowie±¢ ci¡gªo±ci w zerze. Powo-
dem byª fakt, »e funkcje fn miaªy maksima rz¦du 1

n które wysumowane tworz¡ szereg
rozbie»ny. Maksima te s¡ zlokalizowane w punktach 1

2n2 , a wi¦c skupiaj¡ si¦ w zerze.
Musimy rozstrzygn¡¢, czy wkªad funkcji fn do sumy jest na tyle maªy, »eby F (x) byªo
bliskie 0 o ile x jest dostatecznie bliskie 0. Poniewa» odpowied¹ nie wydaje si¦ oczywista
spróbujmy przyjrze¢ si¦ badanemu szeregowi. Narysujemy w tym celu wykresy ci¡gu
sum cz¦±ciowych Fn szeregu F . U»ycie funkcji Animate pozwoli nam zaobserwowa¢ za-
chowanie si¦ tego ci¡gu dla ró»nych n.

F[n_,x_]:=Sum[f[k,x],{k,1,n}];

Animate[Plot[F[n, x], {x, 0, 1}, PlotRange -> {0, 1}], {n, 1, 100}] .
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Z wykresu wida¢, »e sumy cz¦±ciowe Fn(x) dla x-ów bliskich zera stabilizuj¡ si¦ blisko
warto±ci 0.8, »eby potem gwaªtownie spa±¢ do zera. Takie zachowanie sugeruje, »e w
granicy b¦dziemy mieli do czynienia ze skokiem warto±ci funkcji, a wi¦c F nie b¦dzie
ci¡gªa w zerze.

Spróbujmy to udowodni¢. W tym celu wystarczy skonstruowa¢ ci¡g xk zbie»ny do 0 i
znale¹¢ liczb¦ a > 0 tak¡ aby F (xk) > a dla ka»dego k. Zauwa»my, »e funkcja fn(x) jest
iloczynem czynnika

√
x, który jest maªy dla x bliskich zera i czynnika exp(−n2x), który

dla maªych x jest bliski jedno±ci (dokªadniej exp(−n2x) ≈ 1 dla x = o( 1
n2 )). Wobec

tego wydaje si¦ do±¢ naturalne aby dobra¢ xk w taki sposób, »eby exp(−n2xk) byªo
bliskie 1 dla du»ej liczby n-ów. Wówczas do F (xk) wkªad b¦dzie miaªo wiele maªych
przyczynków rz¦du

√
xk, które w sumie dadz¡ du»y wkªad. T¦ strategi¦ bardzo ªatwo
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zrealizowa¢ bior¡c na przykªad ci¡g xk = 1
k2
. Wówczas14 mo»emy ªatwo oszacowa¢:

F (xk) >
k∑

n=1

fn(xk) =
k∑

n=1

√
1

k2
exp

(
−n

2

k2

)
≥

k∑
1

1

k
· 1

e
=

1

e
> 0.

Poniewa» xk → 0 ale F (xk) nie zbiega do F (0) = 0 przy k → +∞, udowodnili±my, »e F
nie jest ci¡gªa w zerze.
Zadanie 4.8. Wykaza¢, »e funkcja F (x) =

∑∞
n=1

x2

x4+n4 jest dobrze okre±lona i klasy C1

na caªej prostej rzeczywistej R.
Rozwi¡zanie:

Jak wiadomo z wykªadu (Twierdzenie 7.19), je»eli szereg funkcyjny F (x) =
∑
fn(x) jest

zbie»ny w jednym punkcie i szereg pochodnych
∑
f
′
n(x) jest zbie»ny jednostajnie, wów-

czas szereg
∑
fn(x) jest równie» zbie»ny jednostajnie i ponadto funkcja F jest ró»nicz-

kowalna oraz zachodzi równo±¢ F
′
(x) =

∑
f
′
n(x) (inaczej mówi¡c mo»na ró»niczkowa¢

wyj±ciowy szereg �wyraz po wyrazie�).
Spróbujmy zastosowa¢ powy»sze twierdzenie do szeregu w zadaniu. Ze zbie»no±ci¡ bada-
nego szeregu w punkcie x = 0 nie ma najmniejszych problemów, bowiem F (0) =

∑
0 = 0.

Zajmijmy si¦ teraz szeregiem pochodnych.

f[n_, x_] := x^2/(x^4 + n^4);

D[f[n, x], x];

Simplify[%].

Jak widzimy zachodzi równo±¢ f
′
n(x) =

2x(n4−x4)
(n4+x4)2

. Spróbujmy zbada¢ zbie»no±¢ jedno-
stajn¡ korzystaj¡c z twierdzenia Weierstrassa. W tym celu zbadajmy przebieg funkcji
f
′
n(x):

pf[n_, x_] := (2 x (n^4 - x^4))/(n^4 + x^4)^2;

Reduce[D[pf[n,x],x]>0,x].

Z analizy znaku drugiej pochodnej f
′′
n (x) ªatwo wywnioskowa¢, »e pochodna f

′
n(x) ma

dwa lokalne maksima � w punktach xn := −
(

2 +
√

11
3

)1
4
n i yn := (2−

√
11
3 )

1
4n. Warto-

±ci w tych punktach s¡ postaci c· 1
n3 , gdzie c to staªa liczbowa niezale»na od n (najpro±ciej

wyliczy¢ to za pomoc¡ komend Simplify[pf[n,xn],n>0] i Simplify[pf[n,yn],n>0],
gdzie xn i yn to odpowiednio punkty xn i yn). Poniewa» pochodna f

′
n(x) jest funkcj¡

antysymetryczn¡ i jej granice w plus i minus niesko«czono±ci wynosz¡ zero wnioskujemy,
»e ‖f ′n‖ = c · 1

n3 . Szereg norm
∑
‖f ′n‖ jest zatem zbie»ny, a zatem

∑
f
′
n jest zbie»ny jed-

nostajnie. Poniewa» f
′
n s¡ funkcjami ci¡gªymi, wi¦c tak»e

∑
f
′
n(x) = F

′
(x) jest funkcj¡

ci¡gª¡.
Uwaga! W powy»szym rozwi¡zaniu gªówn¡ korzy±ci¡ korzystania z komputera byªo omi-
ni¦cie do±¢ pracochªonnych rachunków potrzebnych do znalezienia maksimum pochodnej

14Tak naprawd¦ dowolny ci¡g zbie»ny do zera z prawej strony b¦dzie dobry. Wynika to, oczywi±cie, z
ci¡gªo±ci F na przedziale (0,+∞).
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f
′
n, a w konsekwencji normy ‖f ′n‖. Mo»na jednak w prosty sposób obej±¢ si¦ bez tych
wylicze«, za pomoc¡ oszacowania:

∣∣∣f ′n(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2x
(
n4 − x4

)
(n4 + x4)2

∣∣∣∣∣ ≤ 2|x|
(
n4 + x4

)
(n4 + x4)2

=
2|x|

(n4 + x4)
≤ 2

n3
.

Ostatni¡ nierówno±¢ zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika. Poniewa» uzyskane osza-
cowanie nie zale»y od x wnioskujemy, »e

‖f ′n‖ ≤
2

n3
.

Zbie»no±¢ szeregu
∑
‖f ′n‖ wynika teraz z kryterium porównawczego (porównujemy z

szeregiem
∑ 2

n3 ).

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 4.9. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostajn¡ ci¡gów

fn(x) =
n

n+ x2
dla x ∈ R ,

fn(x) =
n2

(n+ x)2
dla x ∈ R+ ,

fn(x) = exp
(
−
√
n
(
x− 1

n

)2) dla x ∈ R .

Zadanie 4.10. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostajn¡ ci¡gu na R

fn(x) =
1

n
cos(nx)− n sin(x) + cos(x) + n sin

(
x+ 1

n

)
.

Zadanie 4.11. Zbada¢, czy funkcja dana wzorem

F (x) =
∞∑
n=1

x

n
√
n exp

(
(nx− 1)2

)
jest dobrze okre±lona i ci¡gªa na caªej osi R. Czy jest klasy C1?

5 Caªka

5.1 Caªkowanie

Nowe umiej¦tno±ci: obliczanie caªek oznaczonych i nieoznaczonych, caªkowanie nume-
ryczne.

Skrypt: Rozdziaª 9. (podlinkowa¢)
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Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
Integrate[f[x],x] integrate(f(x),x) caªka nieoznaczona
Integrate[f[x],{x,a,b}] integrate(f(x),x,a,b) caªka oznaczona
NIntegrate[f[x],{x,a,b}] romberg(f(x),x,a,b) caªkowanie numeryczne

Obliczanie caªek oznaczonych i nieoznaczonych w programie Mathematica nie nastr¦cza
wi¦kszych trudno±ci. Przykªadowo wyra»enia∫

x5 cosxdx i
∫ 3

1
e−xx3dx

obliczymy wpisuj¡c polecenia

Integrate[x^5 Cos[x],x]

Integrate[Exp[-x] x^3, {x,1,3}].

Jak wiadomo, obliczenie caªek nieoznaczonych z funkcji elementarnych cz¦sto wyprowa-
dza poza klas¦ funkcji elementarnych. Przykªadem takiej sytuacji jest caªka∫

exp(−x2) dx .

Programy typu CAS cz¦sto potra�¡ poda¢ poprawn¡ warto±¢ caªki wyra»on¡ poprzez
tka zwane funkcje specjalne. Przykªadowo, wpisuj¡c w Mathematice

Integrate[2/Sqrt[Pi]Exp[-x^2],x]

otrzymamy odpowied¹ Erf(x). Funkcja Erf to tak zwana funkcja bª¦du Gaussa, która jest
zde�niowana jako funkcja pierwotna dla 2√

π
exp(−x2). W trakcie pracy z programami

CAS Czytelnik mo»e spotka¢ jeszcze wiele innych funkcji tego rodzaju � mi¦dzy innymi
poznane na wykªadzie funkcje gamma i beta Eulera (Rozdziaª 10). Funkcje te s¡ dobrze
zbadane i pewne ich wªasno±ci s¡ �zaszyte� w oprogramowaniu CAS. W szczególno±ci
daje si¦ oblicza¢ przybli»one (czasem te» dokªadne) warto±ci danej funkcji. Przykªadowo
wpisa¢ w Mathematice

Integrate[Exp[-x^2],{x,-Infinity,Infinity}]

co da poprawny wynik
√
π. Maxima równie» poradzi sobie z t¡ caªk¡ � wystarczy wpisa¢

integrate(exp(-x^2),x,-minf,inf) .

Czasem zdarza si¦ jednak, »e poszukiwana caªka nie wyra»a si¦ »adnym sensownym wzo-
rem zawieraj¡cym jakiekolwiek funkcje znane naszemu programowi. Próbuj¡c obliczy¢
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tak¡ caªk¦, dostaniemy w odpowiedzi dokªadnie to co wpisali±my15. Do obliczania kon-
kretnych warto±ci caªek oznaczonych mo»na si¦ wówczas posªu»y¢ caªkowaniem nume-
rycznym. Przykªadowo, do obliczenia caªki∫ 1

0
sin(cos(x)) dx

mo»emy u»y¢ polecenia

NIntegrate[Sin[Cos[x]],{x,0,1}] .

W Maximie analogiczne polecenie wygl¡da nast¦puj¡co

load(romberg);

romberg(sin(cos(x)),x,0,1); .

Trzeba mie¢ jednak ±wiadomo±¢, »e nie wszystkie caªki daje si¦ oblicza¢ w ten sposób.
Caªkowanie numeryczne wykorzystuje pewien algorytm, który liczy pole pod wykresem
danej funkcji przy pomocy sumowania pól maªych prostok¡tów lub innych, prostych �gur.
Funkcje, które bardzo szybko oscyluj¡ nie daj¡ si¦ scaªkowa¢ w ten sposób16. Czytelnik
mo»e przeprowadzi¢ test próbuj¡c obliczy¢ warto±ci caªek∫ 1

0
sin
(
1
x

)
dx oraz

∫ ∞
0

sin(exp(x))

x
dx .

Zadanie 5.1. Oblicz caªk¦ ∫ π

0

sin kx

sinx
dx ,

gdzie k ∈ N.
Rozwi¡zanie (sposób 1):
Mathematica nie jest w stanie obliczy¢ tej caªki dla ogólnego k, nawet przy dodatkowych
zaªo»eniach. Polecenie

Assuming[Element[k, Integers], Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}]]

nie daje »adnych rezultatów � program nie jest w stanie sko«czy¢ wylicze«. Spróbujmy
zatem zmieni¢ sposób post¦powania i wypisa¢ rezultaty dla kilkunastu ró»nych warto±ci
k:

Table[Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}], {k, 1, 15, 1}] .

W odpowiedzi dostali±my naprzemienny ci¡g skªadaj¡cy si¦ z liczb π i 0. Spodziewamy
si¦ zatem, »e warto±¢ caªki dla nieparzystych k wynosi π, natomiast dla k parzystych
0. Ten drugi fakt do±¢ prosto wykaza¢. Naszkicujmy wykres jednej z rozpatrywanych
funkcji

15Mamy do czynienia z analogiczn¡ sytuacj¡ jak w przypadku szeregów liczbowych
16Znów nasuwa si¦ analogia z numerycznym sumowaniem
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Plot[Sin[6 x]/Sin[x], {x, 0, Pi}] .
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Widzimy, »e jest on antysymetryczny wzgl¦dem punktu π
2 . Jest to równie» prawd¡ dla

dowolnego parzystego k

f[k_,x_]:=Sin[k x]/Sin[x];

Simplify[f[2 k, x] + f[2 k, Pi - x], Element[k, Integers]].

St¡d wprost wynika, »e caªka z funkcji sin(2kx)
sin(x) po odcinku [0, π] da zero.

Aby wykaza¢, »e caªka dla nieparzystych k daje π spróbujmy przeprowadzi¢ dowód in-
dukcyjny. Pocz¡tek indukcji nie nastr¦cza problemów:∫ π

0

sin(x)

sin(x)
dx =

∫ π

0
1dx = π.

Porównajmy teraz dwa kolejne wyra»enia przeksztaªcaj¡c wyra»enie za pomoc¡ funkcji
TrigFactor sªu»¡cej do rozkladania wyra»enia na iloczyn czynników trygonometrycznych

TrigFactor[f[2 k + 3, x] - f[2 k + 1, Pi - x]].

W wyniku dostali±my iloczyn trzech czynników

−2 cos

(
1

2
(1 + 2k)(π − x) +

1

2
(3 + 2k)x

)
· 1

sin(x)
·sin

(
1

2
(1 + 2k)(π − x)− 1

2
(3 + 2k)x

)
.

Przeksztaª¢my teraz dwa skrajne czynniki za pomoc¡ funkcji Simplify17

Simplify[-2 Cos[1/2 (1+2 k) (Pi-x) + 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]]

Simplify[Sin[1/2 (1+2 k) (Pi-x) - 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]] .

Okazuje si¦, »e pierwsze z nich to po prostu (−1)k sin(x), a drugie (−1)k cos(2(k + 1)x).
W konsekwencji badana ró»nica kolejnych wyra»e« to po prostu cos(2(k + 1)x). �atwo
sprawdzi¢, »e odpowiednia caªka znika∫ π

0
cos(2(k + 1)x)dx = 0.

17U»ycie Simplify bezpo±rednio do caªego wyra»enia zwija je do postaci pocz¡tkowej.
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Rozwi¡zanie (sposób 2):
Drugi sposób rozwi¡zania jest nieco bardziej pomysªowy i b¦dzie od nas wymagaª u»ycia
liczb zespolonych. Rachunki b¦d¡ na tyle elementarne, »e nie b¦dziemy potrzebowa¢
pomocy komputera. Przypomnijmy mianowicie, »e sin(x) = ei x−e− i x

2 i . Wobec tego

sin(kx)

sin(x)
=
ei kx − e− i kx

eix − e− ix
.

Korzystaj¡c ze wzoru skróconego mno»enia otrzymujemy

sin(kx)

sin(x)
= ei(k−1)x + ei(k−3)x + ei(k−5)x + . . .+ e− i(k−1)x.

Grupuj¡c teraz wyrazy parami i korzystaj¡c z tego, »e cos(x) = ei x+e− i x

2 otrzymamy

sin(kx)

sin(x)
= cos((k − 1)x) + cos((k − 3)x) + cos((k − 5)x) + . . . ,

gdzie ostatnim wyrazem jest cos(kx) lub 1 = cos(0x) w zale»no±ci od parzysto±ci k. Caª-
kuj¡c ostatni¡ równo±¢ stronami ªatwo dowiedziemy, »e wynikiem jest 0 dla k parzystych
i π dla k nieparzystych.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 5.2. Wykorzystuj¡c oprogramowanie CAS spróbowa¢ obliczy¢ funkcje pier-
wotne nast¦puj¡cych funkcji

f(x) = sin
(
1
x

)
oraz g(x) = tg sin(x) .

Zadanie 5.3. Obliczy¢ caªk¦ ∫
exp(5x) cos(x+ 3)x3 dx .

Zadanie 5.4. Obliczy¢ caªk¦∫
(sin(2x) + cos(x))(tg(x) + 5) dx .

Zadanie 5.5. Niech k, l ∈ N. Obliczy¢∫ 2π

0
sin(kx) sin(lx) dx oraz

∫ 2π

0
sin(kx) cos(lx) dx .
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5.2 Zastosowania rachunku caªkowego

Nowe umiej¦tno±ci: obliczanie dªugo±ci krzywych, pól powierzchni i obj¦to±ci bryª.
Skrypt: Rozdziaª 9.4. (podlinkowa¢)

Zadanie 5.6. Oblicz pole i dªugo±¢ kardioidy danej we wspóªrz¦dnych biegunowych
równaniem r(φ) = 1 + cos(φ).
Rozwi¡zanie (sposób 1):
Rozwi¡zywanie zacznijmy od zde�niowania pomocniczych funkcji

r[Phi_]:=1+Cos[Phi]

x[Phi_]:=r[Phi] Cos[Phi]

y[Phi_]:=r[Phi] Sin[Phi]

i narysowania wykresu kardioidy

PolarPlot[r[Phi],{Phi,0,2 Pi}] .
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Z rysunku wida¢ od razu, »e kardioida jest symetryczna wzgl¦dem osi OX. Wystarczy
zatem, »e obliczymy interesuj¡ce nas wielko±ci dla jej górnej poªowy � jest to cz¦±¢
sparametryzowana przez k¡t φ ∈ [0, π].
Dªugo±¢ mo»emy ªatwo wyliczy¢ ze wzoru na dªugo±¢ krzywej zadanej parametrycznie

L = 2

∫ π

0

√
(x′(φ))

2
+ (y′(φ))

2
dφ,

gdzie ró»niczkujemy wzgl¦dem φ. W Mathematice:
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L=2 Integrate[Sqrt[D[x[Phi],Phi]^2+D[y[Phi],Phi]^2],{Phi,0,Pi}] .

Wynikiem jest L = 8.
Nieco bardziej skomplikowanie przedstawia si¦ sprawa z polem powierzchni. Spróbujmy
najpierw wyrazi¢ y jako funkcj¦ x. Widzimy, »e dla pewnych warto±ci x zale»no±¢ ta nie
jest jednoznaczna. B¦dziemy mieli do czynienia z dwoma gaª¦ziami funkcji y(x) (Rysunek
4)

y1HxL

y2HxL
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0.6

0.8
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1.2

Rysunek 4: Dwie gaª¦zie funkcji y(x).

Z zale»no±ci x(φ) = (1+cos(φ)) cos(φ) ªatwo si¦ przekona¢, »e x(φ) jest malej¡c¡ funkcj¡
kosinusa dla cos(φ) ∈ [−1,−1

2 ] i rosn¡c¡ funkcj¡ kosinusa dla cos(φ) ∈ [−1
2 , 1]. Punkt

graniczny cos(φ) = −1
2 to oczywi±cie wierzchoªek paraboli (z + 1)z. Odpowiada on

φ = 2
3π oraz x(φ) = −1

4 . Ogólniej x ∈ [2,−1
4 ] dla φ ∈ [0, 23π] oraz x ∈ [−1

4 , 0] dla
φ ∈ [23π, π].
W celu wyznaczenia zale»no±ci y(x) wyliczmy najpierw kosinus k¡ta φ jako funkcj¦ x.

Solve[x == (1 + Cos[Phi]) Cos[Phi], Cos[Phi]].

Otrzymane rozwi¡zanie cos(φ) = 1
2(−1 +

√
1 + 4x) dla x ∈ [−1

4 , 2] opisuje górn¡ gaª¡¹,
natomiast cos(φ) = 1

2(−1−
√

1 + 4x) dla x ∈ [0,−1
4 ] doln¡ gaª¡¹ wykresu. Korzystaj¡c

z jedynki trygonometrycznej i wstawiaj¡c wyliczone warto±ci cos(φ) do zale»no±ci y(φ) =
(1 + cos(φ)) sin(φ) otrzymamy:

y1(x) =
1

2
(1−

√
1 + 4x)

√
1− 1

4

(
1−
√

1 + 4x
)2

y2(x) =
1

2
(1 +

√
1 + 4x)

√
1− 1

4

(
1 +
√

1 + 4x
)2
.

Pole otrzymamy jako ró»nic¦ odpowiednich caªek nieprzyjemne rachunki (po uprzednim
zde�niowaniu funkcji y1(x) i y2(x)) zostawiaj¡c komputerowi

S=-2 Integrate[y1[x],{x,-1/4,0}]+2 Integrate[y2[x],{x,-1/4,2}];

Simplify[%] .

Rezultatem jest S = 3
2π.
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Rozwi¡zanie (sposób 2):
Jak widzimy powy»sze rozwi¡zanie jest do±¢ skomplikowane ze wzgl¦du na konieczno±¢
wyliczania y jako funkcji x z uwikªanej zale»no±ci. Du»o pro±ciej jest potraktowa¢ y(φ)
i x(φ) jak swego rodzaju zamian¦ zmiennych. Zale»no±¢ y(φ) mo»emy traktowa¢ jako
zªo»enie nieznanej zale»no±ci y = y(x) z podstawieniem x = x(φ). Teraz pole wyliczamy
jako

S =− 2

∫ 0

− 1
4

y1(x)dx+ 2

∫ 2

− 1
4

y2(x)dx =

− 2

∫ π

2
3
π
y1(x(φ))x

′
(φ)dφ+ 2

∫ 0

2
3
π
y2(x(φ))x

′
(φ)dφ =

− 2

∫ π

2
3
π
y(φ)x

′
(φ)dφ+ 2

∫ 0

2
3
π
y(φ)x

′
(φ)dφ = 2

∫ 0

π
y(φ)x

′
(φ)dφ.

Zauwa»my, »e tym razem nie musimy przejmowa¢ si¦ ju» jednoznaczno±ci¡ funkcji y(x).
W tym przypadku jednoznaczna jest parametryzacja za pomoc¡ k¡ta φ. Zauwa»my
równie», »e pochodna x

′
(φ) jest dla k¡tów z przedziaªu φ ∈ (23π, π) ujemna, co odpowiada

�cofaniu si¦� warto±ci x i w rezultacie braniu odpowiedniego pola ze znakiem minus �
por. rysunek 4.

Sprawd¹my jeszcze czy warto±¢ pola obliczonego drug¡ metod¡ zgada si¦ z t¡ obliczon¡
wcze±niej:

2 Integrate[y[Phi] D[x[Phi],Phi],{Phi,Pi,0}] .

Zadanie 5.7. Oblicz obj¦to±¢ i pole powierzchni bocznej bryªy powstaªej przez obrót
p¦tli danej parametrycznie

x(t) = 2t− t2,
y(t) = 4t− t3,

(7)

wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie:

Zacznijmy od zde�niowania odpowiednich funkcji i narysowania wspomnianej p¦tli

x[t_]:=2 t-t^2;

y[t_]:=4 t- t^3;

ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, -0.3, 2.1}, AspectRatio -> 0.75]
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Optycznie wida¢, »e krzywa zadana równaniem (7) ma jedyne samoprzeci¦cie w punkcie
(0, 0). Faktycznie ªatwo sprawdzi¢, »e ów punkt odpowiada dwóm warto±ciom parametru
t = 0 i t = 2 (oczywi±cie mo»e to te» za nas obliczy¢ komputer). Przypomnijmy, »e
obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez obrót wykresu funkcji f(x) okre±lonej na odcinku [a, b]
wokóª osi OX zadana jest wzorem

π

∫ b

a
y2(x)dx.

W rozwa»anym problemie mogliby±my wyznaczy¢ dwie gaª¦zie funkcji y = y(x) roz-
wi¡zuj¡c zale»no±¢ uwikªan¡ (7) a nast¦pnie odj¡¢ od siebie odpowiednie caªki jak w
pierwszym rozwi¡zaniu poprzedniego zdania. Zamiast tego potraktujmy parametryzacj¦
(7) jako zmian¦ zmiennych. Wówczas

V = π

∫ 2

0
y2(t)x

′
(t)dt.

Odpowiedni rachunek

Pi Integrate[y[t]^2 D[x[t], t], {t, 0, 2}]

prowadzi do wyniku V = −64
34π.

Oczywi±cie otrzymany wynik nie ma sensu � obj¦to±¢ nie mo»e by¢ przecie» liczb¡ ujemn¡.
Bª¡d który popeªnili±my ªatwo jednak wyja±ni¢. Parametr t ∈ [0, 1] odpowiada x rosn¡-
cemu od 0 do 1 wzdªu» dolnej gaª¦zi p¦tli, natomiast t ∈ [1, 2] malej¡cemu x od 1 do
0 wzdªu» górnej gaª¦zi. Wobec tego obliczona caªka obejmuje obj¦to±¢ bryªy otrzyma-
nej przez obrót dolnej gaª¦zi z plusem i obj¦to±¢ analogicznej bryªy dla górnej gaª¦zi z
minusem. W ±wietle tych spostrze»e« ªatwo stwierdzi¢, »e −64

34π to minus obj¦to±¢.
Zajmijmy si¦ teraz obliczaniem pola powierzchni rozwa»anej bryªy. Przypomnijmy, »e
pole powierzchni bryªy powstaªej przez obrót wykresu funkcji y(x) nad [a, b] wokóª osi x
wyra»a si¦ wzorem

S = π

∫ b

a
y(x)

√
1 + y′(t)2dt.

Czytelnik mo»e ªatwo sprawdzi¢, »e podstawienie dane przez parametryzacj¦ (x(t), y(t))
prowadzi do wzoru

S = π

∫ t1

t0

y(t)
√
x′(t)2 + y′(t)2dt.
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Numeryczna warto±¢ tej caªki dla parametryzacji (7)

Pi NIntegrate[y[t] Sqrt[D[x[t], t]^2 + D[y[t], t]^2], {t, 0, 2}]

wynosi okoªo 10.0269π.

Problemy do samodzielnego rozwi¡zania:

Zadanie 5.8. Obliczy¢ caªki
∫ 2π
0

√
r(φ)2 + r′(φ)2dφ i

∫ 2π
0 r(φ)2dφ dla krzywych zada-

nych parametrycznie: okr¦gu r(φ) = r0 i kardioidy r(φ) = 1 + cos(φ). Porówna¢ wyniki
ze znanymi dªugo±ciami i polami tych krzywych. Spróbuj wykaza¢, »e powy»sze wzory
opisuj¡ dªugo±¢ krzywej i pole zakre±lane przez ka»d¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ dan¡ w postaci
parametrycznej r = r(φ).
Zadanie 5.9. Sprawdzi¢, »e kardioid¦ mo»na opisa¢ nast¦puj¡cym równaniem

(x2 + y2)2 + 2x(x2 + y2) = y2.

Mo»na u»y¢ programu Mathematica do wyliczenia y jako funkcji x i porównania ze
wzorem wyliczonym wcze±niej. Mo»na równie» sprawdzi¢, »e punkty zadane biegunowo
r = 1 + cos(φ) speªniaj¡ powy»sze równanie. Narysowa¢ wykres krzywej zadanej w po-
wy»szy sposób korzystaj¡c z funkcji ContourPlot (por. rozdziaª 3.1).
Zadanie 5.10. Obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni bocznej torusa powstaªego przez
obrót okr¦gu (x−R)2 + y2 = r2 wokóª osi OY. Zakªadamy, »e R > r. =
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