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1 Wprowadzenie

1.1 Programy typu CAS

Niniejszy dodatek ma na celu zaprezentowanie sytuacji, w ktoérych obliczenia kompu-
terowe ultatwiaja rozwiazywanie probleméw matematycznych. Oczywiscie komputer nie
moze zastapi¢ czlowieka w procesie uzasadniania i dowodzenia réznych twierdzen ma-
tematycznych. Moze jednak przeprowadzi¢ za nas zmudne obliczenia. Niekiedy sama
obserwacja wystarczajaco duzej porcji danych eksperymentalnych pozawala wyciagaé
wnioski natury ogélnej i naprowadza na poprawne rozwiazanie zadania. Zaprezentujemy
tutaj przyktady podobnych sytuacji.

Obecnie mamy do dyspozycji wiele narzedzi do prowadzenia obliczen na komputerach.
Sa to programy typu CAS - z angielskiego Computer Algebra System. W |2] mozna zna-
lez¢ liste istniejacych narzedzi tego typu wraz z podsumowaniem ich mozliwosci. Wiele z
nich jest dostepnych jako wolne oprogramowanie, a funkcjonalno$¢ wiekszosci jest w zu-
petnosci wystarczajaca do naszych zastosowarl.

W niniejszym skrypcie bedziemy postugiwac¢ sie dwoma programami: komercyjnym Ma-
thematica oraz wolnym Mazima. Program Mathematica w wersji 6.0.1.0 jest dostepny dla
studentéw wydzialu MIM w laboratorium komputerowym na maszynie students. Pro-
gram Mazima kazdy moze zainstalowaé¢ na wilasnym komputerze na zasadach wolnego
oprogramowania. Warto tez wspomnie¢ o narzedziu |9] dostepnym za darmo w formie ser-
wisu internetowego. Serwis ten potrafi wykonywaé podstawowe operacje matematyczne
jak obliczanie granic funkcji, rozniczkowanie, catkowanie i wiele wiecej.

Skrypt podzielony jest na czesci, ktorych objetos¢ powinna odpowiadaé¢ mniej wiecej jed-
nym zajeciom laboratoryjnym. Na poczatku kazdej czesci podajemy wiasciwy dla niej
zakres materiatu, a takze podstawowe polecenia programu Mathematica, ktore Czytel-
nik powinien przyswoié. Zazwyczaj nie bedziemy komentowadé tredci i sktadni komend,
uwazajac ze przyktady ich praktycznego uzycia sa same w sobie dostatecznym wyjasnie-
niem. Domysglnie wszystkie obliczenia prowadzimy w Mathematiceﬂ Aby przepisac je do
programu Mazima nalezy uzy¢ stownika podanego na poczatku kazdej czesci. Niektore
polecenia nie posiadaja swoich odpowiednikéw, lecz przy odrobinie wysitku mozna je

W wersji 7.0.1.0 dostepnej na wydziale MIM.



samemu zaimplementowa¢. W zadaniach do samodzielnego rozwigzania moga takze po-
jawi¢ sie nieopisane w skrypcie funkcje. Czytelnik sam bedzie musial znalez¢ odpowiednie
definicje w dokumentacji dostepnej w internecie |5| oraz [7].

1.2 Obliczenia symboliczne

Nowe umiejetnodci: operacje algebraiczne, obliczenia numeryczne, przeksztatcanie wy-
razen, funkcje elementarne, definiowanie wlasnych funkc;ji.

Skrypt: Rozdzialy 1.1, 3. 4.4. 1 4.5. (podlinkowac)

Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz

2-4-5/7 2-4~5/7 arytmetyka

2 3%7 2% 37 mnozenie w  Mathematice
mozna zapisaé¢ * lub spacja

N[Pi], N[Pi,5] bfloat (%pi), warto§¢ numeryczna liczby

fpprec: 5; bfloat(%pi)| (z iloscia cyfr znaczacych)
Doy Ty it %, hth(i) uzycie poprzednich wynikow
Simplify FullSimplify| ratsimp, trigsimp, | upraszcza wyrazenie
radcan, fullratsimp,

Sin[x],Exp[x],Log[x] sin(x),exp(x),log(x) funkcje elementarne

Tan[x], ArcSin[x]... tan(x), asin(x)...

Expand expand wymnaza wyrazenie

Collect facsum porzadkuje wyrazenie wzgle-
dem poteg

Factor factor sprowadza wyrazenie do po-
staci iloczynowe;j

Together ratsimp sprowadza utamki do wspdl-
nego mianownika

Apart partfrac rozktada na utamki proste

flx_]:=x"3 f(x):=x"3 funkcje uzytkownika

Clear[f] kill(f) usuwa definicje zmiennej

W tym rozdziale omdéwimy podstawy prowadzenia obliczeni, przeksztalcania wyrazen
i uzywania funkcji w programie Mathematica. Przedstawimy tu w sposéb systematyczny
szereg prostych operacji i procedur, ktére bede uzywane w dalszej czeéci niniejszego
skryptu. Ich stosowanie jest zazwyczaj intuicyjne, dlatego tez pominiecie tego rozdziatu
nie powinno mie¢ wplywu na zrozumienie pozostatych. Niemniej polecamy go szczegdlnie
tym Czytelnikom, ktorzy jeszcze nigdy nie uzywali programéw typu CAS.

Prowadzenie obliczen z uzyciem podstawowych operacji algebraicznych (dodawanie, odej-



mowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie) jest bardzo naturalne i nie wymaga spe-
cjalnych wyjasnienn. Drobnym niuansem jest fakt, ze w programie Mathematica znak
mnozenia ,*” mozna zastapi¢ spacja (przez co uzycie jest prostsze i bardziej zblizone do
obliczen ktore wykonujemy na pismie). Przyktadowo

5x7 + 4/3 + (2 3 - 1/3)"3

daje w wyniku %. Wartosé numeryczna tego wyniku to okoto 218.296. Mozemy to

obliczy¢ wpisujac polecenie
N[%].

Uzyliémy tutaj N[...], czyli funkcji zwracajacej wartos¢ numeryczng liczby i1 symbolu
%, ktory zastepuje ostatni obliczony wynik. Operacje % mozemy iterowaé, a doktadnosé
numeryczna, zwi@ksza(’ﬂ przyktadowo

N [%%,10]

zwrdci wartosé 218.2962963.
Co wazne, programy typu CAS umozliwiaja przeprowadzanie obliczeri symbolicznych na
zmiennych ogoélnych (do PS: czy to wlasciwa nazwa?). Wpiszmy

Bx7 + 5 x +3y - (2x+ 3).

Mathematica sama uprosci to wyrazenie do postaci 32 + 3x + 3y. Przy okazji warto za-
znaczy¢, ze rachunek symboliczny wymaga pewnej ostroznosci. Poréwnajmy nastepujace
dwie komendy

x+x 2
x+x2.

W pierwszym przypadku program zwréocit wynik 3z interpretujac spacje jako mnozenie.
W drugim Mathematica potraktowata napis x2 jako nazwe nowej zmiennej.

Gdy zajmujemy sie bardziej skomplikowanymi wyrazeniami do uzyskania uproszczonej
formy wyniku konieczne moze by¢ uzycie polecenia Simplify lub FullSimplify. Przy-
ktadowo wyrazenie

Bx7 + 5 x+ 3y - (2 x+ 3)/3
nie redukuje sie samoczynnie do prostszej postaci. Ale juz
Simplify [%]

zwraca uporzadkowany wynik 34 + me + 3y.

Mathematica obstuguje cala palete funkcji elementarnych (Exp, Log, Sin, Cos, Tan, Cot,
Sqrt, ArcSin, Sinh, itd.). Ich nazwy sa albo, jak w wymienionych przykladach, takie
same jak standardowo uzywane oznaczenia, albo tez sa opisem funkcji w jezyku an-
gielskim (na przyklad Floor, Ceiling, IntegerPart itp.). Podobnie jak z prostymi
wyrazeniami symbolicznymi, réwniez w przypadku funkcji, komputer potrafi sam, lub po
zachecie komenda Simplify, dokonaé pewnych uproszczen. Przykladowo,

2Domyslnie Mathematica podaje wynik z doktadnoscia do szeéciu cyfr znaczacych.



Exp[Sin[ArcCos[x]]] + Loglx~5] + Sin[2/3 Pi]
Simplify[Sin[x]~2-Cos[x]~2].

W powyzszym przyktadzie uzyliémy symbolu Pi na oznaczenie liczby 7. Réwniez inne
wazne stale matematyczne, takie jak liczba urojona %, nieskoriczonosé¢ oo, liczba e, czy
liczba KEulera ~, oznaczamy w programie Mathematica w sposéb intuicyjny: Pi, I,
Infinity, E, EulerGamma, itd.

Wracajac do tematu redukcji wzordéw do prostszej postaci, warto pamietaé ze niektérych
wyrazen Mathematica nie uprosci bez dodatkowych zatozen. Najczestszym powodem
jest fakt, ze dla programu domyslna dziedzinag funkcji jest plaszczyzna zespolona C,
a nie prosta rzeczywista R. Dodatkowe zatozenia mozemy dodac¢ na kilka réwnowaznych
sposobow. Warto to przesledzié na przyktadach:

Simplify[Sqrt[x~2], Element[x, Reals]]
Simplify[Sqrt[x~2], Assumptions -> {x < 0}]
Assuming[x > 0, Simplify[Log[x~5]]1].

W palecie przydatnych narzedzi rachunkowych nie powinno zabraknaé poleceri: Expand,
Collect, Factor, Together i Apart, ktore czesto pomagaja zaoszczedzi¢ nieprzyjemnych
rachunkéw zwiazanych z przeksztalcaniem wzoréw. Pierwsze z omawianych polecen stuzy
do rozwijania wyrazenia poprzez wymnozenie nawiaséw. Wpisziny

Expand[(x + y)°3 + (2 x + 5 y)~2].

Dostaliémy wynik w postaci sumy. Mozemy go teraz w prosty sposéb uporzadkowaé
wzgledem poteg y:

Collect[%,y].

Komenda Factor jest odwrotnoscig Expand i stuzy do sprowadzania wyrazenia do postaci
iloczynowej (o wspolczynnikach wymiernych). Na przyklad Factor[x~2 + 5 x + 4]
rozlozy dany wielomian na czynniki stopnia pierwszego. Ostatnie dwie sposrod wy-
mienionych wczedniej komend stuzag do przeksztatcania utamkéw i funkeji wymiernych.
Together pozwala sprowadzi¢ wyrazenia do wspélnego mianownika, natomiast Apart
szuka rozktadu na ulamki proste. Czytelnik moze zaobserwowaé dziatanie tych funkeji
wpisujac kolejno polecenia

a=x+ (x+2)/((x2-3) (x72))
Together[al
Apart[al.

Na koniec warto wspomnie¢ o definiowaniu wtasnych polecen i oznaczei. W poprzednim
przyktadzie przypisaliémy zmiennej a wartosé x + % Od tej pory a bedzie stale

przypisana taka wlasnie warto$¢, w zwiazku z czym, na przyktad, polecenie

Simplify[x~2 (x~2-3) al



zwroci jako wynik wielomian 2 4+ x — 323 + 2°. Warto pamietac, ze napis ,,a=b” nie jest
dla programu Mathematica zdaniem logicznym, tylko operacja przypisania zmiennej a
wartosci b. Natomiast podwdjny znak réwnosdci a==b program potraktuje jako pytanie
o warto$¢ zdania logicznego ,a = b”. Czytelnik moze tatwo sprawdzié¢ réznice wpisujac
polecenia 2=3 oraz 2==3 i poréwnujac odpowiedzi programu.

Przypiszmy teraz zmiennej x wartosé 2. W konsekwencji zmianie ulegnie réwniez zalezna
od z wartos¢ zmiennej a:

x=2
a.

Przypisywanie zmiennym wartosci, a nastepnie traktowanie ich jakby byly zmiennymi
wolnymi to jedna z najczestszych przyczyn btedow. Przyktadowo, jezeli bedziemy chcieli
teraz wykona¢ pewna operacje na funkcji zmiennej z, wynik moze nie by¢ tym czego
oczekiwalismy. Procedura

Simplify[Sin[x]~2 - Cos[x]~2]

zamiast oczekiwanego — cos(2x) zwroci wynik obliczony w punkcie x = 2. Aby wyczysci¢
wartosé przypisang zmiennej uzywamy komendy Clear [a] (mozna tez brutalnie zrestar-
towac jadro programu poleceniem Exit[]). Dla unikniecia bledéw przydatne moze by¢
zapytanie 7a, ktore pozwala sprawdzié¢ jaki jest obecny status danego symbolu lub pole-
cenia.

Mathematica pozwala tez definiowaé¢ uzytkownikowi wtasne funkcje i procedury. Sktadnia
takiej operacji wyglada nastepujaco:

flx_]:=x"3+2.

Zdefiniowalismy w ten sposob funkcje wielomianowsa f(z) = z3 4 2. Dalej mozemy swo-
bodnie wykonywaé operacje na tej funkeji postugujac sie oznaczeniem f(z). Przyktadowo
wielkosé £ [f[y]] bedzie teraz wielomianem dziewiatego stopnia zmiennej y, natomiast
f[1] da w wyniku 3.

2 Granice ciggéw i funkcji

2.1 Obliczanie prostych granic

Nowe umiejetnosci: obliczanie granic ciggoéw i funkcji, petla for.
Skrypt: Rozdzialty 2, 5. (podlinkowa¢)

Nowe funkcje:



Mathematica Mazxima Komentarz
Limit[Sin[x] ,x->1] limit(sin(x), x, 1) granica funkcji
For [start,test,krok,ciato]l| for zmienna: start petla for
while test do cialo;
done

Programy typu CAS $wietnie radza sobie z obliczaniem granic funkcji elementarnych
w danym punkcie. Dla przyktadu, wykorzystujac program Mathematica mozna szybko
obliczyé¢ granice

x4+ 322 — 4 Vat4+1-1

lim ———— oraz lim
z——1 z+1 z—0 22 1925

wpisujac

Limit [(x~4+3*x~2-4)/(x+1) ,x->-1]
Limit [(Sqrt[x~2+1]-1)/(Sqrt[x~2+25] - 5),x->0].

Komputer poradzi sobie rowniez z bardziej skomplikowanymi przyktadami

i 3z —1\*7° lim (1 — 2) tg(%) lab cos 2z
im im(l—=x =L u im —.
z—oo \ 3z + 1 b5l 8172 z—Z sinx — cosx

Wystarczy wpisad

Limit[((3x - 1)(3x + 1))~ (2x-5), x->Infinity]
Limit[(1-x)Tan[x*Pi/2], x->1]
Limit[Cos[2x]/(Sin[x] - Cos[x]), x->Pi/4].

Trzeba jednak uwaza¢, gdyz czasem odpowiedZ podawana przez programy CAS jest
btedna. Przyktadowo wpisujac w Mathematica

Limit[Sqrt[1 - Cos[x]]/Sin[x] , x->0]

otrzymamy odpowiedz % podczas gdy powyzsza granica nie istniej. Latwo to spraw-

dzi¢ obliczajac granice jednostronne

flx_]:=Sqrtl[l - Cos[x]]1/Sin[x]
Limit[f[x], x->0, Direction -> 1]
Limit[f[x], x->0, Direction -> -1].

Zauwazmy, ze dla wygody wpowyzszych obliczeniach zdefiniowalismy funkcje f(x) :=
1—cos(z)
sin(x)

®Domyslnie Mathematica oblicza granice prawostronng,.



Do tej pory obliczalismy granice funkcji elementarnych, z ktérymi komputery radza so-
bie bardzo dobrze. O wiele gorzej sprawy sie maja gdy przejdziemy do granic funkcji
nieelementarnych. Sprobujmy obliczyé granice

. 1

el

Wpisujemy Limit[x * Floor[1/x], x->0], lecz to nie daje zadnego rezultatu. Mathe-
matica nie jest w stanie tego obliczy¢, podczas gdy kazdy student matematyki w mgnieniu
oka poda poprawna odpowiedz.
Programy CAS nie radza sobie tez najlepiej z obliczaniem granic ciggéw liczbowych,
gdy parametr z ktérym przechodzimy do granicy przyjmuje tylko wartosci naturalne.
W Mathematica mamy do dyspozycji stéwko Assumptions, ktére pomaga nam w takich
sytuacjach

Limit [Sin[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]]
Limit [Cos[2#Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Jednak juz ponizsza granica nie zostanie obliczona prawidtowo
Limit [Cos[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Zobaczmy teraz co si¢ stanie, gdy poprosimy komputer o obliczenie granicy limg_, 4 oo sin(z?),
ktora nie istnieje

Limit [Sin[x~2], x -> Infinity].

W odpowiedzi Mathematica podalta przedzial Interval[{-1, 13}] do ktérego naleza war-
to§¢ rozwazanej funkcji.
Dla pelni obrazu wspomnijmy jeszcze o jednym ciggu

a, = nsin(2mwen!) .

Granicy a, przy n — oo Mathematica nie obliczy. Co wiecej, nawet wypisywanie na
komputerze dowolnie wielu kolejnych elementéw tego ciggu nic nie pomaga. Mozna to
zrobi¢ uzywajac petli For oraz polecenia N zwracajacego wartos¢ numeryczng liczby:

For[n = 1, n<100, n++;Print[N[Sin[2 Pi E n']1]]]

W wypisanym wyniku nie wida¢ zadnych prawidtowosci. W tym przyktadzie btedy popet-
niane przez komputer przy obliczaniu wartosci a,, sa na tyle duze, ze nie pomagaja nam
wyznaczy¢ granicy. Zainteresowany Czytelnik moze sam sprébowaé obliczyé¢ te granice
wykorzystujac fakt, ze e = Y 7o, % oraz to, ze sin(2kr + x) = sin(z) dla k € Z.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:



Zadanie 2.1. Obliczy¢ nastepujace granice wspomagajac sie oprogramowaniem CAS

Ni/n
lim (n) , lim nsin(1/n), lim /% |
n—oo n n—o0 x—0
[N |
lim 2/, lim 2! : —col ,
T—00 n—oo NN n—00 (n')z

e (20)"

Zadanie 2.2. Obliczy¢ nastepjaca granice wspomagajac sie oprogramowaniem CAS

no
lim 7,;%” .
oo 3 i g (i 4 1)!

Zadanie 2.3. Obliczy¢ nastepjaca granice wspomagajac sie oprogramowaniem CAS

2.2 Ciagi rekurencyjne

Nowe umiejetnosci: badanie ciagéw rekurencyjnych, rozwigzywanie réwnan.
Skrypt: Rozdzial 2. (podlinkowac)

Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz

Solve [f[x]==0,x] solve(f(x),x) rozwigzywanie rownan
Reduce [f [x]>g[x] ,x] | brak rozwigzywanie nier6wnosci
Simplify [formutal radcan (formuta) upraszczanie wyrazenia

W poprzednim podrozdziale pokazaliémy jak w programach typu CAS obliczaé granice
prostych funkcji oraz kiedy nie da sie tego zrobi¢. W tym paragrafie zobaczymy jak
wykorzysta¢ komputer do badania ciggdéw zdefiniowanych rekurencyjnie. W tej sytu-
acji odpowiedni program moze okazaé sie niezastapiony gdyz obserwacja wystarczajaco

wielu poczatkowych elementéw ciggu czesto pozwala nam wyrobi¢ sobie wlasciwa intuicje

i zgadnaé rozwigzanie.
Zadanie 2.4. Ciagg a, o wyrazie poczatkowym a; = % zadany jest rekurencja

1 5
1 n =3 n —_— |-
(1) Gnt1 2<a+n>

Zbada¢ zbieznosé tego ciggu i obliczy¢ ewentualna granice.



Rozwigzanie:
Poniewaz zaleznosé daje sie zapisa¢ w postaci an+1 = f(a,) zacznijmy od zdefinio-
wania odpowiedniej funkcji

flx_] :=1/2 (x + 5/x).
Dla nabrania intuicji mozemy wypisaé¢ kilkanascie pierwszych wyrazow ciggu.

al1] = 0.2;
For[i=1, i<15, i++, ali+1]=f[a[i]]; Print[N[al[i]1]]].

Jak widzimy wyniki szybko stabilizuja si¢ blisko liczby 2,23607. Spodziewamy sie zatem,
ze nasz ciag bedzie zbiezny do skoniczonej granicy g & 2,23607. Oczywiscie jesli takie g
istnieje, to musi spelniaé r()wnanieEI g = f(g). By znalez¢ g wpisujemy

Solve[f [x]==x, x].

Wynikiem sa dwa rozwiazania g = 4++/5. Jest jasne, ze startujac z a; > 0 nigdy nie
dostaniemy a, < 0, a zatem mozemy odrzucié¢ ujemne rozwiazanie. Zostat nam jeden
kandydat na granice g = v/5 ~ 2.23607.

Czesto owocnym pomysltem bywa badanie monotoniczno$é rozwazanego ciqguﬂ Intere-
suje nas odpowiedz na pytanie kiedy an+1 = f(an) > a,?

Reduce [{x>0, x<f[x]}, x].

Okazuje sie, ze ma to miejsce dokladnie wtedy, gdy a, € [0,v/5). Zbadajmy z kolei,
kiedy ten warunek ma miejsce.

Reduce [{x>0, f[x]1<Sqrt[5]1}, x].

Wynikiem jest False, co oznacza, ze dla wszystkich x > 0 zachodzi f(z) > v/5 (Czytelnik
zechce to udowodni¢ na bazie nier6wnosci pomiedzy $rednimi).

Podsumujmy nasze rozwazania. Wiemy, ze f(z) > /5 o ile tylko z > 0. Wobec tego
wszystkie wyrazy ciagu a, poczawszy do as = f(a1) beda nie mniejsze niz /5. Ponadto,
jezeli x > /5 to f(z) < x, a zatem poczawszy od n = 2 bedziemy mieli

anp+1 = f(an) < ap.

Ciag a, jest zatem nierosnacy poczawszy od n = 2 i jednoczesnie ograniczony z dotu (na
przyktad przez 0, ale tez przez /5), wiec zbiezny. Jego granica jest oczywiscie g = /5
wyznaczone wczesniej.

Na koniec dwie uwagi. Ciekawym pomyslem bywa czesto zamiana badanego ciaggu a, na

ciag a, — g lub “7”, gdzie g jest kandydatem na granice. W rozwazanej sytuacji b, := %

1 1
by == (b + —
=3 (bt )
*Wynika to z ciaglosci f.

SPonownie obserwacja empiryczna moze tutaj pomoc — sprobuj wypisa¢ poczatkowe wyrazy ciagu z
wieksza dokladnoscia numeryczna.

spelnia rekurencje




o analogicznych wtasnosciach jak poprzednio, ale nieco prostsza do badania.
Czesto warto takze zwizualizowaé sobie przebieg funkcji zadajacej rekurencje na wykresie
(wiecej na ten temat w podrozdziale 3.1)).

wykres = Plot[{f[x], Sqrt[5], x}, {x, O, 15}].

Wyznaczone wezesniej whasnogei funkeji (f(z) > /5, f(z) > 2 dla x > /5) dogé ta-
two zinterpretowaé na powyzszym rysunku. Zaznaczyliémy tez tam dodatkowo punkty
o wspotrzednych (an,an+1 = f(an)) dla kilku poczatkowych wyrazéw ciagu. Uktadaja
sie one na tamanej zbiegajacej do punktu (v/5,v/5 = f(v/5). Czy potrafisz zinterpretowaé
te tamana?

Zadanie 2.5. Zbada¢ zbiezno$é ciagu

ap = a, an+1:a%—4an+5

w zaleznosci od parametru a.

Rozwiazanie:

Majac juz pewne obycie z podobnymi ciggami obserwujemy, ze nasz ciag ma postaé
ani1 = f(ayn), gdzie f(z) = 22 — 42 +5. Spodziewamy sie, ze ciagg ten bedzie zbiezny do
pewnego punktu statego f, tzn. ze granica g bedzie spelia¢ g = f(g). Oczywiscie jesli
an jest zbiezny do skoniczonej granicy g, to musi zachodzié r()wnoéc’lﬂ g=f(g).

Solve[x~2 - 4x + 5 == x, x].

Mamy dwa rozwiazania, czyli dwoch kandydatéw na granice

o _2\/5 ~ 1.38 oraz > +2\/5

~ 3.61.

Oczekujemy, ze ustalajac wartoé¢ ag = a pomiedzy tymi dwoma liczbami uzyskamy ciag
zbiezny do jednej z nich. Postepujac standardowo musimy pokazaé¢, ze nasz ciag jest
ograniczony i monotoniczny. Zeby oszczedzi¢ sobie trudu, wypiszmy kilka pierwszych
wyrazow a, dla ag = 1,5

SWynika to z ciagltosci f.
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al0]=1.5

flx_]:=x"2 - 4x + 5

For[i=1, i<15, i++, al[i]=f[al[i-1]]]
For[i=0, i<15, i++, Print([ali1]]].

W wyniku dostaniemy nastepujacy ciag liczb

.5

.25
.5625
.19141
.656382
.11984
.77469
.05077
.90104
.00979
.98051
.00038
.99924

I I S e e e e T e e e S N e N

Wida¢ teraz, ze nasz ciag nie jest monotoniczny. Obserwujac pierwsze 15 wyrazéw mo-
zemy ponadto wyciagnaé wniosek, ze ciag a, oscyluje pomiedzy wartoscia 1 1 2. Zmie-
niajac wartosé¢ ag mozemy obserwowaé co sie dzieje jesli startujemy z innego miejsca.
Zadanie 2.6. Obliczy¢ warto$¢ pierwszych 20 wyrazéw ciagu a, dla

e ag = 3(5++5)—0.01
e ap=1(5++/5)+0.01
e ap=1(5—+/5)—0.01
e ag = 3(5—/5)+0.01
e ap=3(5—+5)—1-0.01
e ap=3(5—+5)—1+0.01.

Uwaga 1. Przy wypisywaniu wartosci liczbowych warto skorzysta¢ z funkcji N[...].

W wyniku poczynionych obserwacji mozemy pokusi¢ sie o nastepujace
Stwierdzenie.

o Jesli ag = (5 +V/5), to cigg a, jest staty.
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o Jesliap € (5(5—5)—1,2(5—V5))U(3(5—V5),3(5+V5)), to cigg a,, ma dwa
zbiezne podciggt asy 0raz as,—1. Jeden z tych podciggow zbiega do 1, a drugi do 2.

o Jesli ag < 5(5—/5) — 1 badz ap > (5 + /5), to ciag a, rozbiega do +oc.

Oczywiscie nie mamy jeszcze dowodu, a jedynie empiryczne obserwacje. Sciste uza-
sadnienie powyzszego stwierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi. Przydatne moga by¢é
nastepujace uwagi:

e Chcac badaé ciagi agyp 1 ag,—1 warto wykonac nastepujace operacje

flx_]:=x"2 - 4x + 5
Simplify[f[f[x]1]]
Solve[f[f[x]] == x, x].

Pomoze nam to udowodnié¢ monotonicznosé podciagdéw agy, i agp—1-

e Dla ag w przedziale (%(5 —V5) -1, 1) warto obliczy¢ a1 i w ten sposob sprowadzié
ten przypadek do wczeéniej rozpatrzonych.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 2.7. Rozwazmy ciag Fibonacciego F,, zadany rekurencyjnie

Fn+2:Fn+1+Fn

Fy
Fn+1 )

dla wartosci poczatkowych Fy = F» = 1. Zbada¢ zbieznosé¢ ciagu =, :=
Zadanie 2.8. Zbada¢ zachowanie ciagu

ag = a, an+1:a%—9an+20

w zaleznosci od parametru a.
Zadanie 2.9. Zbada¢ zachowanie ciagu

_ _ 3.2, 11
ag = a, Unt+1 = —50;, + 5 ap — 2

w zaleznogci od parametru a.
Zadanie 2.10. Zbhada¢ zachowanie ciagu
3,2 13
ap = a, Up+1 = 50, — 5 0n + 8
w zaleznogci od parametru a.
Zadanie 2.11. Zbada¢ zachowanie ciggu

_ _ 3,2
ag = a, ap+1 = 505, — 50, — 1

N[

w zaleznosci od parametru a.
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2.3 Rekurencje liniowe

Nowe umiejetnosci: rozwigzywanie ogélnych rekurencji liniowych.
Skrypt: Rozdzial 2. (podlinkowac)

Ponizsze zadanie postuzy nam jako pretekst do dosé ogélnych rozwazari i wyciaggania
wnioskéw na temat rekurencji liniowych.
Zadanie 2.12. Znalez¢ wzor jawny na n-ty wyraz ciggu rekurencyjnego

(2) apt2 = 2ap41 + 20,
(3) ai=1 a9 =4.
Rozwiazanie:

Jedli nie dysponujemy lepszym pomystem mozemy zaczaé¢ od wypisania kilkunastu po-
czatkowych wyrazow ciggu. By¢ moze patrzac na wyniki wpadnie nam co§ do glowy.

al1]=1, a[2]=4
For[i=2, i<15, i++, ali+1] =2 al[il+2 ali-1];Print([ali]l]l].

Podstawowa obserwacja jaka sie nasuwa jest to, ze ciag a, szybko rosnie. Sprébujmy
zbadaé¢ charakter tego wzrostu: czy ciag zachowuje sie podobnie do ciggu n®, czy ra-
czej jak cigg geometryczny ¢"7 Ciekawego spostrzezenia mozemy dokona¢ badajac na
przyktad ilorazy sasiednich wyrazéw:

For[i=2, i<1b, i++, Print([N[alil]/ali-1]11].

Okazuje sie, ze wartosdci tych ilorazow dosé szybko staja sie bliskie liczbie 2,73205. Wi-
dzimy zatem, ze nasz cigg zachowuje sie podobnie do ciggu geometrycznego o przyroscie
2,73205. Postawmy zatem pytanie czy ciag geometryczny a, = ¢" moze spetiaé re-
kurencje postaci ? Wstawiajac a, w powyzszej postaci do dostaniemy réwnanie
q"t? = 2¢"*! + ¢". Po odrzuceniu malo interesujacego przypadku ¢ = 0 otrzymamy
rownanie kwadratowd’|

P =2¢+2,

ktorego pierwiastkamisa q; = 1—v/3 ~ —0, 73205 oraz gz = 14+/3 ~ 2, 73205 (oczywiscie
to rownanie takze mozna rozwiazaé za pomoca programu Mathematica uzywajac funkcji
Solve). Drugi ze znalezionych pierwiastkow wyglada znajomo — to liczba wyznaczona
doswiadczalnie przy badaniu ilorazéw sasiednich wyrazéow w ciggu! Zobaczmy zatem jak
bardzo podobny jest ciag a, do ciaggu geometrycznego (1 + /3)"?

For[i=2, i<15, i++, Print([N[a[i]l/(1+Sqrt[3]1)~i]]1].

"Réwnanie to nazywamy réwnaniem charakterystycznym rekurencji .
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Jak widzimy powyzsze ilorazy robia sie coraz blizsze liczbie % Zbadajmy zatem jak
zachowuje sie ciag b, := a, — %(1 +/3)" powtarzajac rozumowanie uzyte do badania
ciagu a,.

bln_]:=aln]-1/2(1+Sqrt[31) n
For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]]]1]
For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[il/bl[i-11111.

Co ciekawe, ciag b, zachowuje sie podobnie jak ciag geometryczny o postepie —0.732051 =
1 — /3! Sprawdzmy jak wyglada odpowiedni iloraz:

For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]/(1-Sqrt[3]1)~il]1].

7 uzyskanych wynikéw mozna wnioskowad, ze b, %(1 —/3)", skad oczywiscie

(4) = %(1 +v3)" + %(1 —V3)"

Rzecz jasna przeprowadzone wyzej obliczenia nie sa dowodem matematycznym, tylko
procedura pozwalajaca wyrobié sobie pewne intuicje i znalezé odpowiedniego kandydata
na rozwigzanie. Czytelnik zechce samodzielnie przeprowadzi¢ prosty dowdd indukeyjny,
ze ciag opisany wzorem () faktycznie spelnia warunki (2)) i (3)).

Warto jednak przyjrzeé sie postaci wyniku i pewnym elementom naszego rozumowania.
To co pokazalismy $cisle to fakt, ze ciagi ¢7' i ¢y spelniaja rekurencje . Natomiast nasze
rozwiazanie ktore spelia dodatkowo warunki poczatkowe (3]) jest pewna kombinacja
liniowg aq} +bgy tych szczegolnych c1@gow Chwila zastanowienia Wystarczy by wyjasnié
te sytuacje — poniewaz rekurencja (2|) jest liniowa, jezeli dwa ciagi a, i a spelniaja ja
to kazda ich kombinacja liniowa tez bedzie ja spelniaé. Wystarczy teraz znalezé taka
kombinacje, ktora bedzie spetniata warunki poczatkowe !

Dysponujac powyzsza wiedzg mozemy rozwiazaé pokrewne problemy znacznie szybciej.
Dla przyktadu rozwiazmy rekurencje

(pt2 = 2ap41 + 20y,
a; — 1 as — 2.

Wiemy juz, ze rozwigzania nalezy szuka¢ w postaci a, = a(l + v/3)" + b(1 — V/3)",
a wspoétczynniki a i b nalezy dobraé tak, zeby spetnione byty warunki poczatkowe.

Solve[{a(1+Sqrt[3])+b(1-Sqrt[3])==1,
a(1+Sqrt[3]) ~2+b(1-Sqrt [3])~2==2},{a,b}]

3+\/§ : _ =1 :
Gy b= 575 a wiee

Rozwiazaniem jest a =

_3+V3 =l e
an—6(1+\/§)( +V3)" + \/§(1 V3)".

W istocie to co zrobiliémy wyzej mozna zgrabnie uogélnié w nastepujacy sposoéb.
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Twierdzenie 1. Zatdzmy, Ze ciag x, spetnia rekurencje
Tpt2 = Axpi1 + By,
z warunkami poczgtkowymi x1 © xo. Zaldzmy, zZe rownanie charakierystyczne
q2 =Aq+ B

ma doktadnie dwa rézine pierwiastki rzeczywiste q1 i qo. Wowcezas n-ty wyraz ciggu x,
dany jest wzorem
Tn = aqi + bgy,

gdzie liczby a 1 b sq rozwigzaniami uktadu rownan liniowych

aqi + bga = x1
aq% + bq% = T9.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:
Zadanie 2.13. Znalezé wz6r na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego

Fn+2 = Fn+1 +Fn7
F=F=1
Korzystajac z wyniku obliczyé granice ciagu x, := Ff e Poréwnaé¢ wynik z wynikiem
zadania z poprzedniego podrozdziatu.
Zadanie 2.14. Rozwiaza¢ rekurencje

bn+2 = 2bn+1 + 2bn -3,
by =2 by=5.

Wskazéwka: Rozwazy¢ ciag a, = b, + ¢ i dobraé c tak, aby pozby¢ sie wyrazu wolnego
w zaleznosci rekurencyjnej. Zaproponowaé ogoélng metode rozwigzywania rekurencji po-
staci

Tniy2 = A$n+1 + Bx, + C.

Zadanie 2.15. Udowodni¢ twierdzenie [Il

Zadanie 2.16. Co sie stanie, gdy w twierdzeniu [I] rownanie charakterystyczne ma
pierwiastek podwojny (na przyktad dla rekurencji ani2 = 2ap4+1 — ap)? Czy mozna
wtedy zawsze rozwiaza¢ rownanie na wspdtczynniki a i b7 Dlaczego nie? Sprébuj znalezé
ogblna postaé rozwiazania w takiej sytuacji. Co sie dzieje gdy réwnanie charakterystyczne
ma pierwiastki zespolone (na przyktad dla rekurencji b2 = —bpy1 — by)?

Zadanie 2.17. Powtorzy¢ rachunki z rozwiazania zadania ze strony [I3| wypisujac wiecej
wyrazow ciagow a, i b, (powiedzmy 50). Zaobserwowaé, ze ilorazy b:’_ll przestaja by¢
bliskie —0.732051 dla n > 20. Dzieje sie tak dlatego, ze liczby b,, obliczane sa z pewng
skoniczona doktadnoscia. Poniewaz ciag b, zbiega do 0 (i to szybko), w pewnym momen-

cie dokladnosé¢ staje sie poréwnywalna z rzeczywistymi wartosciami b, i drobne btedy
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w wartoéci b, przektadaja sie na duze btedy w ilorazie. Zobacz, ze numeryczne wartosci
ilorazu zmieniaja znak z ujemnego na dodatni, co oczywiscie nie powinno mie¢ miejsca.
Warto pamietaé o problemach tego typu i nie ufaé¢ bezkrytycznie liczbom podawanym
przez komputer.

Zadanie 2.18. Mathematica dysponuje procedurg RSolve [réwnanie,cigg,indeks], ktéra
stuzy do rozwiazywania rekurencji. Przyktadowo, do obliczenia wzoru ogélnego na reku-
rencje rozwazang na poczatku tego rozdziatu sktadnia powinna wygladaé nastepujaco:

RSolve[{a[n+2] ==2 a[n+1]+2 aln], al[i1l==1, a[2]==4}, aln], n].

Uzy¢ powyzszej funkcji do sprawdzenia, czy wyniki uzyskane w poprzednich zadaniach
sa prawidtowe. Sprobowaé uzyé tej funkcji do wyliczenia ogélnych wzoréw na rekurencje
rozwazane w poprzednim rozdziale.

2.4 Fraktale

Nowe umiejetnosci: wprowadzenie do teorii fraktali.

Nowe funkcje:
Mathematica Mazima Komentarz
While [fest body] for zmienna: start petla while
while test do body; done
Table Lexpr,{min,maz,krok}]| makelist(expr, zmienna, | generowanie tabeli =z

min, mazx) wynikami operacji
ArrayPlot [tabelal Plot2d([discrete,listal, wykres na podstawie
) danych z tabeli/listy

Zbiory fraktalne (albo fraktale) to obiekty cechujace sie pewnym samopodobienstwem.
Jednym z najbardziej znanych przyktadéw takich zbioréw jest krzywa trojkgtowa Sier-
pinskiego — bedaca symbolem polskich Olimpiad Matematycznych. Teoria zbioréw frak-
talnych zaczeta rozwijaé sie w latach 70tych w duzej mierze dzieki mozliwosciom oblicze-
niowym komputeréw. W tym podrozdziale pokazemy jak tworzy¢ takie zbiory z uzyciem
oprogramowania, CAS. Wiecej informacji na temat fraktali znajdzie Czytelnik w mono-
grafii [3].

W podrozdziale 2.2) widzielismy jak bada¢ zbieznosé ciagow zadanych rekurencyjnie, tzn.
zadanych w postaci

(5) ap = a, an = flan-1),

gdzie f jest pewna funkcja. Pracujac z takimi ciggami mozna sie zastanawiaé czy jest
jakag ogdlna regula rzadzaca ich zachowaniem. Jednym z nasuwajacych sie pytan jest:
jak zmienia sie zachowanie ciggu, gdy zmieniamy wartoSé poczgtkowq ag = a? Do tej
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pory badalidémy ciagi o wartosciach rzeczywistych ale najciekawsze rzeczy dzieja sie gdy
przejdziemy do ciaggdéw o wartoéciach zespolonych.
Na poczatek ustalmy funkcje f : C — C. Niech to bedzie wielomian stopnia 2, np.

flz)=22+c.

Liczba ¢ € C jest parametrem, ktory bedziemy zmienia¢. Dla ustalenia uwagi pot6zmy
c=1-— %(1 ++/5). W programie Mathematica definiujemy powyzsza funkcje nastepujaco

¢=1-0.5%(1+Sqrt [5])
flz_]:=z"2+c .

Pytamy sie: dla jakich wartosci ag cigg rekurencyjny dany przez bedzie zbieiny?
W podrozdziale widzieliSmy, ze w ogdlnosci takie ciagi nie musza by¢ zbiezne ale
moga oscylowaé¢ wokot pewnych wartosci. Moglidmy sie tez przekonaé, ze przyjmujac za
ap roézne wartosci ciagg albo oscylowal albo byl rozbiezny do nieskoficzonosci. W takim
razie lepiej zmienié nasze pytanie na: dla jakich wartosci ag cigg a, jest ograniczony?
By na nie odpowiedzie¢ zastosujemy pewna heurystykeﬂ Obliczymy kilka (np. 10)
pierwszych wyrazéw ciagu a, i uznamy, ze jest on ograniczony jesli modut wszystkich
dziesieciu kolejnych wyrazéw jest mniejszy niz np. 10. Zdefiniujemy teraz w Mathematica
funkcje, ktora bedzie sprawdzac, czy dla danego ag = a otrzymamy ciag ograniczony

ogrla_]:=(z=a; n=0;
While[Abs[z]<10 && n<10, z=N[f[z]]; ++n];
1-Min[{Abs[z],10}]1/10)

Przyjrzyjmy sie powyzszemu poleceniu. Definiujemy funkcje ogr zmiennej a. Funk-
cja ta wykorzystuje dodatkows zmienng z, ktéra bedzie przechowywaé kolejne obliczone
wartosci ciggu oraz zmienna n, ktéra kontroluje ilos¢ iteracji petli. Nastepnie wykonu-
jemy petle, w ktérej dokonujemy podstawienia z = N[f[z]] tak dtugo az z bedzie miato
modut wiekszy od 10 lub az wykonamy 10 powtorzen. Na koniec funkcja ogr zwraca
warto§é 1 - Min[{Abs[z],10}] / 10, czyli 1 minus minimum z modutu z i 10 podzie-
lone przez 10. Taka definicja zapewnia, ze ogr[a] zawsze zwrdci wartosé¢ z przedziatu
(0,1). Wartos¢ bliska 0 oznacza, ze ciag jest ograniczony, a wartosé¢ bliska 1 oznacza, ze
jest nieograniczony.

Zeby zobaczy¢ co sie dzieje dla poszczegblnych punktow na plaszezyznie zespolonej
wygenerujemy obrazek. W tym celu postuzymy sie funkcjami programu Mathematica
ArrayPlot oraz Table. Pierwsza z nich rysuje obrazek na podstawie danych przekaza-
nych jako tablica, a druga generuje tablice.

ArrayPlot[Table[ogr[x + I*y], {y,-1,0,0.01}, {x,-1.5,0,0.01}]1]

8 Heurystyka w informatyce to metoda znajdowania rozwigzan, dla ktoérej nie ma gwarancji znalezienia
rozwigzania optymalnego, a czesto nawet prawidlowego. Heurystyki uzywa sie jej czesto, gdy algorytm
wyliczania pelnego rozwigzania nie jest znany, albo jest zbyt kosztowny obliczeniowo.
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Polecenie Table[ogr[x + Ixy], {y,-1,0,0.01}, {x,-1.5,0,0.01}] generuje tablice
dwuwymiarows zawierajaca wartosci funkcji ogr [x + Ixy]. Parametry {y,-1,0,0.01}
oraz {x,-1.5,0,0.01} wskazuja w jakich przedziatach zmieniaja sie x i y. Tutaj wartosci
x zmieniaja sie w przedziale [—1, 5; 0], a wartosci y w przedziale [—1;0]. Liczba 0.01 mowi
o ile zmienia sie wartos¢ x i y gdy przesuwamy sie o jeden piksel na obrazku. Ten spo-
s6b generowania obrazkéw jest wysoce nieefektywny i zanim komputer skoniczy pracowaé
moze mina¢ kilka minut. Niemniej jednak po pewnym czasie na ekranie powinien pojawi¢
sie¢ Rysunek [I} Brzeg zaciemnionego obszaru jest bardzo nieregularny. Zmieniajac para-

Rysunek 1: Punkt (0,0) znajduje sie w prawym dolnym rogu. Startujac z punktow
w ciemnym obszarze ciag a, pozostaje ograniczony.

metry {y,-1,0,0.01} i {x,-1.5,0,0.01} na {y,-1,0,0.001} oraz {x,-1.5,0,0.001}
mozemy zwiekszy¢ doktadnosé (oczywiscie kosztem czasu obliczeri). Zbiér widoczny na
rysunku nazywa sie, w naukowej nomenklaturze, wypetnionym zbiorem Julii wielomianu
72).

Zainteresowany Czytelnik moze dowiedzie¢ sie wiecej na temat tych zbioréow wybiera-
jac sie na wykltad z Ukladéow Dynamicznych lub zagladajac do monografii [3]. Tutaj
sygnalizujemy jedynie, ze temat jest cieckawy i wysoce nietrywialny.

Sprébujmy zmieni¢ nieco parametry. Ustawmy ¢ = (¢—2)+(¢—1)i, gdzie ¢ = 5(1+/5)
i wykonajmy nasz program od poczatku.

phi = 0.5%(1 + Sqrt([5])
¢ = (phi - 2) + (phi - 1)*I
flz_]1:=z"2 + ¢
ogrla_]l:=(z = a; n = 0;
While[Abs[z] < 10 && n < 10, z = N[f[z]]; ++n];
1 - Min[{Abs[z],10}] / 10)
ArrayPlot[Tablel[ogr[x + Ixyl, {y,-1,1,0.01}, {x,-1.5,1.5,0.01}]]
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Rysunek 2: Kolejny przyktad fraktala.

Na ekranie powinien pojawié¢ sie Rysunek
Czytelnik moze poeksperymentowaé z innymi warto$ciami parametru c. Proponujemy
wyprébowaé nastepujace wartosci

c=—0,840,1567,
c=0,285+0,013,
c=-1,5,

c=1.

W tym kontekscie wypada jeszcze wspomnieé znanym zbiorze Mandelbrota. Jest to pod-
zbioér plaszczyzny zespolonej C zawierajacy te liczby ¢ € C, dla ktérych ciag Z wa-
runkiem poczatkowym ag = 0 pozostaje ograniczony.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 2.19. Narysowaé zbiory Julii dla wartosci parametru ¢ sugerowanych wyzej.
Zadanie 2.20. Poeksperymentowaé z pakietami fractals oraz dynamics w programie
Mazima.

Zadanie 2.21. Przy pomocy funkcji julia z pakietu dynamics wygenerowaé obraz
zbioru Julii dla wartodci parametru ¢ sugerowanych wyzej.

Zadanie 2.22. Za pomocg oprogramowania CAS narysowaé zbior Mandelbrota.

3 Badanie funkcji rzeczywistych

3.1 Wykresy funkcji

Nowe umiejetnosci: rysowanie wykreséw krzywych zadanych na rézne sposoby.
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Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz

Plot [funkcja, zakres] plot2d wykres funkcji

ParametricPlot plot2d([parametric,...]) | wykres funkcji danej pa-
rametrycznie

PolarPlot plot2d([parametric,...]) | wykres funkcji danej we
wspolrzednych bieguno-
wych

ContourPlot contour_plot wykres poziomic funkcji
(funkcje uwiktane)

Animate [wykres, param.] brak dynamiczne wykresy

Graficzne przedstawienie obiektéw matematycznych pozwala czesto lepiej zrozumieé ich
nature. W tej czesci zajmiemy sie obrazowaniem krzywych.
Prosty wykres tworzymy za pomoca polecenia Plot [funkcja,zakres]. Przyktadowo

Plot[x~2, {x, -10, 10}]
daje nastepujacy efekt:

80
60
40

20

10 -5 5 10
Na jednym obrazku mozemy tez umiescié kilka wykreséw jak w ponizszym przyktadzie
Plot[{x, 2 Sinl[x]}, {x, -2, 4}].

Wynik wyglada nastepujaco:
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Ten sam efekt uzyskaliby$my takze nastepujaca sekwencja komend:

wyk1=Plot [x,{x,-2,4}];
wyk2=Plot[2 Sin[x],{x,-2,4}];
Show [wykl,wyk2] .

Jedli zalezy nam na bardziej wyrafinowanym wygladzie mozemy kazaé¢ Mathematice zmie-
ni¢ podstawowe parametry wykresu. Wymierimy kilka wazniejszych: PlotRange okresla
zakres wartodci jaki ma byé¢ pokazany, AspectRatio definuje stosunek wysokoéci do sze-
rokosci rysunku, Filling definiuje kolorowanie, natomiast PlotStyle okresla styl forma-
towania wykresu. Szczeg6towe informacje, w tym takze omoéwienie wielu dodatkowych
opcji wraz z przyktadami, mozna znalez¢é w obszernej dokumentacji programu Mathema-
tica |5).

Przyktadowo taki efekt

|
=
(6)

o

Uzyskamy za pomocg komendy

Plot[{x, 10 Sin[x]}, {x, -10, 10}, PlotRange -> {-15, 10},
AspectRatio -> 0.3, Filling -> {1 -> {2}},
PlotStyle -> {Automatic, Dashed}].

W praktycznych zastosowaniach nie zawsze mamy do czynienia z wykresami funkcji opi-
sywalnych prostym wzorem. Czasami chcemy narysowa¢ krzywa dana w postaci pa-
rametrycznej, albo uwikltanej. Mathematica dysponuje odpowiednimi narzedziami aby
poradzi¢ sobie rowniez w takiej sytuacji. Omoéwimy teraz kilka prostych przyktaddow.
Krzywa w postaci parametrycznej nazywamy zbiér opisany nastepujaco

C={(z(t),y(t)) : t € [a, 0]},

gdzie x i y sa pewnymi funkcjami zmiennej ¢t. Do opisu tego typu zbioréw Mathematica
dysponuje funkcja ParametricPlot. Przyktadowo

ParametricPlot [{Sin[2 t], Cos[5 t1}, {t, 0, 2 Pi}]

i koricowy efekt:
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Powyzsza krzywa to szczegblny przypadek tak zwanych krzywych Lissajous, ktére poja-
wiajg sie w naturalny sposéb w opisie drgari harmonicznych. Ogélnie zbiory takie maja
posta¢ z(¢) = Asin(ap) i y(¢) = Bcos(bp + ¢o). Odpowiada to nalozeniu na siebie
dwdch drgari o réznych czestosciach a i b, réznych amplitudach A i B oraz przesunieciu
w fazie o § + ¢o. Krzywa zamknieta uzyskujemy wtedy i tylko wtedy, gdy stosunek
czestodel ¢ jest liczbg wymierng. Poréwnajmy kilka krzywych tego typu

Table[ParametricPlot [{Sin[k t], Cos[3 t]1}, {t, 0, 2 Pi}], {k,1,4,1}]
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Uzylismy do tego celu polecenia Table. Sekwencja {k,1,4,1} okresla zakres jaki prze-
biega parametr k. Sa to klejne liczby od 1 do 4 rosnace co 1.
Przy okazji warto wspomnie¢ o funkcji Animate. Czytelnik zechce wpisaé¢ komende

Animate[ParametricPlot [{Sin[k t], Cos[3 t]1}, {t, 0, 4 Pi}], {k, 1, 43}].

Za pomoca suwaka mozemy teraz zmienia¢ warto$¢ parametru k na przedziale [1,4] i
obserwowac jak reaguje na to wykres krzywej.

Innym sposobem opisu krzywej jest posta¢ biegunowa r = r(¢), gdzie r jest odlegtoscia
danego punktu od srodka uktadu wspoétrzednych, natomiast ¢ to kat pod jakim dany
punkt widzimy wzgledem osi OX.
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Posta¢ biegunowa jest specjalna formg postaci parametrycznej, gdzie parametryzujemy
za pomoca kata ¢:

z(¢) = r(¢) cos(¢),
y(9) = r(¢)sin(¢).

Najprostszym przyktadem krzywej tego typu jest okrag. Odpowiednie réwnanie to oczy-
wiscie r = const.

Krzywa zadana w postaci biegunowej rysujemy za pomoca polecenia PolarPlot. Jako
przyktad uzycia rozwazmy trdjlistnik:

PolarPlot[ Cos[3 Phi], {Phi, O, 2 Pil}]

0.5

o5 0-5\//-0

051

Na koniec zobaczmy jak mozna wykresla¢ krzywe zadane w sposéb uwiktany jako roz-
wigzania pewnego réwnania

flz,y) =c.

Stuzy do tego funkcja ContourPlot. Z jej pomoca mozemy narysowac na przyktad krzywa
nazywana lisciem Kartezjusza:

ContourPlot[y~3 + x°3 - 3 x y == 0, {x, -2, 2}, {y, -1.5, 2},
Axes->True, Frame->False]
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Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 3.1. Narysowaé wykres cykloidy (krzywej jaka zakresla punkt na kole toczacym
sie po prostej), danej w postaci parametrycznej

z(t) = a(t — Asin(t)), y(t) = a(l — Acos(t)).

Wielkosé a odpowiada promieniowi toczacego sie kota, natomiast A - a oznacza odlegtosé
rozwazanego punktu od srodka kota. Dla A > 1 méwimy o cykloidzie wydhuzonej a dla
A < 1 o skroconej.

Zadanie 3.2. Znalez¢ postaé parametryczng i narysowaé wykres epicykloidy, czyli krzy-
wej jaka zakreéla punkt kola toczacego sie po zewnetrznej krawedzi innego kota. Zaob-
serwowaé, ze krzywa zamknieta otrzymamy tylko wtedy, gdy stosunek promieni obu két
jest liczba wymierna. Czy potrafisz to udowodnié¢?

Zadanie 3.3. Narysowaé slimak Pascala dany w postaci biegunowej rownaniem r =
acos(¢) + [. Slimak Pascala dla parametréw a = | nazywamy kardioidg. Wykazac, ze
kardioida to epicykloida powstalta przez toczenie punktu na brzegu kota o promieniu a
po zewnetrznej krawedzi kota o takim samym promieniu.

Zadanie 3.4. Narysowaé krzywq stozkowg zadang biegunowo zaleznodcia r = ﬁgsw)’
gdzie e > —1 1 p > 0 sa parametrami. Zbadaé¢ jak zmienia sie charakter krzywych w
zaleznosci od parametru e. Sprobuj inaczej opisac te krzywe dla e = —1, e € (—1,0) i
e=0.

Zadanie 3.5. Przedstawic¢ lis¢ Kartezjusza w postaci parametrycznej. Wykazaé, ze
prosta z + y + 1 = 0 jest asymptota tej krzywej.

3.2 Przebieg zmiennosci funkcji

Nowe umiejetnosci: rézniczkowanie funkcji, badanie ich przebiegu, wyznaczanie eks-
tremow, punktéw przegiecia, asymptot, itp..

Skrypt: Rozdziaty 51 6. (podlinkowac)
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Mathematica Mazima Komentarz

D[f [x],x] diff (f(x),x) pochodna funkcji

Factor [ezpr] factor(expr) rozktad na czynniki

Select [lista,pred] lreduce(lambda([1l,e], wybiera z listy te elementy,
if pred then cons(e,l) ktore spelniaja predykat
else 1), lista ,[1); pred

Przy badaniu przebiegu zmiennosci funkcji, oprogramowanie typu CAS okazuje sie bar-
dzo przydatne. Dla sporej klasy funkcji f : R — R mozemy automatycznie obliczyé
pochodne, znalez¢ pierwiastki rownan f(z) = 0, czy f'(x) = 0, a nawet znalez¢ ekstrema
lokalne i obliczyé granice w nieskoniczono$ci. Wymienione operacje mozemy wykonaé
zaréwno symbolicznie jak i numerycznie. Niezmiernie przydatne okazuje sie czesto na-
szkicowanie wykresu rozpatrywanej funkcji. Przy tym wszystkim trzeba jednak pamietaé,
ze programy typu CAS to tylko narzedzia, z ktorych trzeba inteligentnie korzysta¢. Na-
lezy mie¢ na uwadze, ze obliczenia na komputerze sa zawsze obarczone pewnym bledem,
wynikajacym z ograniczonej doktadnosci rachunkow. W szczegdlnodci wykresy funkcji
rysowane na ekranie monitora nalezy zawsze traktowaé jako pewne przyblizenie, ktére
cho¢ zazwyczaj pozwala budowaé¢ prawidlowsa intuicje, czasem moze by¢ zwodnicze. Za-
cznijmy od prostego przykltadu

Zadanie 3.6. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji danej wzorem

f(a) 64 — 1202 + 7022 — 1523 + z*
:L' _=
—54 + 45x — 1222 + 23

Rozwiazanie:
Dla ustalenia uwagi przypomnijmy co nalezy zrobi¢:

e znalez¢ maksymalny podzbior R, na ktérym mozna okredli¢ f powyzszym wzorem,
e znalezé zera f,

e znales¢ granice w krancach przedziatéw okreslonodci,

e znalezé zbibr, w ktérym f jest rézniczkowalna,

e znalezé przedzialy monotonicznodci i ekstrema lokalne

e znalez¢ przedziaty wypuktodci 1 wklestosci oraz punkty przegiecia,

e znalez¢ asymptoty jesli istnieja,

e naszkicowaé wykres.

Funckcja f jest ilorazem dwoch wielomianéw, wiec maksymalng dziedzing funkcji bedzie
zbior tych x, dla ktérych mianownik sie nie zeruje. Nalezy zatem znalezé pierwiastki
réwnania

—54 + 45z — 1227 + 2% = 0.
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Wystarczy wykonaé polecenie:
Solve[-54 + 4bx - 12x~2 + x~3 == 0, x].

Dowiemy sie, ze s3 dwa rozwiazania x = 3 oraz x = 6, przy czym x = 3 jest podwdjne.
Maksymalna dziedzing naszej funkcji jest zatem zbior

Domy = (—00,3) U (3,6) U (6,00).
Do znalezienia miejsc zerowych naszej funkcji mozemy postuzyé sie poleceniem Factor
Factor[64 - 120x + 70x~2 - 15x~3 + x~4].

Dowiemy sie stad, ze f(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2 =1, 2 =2, 2 =4 lub x = 8.
Do obliczenia granic na krancach przedzialéw okreslonosci postuzy nam znane juz pole-
cenie Limit?]

Limit [f[x],x -> -Infinity]
Limit[f[x],x -> 3, Direction -> 1]
Limit[f[x],x -> 3, Direction -> -1]
Limit[f[x],x -> 6, Direction -> 1]
Limit[f[x],x -> 6, Direction -> -1]
Limit [f[x],x -> Infinity].

Stad mamy
i = — i — i
Jam f(x) 0 B 11517 f(x) 00 wng f(x) = —o0
1. — 1‘ _ — ].‘ = .
R 1r(I)}_ f(a:) +00 E H(rjl 7‘(:1:) = —00 Zlm f(x) “+00

Dla wyznaczenia punktow rozniczkowalnodci f nalezy obliczyé pochodng i zobaczyé gdzie
jest dobrze okreslona. W Mathematice wyliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej jest
bardzo proste. Wystarczy napisaé

f2[x] albo D[f[x],x]

Wynik moze nie by¢ zbyt czytelny, dlatego skorzystamy z funkcji Simplify
fplx_] := Simplify[f’[x]]

fplx]

i dowiemy sie, ze pochodna jest opisana wzorem

() —1200 + 1608z — 78022 + 18223 — 212* + 2°
xr) = - .
(=6 + x)2(—3 4 z)3

Od razu wida¢, ze pochodna istnieje wszedzie poza punktami z = 6 oraz x = 3, czyli f
jest rézniczkowalna w catej swojej dziedzinie.

Poniewaz f jest rézniczkowalna wszedzie gdzie jest okreslona, wiec do zbadania monoto-
niczno$ci mozemy postuzy¢ sie pochodng. Szukamy miejsc zerowych pochodnej

9Uwaga! Przypomnijmy, ze parametr Direction -> 1 oznacza granice lewostronng, a Direction ->
-1 granice prawostronng.
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Solve[fplx] == 0, x]

co niestety nie daje satysfakcjonujacego rezultatu. W naszym przypadku pierwiastki
rownania f'(z) = 0 nie wyrazaja sie zadnym tadnym wzorem. Pozostaje nam zatem
operowaé¢ na numerycznych przyblizeniach. Piszemy

N[Solve[fp[x] == 0, x]]

i dowiadujemy sie, ze jest doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty, rowny w przyblizeniu
xg = 1,62937. Mozemy go wyluskac z listy wszystkich rozwigzan przy pomocy polecenia

x0 = Select[x /. N[Solve[fp[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&][[1]].

Musimy zbadaé¢ znak pochodnej na przedziatach (—oo,zg), (zo,3), (3,6) oraz (6,00).
Wiemy, ze f’ jest ciagla w swojej dziedzinie i zmienia znak tylko w xg, wystarczy wiec
wybra¢ po jednym punkcie z kazdego z przedziatow (—oo, ), (x0,3), (3,6) oraz (6, 00)
i sprawdzi¢ jaki znak ma f’ w kazdym z tych punktéow. Wezmy punkty 1, 2, 51 7.
Wykonujemy polecenia

fpl[1] > 0
fp[2] > 0
fplb] > 0
£p[7] > 0

i uzyskujemy odpowiedzi

True
False
True
True.

W takim razie f jest rosnaca na przedziale (—oo, zp), ma maksimum lokalne w zg, a dalej
maleje do —oo zblizajac sie do x = 3. Nastepnie, na przedziale (3,6), rosnie od —oo do
+oo przecinajac o§ OX w punkcie 4. Podobnie na przedziale (6,00) rosnie od —oo do
400 przecinajac o$ OX w punkcie 8.
W nastepnej kolejnosci badamy wypuktosé i wklestosé. Obliczymy w tym celu druga
pochodna jedli istnieje. Wykonujemy

folx_]1 := Simplify[f’’ [x]]
fb[x]

i natychmiast dostajemy odpowiedz

144 + 2040z — 128422 + 28227 — 22z

'@ (=6 +2)3(—3 + 2)"

Widzimy, ze druga pochodna jest dobrze okreslona wszedzie poza punktami 3 i 6, wiec
nasza funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna w calej swojej dziedzinie i mozemy postuzyé
sie druga pochodna do wyznaczania przedziatéw wypuktosci i wklestosci. Jak poprzednio
wykonujemy
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{x1,x2} = Select[x /. N[Solvel[fb[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&]

i znajdujemy w ten sposéb dwa rzeczywiste miejsca zerowe drugiej pochodnej réwne
w przyblizeniu x1 = —0,0676635 oraz o = 4,49721. Polecenia

fb[-1] > 0
fb[1] > 0
fol[4] > 0
fb[5] > 0
fo[7] > 0

daja odpowiedzi

True
False
False
True
False

wiec nasza funkcja jest wypukta na przedziale (—oo, z1), wklesta na (z1,3) U (3, z2), po-
nownie wypukta na (z2,6) i wklesta na (6, 00). Poniewaz pierwiastki rownania f”(x) = 0
byty jednokrotne (kazdy wystepowal tylko raz na liscie rozwiazan), wiec od razu mozemy
wnioskowaé, ze punkty przegiecia znajduja sie w x1 i xo.

Wiemy juz o istnieniu dwdéch asymptot pionowych w punktach x =3 i z = 6. Pozostaje
sprawdzi¢, czy f ma asymptoty w foo. Obliczamy w tym celu granice

Limit [f[x]/x, x -> -Infinity]
Limit [f[x]/x, x -> Infinity]

i dowiadujemy sie, ze obie istniejaff]i sa réwne 1. Dalej wykonujemy

Limit[f[x] - x, x -> -Infinity]
Limit[f[x] - x, x -> Infinity]

uzyskujac w obu przypadkach odpowiedz —3. W takim razie obie asymptoty istnieja i sa
opisane réwnaniem

y=x—3.

Na koniec naszkicujemy wykres badanej funkcji. Zaznaczymy na nim réwniez obliczong
asymptote y = x — 3. W Mathematice wystarczy napisaé

Plot[{f[x], x - 3}, {x, -5, 15}, PlotRange -> {-10, 20},
PlotStyle -> {Automatic, Dashed}, Exclusions -> {3, 6}]

Uwaga! Przypominamy, ze z istnienia granicy lim, . f(z)/2 nie wynika jeszcze istnienie asymptoty,
np. f(x) = sin(x).
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Rysunek 3: Wykres funkcji f(x) wraz z asymptota.

by uzyskaé szkic wykresu (zobacz Rysunek . Dodatkowe parametry zostalty wpro-
wadzone po to aby poprawi¢ czytelnosé rysunku. Drobnym mankamentem jest to, ze
z wykresu trudno byloby wnioskowaé o istnieniu punktu przegiecia w x;. Poza tymi
drobiazgamiﬂ wykres jaki uzyskaliémy dobrze odpowiada temu co wiemy o funkcji f.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie 3.7. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji danej wzorem

_ 182% + 3922 — 51z + 12
B 322+ 7Tx —6

f(x)
Zadanie 3.8. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji danej wzorem
f(2) = Viala? + 2 —2).
Zadanie 3.9. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji danej wzorem
f(z)=e"(x —5)(z —2)(z* +z+1).

Uwaga 1: Ze wzgledu na ograniczona doktadnos¢ obliczen, niektére wyliczone przez
komputer wartoéci numeryczne moga mie¢ mala cze$¢ urojona podczas gdy powinny

1 Aby zaobserwowac punkt przegiecia mozna narysowac¢ mniejszy fragment wykresu:
Plot[f[x], {x, 3, 6}, PlotRange ->{-20, 30}].
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by¢ rzeczywiste. Trzeba mieé to na uwadze interpretujac podawane wyniki. W takim
przypadku pomocna moze by¢ funkcja Chop. Zaobserwuj jej dziatania na nastepujacym
przyktadzie:

N[Sqrt[5] Coth[2~10 ArcCoth[1/Sqrt[5]111]
Chop[4].

Uwaga 2: Przy szkicowaniu wykresu nalezy umiejetnie postuzy¢ sie parametrami PlotRange
oraz AspectRatio, by na wykonanym rysunku mozna bylo zaobserwowaé ekstrema lo-
kalne i zmiany w monotonicznosci.

Zadanie 3.10. Zbadaé¢ przebieg zmiennodci funkcji danej wzorem

Fla) = o = 122 ~ o = 2¥2) (o = 3l — 4).

Wskazowka: W Mathematice, zamiast uzywaé¢ standardowej funkcji Abs, ktéra jest zbyt
og()lna[T_Z], warto napisa¢ wtasng funkcje obliczajaca wartosé¢ bezwzgledng z liczby rzeczy-
wiste]

abs[x_] := If[x < 0, -x, x].

Wtedy Mathematica nie bedzie juz miata problemoéw z upraszczaniem wyrazen. Czytelnik
sam moze sprawdzié jaka jest r6znica wykonujac polecenia

Simplify[abs[x-1]*abs[x-2], 1 < x < 2]
Simplify[Abs[x-1]*Abs[x-2], 1 < x < 2].

Zadanie 3.11. Dla funkcji z poprzedniego zadania wykonaé¢ polecenia

Minimize[{f[x], O < x < 1}, x]
Maximize [{f[x], 0 < x < 1}, x].

Wykona¢ te same polecenia dla funkcji f zdefiniowanej przy pomocy standardowej funkcji
Abs. Jaka jest réznica?

Uwaga: Wykonanie powyzszych komend moze zajac¢ kilka minut.

Zadanie 3.12. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji danej przez

[ exp(—z7?)exp(—(z — 1)7?) jedli z € (—00,0) U (0,1) U (1, 00),
f(g”)_{ 0 jesli 2 € {0,1} .

3.3 Aproksymacja funkcji cigglych wielomianami

Nowe umiejetnogci: przyblizanie funkcji wielomianami.

Skrypt: Rozdzial 7.3. (podlinkowac)

12Funkcja Abs jest zdefiniowana jako zespolony modut.
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Nowe funkcje:
Mathematica Mazima Komentarz

InterpolatingPolynomial | lagrange (wymaga zatado- | przyblizenie  wielomia-
wania biblioteki interpol) | nowe

Na wyktadach z analizy matematycznej Czytelnik dowiedziat sie, ze kazda funkcje cia-
gla na przedziale domknietym mozna przybliza¢ wielomianami w spos6b jednostajny
(Twierdzenia 7.15 1 7.16). W tym celu postugiwalismy sie tak zwanymi wielomianami
Bernsteina. Dla funkcji ciagltej f : [0, 1] — R definiujemy przyblizajacy ja ciag wielomia-
néw

n
Bu(f)@) =Y (Z)f(,’z)xm oy,

k=0
Powyzsze wyrazenie jest do§¢ zawite. Rowniez dowod, ze ciag By, (f) jest zbiezny jedno-
stajnie do f jest dos¢ skomplikowany. Czytelnik moze zastanawiac sie czy nie mozna tego
zrobi¢ jako$ prodciej. Narzucajacym sie pomystem jest tzw. interpolacja przez punkty
wykresu.
Wiadomo, ze wielomian stopnia k jest wyznaczony jednoznacznie przez swoje wartosci
w k + 1 réznych punktach. Istotnie, wezmy k + 1 punktéw xg, ..., xp i ustalmy k£ + 1
wartodci yo, ..., yx. Kazdy wielomian stopnia k& ma k + 1 wspoélczynnikéw i moze
by¢ zapisany jako W (z) = ag + a1z + ... + agpz®. Istnieje doktadnie jeden wielomian
W (x) spelniajacy zaleznos¢ W(z;) = y; dla wszystkich i = 0,..., k. Kazde z k + 1
rownann W(z;) = y; jest rownaniem liniowym wzgledem wspotezynnikow ag, ..., ag.
Istnienie rozwiagzania wynika teraz z tego, ze odpowiedni wyznacznik Vandermonde’a
jest niezerowy o ile tylko z; # x; dla i # j.
W programach CAS istnieja gotowe funkcje, ktore potrafia znalez¢ wielomian o zadanych
wartosciach w zadanych punktach. Przyktadowo, wykonujac w programie Mathematica
polecenie

InterpolatingPolynomial [{{0,0},{1,-1},{2,0}},x]
dostajemy odpowiedz
(-2+x)x .

Latwo sprawdzié, ze jest to poprawna odpowiedZ — wykres wielomianu W (z) = z(x — 2)
rzeczywiscie przechodzi przez punkty (0,0), (1,—1) 1 (2,0). W Mazimie ten sam efekt
uzyskamy wpisujac

load(interpol);
lagrange([[0,0],[1,-1],[2,0]1)

Problemy do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie 3.13. Napisa¢ w Mathematica procedure intpoly[f_,n_], ktéra przyjmuje
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dwa argumenty: pewng funkcje f : [0,1] — R oraz liczbe naturalng n, a w wyniku daje
odpowiedni wielomian interpolacyjny stopnia n, ktérego wykres przechodzi przez punkty
(%, f(£)) dla kazdego k = 0,...,n

Wskazowka: Warto postuzy¢ sie tutaj poleceniem Table, by wygenerowaé automatycznie
dtuga liste postaci {{0,f[0]1},{1/n,f[1/nl}, ..., {1,£[11}}.

Zadanie 3.14. Za pomocy zdefiniowanej wyzej procedury intpoly wygenerowac¢ wielo-
mian stopnia n dla wymienionych nizej funkcji. Korzystajac z polecenia Plot stworzy¢
wykres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu interpolacyjnego. Czy wielomian dobrze
przybliza dang funkcje? Czy jakosé przyblizenia staje sie coraz lepsza wraz ze wzrostem

n?
sin(mrz) dla n = 3,5, 10, 20,
sin(37x) dla n = 3,5, 10, 20,

(z +0.01)"" dla n = 2,5, 10,20, 30,

) =
) =
) =
z) = |z —0.5] dlan =2,3,4,5,10, 20, 30,
) = |z — 0.5]*2 dla n = 2,3,4,5,10,20, 30,
) =

xp(1 — 1/22) dla n = 2,3, 4,5, 10, 20.

Zadanie 3.15. Napisa¢ w Mathematica procedure bernstein[f_,n_], ktéra przyjmuje
dwa argumenty: pewna funkcje f : [0,1] — R oraz liczbe naturalng n, a w wyniku daje
wielomian Bernsteina stopnia n dla funkcji f.

Zadanie 3.16. Za pomoca zdefiniowanej wyzej procedury bernstein wygenerowaé wie-
lomian stopnia n dla wymienionych nizej funkcji. Korzystajac z polecenia Plot stworzy¢
wykres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu Bernsteina. Czy wielomian dobrze
przybliza dana funkcje? Czy jako$¢ przyblizenia staje sie coraz lepsza wraz ze wzrostem
n?

L4 x

sin(rz) dla n = 3,5, 10, 20,

e f(x) =sin(37x) dla n = 3,5, 10, 20,

L4 X

|z — 0.5 dla n = 2,3,4, 5,10, 20, 30,
|z —0.53/2 dla n = 2,3,4, 5,10, 20, 30,

fz) =
flz) =
o f(z)=(z+0.01)"! dlan=2,5,10,20,30,
fz) =
flz) =
fz

) =exp(1 —1/22%) dla n = 2,3,4,5,10, 20.

Uwaga! Zauwaz, ze kolejne wielomiany Bernsteina nie musza pokrywac sie z przyblizang
funkcja w coraz wiekszej liczbie punktéow. Inaczej ma sie sprawa z wielomianami inter-
polacyjnymi, ktore z definicji pokrywaja sie z przyblizang funkcja na coraz wickszym
zbiorze. Na tym wtasnie polega réznica miedzy interpolacjg, a aproksymacjg. Funkcje
aproksymujace zadana funkcje sa blisko tejze funkcji (w odpowiednio dobranym sensie)
ale mogg sie z nig nie pokrywaé¢ w zadnym punkcie.
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3.4 Znajdowanie miejsc zerowych funkcji ciaglych

Nowe umiejetnosci: implementacja standardowych metod obliczania miejsc zerowych
funkeji cigglych.

Skrypt: Rozdzialy 5.3, A.3. (podlinkowac)

Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz
FindRoot [f [x],{x,start}] | £ind_root (f (x),x, numeryczne  przyblizanie
start,end) pierwiastka rownania

Z wyktadu analizy (Twirdzenie 5.39) wiemy, ze kazda funkcja ciagla ma tzw. witasnosé
Darbouz: jesli w punkcie x mamy f(z) = a, a w punkcie y mamy f(y) = b oraz a < b,
to dla kazdej liczby c spelniajacej a < ¢ < b znajdziemy punkt z lezacy pomiedzy z iy
taki, ze f(z) = c¢. Innymi stowy, jesli funkcja ciggta przyjmuje w jaki§ punktach wartosci
a i b, to musi tez przyja¢ kazda warto$é posrednia. Obserwacja ta pozawala przyblizaé¢
miejsca zerowe dowolnej funkcji ciagtej. Jedli tylko potrafimy znalezé dwa punkty = iy
takie, ze f(xz) > 01 jednoczesnie f(y) < 0, to gdzies pomiedzy z i y musi by¢ taki punkt
z, ze f(z) = 0. Mozemy teraz zblizy¢ sie do liczby z wybierajac pewien punkt w lezacy
pomiedzy x i y. Jesli f(w) > 0, to punkt z musi leze¢ pomiedzy w iy, a jesli f(w) <0,
to z lezy pomiedzy = i w. W kazdym z tych dwoch przypadkéw zmniejszylismy dtugosé
przedzialu, w ktérym szukamy punktu z. Powtarzajac te procedure mozemy zblizy¢ sie
do z na dowolnie mata odlegtosé.

W zaleznodci od tego w jaki sposéb bedziemy wybiera¢ punkt w, nasza metoda moze
zbiegaé do z szybciej lub wolniej. Jedli za kazdym razem punkt w wybierzemy w $rodku
przedzialu, tzn. przyjmiemy

w=5(z+y),

to rozpatrywany przedzial bedzie sie kurczyt w kazdym kroku dwukrotnie, czyli geome-
trycznie. Metoda ta nazywa sie metoda bisekcyi i jest catkiem szybko zbiezna, ale istnieja
metody od niej lepsze.

Przyktadowo, mozemy poprowadzi¢ sieczng wykresu funkcji przez punkty (z, f(x)) i (y, f(y))
i ustali¢ punkt w w miejscu przeciecia sie tej siecznej z osiag OX. Daje to nastepujacy

2l - yf@)
fly) = flx)

Jedli funkcja f jest nie tylko ciaggla ale tez rézniczkowalna, to mozemy postepowac inaczej.
Zaczynajac z punktu xo (o ktorym powinnismy wiedzie¢ a priori, ze jest blisko miejsca
zerowego), wyznaczamy styczna do wykresu przechodzaca przez punkt (xg, f(zp)), a
nastepnie ustalamy punkt x; w miejscu przeciecia sie tej stycznej z osiag OX. Dalej po-
wtarzamy te operacje wyznaczajac kolejne punkty xs, x3, .... Procedura ta definiuje

wzOr
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nastepujacy ciag rekurencyjny

()

Oczywiscie mozemy tak robi¢ tylko jesli pochodna f’(z,,) jest rozna od zera, czyli wtedy
gdy styczna do wykresu nie jest rownolegta do osi OX. Metoda ta nazywa sie metodg
Newtona.

O wielu innych metodach znajdowania miejsc zerowych funkcji ciggltych mozna poczytac
na stronach Wolfram MathWorld [6]. Czytelnik dowie sie tez o nich wiecej z wyktadu
z Matematyki Obliczeniowej lub Metod Numerycznych prowadzonych na naszym wy-
dziale. Polecamy tez zajrze¢ do podrecznikow [1,41[8].

W programie Mathematica mamy do dyspozycji funkcje FindRoot, ktéra przybliza miej-
sca zerowe danej funkcji metoda Newtona. Mozna tez uzy¢ metody siecznych przekazujac
dodatkowy parametr postaci Method -> "Secant".

Zadanie 3.17. Znalezé (w przyblizeniu) wszystkie pierwiastki réwnania 2% = x2.
Latwo zobaczy¢, ze nasze réwnanie spetnione jest dla x = 2 oraz x = 4. Czytelnik
zapewne potrafi udowodnié¢, ze nie ma wiecej dodatnich rozwigzan. W punkcie x = 0
mamy 2° = 1 oraz 02 = 0, wiec lewa strona jest wieksza ale juz dla z < —1 mamy
2% < 2. wiec pomiedzy —1 i 0 musi by¢ jeszcze jeden pierwiastek. Pomocny moze by¢
w tym momencie wykres. Definiujemy funkcje

flx_] = x"2 - 2°x
a nastepnie wykonujemy

FindRoot [f[x], {x,03}]
FindRoot [f[x], {x,-1,0}, Method -> "Secant'"]

W odpowiedzi uzyskujemy

{x -> -0.766665%
{x -> -0.766665} .

By dosta¢ dokladniejszy wynik mozemy postuzy¢ sie opcjami WorkingPrecision oraz
AccuracyGoal

FindRoot [f[x], {x,0}, WorkingPrecision -> 20, AccuracyGoal -> 20]
{x -> -0.76666469596212309311} .

Co ciekawe metoda siecznych zaimplementowana w funkcji FindRoot nie zawsze daje
wynik z przedzialtu podanego na poczatku. By sie o tym przekonaé¢ wystarczy wykonaé

FindRoot [f[x], {x,-1,1.9}, Method -> "Secant"]
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Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 3.18. Obliczy¢ liczbe 7 z doktadnoscig do 20 miejsc po przecinku wykorzystu-
jac funkcje FindRoot. Wynik mozna poréwnac¢ z wartoscia numeryczng uzywana przez
program Mathematica N[Pi,20].

Zadanie 3.19. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania rownania

(x—1)(z+1) = £sin(10z).

Zadanie 3.20. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania rownania
(z—3)(z+1)=Lsin(13z).

Zadanie 3.21. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania rownania
arctg(50sin(z)) = 2 cos(x).

Zadanie 3.22. Napisa¢ funkcje odw[f_,s_], ktéra przyjmie dwa argumenty: rdéznicz-
kowalng i réznowartosciowa funkcje f oraz argument s, a zwraca wartosé f1(s).
Wskazéwka: f~1(s) =t <<=  f(t)=s.

Zadanie 3.23. Przy pomocy funkcji odw zdefiniowa¢ funkcje odwrotng do funkcji
sinh(z) = % Narysowaé wykres tak zdefiniowanej funkcji i poréwnaé z wykresem
funkeji arcsinh.

Zadanie 3.24. Punkty zbiory A € R? spelniaja rownanie (y —z)? = 2°. Wykorzystujac
FindRoot zdefiniowaé funkcje y(z) parametryzujaca zbior A w otoczeniu punktu (1,0).
Narysowa¢ wykres. Poréwnaé z wykresem uzyskanym za pomocg funkcji ContourPlot
(por. rozdzial [3.1)

Zadanie 3.25. Dana jest funkcja dwoch zmiennych F(x,y) = exp(zy)(z+y). Wykorzy-
stujac FindRoot zdefiniowa¢ funkcje y(x) parametryzujaca poziomice F~1(1) w otoczeniu
punktu (0, 1). Narysowac¢ wykres.

4 Ciagi i szeregi funkcyjne

4.1 Sczeregi liczbowe

Nowe umiejetnosci:
Skrypt: Rozdzial 4. (podlinkowac)

Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz
Sum [wyr, zakres] sum(wyr,zmienna, od,do) suma
NSum [wyr, zakres] brak sumowanie numeryczne
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Rozdzial poswiecony badaniu ciagéw i szeregéw funkcyjnych zaczniemy od krétkiego
oméwienia mozliwosci programu Mathematica w zakresie obrébki sum skoniczonych i sze-
regéw liczbowych.

Podstawowg komendg stuzaca do obliczania sum jest Sum[wyrazenie, zakres]. Zacznijmy
od rozwiazania stynnego zadania Gaussa@ znalezienia sumy wszystkich liczb naturalnych
od 1 do 100:

Sum[i, {i, 1, 100}].

To samo zadanie mozemy takze rozwiaza¢ od razu w wiekszej ogélnosci:

Sum[i, {i, 1, n}],

podobnie jak inne zadania podobnego typu, na przyktad problem obliczenia sumy kolej-
nych piatych poteg 1 +2° + 35 4+ ... +n>:

Sum[i~5, {i, 1, n}].

Mathematica poradzi sobie takze doskonale z innymi problemami. Bez trudu pozwoli
nam na przyktad wyznaczy¢ sumy

n

1 ~ o .
E . - ; E i°q', czy E sin(kx).
(4i — 1)(44 + 3) - —

=2

Wystarczy wpisaé

Sum[1/((4 1 - 1) (4 i+ 3)), {i, 2, n}]
Sum[i~2 g~i, {i, 1, n}]
Sum[Sin([k x], {k, 1, n}]

1 odczytaé¢ odpowiedz.

Uwaga! W niektérych przypadkach wynik moze zasta¢ wyrazony za pomoca funkcji
specjalnych.

Calkiem dobrze poradzimy sobie rowniez z sumami zawierajacymi symbole Newtona, na
przyklad Y-, k%(}) obliczymy bez trudu piszac

Sum[k~2 Binomiall[n, k], {k, 1, n}].

Jednak juz w przypadku bardziej skomplikowanej sumy >3, () - (,",) wynik zostanie
zapisany w terminach funkcji I', zamiast w prostszej formie (2:) + 1 (Czytelnik moze
sprobowa¢ samodzielnie udowodni¢ te réwnosc).

Mathematica pozwala takze na obliczanie sum szeregébw. W tym celu wystarczy uzy¢
omoéwionego wczedniej polecenia Sum ustawiajgc zakres sumowania na nieskoriczonosé
(Infinity). Jako ilustracje obliczymy kilka prostych sum:

—+00 —+00 +oo .
9 n 1 sin(n)
E n°q-, E — oraz g _—.
n n
n=1 n=1

n=1

Odpowiednie polecenia to:

13Podobno problem ten malty Gauss musiat rozwigzaé za kare.
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Sum[n~2 gq°n, {n, 1, Infinity}]
Sum[1/n~4, {n, 1, Infinity}]
Sum[Sin[n ]/n, {n, 1, Infinity}].

Zobaczmy jak Mathematica zareaguje w przypadku szeregu harmonicznego %

Sum[1/n, {n, 1, Infinity}].

Odpowiedzig jest komunikat, ze podana suma jest rozbiezna.

Przy bardziej skomplikowanych szeregach Mathematica zazwyczaj nie potrafi podaé sumy,
co zresztg nie powinno nas bardzo dziwié¢ jako ze, poza paroma prostymi przypadkami,
my takze nie potrafimy tego zazwyczaj zrobi¢. W takim wypadku program zwroci po
prostu wyjsciowa formute. Dotyczy to zaréwno szeregdw zbieznych jak i rozbieznych,
przyktadowo

Sum[Sin[1/n~2], {n, 1, Infinity}]
Sum[1/(n Logl[nl), {n, 2, Infinity}].

W takiej sytuacji pomocne moze by¢ polecenie sumowania numerycznego NSum. W wiek-
szosci przyktadow z ktérymi bedziemy mieli do czynienia na ¢éwiczeniach z analizy pro-
gram zwroci skoniczong warto$¢ w przypadku szeregu zbieznego i informacje o btedzie
w przypadku szeregu rozbieznego. W tym ostatnim przypadku réwniez uzyskamy wynik
liczbowy — beduzie to liczba, ktéra program uzyskal w momencie zastopowania algorytmu
sumujacego. Dwa poprzednio rozpatrywane szeregi dobrze oddaja te prawidtowosé

NSum[Sin[1/n~2], {n, 1, Infinity}]
NSum[1/(n Loglnl), {n, 2, Infinity}].

Chociaz odpowiedzi programu w wickszosci przypadkéw pokrywaja sie z tym co wiemy
o zbieznosci rozpatrywanych szeregdw, nalezy je w najlepszym razie traktowac jako wska-
z6wki, a nie jako dowody zbieznosci badz rozbieznosci badanych szeregéw. Bardzo wiele
zalezy od tego jak opisane sa sktadniki naszego szeregu. Generalnie jesli sa to liczby
postaci f(n), gdzie f jest do§¢ regularna funkcja (na przyktad monotoniczna) wowczas
mozemy oczekiwaé, ze odpowiedzi programu beda prawidtowe. Ale w przypadku funkcji
gorzej uwarunkowanych numerycznie program moze nie by¢ w stanie obliczy¢ ewidentnie
zbieznej sumy. Dotyczy to szczegolnie szeregow postaci Y f(n), g(ai_zie f jest funkcja
sin(n°)
3

»Szybko oscylujaca”. Dobrym przyktadem moze by¢ szereg > = 5—2. Zobaczmy jak

n
bedzie wyglada¢ odpowiedZ programu na zadanie obliczenia jego sumy:

NSum[Sin[n~3]/n"~3, {n, 1, Infinity}]
i jak wyglada ,szybko oscylujaca” funkcja Smx(ifg)

Plot[Sin[x~3]1/x"3, {x, 1, 7}]
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0.05

-0.05

Podsumowujac, do obliczeni programu Mathematica dotyczacych szeregéow nalezy podcho-
dzi¢ z ograniczonym zaufaniem. Nie znaczy to oczywidcie, ze nie da sie uzyé¢ komputera

aby zbada¢ zbieznos$é¢ konkretnego szeregu.

w kolejnym podrozdziale.

4.2 Szereg Taylora, szeregi potegowe

Przyktady takiego postepowania podamy

Nowe umiejetnosci: Rozwijanie funkcji w szereg Taylora, operacje na szeregach pote-

gowych.

Skrypt: Rozdzialy 6.4, 8. (podlinkowac)

Nowe funkcje:
Mathematica

Mazxima

Komentarz

Series[f[x], {x, x0, 10}]

Normal [szereg]

SeriesCoefficient

InverseSeries

ComposeSeries

taylor(f(x), x, x0, 10)

taytorat (szereg)

brak

revert

brak

rozwija funkcje f w sze-
reg wokot x0 do wyra-
z6w zadanego rzedu
ucina reszte szeregu
(wyrazy o(z"))

podaje pojedynczy
wspoélczynnik rozwinie-
cia

rozwiniecie funkcji od-
wrotnej

sktadanie szeregow

Mathematica dysponuje bardzo przydatnym poleceniem Series stuzacym do znajdowa-
nia rozwiniecia danej funkcji w szereg potegowy. Jego dziatanie przesledzmy na prostym
przyktadzie — rozwitimy funkcje wyktadniczg do wyrazow 10 rzedu:

Series[Exp[x], {x, 0, 10}].
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Polecenie Series pozwala na znalezienie rozwiniecia danej funkcji tylko do wyrazéw usta-
lonego skoniczonego rzedu, a wiec zastapienie liczby 10 w powyzszym poleceniu wielkoécia
Infinity albo k nie da zadnych rezultatéow. Czy nie ma zatem sposobu na znalezienie
wyrazu ogolnego rozwiniecia funkcji exp(x)? Okazuje sie, ze takim narzedziem jest po-
lecenie SeriesCoefficient, ktére pozwala znalezé interesujacy nas wyraz ustalonego
rzedu rozwiniecia danej funkcji. Przyktadowo

SeriesCoefficient [Exp[x], {x, 0, k}]

zwroci wspolezynnik % Zobaczmy jeszcze jaki bedzie efekt, gdy zapytamy sie o 5-ty
wspOtczynnik rozwiniecia wokot 1 niesprecyzowanej a priori funkeji f(x):

SeriesCoefficient[f[x], {x, 1, 5}].

W wyniku otrzymalismy 1170f(5) (1), a wiec ogolny wzér na 5-ty wspotezynnik rozwiniecia
Taylora funkcji f(x).

Mathematica pozwala wykonywaé wiele operacji na szeregach potegowych, takich jak ich
mnozenie, sktadanie, czy znajdowanie rozwiniecia funkcji odwrotnej. Zobaczmy to na
kilku prostych przyktadach. Na poczatek pomnézmy przez siebie dwa szeregi: szereg
x + 222 — 5t + o(x?) i rozwiniecie sin(z) wokét 0 do wyrazéw rzedu 10:

(x +2x"2 -5 x4 + 0[x]°5) Series[Sin[x], {x, 0, 10}].

L. . 4 5
Program zwrocit wynik ?42¢3 — 2~ 16z

T 3 +o(2%), a wiec automatycznie zwinal wszystkie
wyrazy wyzszych rzedow do wyrazu o(x%).
Zobaczmy co sie stanie gdy zastosujemy polecenie InverseSeries do rozwiniecia funkcji

exp(z) do wyrazow rzedu 7 woko! punktu 0.

Series[Exp[x], {x, 0, 7}]1;
InverseSeries[%].

W wyniku uzyskalidémy szereg potegowy o wyrazach rzedu 7 wokét punktu 1. Rzut oka
wystarcza by stwierdzi¢, ze to fragment rozwiniecia logarytmu, a wiec funkcji odwrotnej
do exp wokoél punktu exp(0) =1 .

Kolejna przydatna funkcja jest polecenie +ComposeSeries+, stuzace do znajdowania roz-
winiecia ztozenia dwoch szeregow. Przyktadowo, rozwiniecie ztozenia sin(tg(z)) mozemy
wyznaczy¢ albo znanym nam juz poleceniem Series, albo sktadajac rozwiniecia sinusa
i tangensa:

Series[Sin[Tan[x]], {x, 0, 5}]
ComposeSeries[Series[Sin[y], {y, 0, 5}], Series[Tan[x], {x, 0, 5}1].

Na koniec warto omoéwié¢ bardzo przydatng funkcje Normal. Ucina ona reszte danego
szeregu robiac z niego zwykly wielomian. Dzieki temu mozemy na przyktad narysowaé
jego wykres. Zobaczmy jak wyglada 20 pierwszych wielomianéw Taylora przyblizajacych
kosinusa:

Plot[Evaluate[Table[Normal[Series[Cos[x], {x, 0, n}]1, {n, 20}]1]1, {x, 0, 2 Pi}]
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[

efekt koncowy:

_al
Zadanie 4.1. Wyznacz wszystkie liczby a, b € R dla ktorych granica

x — (a+bcosx)sinx

:}:1—% xd
jest skoniczona.
Rozwigzanie:
Koncepcyjnie zadanie nie powinno nastrecza¢ zadnych probleméw. Wystarczy tak dobraé
liczby a i b, aby w rozwinieciu licznika wokét zera wystepowaly wyrazy rzedu co najmniej
piatego. Zobaczmy do jakich warunkéw to prowadzi

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}].

W wyniku dostali$my szereg
1
(I1—a—0b)x+ 6(@ + 4b)z3 + <— - > z° + o(z”).

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest zatem zerowanie sie wspotczynnikéw przy
potegach pierwszej i trzeciej w powyzszym wyrazeniu. Mozna to zrobié elegancko w
nastepujacy sposéb:

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}] == 0[x]"5;
Solvel%, {a, b}].

Rozwiazaniem jest a = % ib= —%.

Zajmiemy sie teraz zadaniem z kombinatoryki, z pozoru nie zwigzanym z tematem szeregu
Taylora.

Zadanie 4.2. Na ile sposobéw, dysponujac monetami 1, 2 i 5-cio groszowymi, mozna
wydaé 99 groszy reszty?

Oczywidcie jednym ze sposobéw rozwigzania powyzszego problemu bedzie rozwazenie
wszystkich mozliwosci, a wiec 99 groszy mozna przedstawi¢ jako 99 razy 1 grosz, 97 razy
1 grosz i 1 raz 2 grosze, itd. Bedzie z tym sporo pracy, ale w koricu pewnie znajdziemy

odpowiedz. Tym niemniej, powtérzenie tego rozumowania dla wiekszej réznorodnosci
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dostepnych monet, albo wickszej kwoty byloby juz bardzo zmudne. Sprébujmy wiec po-
dej$¢ do sprawy bardziej metodycznie. Ttumaczac zadanie na bardziej abstrakcyjny jezyk
stawiamy pytanie na ile sposob6éw mozemy przedstawié¢ liczbe 99 w postaci kombinacji

(6) 9 =Fk-1+1-24m-5,

gdzie k, I, m sa elementami zbioru N U {0}.
Zapomnijmy na chwile o ograniczeniu na sume powyzszej kombinacji i rozwazmy wszyst-
kie mozliwe wyrazenia postaci k-141-2+m-5. Dokladniej, rozwazmy szereg potegowy
zmiennej x nastepujacej postaci
S(l’) _ Z xk-1+l-2+m-5‘

k,l,meNU{0}
Wobec oczywistej rownogci o 1H02+m5 — gkl gl2 3m5 hey trudu dostajemy, ze S(x)
jest iloczynem Cauchy’ego trzech szeregow (Definicja 4.47, Twierdzenie 4.48):

S(l’):< > xm)( > “’M)’( > $m-5>:1ix,1_1x2,1_1$5,

keNU{0} leNu{0} meNU{0}

Czynniki w powyzszym iloczynie to szeregi geometryczne zbiezne jednostajnie w kole
|| < 1, a wiec rowniez S(z), jako iloczyn Cauchy’ego, jest zbiezny jednostajnie dla
|z| < 1. Zauwazmy teraz, ze wyraz stopnia 99 w S(x) to doktadnie

Z ghAH2AmS 99,
k,l,meNU{0}
k-1+1-24+m-5=99

gdzie agg jest liczba wszystkich trojek (k,1, m) spelniajacych @, a wiec interesujaca nas
wielkodcig. Prosze zauwazy¢, ze mamy do czynienia z ciekawa (i jednoczeénie dosé czesta)
sytuacja: rozwazanie ogélniejszych trojek nieograniczonych warunkiem @ pozwolito nam
rozwiazaé problem dla specyficznej wartosci 99.

Oczywiscie nasze rozwiazanie jest na razie czysto teoretyczne: liczba sposobéw to wspol-
czynnik przy wyrazach odpowiedniego stopnia w rozwinieciu funkcji

1
(1—xz)(1 —22)(1 —25)

S(z) =

Szczesliwie mamy jednak w zanadrzu maszynerie programu Mathematica:

flx_1:=1/((1-x) (1-x~2) (1-x"5));
s=Series[f[x], {x, 0, 99}]1;
SeriesCoefficient[s, 99].

W wyniku dostalismy 530. Jako ciekawostke mozemy dodaé, ze funkcje f mozna zdefi-
niowaé takze nastepujaca elegancka komenda

flx_]:= 1/Apply[Times, 1 - x~{1, 2, 5}].
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Stosujemy tutaj (Apply) operator mnozenia (Times) do wyrazow postaci 1 — z%, gdzie a
jest elementem listy {1, 2, 5}.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 4.3. Wiedzac, ze

z?2 23 25 ab

znajdz piaty wielomian Taylora funkcji g(z) jesli

* g(z) = f(sin(z)), ¢ g(z) = f(x)arcsin(z), °g(z) = tg(f(x)).

Zadanie 4.4. Obliczy¢ na ile sposobdéw mozna przedstawi¢ 100 ztotych za pomoca do-
stepnych w polskim obiegu monet. Uwaga, obliczenia moga zajac¢ troche czasu. llokrotnie
otrzymana liczba przewyzsza odlegtosé od Ziemi do Storica wyrazong w milimetrach? Ilo-
krotnie zmniejszy sie ta liczba, gdy wycofamy z obiegu monety piecioztotowe, a ilokrotnie
gdy wycofamy monety jednogroszowe?

Zadanie 4.5. Na ile sposob6éw mozna przedstawi¢ 99 groszy za pomoca monet 1, 2 i
5-cio groszowych majac do dyspozycji tylko 5 monet jednogroszowych?

4.3 Badanie zbieznosci punktowej i jednostajnej

Nowe umiejetnosci: Badanie zbieznosci jednostajnej i punktowej ciagdéw i szeregdw
funkcyjnych, uzywanie kryterium Weierstrassa, uzywanie twierdzenia o rézniczkowaniu
clagéw i szeregow funkcyjnych.

Skrypt: Rozdzialy 7. (podlinkowac)

Sprobujemy teraz uzy¢ programu Mathematica aby wspomoc proces badania zbiezno$ci
jednostajnej i punktowej ciagbéw i szeregéw funkcyjnych.
Zadanie 4.6. Zbadaé zbieznos¢ punktows i jednostajna ciggu funkcji

nr?
o) = (22

na zbiorze [0, +00).
Rozwiazanie:
Zacznijmy od zdefiniowania funkcji f,:

fln_,x_]:=n x Exp[-n x~2/2].
Zbieznos$¢ punktows mozemy bez trudu zbadaé korzystajac ze znanego nam juz polecenia

Limit:
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Limit[f[n,x], n->Infinity, Assumptions->Element[x,Reals]].

Wynikiem jest 0 niezalezne od z, co oznacza, ze f,(x) jest zbiezny punktowo do funkcji
statej fo = 0. Jest to oczywiscie takze naturalny kandydat na granice jednostajna.
Sprobujmy zwizualizowaé sobie zachowanie funkcji f,. Wygodnie bedzie postuzyé¢ sie
znanym nam juz poleceniem Animate.

Animate[Plot[f[n, x], {x, O, 2}, PlotRange -> {0, 10}], {n, 1, 500}].

Zmieniajac wartos¢ n w zakresie od 1 do 500 mozemy obserwowac zachowanie funkcji fi,.

10

0.0 0.5 10 15 20

Jak wida¢ mamy do czynienia z ,wedrujacym pagérkiem”™ wraz ze wzrostem n maksima
funkeji f,, rosng i przesuwaja sie w strone 0. Takie zachowanie w oczywisty sposéb wy-
klucza zbieznos¢ jednostajng funkcji f, do fy. Sprobujmy to teraz formalnie udowodnié.
W tym celu zbadamy funkcje f,. Rozwazmy nieréwnosé f, (z) > 0.

Reduce[{D[f [n,x],x]>0,x>=0},x]

Okazuje sie, ze f,(z) > 0 dla z-6w z przedziatu (O,ﬁ
na przedziale (0, ﬁ), osiaga maksimum réwne % w punkcie ﬁ i maleje (do zera) na
przedziale (ﬁ, +00). Poniewaz f,(x) > 0 dla > 0, zatem

). Wynika stad, ze f,, rosnie

== sup fo(z)= sup |[fu(z)|= sup |[fu(z)—0[=|fs—0].
\/E z€[0,400) z€[0,400) z€[0,+00)

Wynika stad, ze || f, — 0|| = +oo przy n — oo, czyli ciag f, nie ma granicy jednostajnej.
Rozwiazanie (sposdb 2):

Wykluczy¢ zbieznogé jednostajna mozemy takze prosciej o ile nieco wnikliwiej przyjrzymy
sie funkcjom f,. Zauwazmy mianowicie, ze

fole) = Vi izesp (- WZ”““)Z) — Vig(viz)
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2

gdzie g(r) = x exp (—%) - Oznaczmy a := supyc(o 4.o0) 9(¥)- Mamy teraz

sup @)= swp g(vaz) =i sup gly) = -a.

z€[0,+00) z€[0,+00) y€[0,+00)
Wobec tego, skoro a > 0, mamy sup,co 4o0) fn(z) —> +oc.

n—-+00
Zadanie 4.7. Wykaza¢, 7e funkcja F(z) = Y o v/ exp(—n?z) jest dobrze okreslona i
ciggta na przedziale (0, +00). Rozstrzygnaé, czy F jest ciagla w zerze.
Rozwiazanie:

Podobnie jak w poprzednim zadaniu zacznijmy od zdefiniowania rodziny funkcji f,,(z) =
VT exp(—n’x)
fln_,x_]:=Sqrt[x] Exp[-n~2 x].

Naturalng strategia w tego typu problemach jest uzycie twierdzenia méwiacego, ze gra-
nica jednostajna ciaggu funkcji ciagtych jest funkcja ciagta. Funkcje f,, sa oczywiscie cig-
gte, sprobujemy zatem zbadac zbieznosé jednostajna szeregu > f,, na przedziale (0, 400).
Narzucajacym si¢ podej$ciem jest uzycie twierdzenie Weierstrassa (Stwierdzenie 7.13).
Obliczmy wiec normy || f,,|| dla poszczegélnych sktadnikéw. Zbadamy w tym celu kiedy
pochodna f;l jest dodatnia. Zastosowanie polecenia Reduce do nieré6wnoéci f;l(x) > (0 nie
przynosi rezultatu, wobec tego musimy postepowaé na raty:

Simplify[D[f[n,x],x]>0].

5.2
Otrzymujemy exp(—n%)% > 0. Poniewaz x > 0, a funkcja wyktadnicza przyj-

muje tylko wartoéci dodatnie, wystarczy ze zbadamy nieréwnosé (1 — 2n2x) > 0:
Reduce[(1 - 2 n~2 x) > 0, x].

Z otrzymanych wynikéw wynika, ze f, rosnie na przedziale (0, #), osigga maksimum
w punkcie #, ktore wynosi \/lin exp(—%) i maleje (do zera) na przedziale (#,%—oo).
Wynika stad, ze szereg > ||fn|| zachowuje sie jak szereg harmoniczny, a wiec nie jest
zbiezmy. Podejscie poprzez twierdzenie Weierstrassa nie udalo sie zatem.

Zauwazmy jednak, ze tak naprawde obliczylismy norme || f,,|| na catym przedziale [0, +00),
podczas gdy interesuje nas tylko ciaglos¢ na przedziale (0, +00). Wystarczy wiec, ze po-
kazemy zbiezno$¢ jednostajna na zbiorach postaci [a,+00), gdzie a jest dowolna (ale
ustalona) liczba dodatnia. Wowczas bedziemy mogli wywnioskowaé, ze F' jest dobrze
okreslone i ciggte na przedziatach [a,+00), a poniewaz zbiorami tej postaci mozna po-
kry¢ caty przedzial (0,+00), wynikaé¢ stad bedzie takze ciagtos¢é F' na (0, +00).

7 przeprowadzonej wczesniej analizy znaku pochodnej wynika, ze

falgz)  &dy g € [a,+00)
fn(a) w przeciwnym przypadku.

sup  fu(z) =
z€[a,+00)

Poniewaz przy ustalonym a > 0 prawie wszystkie liczby naturalne n spetniaja zaleznosé
ﬁ < a, mamy || full[a,4+00) = fn(a) dla prawie wszystkich n. Wobec tego zbieinos¢ sze-

regu n0rm Y, || frljg,400) 1 szeregu Y- fu(a) = > \/aexp(—n?a) sa rownowazne. Ostatni
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szereg jest oczywiscie zbiezny a zatem, na mocy twierdzenia Weierstrassa, szereg > f,,(x)
jest zbiezny jednostajnie nie zbiorach postaci [a,+00), gdzie a > 0. W szczegdlnosci
funkcja F'(x) jest ciagla na [a, +00) jako granica jednostajna ciagu funkcji ciaglych.
Zajmijmy sie z kolei ciagtoscia F' w zerze. Oczywiscie F'(0) = 0. Jak wiemy, poprzednio
nie udato sie nam uzy¢ twierdzenie Weierstrassa aby dowies¢ ciaglosci w zerze. Powo-
dem byt fakt, ze funkcje f, mialy maksima rzedu % ktore wysumowane tworza szereg
rozbiezny. Maksima te sa zlokalizowane w punktach #, a wiec skupiaja sie w zerze.
Musimy rozstrzygnaé, czy wktad funkcji f,, do sumy jest na tyle maly, zeby F(z) byto
bliskie 0 o ile « jest dostatecznie bliskie 0. Poniewaz odpowiedZ nie wydaje sie oczywista
sprobujmy przyjrzeé¢ sie badanemu szeregowi. Narysujemy w tym celu wykresy ciagu
sum czesciowych F,, szeregu F'. Uzycie funkcji Animate pozwoli nam zaobserwowaé za-
chowanie sie tego ciggu dla réznych n.

Fln_,x_]:=Sum[f[k,x],{k,1,n}];
Animate[Plot[F[n, x], {x, O, 1}, PlotRange -> {0, 1}], {n, 1, 100}]

0.8
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0.2
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Z wykresu wida¢, ze sumy czesciowe F,(x) dla z-6w bliskich zera stabilizuja sie blisko
wartosci 0.8, zeby potem gwaltownie spas¢ do zera. Takie zachowanie sugeruje, ze w
granicy bedziemy mieli do czynienia ze skokiem wartosci funkcji, a wiec F' nie bedzie
ciagla w zerze.

Sprobujmy to udowodnié. W tym celu wystarczy skonstruowaé ciag xy zbiezny do 0 i
znalezé liczbe a > 0 taka aby F(zy) > a dla kazdego k. Zauwazmy, ze funkcja f,(z) jest
iloczynem czynnika /7, ktory jest maly dla x bliskich zera i czynnika exp(—n?z), ktory
dla matych x jest bliski jednogci (doktadniej exp(—n?z) ~ 1 dla z = o(#)) Wobec
tego wydaje si¢ dog¢ naturalne aby dobra¢ x;, w taki sposob, zeby exp(—nZzy) bylo
bliskie 1 dla duzej liczby n-o6w. Wowczas do F(xy) wklad bedzie miato wiele matych
przyczynkow rzedu /x, ktore w sumie dadzg duzy wktad. Te strategie bardzo tatwo
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zrealizowa¢ biorac na przyklad ciag xp = 1%2 Wéwcza mozemy latwo oszacowac:

b U n? 111
F(xk)>an($k Z exp< /@)sz.e:e>0'
n=1 n=1 1

Poniewaz xp, — 0 ale F'(x) nie zbiega do F'(0) = 0 przy k — 400, udowodnilismy, ze F
nie jest ciagla w zerze.

Zadanie 4.8. Wykaza¢, ze funkcja F(z) =Y 7 $4+ ; jest dobrze okreglona i klasy C*
na calej prostej rzeczywistej R.
Rozwigzanie:

Jak wiadomo z wyktadu (Twierdzenie 7.19), jezeli szereg funkcyjny F(x) =Y fo(z) jest
zbiezny w jednym punkcie i szereg pochodnych f;l(a;) jest zbiezny jednostajnie, wow-
czas szereg Y fn(x) jest rowniez zbieZny jednostajnie 1 ponadto funkcja F' jest roznicz-
kowalna oraz zachodzi réwnosé F' (z) = 3. f, (z) (inaczej mowiac mozna rozniczkowaé
wyjsciowy szereg ,wyraz po wyrazie”).

Sprobujmy zastosowaé powyzsze twierdzenie do szeregu w zadaniu. Ze zbieznogcia bada-
nego szeregu w punkcie x = 0 nie ma najmniejszych problemow, bowiem F'(0) = > 0 = 0.
Zajmijmy sie teraz szeregiem pochodnych.

fln_, x_] = x"2/(x"4 + n~4);

D[f[n, x], x];

Simplify[%].

J . C oy 2a(nt—at) s e
ak widzimy zachodzi rownosé f, (x) = Ry Spréobujmy zbadaé zbieznosé jedno-
stajng korzystajac z twierdzenia Weierstrassa. W tym celu zbadajmy przebieg funkcji

ful2):

pfln_, x.] := (2 x (04 - x°4))/(n"4 + x°4)"2;
Reduce [D[pf [n,x],x]>0,x].

Z analizy znaku drugiej pochodnej f, (x) latwo wywnioskowaé, ze pochodna f,(x) ma
1

1 1
dwa lokalne maksima — w punktach z,, := — (2 + W%) ‘i Yn = (2—4/ ) 4n. Warto-

$ci w tych punktach sg postaci c- %, gdzie ¢ to stala liczbowa niezalezna od n (najproscie;
wyliczy¢ to za pomoca komend Simplify[pf[n,xn],n>0] i Simplify[pf[n,yn],n>0],
gdzie xn i yn to odpowiednio punkty x, i y,). Poniewaz pochodna f, (z) jest funkcja
antysymetryczng i jej granice w plus i minus nieskoriczonosci wynosza zero wnioskujemy,
ze ||f,|l = c- % Szereg norm 3. || f,,|| jest zatem zbiezny, a zatem Y f,, jest zbiezny jed-
nostajnie. Poniewaz f,, sa funkcjami ciggltymi, wiec takze S f,(x) = F'(x) jest funkcja
ciagta.

Uwaga! W powyzszym rozwigzaniu gtéwng korzyécig korzystania z komputera byto omi-
niecie dog¢ pracochtonnych rachunkéw potrzebnych do znalezienia maksimum pochodnej

!4Tak naprawde dowolny ciag zbiezny do zera z prawej strony bedzie dobry. Wynika to, oczywiscie, z
ciaglosci F' na przedziale (0, +00).
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f,/L, a w konsekwencji normy || fq;H Mozna jednak w prosty sposob obejsé sie bez tych

wyliczenl, za pomocg oszacowania:

2z (n4 - x4)
(TL4 + :LA)Q

2|z| (n* + 2*) 2|z 2

(n4 +$4)2 - (n4 +LII4) —n3 :

fal@)| =

Ostatnig nieréwnos¢ zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika. Poniewaz uzyskane osza-
cowanie nie zalezy od x wnioskujemy, ze

/ 2
A

Zhieznosé szeregu 3 ||fr || wynika teraz z kryterium poréwnawczego (poréwnujemy z
szeregiem Y %)

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 4.9. Zbada¢ zbieznos$¢ punktowa i jednostajna ciagow

n

fn(w):m dlaxER,
n2

fn(z) = exp (—\/ﬁ(az — %)2> dlaz e R.
Zadanie 4.10. Zbada¢ zbiezno$¢ punktows i jednostajna ciggu na R

fn(x) = %COS(TLJJ) - nsin(:n) + cos(x) + nsin (_r 4 %) .

Zadanie 4.11. Zbadad, czy funkcja dana wzorem

F(z)=Y -

= ny/nexp ((n:c — 1)2)

jest dobrze okreglona i ciggla na calej osi R. Czy jest klasy C'1?

5 Calka

5.1 Calkowanie

Nowe umiejetnosci: obliczanie catek oznaczonych i nieoznaczonych, catkowanie nume-
ryczue.

Skrypt: Rozdzial 9. (podlinkowac)
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Nowe funkcje:

Mathematica Mazima Komentarz
Integrate[f [x],x] integrate(f(x),x) catka nieoznaczona
Integratel[f[x],{x,a,b}] | integrate(f(x),x,a,b) caltka oznaczona
NIntegrate[f[x],{x,a,b}]| romberg(f(x),x,a,b) catkowanie numeryczne

Obliczanie calek oznaczonych i nieoznaczonych w programie Mathematica nie nastrecza
wiekszych trudnosci. Przykladowo wyrazenia

3
/w5cosxdx i /e_a:xgd:r
1

obliczymy wpisujac polecenia

Integrate[x~5 Cos[x],x]
Integrate[Exp[-x] x~3, {x,1,3}].

Jak wiadomo, obliczenie catek nieoznaczonych z funkcji elementarnych czesto wyprowa-
dza poza klase funkcji elementarnych. Przyktadem takiej sytuacji jest catka

/exp(—x2) dz .

Programy typu CAS czesto potrafia podaé¢ poprawng wartosé catki wyrazona poprzez
tka zwane funkcje specjalne. Przyktadowo, wpisujac w Mathematice

Integrate[2/Sqrt [Pi]lExp[-x~2],x]

otrzymamy odpowiedz Erf(z). Funkcja Erf to tak zwana funkcja bledu Gaussa, ktora jest
zdefiniowana jako funkcja pierwotna dla % exp(—2?). W trakcie pracy z programami
CAS Czytelnik moze spotkaé jeszcze wiele innych funkcji tego rodzaju — miedzy innymi
poznane na wyktadzie funkcje gamma i beta Eulera (Rozdziat 10). Funkcje te sa dobrze
zbadane i pewne ich wlasnodci sa ,zaszyte” w oprogramowaniu CAS. W szczegdlnosci
daje sie obliczaé¢ przyblizone (czasem tez dokladne) wartosci danej funkcji. Przyktadowo
wpisa¢ w Mathematice

Integrate[Exp[-x~2],{x,-Infinity,Infinity}]
co da poprawny wynik /7. Mazima réwniez poradzi sobie z ta catkyg — wystarczy wpisaé
integrate(exp(-x~2),x,-minf,inf)

Czasem zdarza sie jednak, ze poszukiwana catka nie wyraza sie zadnym sensownym wzo-
rem zawierajacym jakiekolwiek funkcje znane naszemu programowi. Prébujac obliczyé
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taka catke, dostaniemy w odpowiedzi doktadnie to co wpisaliémyr_gl Do obliczania kon-
kretnych wartosci calek oznaczonych mozna si¢ wowczas postuzy¢ catkowaniem nume-
rycznym. Przykltadowo, do obliczenia catki

/0 ' sin(cos(x)) da

mozemy uzyé polecenia
NIntegrate[Sin[Cos[x]],{x,0,1}]
W Mazimie analogiczne polecenie wyglada nastepujaco

load(romberg) ;
romberg(sin(cos(x)),x,0,1);

Trzeba mie¢ jednak swiadomo$é, ze nie wszystkie caltki daje sie oblicza¢ w ten sposédb.
Calkowanie numeryczne wykorzystuje pewien algorytm, ktéry liczy pole pod wykresem
danej funkcji przy pomocy sumowania pél matych prostokatow lub innych, prostych figur.
Funkcje, ktoére bardzo szybko oscyluja nie daja sie scatkowaé¢ w ten spos()b@. Czytelnik
moze przeprowadzi¢ test probujac obliczy¢ wartosci catek

1 o0 o
/ sin (%) dxr oraz / M dz .
0 0
gdzie k € N.

x
T gink
/ 51?1 xdx,
o sinz
Rozwiazanie (sposéb 1):

Mathematica nie jest w stanie obliczy¢ tej catki dla ogélnego k, nawet przy dodatkowych
zalozeniach. Polecenie

Zadanie 5.1. Oblicz catke

Assuming[Element [k, Integers], Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}]1]

nie daje zadnych rezultatéw — program nie jest w stanie skoriczy¢ wyliczeri. Sprobujmy
zatem zmieni¢ sposéb postepowania i wypisa¢ rezultaty dla kilkunastu réznych wartosci
k:

Table[Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}], {k, 1, 15, 1}]

W odpowiedzi dostalismy naprzemienny cigg sktadajacy sie z liczb 7 i 0. Spodziewamy
sie zatem, ze wartos¢ catki dla nieparzystych k& wynosi 7, natomiast dla k parzystych
0. Ten drugi fakt dos$¢ prosto wykazaé. Naszkicujmy wykres jednej z rozpatrywanych
funkcji

5Mamy do czynienia z analogiczng sytuacja jak w przypadku szeregow liczbowych
167Zn6w nasuwa sie analogia z numerycznym sumowaniem
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Plot[Sin[6 x]/Sin[x], {x, 0, Pi}]

Widzimy, ze jest on antysymetryczny wzgledem punktu 5. Jest to rowniez prawda dla
dowolnego parzystego k

flk_,x_]:=Sin[k x]/Sin[x];
Simplify[f[2 k, x] + f[2 k, Pi - x], Element[k, Integers]l].

Stad wprost wynika, ze catka z funkcji % po odcinku [0, 7] da zero.

Aby wykazadé, ze catka dla nieparzystych k daje m sprobujmy przeprowadzi¢ dowdd in-
dukecyjny. Poczatek indukcji nie nastrecza problemoéw:

T sin(x 4
/ ,()dx:/ 1dz = 7.
o sin(z) 0
Poréwnajmy teraz dwa kolejne wyrazenia przeksztatcajac wyrazenie za pomoca funkcji
TrigFactor stuzacej do rozkladania wyrazenia na iloczyn czynnikéw trygonometrycznych

TrigFactor[f[2 k + 3, x] - f[2 k + 1, Pi - x]].

W wyniku dostaliémy iloczyn trzech czynnikéw

—2cos (;(1 +2k)(m —z) + %(3 + 2k)x> .sinl(x) -sin (;(1 +2k)(m —x) — %(3 + 2k)a:) .

Przeksztatémy teraz dwa skrajne czynniki za pomoca funkcji SimplifyIT_T]

Simplify[-2 Cos[1/2 (1+2 k) (Pi-x) + 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]]
Simplify[Sin[1/2 (1+2 k) (Pi-x) - 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]]

Okazuje sie, 7e pierwsze z nich to po prostu (—1)¥sin(z), a drugie (—1)* cos(2(k + 1)x).
W konsekwencji badana réznica kolejnych wyrazen to po prostu cos(2(k + 1)x). Latwo
sprawdzi¢, ze odpowiednia calka znika

/W cos(2(k + 1)x)dz = 0.
0

"Uszycie Simplify bezposrednio do catego wyrazenia zwija je do postaci poczatkowe;j.
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Rozwiazanie (sposdb 2):

Drugi sposéb rozwiazania jest nieco bardziej pomystowy i bedzie od nas wymagat uzycia

liczb zespolonych. Rachunki beda na tyle elementarne, ze nie bedziemy potrzebowac
el®_

pomocy komputera. Przypomnijmy mianowicie, ze sin(z) = 2731_“ Wobec tego

sin(kx) b — ez

sin(x) elr — ez’
Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia otrzymujemy

sin(kx)

: — ei(kfl)r + ei(kf?))z + ei(k:f5)ac 4. 4e i(kfl):p.
sin(x)

Grupujac teraz wyrazy parami i korzystajac z tego, ze cos(x) = % otrzymamy

sin(kx)
sin(x)

= cos((k — 1)x) + cos((k — 3)z) + cos((k —5)x) + ...,

gdzie ostatnim wyrazem jest cos(kx) lub 1 = cos(0z) w zaleznosci od parzystosci k. Cal-
kujac ostatnia rownosc¢ stronami tatwo dowiedziemy, ze wynikiem jest 0 dla k parzystych
i m dla k nieparzystych.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie 5.2. Wykorzystujac oprogramowanie CAS sprobowaé obliczy¢ funkcje pier-
wotne nastepujacych funkcji

f(z)=sin (%) oraz g(z)=tgsin(z).

Zadanie 5.3. Obliczy¢ catke
/exp(Bx) cos(z + 3)2° d.
Zadanie 5.4. Obliczy¢ catke
/(sin(2x) + cos(z))(tg(x) + 5) dx .
Zadanie 5.5. Niech k,l € N. Obliczy¢

2T 27
/ sin(kx)sin(lx) dx oraz / sin(kx) cos(lx) dx .
0 0
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5.2 Zastosowania rachunku calkowego

Nowe umiejetnosci: obliczanie dtugosci krzywych, pél powierzchni i objetosci bryt.
Skrypt: Rozdzial 9.4. (podlinkowac)

Zadanie 5.6. Oblicz pole i dlugosé¢ kardioidy danej we wspo6trzednych biegunowych
rownaniem r(¢) = 1 + cos(¢).

Rozwiazanie (sposdéb 1):

Rozwiazywanie zacznijmy od zdefiniowania pomocniczych funkcji

r[Phi_]:=1+Cos[Phi]
x[Phi_] :=r[Phi] Cos[Phi]
y[Phi_]:=r[Phi] Sin[Phi]

1 narysowania wykresu kardioidy

PolarPlot[r[Phi],{Phi,0,2 Pi}]

10

05-

Z rysunku wida¢ od razu, ze kardioida jest symetryczna wzgledem osi OX. Wystarczy
zatem, ze obliczymy interesujace nas wielkoséci dla jej gérnej polowy — jest to czesé
sparametryzowana przez kat ¢ € [0, 7].

Dhugosé mozemy tatwo wyliczy¢ ze wzoru na dtugoéé krzywej zadanej parametrycznie

p=2 [V o) + /@) e,
gdzie rézniczkujemy wrgledem ¢. W Mathematice:
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L=2 Integrate[Sqrt[D[x[Phi],Phi]~2+D[y[Phi],Phi]~2],{Phi,0,Pi}]

Wynikiem jest L = 8.

Nieco bardziej skomplikowanie przedstawia sie sprawa z polem powierzchni. Sprébujmy
najpierw wyrazi¢ y jako funkcje z. Widzimy, ze dla pewnych wartosci x zaleznosé ta nie
jest jednoznaczna. Bedziemy mieli do czynienia z dwoma gateziami funkcji y(z) (Rysunek

A

I I I
0.5 10 15 20

Rysunek 4: Dwie galezie funkcji y(x).

Z zaleznosci x(¢) = (1+cos(¢)) cos(¢) tatwo sie przekonaé, ze x(¢) jest malejaca funkcja
kosinusa dla cos(¢) € [—1, —%] i rosnaca funkcja kosinusa dla cos(¢) € [—2,1]. Punkt

=
graniczny cos(¢) = —% to oczywiscie wierzchotek paraboli (z 4+ 1)z. Odpowiada on
¢ = 2m oraz x(¢) = —5. Ogolniej z € [2,—%] dla ¢ € [0, 3] oraz x € [—1,0] dla
¢ € [3m, ).

W celu wyznaczenia zaleznosci y(z) wyliczmy najpierw kosinus kata ¢ jako funkcje x.
Solve[x == (1 + Cos[Phi]) Cos[Phi], Cos[Phil].

Otrzymane rozwiazanie cos(¢) = 3(—1 + /1 +4x) dla € [—1,2] opisuje gérna galaz,
natomiast cos(¢) = 3(—1 — v/I+4x) dla z € [0, —%] dolna galaz wykresu. Korzystajac
z jedynki trygonometrycznej i wstawiajac wyliczone wartosci cos(¢) do zaleznosci y(¢) =
(1 + cos(¢)) sin(¢) otrzymamy:

i) = 30T VTR’

i) = S VT, 1L e vTEm)

Pole otrzymamy jako roznice odpowiednich calek nieprzyjemne rachunki (po uprzednim
zdefiniowaniu funkcji y1(z) i y2(x)) zostawiajac komputerowi

S=-2 Integratelyl[x],{x,-1/4,0}]+2 Integrately2[x],{x,-1/4,2}];
Simplify [%]

Rezultatem jest S = %7’1’.
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Rozwiazanie (sposdb 2):

Jak widzimy powyzsze rozwiazanie jest dos¢ skomplikowane ze wzgledu na koniecznosé
wyliczania y jako funkcji x z uwiklanej zaleznosci. Duzo prosciej jest potraktowaé y(¢)
i z(¢) jak swego rodzaju zamiane zmiennych. Zaleznosé y(¢) mozemy traktowac jako
ztozenie nieznanej zaleznosci y = y(z) z podstawieniem z = z(¢). Teraz pole wyliczamy
jako

S:—Z/_Olyl(m)dx+2/_2 v (2)dar =

1
4

. 0
9 / un (2(6)7 (6)dé + 2 / 1o(2(6))' (6)do =
T 0 0
9 / y(&)r (6)do + 2 / y(6)r (§)do = 2 / y(®)7 (6)d.

Zauwazmy, ze tym razem nie musimy przejmowac si¢ juz jednoznacznoscia funkeji y(x).
W tym przypadku jednoznaczna jest parametryzacja za pomoca kata ¢. Zauwazmy
réwniez, ze pochodna a:/(cb) jest dla katow z przedziatu ¢ € (%7‘(’, 7) ujemna, co odpowiada
scofaniu sie” wartodci x i w rezultacie braniu odpowiedniego pola ze znakiem minus —
por. rysunek []

Sprawdzmy jeszcze czy wartosé pola obliczonego druga metoda zgada sie z ta obliczong
wczesniej:

2 Integrate[y[Phi] D[x[Phi],Phi],{Phi,Pi,0}]

Zadanie 5.7. Oblicz objetosé i pole powierzchni bocznej bryty powstalej przez obrét
petli danej parametrycznie

z(t) = 2t — 2,
(7) 5
woko6l osi OX.

Rozwigzanie:
Zacznijmy od zdefiniowania odpowiednich funkcji i narysowania wspomnianej petli

x[t_]:=2 t-t~2;
y[t_]:=4 t- t°3;
ParametricPlot [{x[t], y[tl}, {t, -0.3, 2.1}, AspectRatio -> 0.75]
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Optycznie widaé, ze krzywa zadana rownaniem ma jedyne samoprzeciecie w punkcie
(0,0). Faktycznie tatwo sprawdzi¢, ze 6w punkt odpowiada dwém wartosciom parametru
t =01t =2 (oczywiscie moze to tez za nas obliczy¢ komputer). Przypomnijmy, ze
objetos¢ bryty powstalej przez obrot wykresu funkcji f(x) okreslonej na odcinku [a, ]
wokét osi OX zadana jest wzorem

b

T / y?(x)dz.
a

W rozwazanym problemie moglibyémy wyznaczy¢ dwie galezie funkcji y = y(z) roz-
wigzujac zaleznod¢ uwiktang a nastepnie odja¢ od siebie odpowiednie calki jak w
pierwszym rozwiazaniu poprzedniego zdania. Zamiast tego potraktujmy parametryzacje
(7) jako zmiane zmiennych. Wowczas

2
=T 2 .T/ .
V= /0 (1) (£t

Odpowiedni rachunek

Pi Integrately[t]~2 D[x[t], t], {t, 0, 2}]

prowadzi do wyniku V = —%ﬂ'.

Oczywiscie otrzymany wynik nie ma sensu — objetos$¢ nie moze by¢ przeciez liczba ujemna,.
Btad ktory popehilisémy tatwo jednak wyjasni¢é. Parametr ¢ € [0, 1] odpowiada x rosng-
cemu od 0 do 1 wzdluz dolnej gatezi petli, natomiast ¢ € [1,2] malejacemu = od 1 do
0 wzdhuz gornej galezi. Wobec tego obliczona catka obejmuje objetosé bryly otrzyma-
nej przez obrot dolnej gatezi z plusem i objetosé analogicznej bryty dla gérnej gatezi z
minusem. W $wietle tych spostrzezen tatwo stwierdzié, ze —g—iw to minus objetos¢.
Zajmijmy sie teraz obliczaniem pola powierzchni rozwazanej bryty. Przypomnijmy, ze
pole powierzchni bryly powstalej przez obrot wykresu funkeji y(x) nad [a, b] wokol osi x

wyraza sie wzorem
b
S = 7r/ y(x)y/1+ vy (t)2dt.
a

Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze podstawienie dane przez parametryzacje (z(t),y(t))
prowadzi do wzoru

S=m /:1 y(t)\/2' ()2 + ' (t)2dt.

0
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Numeryczna warto$é tej catki dla parametryzacji
Pi NIntegrately[t] Sqrt[D[x[t], t1~2 + D[y[tl, t1-21, {t, 0, 2}]
wynosi okoto 10.02697.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 5.8. Obliczy¢ catki [27\/7(¢)2 + 1 (¢)2d¢ i [ r(¢)%d¢ dla krzywych zada-
nych parametrycznie: okregu r(¢) = rg i kardioidy r(¢) = 1 + cos(¢). Poro6wna¢ wyniki
ze znanymi dtugos$ciami i polami tych krzywych. Sprobuj wykazaé, ze powyzsze wzory
opisuja dhugosé krzywej i pole zakredlane przez kazda krzywa zamknieta dana w postaci
parametrycznej r = r(¢).
Zadanie 5.9. Sprawdzi¢, ze kardioide mozna opisa¢ nastepujacym réwnaniem

(2 +yH)? + 22(2 + %) = o2

Mozna uzyé¢ programu Mathematica do wyliczenia y jako funkcji x i poréwnania ze
wzorem wyliczonym wczeéniej. Mozna réwniez sprawdzié, ze punkty zadane biegunowo
r = 1+ cos(¢) spelniaja powyzsze rownanie. Narysowaé¢ wykres krzywej zadanej w po-
wyzszy sposob korzystajac z funkcji ContourPlot (por. rozdzial .

Zadanie 5.10. Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni bocznej torusa powstatego przez
obrét okregu (z — R)? 4 y? = 2 wokot osi OY. Zaktadamy, ze R > r. =
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