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Zamiast wstepu

1. Ten tekst jest w budowie. Mogg w nim byé rézne bledy, zaré6wno literéwki, jak i po-
wazniejsze usterki. Mogg stopniowo pojawiaé si¢ pewne (niezbyt wielkie) zmiany
uktadu tresci.

2. Wszelkie uwagi Czytelnikéw (w tym sugestie, co zmienié, gdzie warto napisaé¢ do-
kladniejsze wyja$nienie, gdzie umiesci¢ rysunek itp.) sg mile widziane, z géry za
nie dziekuje.

3. Najnowszg wersje tekstu mozna znalezé na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/ pawelst/analiza/
(w zakladce z notatkami).

Pawet Strzelecki



Rozdzial 1

Liczby rzeczywiste

Czym zajmuje si¢ Analiza Matematyczna?

Jedna z mozliwych ogélnych odpowiedzi na to pytanie jest nastepujgca: badaniem od-
powiednio regularnych funkcji, okreslonych zwykle na podzbiorach przestrzeni wektoro-
wych!. Do najwazniejszych zagadnieri w Analizie nalezg zatem:

e sposoby definiowania tych funkcji oraz opis ich wtasnosci;

e badanie réznych typ6w proceséw, ktére wigzg sie z matematycznym opisem cigglych
zmian (przejscia graniczne, rézniczkowanie, caltkowanie);

e badanie wielu zastosowan powyzszej teorii w innych obszarach, np. w geometrii,
fizyce, ekonomii, biologii.

W najprostszym przypadku chodzi o funkcje jednej zmiennej rzeczywistej. Podczas pierw-
szego roku studiow matematycznych praktycznie nie bedziemy sie stykaé z istotnie bar-
dziej zaawansowanymi dzialami Analizy.

A jak powstaje typowa teoria matematyczna?

We wspélczesnej matematyce typowa teoria ma budowe aksjomatyczng. To znaczy, ze
wprowadzamy pewne pojecia pierwotne, ktérych nie definiujemy; zaktadamy natomiast,
ze miedzy tymi pojeciami zachodzg pewne okreslone zwigzki, wyrazone za pomocg aksjo-
matéw (inaczej nazywanych pewnikami). Na tej podstawie budujemy reszte teorii.

Poniewaz mamy zajmowac sie funkcjami zmiennej rzeczywistej, wiec rozpoczniemy
caly wyklad od podania poje¢ pierwotnych i aksjomatow teorii liczb rzeczywistych, oraz
oméwienia ich najwazniejszych konsekwencji.

1.1 Aksjomatyka liczb rzeczywistych

Pojecia pierwotne teorii liczb rzeczywistych sg nastepujgce: dany jest zbior liczb rzeczy-
wistych R z dwoma wyréznionymi elementami, 0i 1 (przy czym 0 # 1), relacja nieréwnosci

< , oraz dwa dzialania, dodawanie i mnozenie, przypisujace kazdej parze liczb z,y € R
ich sume x + y oraz iloczyn x - y = xy.

17 pojeciem przestrzeni wektorowej Czytelnik tych notatek zetknie sie na wykladach Geometrii z Algebra
Liniows.
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Uwaga. Czytelnik, jesli tylko chce, moze sobie wyobrazaé jako R zbiér punktéw osi licz-
bowej, o ktorej uczono go w szkole. Relacja nieréwnosci, zero i jedynka, suma i iloczyn tez
nieprzypadkowo sg oznaczane tak, jak w szkole. Zamiast méwié liczba x € R, bedziemy
czasem moéwié punkt x € R

Aksjomaty teorii liczb rzeczywistych wygodnie jest podzieli¢ na trzy grupy: aksjomaty
ciala przemiennego, aksjomaty porzadku, oraz aksjomat cigglosci.
1.1.1 Aksjomaty ciala przemiennego

Pierwsza grupa aksjomatow orzeka, ze liczby rzeczywiste tworzg ciato przemienne. Cho-
dzi o opis kluczowych wlasnosci dodawania i mnozenia.
Oto wlasnosci dodawania:

A.1 (Przemienno$é dodawania). Dla wszystkich z,y € R zachodzi ré6wnos$é = + y =
Y+ x.

A.2 (Lacznos$é dodawania). Dla wszystkich z,y, z € R zachodzi réwnosé (z +y) + z =
z+ (y+ 2).

A.3 (Charakteryzacja zera). Dla wszystkich z € R jest x + 0 = .

A4 (Istnienie elementéw przeciwnych). Dla kazdego = € Ristnieje element —x € R,
taki, ze x + (—z) = 0.

Mnozenie ma podobng liste wtasnosci:

A.5 (Przemienno$¢ mnozenia). Dla wszystkich z,y € R zachodzi réwnos¢ zy = yz.
A.6 (Lacznos$é mnozenia). Dla wszystkich z,y, 2z € R zachodzi r6wnosé (xy)z = z(yz).
A.7 (Charakteryzacja jedynki). Dla wszystkich x € R jest z -1 = z.

A.8 (Istnienie elementow odwrotnych). Dla kazdego x € R, = # 0, istnieje element
! eR,taki, ze z -2~ = 1.

Ostatni aksjomat z tej grupy méwi o tym, jaki jest zwigzek dodawania z mnozeniem.

A.9 (Rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania). Dla wszystkich z,y, z € R za-
chodzi réwnos¢ z(y + z) = zy + z=.

1.1.2 Aksjomaty porzadku
N.1 (Prawo trichotomii). Dla wszystkich z,y € R zachodzi doktadnie jedna z trzech

mozliwosci:
Tz <y, T =y, y <.
N.2 (Przechodnios$¢). Dla wszystkich x,y,z € R,jeSliz <yiy <z, toz < z.

N.3 (Zwigzki nieréwnosci z dzialaniami). Dla wszystkich z,y,z € R:

(@) jeSliz <y,tox+ 2z <y+z;
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(b) jesliz <yiO <z, toxz <yz.

Z tych dwéch grup aksjomatéw mozna wyprowadzié¢ wszystkie szkolne reguly arytme-
tyki, definiujgc po drodze dwa pozostale dziatania, odejmowanie i dzielenie (przez liczbe
r6zng od zera). Sg wsrdd tych regut m.in. nastepujgce:

(W1) Elementy przeciwne i odwrotne sg okreslone jednoznacznie. Ponadto, —(—xz) = =
dla kazdego v € R, a (7 !)~! = z dla kazdego z € R, x # 0.

(W2) Dla dowolnych a,b € R istnieje dokladnie jeden element x € R taki, ze a + = = b.
(W3) JeSlizy =xixz#0,toy =1.

(W4) Dla wszystkich z,y € R z réwnosci xy = 0 wynika, ze 2 = 0 lub y = 0.

(W5) Dla kazdego = € R mamy z -0 = 0.

(W6) Dla dowolnych a,b € R, a # 0, istnieje doktadnie jeden element z € R taki, ze ax = b.
(W7) Dla wszystkich liczb rzeczywistych a, b zachodzg réwnosci (—a)b = a(—b) = —ab.

(W8) Dla kazdego = € R mamy 0 < z2; przy tym =z = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = 0. W
szczeg6lnosci,
1=1-1=12>0

Uwaga notacyjna. Czytelnik zauwazyl moze, ze w ostatniej wlasnosci pojawil si¢ sym-
bol <, dotychczas niezdefiniowany, ani nie wymieniony wsréd pojec pierwotnych. Zgodnie
z naturalnym oczekiwaniem, przyjmujemy dla wszystkich liczb rzeczywistych a, b, ze

(i) a < b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b lub a < b;
(ii) a > b wtedy i tylko wtedy, gdy b < a;
(iii) a > b wtedy i tylko wtedy, gdy b < a.

Dla przyktadu przeprowadzimy

Dow6p wrasnosct (W5). Ustalmy dowolng liczbe x € R. Z aksjomatu A.3 wynika, ze 1+0 =
1. Mnozac obie strony przez x i stosujgc wskazane aksjomaty, otrzymujemy

a:A:jac-l::U(1+O)‘A’:'9:U-1+x'0‘6‘:'7x+w-0, (1.1
a zatem
20 2 2. 0+0%2 0+ @+ (—2) s 4204 (—2)
(LD x+ (—x) (wiemy juz, patrz (1.1),ze z + -0 = )
Al g

co bylo do udowodnienia. [

Nie bedziemy przeprowadzaé dowodéw wszystkich wtasnodci z listy (W1)—(W8). Do-
wody nie sg zbyt skomplikowane, a tre$¢ tych wlasnosci powinna by¢ Czytelnikowi dobrze
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znana. Przykladowe dowody takich wlasnosci pojawig sie na ¢wiczeniach. Podkreslmy
inng rzecz: warto i nalezy zdawac sobie sprawe, ze podana lista aksjomatéw A.1-A.9 i
N.1-N.3, wystarcza, by wyprowadzi¢ z niej wszystkie pozostate reguly arytmetyki, zdefi-
niowawszy wezeéniej odejmowanie x — y := x + (—y) i dzielenie z/y := x - y~! dla y # 0.
To oznacza, ze reguly z listy (W1)—(W8) czy np. szkolne prawo rozdzielnosci dzielenia
wzgledem odejmowania nie sg juz, jak aksjomaty, kwestia umowy, a tym bardziej opinii
nauczyciela, zapisanej w kolorowych ramkach. Sg konieczng konsekwencjg aksjomatow.

1.1.3 Pojecie kresu gérnego i aksjomat cigglosci

Ostatni aksjomat, ktéry jest nam potrzebny, ma inny charakter od aksjomatéw ciala i
porzadku. Dotyczy nie pojedynczych liczb rzeczywistych, ani ich par czy tréjek, tylko pod-
zbior6éw zbioru liczb rzeczywistych. Sformutowanie tego aksjomatu poprzedzimy defini-
cjami ograniczenia gérnego i kresu gérnego.

Definicja 1.1. Liczba M € R jest ograniczeniem gérnym zbioru A C R wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego x € A jest x < M.

Méwimy, ze zbiér A C R jest ograniczony z géry, gdy ma choé¢ jedno ograniczenie gérne.
Na przyktad przedzial domkniety [0, 1] jest ograniczony z géry. Jego ograniczeniami goér-
nymi sg m.in. liczby 1, 10, 2010 i 2010210,

Definicja 1.2. Liczba M < R jest kresem gérnym niepustego zbioru A C R wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sg dwa warunki:

(i) M jest ograniczeniem gérnym A,
(ii) jesli M’ jest ograniczeniem gérnym A, to M < M’.

Kres gérny zbioru oznaczamy symbolem ‘sup’ (od laciiskiego supremum) i piszemy
M = sup A. Definicje kresu gérnego niepustego zbioru liczb rzeczywistych mozna sfor-
mulowac na inne, réwnowazne sposoby:

e M = sup A wtedy i tylko wtedy, gdy M jest najmniejszym ograniczeniem gérnym
zbioru A;

e M = sup A wtedy i tylko wtedy, gdy M jest ograniczeniem gérnym zbioru A i dla
kazdego € > 0 istnieje = € A taki, ze M — e < z.

Sprawdzenie réwnowaznosci tych definicji pozostawiamy jako proste éwiczenie. Podobnie,
latwo jest sprawdzié, poslugujac sie tylko definicjg, ze

sup{a} = a dla kazdego a € R, sup([a,b]) = b dla wszystkich a,b € R, a < b.

Teraz mozemy juz sformutowacé zapowiedziany aksjomat cigglosci.

Aksjomat cigglosci (Dedekinda). Kazdy niepusty, ograniczony z gory podzbior A C R
ma kres gorny M = sup A € R.

Uwaga. Analogicznie do ograniczenia gérnego i kresu gérnego definiuje sie ograniczenie
dolne zbioru liczb i kres dolny niepustego zbioru liczb A C R. Kres dolny oznaczamy sym-
bolem ‘inf’, od aciniskiego infimum. Liczba inf A jest najwigkszym ograniczeniem dolnym
niepustego zbioru A C R. Sformulowanie $cistych definicji pozostawiamy jako éwiczenie.
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Zbiér, ktéry ma ograniczenie dolne, nazywa si¢ ograniczny z dotu. Méwimy, ze zbiér
jest ograniczony, gdy jest ograniczony z gory i z dotu.

Wygodnie jest przyjaé nastepujacg dodatkowg umowe, ktéra w wielu sytuacjach jest
naturalna: sup A = +o0, gdy A nie jest ograniczony z goéry, oraz inf A = —oo, gdy A nie
jest ograniczony z dotu. Ponadto,

sup ) = —o0, inf ) = +o0,

gdzie symbol () oznacza zbiér pusty.

1.1.4 Podzbiory R

Wielokrotnie bedziemy spotykac¢ nastepujgce podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, skad-
ingd dobrze Czytelnikowi znane: zbiér liczb naturalnych,

N ={1,2,3,4,5,...},
zbioér liczb catkowitych?,
7 ={0,+1,42,43,+4,...} = NU {0} U (-N),
oraz zbior liczb wymiernych

Q={p/q: p,qeZ, q#0}.

O kluczowych wlasno$ciach zbioru N i jednym z mozliwych sposob6éw aksjomatycznego
wprowadzenia tego zbioru opowiemy w nastepnym podrozdziale. Teraz sformulujemy
twierdzenie, z ktérego wynika, ze zbiér liczb wymiernych Q jest istotnie mniejszy, niz
zbior liczb rzeczywistych. Zbiér Q, z naturalnymi dziataniami “na ulamkach” i szkolng
relacjg mniejszosci, spelnia wprawdzie (jak nietrudno sprawdzi¢, choé nie jest to zajecie
szczegolnie pasjonujgce) wszystkie aksjomaty ciata i porzadku. Jednak Q nie spelnia ak-
sjomatu cigglosci: nie kazdy ograniczony z géry zbiér liczb wymiernych ma kres gérny,
ktory jest liczbg wymierng.

Twierdzenie 1.3. Zbior liczb niewymiernych, R \ Q, jest niepusty.

Dowéd podamy juz teraz, choé¢ niektére wystepujgce w nim liczby nie zostaly jeszcze
w sposoéb Scisty zdefiniowane. Czytelnik zna je jednak pewnie ze szkoly, a ich Sciste okre-
§lenia pozna w ciggu najblizszych tygodni na wyktadzie.

Dowép 1. Wykazemy, ze v/2 nie jest liczbg wymierng. Przypusémy na chwile, ze jest prze-
ciwnie i v2 = p/q, gdzie pi q sq catkowite, ¢ # 0. Poniewaz /2 jest dodatni, wiec mozemy
bez zmniejszenia ogélnosci zalozyé, ze p i ¢ sg liczbami naturalnymi. Mozemy takze za-
lozyé, w razie potrzeby skracajac licznik i mianownik utamka p/q, ze p i ¢ sg wzglednie
pierwsze, tzn. nie majg zadnego wspélnego dzielnika wiekszego niz 1.

Jesli v2 = p/q, to 2 = p?/q?, a wiec 2¢> = p?. Liczby p? i 2¢%, zapisane w systemie
dziesigtkowym, musza wiec mie¢ te samg ostatnig cyfre. Zbadajmy, jakie sg wszystkie
mozliwosci, wypisujgc ostatnig cyfre kazdej z liczb ¢, ¢° i 2¢> w tabelce:

2Symbol Z, na ogét nie uzywany w polskiej szkole, za to powszechnie uzywany przez matematykéw na
calym éwiecie, pochodzi od niemieckiego stowa Zahlen, liczby.
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g (mod10) |O|1]2|3|4|5(6|7|8|9
¢> (mod10) |0 [1/4[9|6[5[6|9|4]|1
2¢° (mod 10) [0 [2[8[8[2]0|2[8|8]2

(Symbol k£ (mod 10) oznacza reszte z dzielenia k przez 10, czyli wlasnie ostatnig cyfre
liczby k w zapisie dziesigtkowym. Kazdy, kto zna szkolny algorytm mnozenia pisemnego,
moze sam sprawdzié, dlaczego tabelka jest taka, a nie inna).

Ale ostatnia cyfra liczby p? musi byé jedng z cyfr érodkowego wiersza tej tabelki. I
musi byé taka sama, jak ostatnia cyfra 2¢?. Jedyna mozliwosé to

P =2¢°=0 (mod 10).

Nietrudno jednak stwierdzi¢, ze wtedy zaréwno p, jak i ¢, dzielg si¢ przez 5. Jest to
sprzeczno$é, gdyz wiemy, ze p i ¢ nie majg wspélnych dzielnikéw wiekszych od 1. Uzy-
skana sprzecznoéé oznacza, ze /2 nie moze byé liczbg wymierng, co koriczy dowéd. [J

Dowép? 2. Poczgtek rozumowania jest taki sam, jak w pierwszym dowodzie. Zaktadamy,
ze \/2 = p/qjest liczbg wymierng, gdzie pi ¢ sg naturalne i nie majg wspélnych dzielnikéw
wiekszych od 1.

Jak wezesniej, z réwnoéci v2 = p/q wynika, ze 2¢> = p?. Dalszy cigg rozumowania jest
nieco inny. Lewa strona tej rownosci jest parzysta, wiec prawa tez. Skoro p? jest liczbg
parzysta, to i p jest parzyste (gdyby bowiem p byto nieparzyste, to p? takze byloby nie-
parzyste: przeciez jesli p = 2k + 1, to p? = 4k? + 4k + 1). Zatem p = 2k dla pewnego k
naturalnego. W takim razie,

2¢° = p° = (2k)* = 4k?,

to za$ oznacza, ze ¢> = 2k%. Liczba ¢? jest wiec parzysta. Zatem ¢ jest liczbg parzysta,
q = 2l dla pewnego | naturalnego. StwierdziliSmy wiec, ze p i ¢ dzielg sie przez 2, a to jest
sprzeczno$é. Sprzecznoéé wziela sie z zalozenia, ze /2 € Q, wiec ostatecznie v2 ¢ Q. [

Dow6p 3. Wykazemy, ze liczba x = log 2 (gdzie logarytm bierzemy przy podstawie 10),
czyli taka liczba dodatnia x, ktéra spelnia réwnosé 10 = 2, nie jest wymierna.*

Przypusémy, ze = = log2 = p/q, gdzie p i ¢ s3 naturalne. Wtedy 10?/¢ = 2. Podnoszac
obie strony do potegi ¢, dostaniemy 10? = 27 dla pewnych p, ¢ € N. To jednak jest oczywista
sprzecznos$é, gdyz jedna z tych liczb dzieli sie przez 5, a druga nie.

1.2 Liczby naturalne i zasada indukcji zupelnej

Niech A bedzie rodzing wszystkich takich podzbioréw A C R, ktére spelniajg jednoczesnie
dwa warunki:

1. 1€ A

2. Jesli liczba rzeczywista z € A, toxz + 1 € A.

3W pradawnych czasach Rzeczypospolitej Drugiej i Pét ten dowéd poznawali wszyscy uczniowie 6smej
klasy szkoly podstawowe;j.

4Czytelnik byé moze uczyl sie o logarytmach w szkole; za kilka tygodni zobaczymy, jak zdefiniowaé loga-
rytm w sposéb Scisly.
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Nietrudno sprawdzié¢, ze np. zbiér wszystkich liczb rzeczywistych R, a takze zbiér R,
nalezg do rodziny .A. Nietrudno sobie takze wyobrazi¢ wiele — nieskoniczenie wiele! — in-
nych zbioréw, nalezgcych do tej rodziny: bierzemy liczbe 1 i dowolng “chmurke” punktéw z
przedzialu (1, 2), a nastepnie tworzymy sume przesunietych kopii takiego zbioru. Innymi
stowy, bierzemy zbiér

B C[1,2) taki,zel € B,

i ktadziemy
A=BU(l+B)U(2+B)U...,

gdziek+B={k+z: x € B}.
Znany skadinad zbiér liczb naturalnych mozna, uprawiajgc aksjomatyczng teorie liczb
rzeczywistych, okresli¢ nastepujgco.

Definicja 1.4. N= {z € R : z € A dla kazdego zbioru A € A}.

Inaczej méwigc, zbioér liczb naturalnych to cze$é wspélna wszystkich zbioréw nalezg-
cych do rodziny A.

Stwierdzenie 1.5. Zbior N nie jest ograniczony z gory.

Dowop. Liczba 1 € N, wiec N jest niepusty. Postawmy hipoteze, przeczacy tezie, tzn.
przypusémy, ze N jest ograniczony z géry. Zgodnie z aksjomatem cigglosci, zbiér N ma
wtedy kres gérny b = supN € R.

Z definicji kresu, b > n dla kazdego n € N. Z drugiej wlasnosci wszystkich zbioréw
rodziny A wynika, ze b > n+1 dla wszystkich n € N. Stad jednak b — 1 > n dla wszystkich
n € N, wiec b — 1 jest ograniczeniem gérnym N. Ponownie korzystajgc z definicji kresu
gérnego — z drugiego podanego w niej warunku — stwierdzamy, ze

b—1>supN =4,

a zatem —1 > 0, czyli 0 > 1. To jest sprzecznosé, wiec przyjeta hipoteza musiala byé
falszywa. Zbiér N nie jest zatem ograniczony z gory. [J

Wniosek 1.6 (aksjomat Archimedesa). Dia dowolnych liczb dodatnich a,b € R istnieje
taka liczba naturalna n, Ze an > b.

Dowép. Gdyby an < b dla wszystkich n € N, to liczba b/a bylaby ograniczeniem gérnym
N. Wiemy juz jednak, ze zbiér N nie jest ograniczony z gory. [

Omoéwimy teraz wazng metode dowodzenia twierdzen o liczbach naturalnych, tak
zwang zasade indukcji matematycznej (zwang takze zasadg indukcji zupelnej).

Twierdzenie 1.7. Przypusémy, ze pewna witasnosé W przystuguje pewnym liczbom na-
turalnym, przy czym spetnione sqg dwa warunki:

(i) W (1), tzn. wlasnosé W przystuguje liczbie 1;
(it) Jesli W (n), to takze W(n+1).

Wowczas wtasnosé W przystuguje wszystkim liczbom naturalnym.
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Dowép. Niech A bedzie zbiorem wszystkich tych liczb naturalnych, ktérym przystuguje
wlasnosé W, tzn.
A={neN: W(n)}.

Oczywiscie A C N. Pokazemy teraz, ze A nalezy do rodziny .A.

Z zalozenia (i) mamy 1 € A, tzn. spelniony jest pierwszy z warunkéw z definicji rodziny
A. Ponadto, jesli x € A, to zachodzi W (x), wiec na mocy zalozenia (ii) zachodzi takze
W(x+1), ato znaczy, ze  + 1 € A. Spelniony jest wiec réwniez drugi warunek z definicji
rodziny A.

Zatem A € A. Poniewaz N jest czescig wsp6lng wszystkich zbioréw rodziny A, wiec
N cC A.

Otrzymali$émy wiec dwie inkluzje: A C NiN C A. To oznacza, ze A=N. [

Spéjrzmy teraz na przyklady zastosowan zasady indukcji zupelnej w konkretnych do-
wodach. Pierwszy z nich bedzie bardzo prosty, dwa pozostale — wyraznie trudniejsze.

Stwierdzenie 1.8 (nier6wnosé Bernoulliego). Dla kazdej liczby rzeczywistej a > —1idla
kazdej liczby n € N zachodzi nieréwnosé

(I1+a)">1+na.

Dowoép. Ustalmy dowolne a > —1.

Etap 1 (baza indukcji). Sprawdzamy, co sie dzieje dla n = 1. Zaréwno lewa, jak i prawa
strona sg wtedy réwne 1 + a, wiec nieré6wnos$¢ Bernoulliego zachodzi dla n = 1.

Etap 2 (krok indukcyjny). Zatézmy, ze (1+a)" > 1+na. Wykazemy, ze wtedy (1 +a)" ! >
1+ (n+1a.

Z aksjomatu N.3(b) i wlasnosci z - 0 = 0 wynika, ze obie strony nieréwnosci nieostrej
wolno pomnozy¢ przez liczbe nieujemng. Poniewaz 1 + a > 0, wiec z zalozenia indukcyj-
nego otrzymujemy

1+a)"=0+a)"(1+a) > (1+na)(l+a)
= 1+4+na+a+nad®
> l14+na+a  gdyzna? > 0dla wszystkichnia

1+ (n+1)a.

Etap 3 (konkluzja). Stwierdziliémy, ze nieré6wnos$é Bernoulliego zachodzi dla liczby n = 1,
a takze, ze jesli zachodzi dla liczby n, to zachodzi i dla n + 1. Zatem, zgodnie z zasadg
indukcji zupelnej, nieré6wnosé Bernoulli’ego zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n. Teza
stwierdzenia wynika z dowolnosci ¢ > —1. O

Uwaga. Prosze sprawdzié, ze r6wnosé w nieréwnosci Bernoulliego zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy n = 1 lub a = 0.

Dla potrzeb drugiego przykladu zdefiniujemy najpierw $rednig arytmetyczng i geo-
metryczng n liczb rzeczywistych nieujemnych. Jesli a;, as, ... a, > 0, to kladziemy

ap+az+---+a
A, = L G, = Yajas...ap = (alag...an)l/".

n
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A, tosrednia arytmetyczna liczb a4, . . . , a,, (tu zalozenie o nieujemnosci nie jest potrzebne;
definicja Sredniej arytmetycznej ma sens dla dowolnych liczb rzeczywistych, niekoniecz-
nie nieujemnych), natomiast G, jest sredniqg geometryczng liczb nieujemnych a1, ..., a,.

(Pierwiastki dowolnego stopnia z liczb nieujemnych zdefiniujemy $cisle po oméwieniu
przyktadéw dowodéw indukeyjnych. Teraz wystarczy nam wiedza, ze /0 = 0,a dlaz > 0
liczba y = {/x jest dodatnia i ma te wlasnosé, ze y"™ = x).

Twierdzenie 1.9 (nier6wnos$¢ miedzy srednimi). Dla kazdej liczby n € N i dowolnych
nieujemnych liczb rzeczywistych a1, ao, . .., a, zachodzi nieréwnosé

ay+az+---+an
n

A, = Z(alag...an)l/nan.

Dowép. Wystarczy rozwazyé przypadek nietrywialny, gdy wszystkie a; sg dodatnie. (Gdy
choc¢by jedna z liczb a; jest zerem, to oczywiscie G,, = 0 < A,).

Baza indukcji. Dla n = 1 mamy jedng liczbe nieujemng a;. Teza jest prawdziwa, gdyz
Wtedy A1 =a] = Gl.

Krok indukcyjny. Zalézmy, ze dla pewnego m naturalnego nieréwnosé

by 4+ by,
o1t bm > (by...by)"/™

m

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich bq,bo, ..., b,,. Wykazemy, ze przy
takim zalozeniu dla dowolnych liczb dodatnich ay,as, ..., am, @m+1 jest Ams+1 > Gt
Bedziemy dowodzi¢ réwnowaznej nieréwnosci Azﬂ > Gzﬂ Skorzystamy z nieréw-
nosci Bernoulliego, ale nie zrobimy tego od razu.
Z uwagi na przemienno$¢ dodawania i mnozenia mamy prawo zalozyé, ze 0 < a; <
as < ... < apym < apms1. Wtedy, poniewaz Srednia arytmetyczna m sktadnikéw nie prze-

kracza najwiekszego z tych sktadnikéw, mamy

Am:a1+...—|—amSmam:amgamﬂ. (1.2)
m m

Zapiszmy teraz srednig A,,.1 W nieco innej postaci:

mA,;, + Am+1

Am+1 m+1
_ ami1 — Am . m 1
= Anmt+t— 7 sy =1-4,
amy1 — Am
- A (14 Zmtl m
m( +(m+1)Am)
—_———

a

(wypisujac ostatnig linijke, po prostu wylgczyliSmy A,, przed nawias).
Z nieréwnosci (1.2) wynika, ze
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a to znaczy, ze nieré6wnosé Bernoulliego mozna stosowac do szacowania poteg sumy (1+a)
z dotu. Piszemy teraz

At > A1 4 )]
> A™H(1 4 (m+1)a) (tu uzyli$my nier6wnosci Bernoulliego)
a —A
m
> Glam41 (tu uzyli$émy zalozenia indukcyjnego)
= (a1a2...am)am4+1 = Gzﬂ

Zatem, A,,+1 > Gp41. Stad, na mocy zasady indukcji zupelnej, wynika juz teza twier-
dzenia. O

Uwaga. Czytelnik moze sie zastanawia¢: skad byto wiadomo, ze aby wykazaé nier6wnos¢
miedzy §rednimi, trzeba rozumowac akurat tak? Na takie pytania czesto nie ma latwych
odpowiedzi. Tu akurat mozna bylo zauwazyé, ze dla duzych a; = as = ... lewa strona nie-
réownosci A] > G rosnie wykltadniczo wraz z m i sprobowac szacowania (z dotu) czegos
rosngcego wykladniczo przez cos, co rosnie zaledwie liniowo — do tego sluzy nieréwnos¢
Bernoulliego. Reszta powyzszego dowodu polega na stosunkowo prostych przeksztalce-
niach, potrzebnych, by Ami} przeksztalci¢ do odpowiedniej postaci.

Podamy teraz drugi dowéd nieréwnosci miedzy Srednimi, po to, zeby zilustrowac, ze
rozumowania indukcyjne moga mie¢ bardzo rézny charakter. Dla zobrazowania zasady
indukcji zupelnej uzywa sie czesto poréwnania z kostkami domina: jesli wiadomo, ze
kostki domina sg ustawione w rzedzie, na tyle blisko, ze kazda z nich, upadajac, prze-
wréci nastepnag, to przewrdcenie pierwszej kostki spowoduje przewrécenie wszystkich. W
nastepnym dowodzie ustawienie kostek bedzie bardzo fantazyjne: takie, ze dla kazdego n
kostka n-ta przewraca kostke o numerze 2n, a kostka k-ta przewraca kostke z numerem
(k—1).

Dowép. Jak wczesniej, zalozymy, ze wszystkie a; sg dodatnie. Dow6éd ma trzy czesci.

Po pierwsze, sprawdzamy, ze A; > G (to oczywiste) i Ay > G5. Druga nieré6wno$é jest
réwnowazna innej, (/a1 — 1/az)? > 0.

Po drugie, wykazemy, ze jesli nier6wno$¢ miedzy $rednimi zachodzi dla dowolnych
liczb b1,...,b, > 0, to zachodzi takze dla dowolnych liczb a4,...,as, > 0. Istotnie, ko-
rzystajgc najpierw (dwukrotnie) z nieréwnosci miedzy srednimi dla n liczb, a potem z
nieréwnosci Az > Go, otrzymujemy

1 .. ”
Ay, = <a1+ —|—an+an+1+ —i—a2>
2 n n
S (a1 ce an)l/” + (an-l-l cee a2n)1/n
= 2
S e s e
Gop,-

(Komentarz: teraz wiemy, ze nier6wnosé miedzy srednimi zachodzi dla n liczb, gdy n €
{1,2,4,8,16,...}. Te wartosci n stanowig zdobyte przyczotki.)
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Po trzecie, dowodzimy, ze jesli nier6wnos$¢ miedzy $rednimi zachodzi dla n + 1 liczb
dodatnich, to zachodzi takze dla n liczb dodatnich. Piszemy

n 1
A, = A A
" n+1"" + n4+1""
A
_ Gatad - ir It A liczniku jest n + 1 liczb
n
> (a1-... ap- AV, z nieréwnosci dla n + 1 liczb,

— GQ/(”H)A}/”“.

Dzielimy obie strony przez AY "+ bodnosimy do potegi (n + 1) i otrzymujemy A > GI'.
(Komentarz: teraz wiemy, ze z kazdego zdobytego wczeséniej przyczoétka, tzn. od kazdej
z wartoscin = 1,2,4, 8,16, ..., mozna cofac sie jednostkowymi krokami.)
Z trzech czes$ci dowodu wynika juz teza twierdzenia. [J

Zadanie 1.10. Analizujgc wybrany dowdd nieré6wnosci miedzy srednimi, wykazaé, ze
A, = G, wtedy i tylko wtedy, gdyn =11luba; =as = ... = a,.

1.3 Pierwiastki n-tego stopnia

Postugiwalismy sie juz pierwiastkami n-tego stopnia z liczb nieujemnych. Aby mieé¢ pew-
nosé, ze wolno bylo tak postepowac, udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.11. Dla kazdej liczby a > 0 i kazdego n € N istnieje doktadnie jedna
liczba b > 0 taka, ze b = a.

Dowdéd twierdzenia poprzedzimy sformutowaniem pomocniczego faktu.

Lemat 1.12 (wzér na réznice n-tych poteg). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i wszyst-
kich x,y € R zachodzi rownosé

=yt =@y @ 2" Pyt ey ). (1.3)

Szkic powobpu. To jest nieznacznie przeksztalcony wzér na sume skonczonego postepu
geometrycznego. Gdy y = 0, nie ma czego dowodzié; obie strony sg rowne z". Jesli y # 0,
to dzielgc obie strony (1.3) przez y" i kladgc ¢ = x/y, otrzymujemy réownowazny tezie
lematu wzoér

¢"=1= (=@ "+ ).
Nietrudno jest udowodni¢ go przez indukcje. Mozna takze po prostu “otworzy¢ nawiasy’
i zaobserwowad, ze prawa strona jest réwna

4

"+ ()T AT T+ () g
;6 =0 =0

czyli po prostu ¢" — 1, gdyz kazda ze wskazanych par sktadnikéw ma sume zero.

Dowo6p TwiERDZENIA 1.11. Zaczniemy od wykazania jednoznacznosci pierwiastkow n-tego
stopnia. Gdyby dla pewnego a > 0 bylto " = b} = a, gdzie b, b; > 0, to byloby wtedy

=" b= (b—b) " 0"y 4D

=(ozn.) M
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Zatem, b — by = 0 lub M = 0 (jeden z czynniké6w musi znikac). W pierwszym przypadku
mamy b = b;. W drugim przypadku, poniewaz b, b; > 0, liczba M jest sumg n nieujemnych
skladnikéw. R6wnosé M = 0 moze zachodzié jedynie wtedy, gdy kazdy z tych sktadnikéw
jest zerem, czyli jedynie wtedy, gdy b = b; = 0.

W obu przypadkach mamy wiec b = b;. Dla kazdego a > 0 istnieje zatem co najwyzej
Jjedna liczba b > 0 taka, ze b" = a.

Teraz zajmiemy sie istnieniem. Dla a = 1 wystarczy wziag¢ b =1,adlaa=0-b = 0.
Jesli juz udowodnimy twierdzenie dla wszystkich liczb a > 1, to dla a € (0,1) bedzie
mozna postgpié¢ nastepujgco: jesli a € (0,1), to a=! > 1, wiec istnieje pierwiastek n-tego
stopnia z a~!, tzn. liczba b; taka, ze b} = a~'. Wtedy jednak liczba b = bfl spelnia r6wnosé

b= ()" = ) =) =

tzn. jest pierwiastkiem n-tego stopnia z a.
Wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek a > 1. Tym sie teraz zajmiemy. Niech

S={zeR: 2" <a}.

Jedli z € S, to z < a, bowiem w przeciwnym przypadku mielibySmy =™ > o > a > 1, a to
jest sprzeczno$c¢ z definicjg zbioru S. Liczba a jest wiec ograniczeniem gérnym zbioru S,
aponadto1l € S,;bo1=1" < a.

Z aksjomatu cigglo$ci wynika, ze zbiér S ma kres géorny b = sup S. Musi zachodzié
jeden z trzech przypadkow,

" < a, " > a, " = a.

Pokazemy, ze pierwsza i druga mozliwo$é prowadzg do sprzecznosci.
Przypus$émy, ze 0" < a. Rozwazmy liczbe b + ¢; niewielkg liczbe dodatnig ¢ € (0,a)
dobierzemy za chwile. Z lematu otrzymujemy

(b+e)"=b" = e((b+e)" '+ (b+e)"?b+ - +b"71)
< e-nb+a)"!

(kazdy z n sktadnikéw w nawiasie szacujemy z géry przez (b + a)"!). Biorgc dowolng
liczbe
a—b"

O<e< —/———
c n(b+a)1’

przekonujemy sie, ze (b + ¢)" — b" < a — b", tzn. (b+ ¢)" < a, a wiec b+ ¢ € S. Stad
b+e <supS =0b,czylie <0, sprzecznos¢.

Przypu$émy zatem, ze b > a. Rozwazajgc tym razem b — §, gdzie 0 jest malg liczbg
dodatnig, otrzymujemy, ponownie stosujac Lemat,

V= (b—8)" =5 (0" P —8) -+ (b= <5 nb"T <" —a,

oile tylko 0 < § < (b" — a)/nb" ! (wtedy mamy prawo napisaé ostatnig nier6wnos¢). To
jednak oznacza, ze
(b—0)" > a.
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Z definicji zbioru S mamy wiec (b — §)" > 2" dla kazdego x € S, czylib — 6 > sup S = b.
Stad —d > 0, jednak liczbe 6 wybraliSmy wcze$niej dodatnig! Ta sprzeczno$¢ oznacza, ze
przypadek b" > a takze nie moze zachodzié.

Zostala tylko jedna mozliwosé: b = a. O

Uwaga. Wygodnie jest przyjaé nastepujacg dodatkowg umowe: jesli a < 0, natomiast
n = 2k + 1 jest liczbg naturalng nieparzystg, to kladziemy

al/n _ _(_a)l/n'

Wtedy rzeczywiscie (a'/")" = a, co wynika z przemienno$ci mnozenia i stad, ze (—1)" =
(—1)2k+1 = —1, Nietrudno zauwazy¢, ze dlan = 2k analogiczna umowa nie miataby sensu:
parzysta potega liczby rzeczywistej b, b** = (b*)? jest nieujemna, co wynika z wtasnoéci
(W8), patrz strona 3.

1.4 Liczby calkowite. Entier. Gestosé zbioru liczb wymier-
nych i niewymiernych

Jak juz wiemy, zbiér liczb calkowitych jest okreslony nastepujgco
Z ={0,41,42, 43, +4,...} = NU{0} U (-N).
Przytoczymy bez dowodu dwa twierdzenia, opisujgce wlasnosci zbioru Z.

Twierdzenie 1.13. Jesli k € Z, to w przedziale otwartym (k,k + 1) nie ma Zadnej liczby
catkowitej, tzn. (k,k+1)NZ = (.

Twierdzenie 1.14. Jesli zbior niepusty A C Z jest ograniczony z gory (odpowiednio: z
dotu), to w A istnieje element najwiekszy (odpowiednio: najmniejszy).

Kazde z tych twierdzeri® mozna sprowadzié¢ do odpowiednich wtasnosci zbioru liczb
naturalnych, ktérych dowodzi sie, stosujac zasade indukcji zupelnej. Nie bedziemy tego
robié; szczegoly pozostawiamy zainteresowanemu Czytelnikowi.

Definicja 1.15 (Entier, czyli czesé catkowita liczby rzeczywistej). Dla kazdej liczby z € R
okreslamy

[] =sup{k € Z : k <x}. (1.4)
Zatem, na przyklad, [7] = 7= —[-7], [1] = 0, [V2] = 1, ale [-V2] = -2, gdyz najwiek-
szg liczbg calkowitg nie przekraczajgcg —1,4142... = —/2 jest wtasnie —2.

Stwierdzenie 1.16. Dla kazdego = € R liczba [z] jest catkowita i spetnia nieréwnosci

[z] <x < [z]+1. (1.5)

Dowo6p. Odpowiednie wlasnosci [z] widaé na zalgczonym rysunku.

®Nawiasem: ze szkolnego, a takze zdroworozsgdkowego punktu widzenia oba twierdzenia s, praktycznie
biorge, oczywiste — tzn. wyrazajg nasze bardzo naturalne intuicje zwigzane z wyglgdem zbioru liczb catko-
witych.
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Oto niedtugi dowdd, dla zainteresowanych forma-

3¢ lizacja. To, ze [z] € Z, wynika z definicji czesci cal-
kowitej i wltasnosci zbioru Z, wyrazonej w Twierdze-
2t niu 1.14: zbiér

K={keZ:k<uz}

jest ograniczony z géry przez z, a liczba [z] jest naj-
wigkszym elementem K. Mamy [z] < 2 wprost z de-
finicji supremum. Gdyby [z] + 1 < z, to byloby

supK =[z] < [z]+1€ K,

-2t a to jest sprzeczno$c¢ z definicjg supremum. [
Funkcja entier i funkcja f(z) = . Wiemy juz zatem (z grubsza), co to sg liczby rze-
Lewy koniec kazdego z poziomych odcin- . . . . .
) . czywiste, naturalne, catkowite i wymierne. Wiemy
kéw wykresu [z] nalezy do tego wykresu, O EEEy e e ) : ) 3
a prawy — nie. tez, ze istniejg liczby niewymierne; jedng z nich
jest /2. Sformutujmy jeszcze jedng wazng wlasnosé,
ktérg ma zaréwno zbiér Q liczb wymiernych, jak i zbiér R \ Q liczb niewymiernych.

Definicja 1.17. Zbior A C R nazywa sie gesty, jesli dla wszystkich =,y € R, z < y, istnieje
element a € A taki, ze x < a < y.

Twierdzenie 1.18. Zarowno zbior Q liczb wymiernych, jak i zbiér R\ Q liczb niewymier-
nych, sq geste w R.

Méwige inaczej, w kazdym przedziale otwartym prostej rzeczywistej jest jaka$ liczba
wymierna i jakas liczba niewymierna.

Dowép. Ustalmy dowolne z,y € R takie, ze © < y. Najpierw wskazemy liczbe wymierng
w, ktéra nalezy do przedziatu (z,y).
Wiemy, ze [nz] < nz < [nz] + 1 dla kazdego n € N. Stad
[nz] [nx] 1
—<zr<—4+ —-—=w.
n n n
Poniewaz [nz| € Z, wiec w € Q. Pozostaje dobraé n tak, zeby w < y, ale to nietrudne:
mamy [nzx]|/n < z, a zatem
[nx] 1 1
w=-—+-—<z+—.
n n n
Wystarczy wiec, gdy = + % < vy, a tak jest dla dowolnej liczby n > 1/(y — =) (prosze
zauwazy¢, ze korzystamy tu z dwéch faktow: y — = > 0, wiec 1/(y — ) > 0, a ponadto
zachodzi aksjomat Archimedesa).

Uwaga. Ta czes¢ dowodu wyraza prostg intuicje: jesli wyruszamy z punktu 0 € R i
idziemy krokami dlugosci 1/n, to stgpamy tylko po liczbach wymiernych i nie mozemy
oming¢ zadnej “dziury” dluzszej niz 1/n.

Teraz wskazemy liczbe niewymierng z taka, ze x < w < z < y. Polézmy

V2

z=w+ —, gdzie m € N.
m
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Dla kazdego m € N mamy z > w (to oczywiste), a ponadto z ¢ Q, bowiem w przeciwnym
przypadku mieliby$émy /2 = m(z — w) € Q, a wiemy, ze /2 jest niewymierny. Pozostaje
tylko dobraé m tak, zeby z < y, ale to nietrudne: poniewaz w < y, wiec z < y wtedy i tylko
wtedy, gdy v2/(y — w) < m. Bierzemy wiec jako m dowolng liczbe naturalng, ktéra jest
wieksza od v2/(y —w). O

Uwaga. Z Twierdzenia 1.18 wynika, ze w kazdym przedziale otwartym prostej rzeczywi-
stej jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych i nieskoriczenie wiele liczb niewymiernych
(Czytelnik zechce sie zastanowic, dlaczego tak jest). W istocie, jesli A C R jest dowolnym
zbiorem gestym, to do kazdego przedzialu otwartego nalezy nieskonczenie wiele elemen-
toéw zbioru A.

Na zakonczenie tej partii wykladu podamy jeszcze jeden dowéd istnienia liczb niewy-
miernych — dowéd Dedekinda niewymierno$ci pierwiastk6w niecaltkowitych. To ilustra-
cja, jak wiele mozna wywnioskowaé z najprostszych regul arytmetyki i jednej wlasnosci
zbioru N: w kazdym niepustym zbiorze A C N istnieje element najmniejszy.

Twierdzenie 1.19. Jesli n,k € Ni k > 2, to x = n'/* jest albo liczbg naturalng, albo
liczbg niewymierng.

Dowo6b. Aby lepiej zilustrowacé najwazniejszy pomyst dowodu, rozpatrzymy najpierw przy-
padek k& = 2.
Przypusémy, ze 0 < z = /n € N, ale jednak = € Q. Wtedy zbiér

A={meN: mz e N}

jest niepusty; to wynika wprost z definicji zbioru liczb wymiernych Q. Niech m( bedzie
najmniejszym elementem A; wtedy oczywiscie mox =1 € N.

Potézmy m; = mo(x — [x]). Z nieréwnosci 0 < x — [z] < 1 (pamietajmy: x nie jest liczbg
calkowitg) wynika, ze 0 < m; < mg. Ponadto,

my = mox —mplz] =1 —mglz] €Z,
a wiec m jest liczbg naturalng, bo m; > 0. Wreszcie, mamy
0 < myzx = moz® — mozx[z] = mon — l[z] € Z,

a wiec liczba mx tez jest naturalna. To oznacza, ze m; € Aim; < mg, a przy tym my
jest najmniejszym elementem w zbiorze A. Otrzymali§my sprzecznos$é, ktéra oznacza, ze
x = y/n nie moze by¢ liczbg wymierng. To koniczy dowéd twierdzenia w przypadku & = 2.

Pokazemy teraz, jak rozwazy¢ przypadek ogélny. Zalézmy, ze 2 = n'/* ¢ N. Przypu-
$émy, ze x € Q; pokazemy, ze to zalozenie prowadzi do sprzecznosci. Niech

B={seN: 2 € N}.

k

Zbior B C N jest niepusty (k € B, bowiem z" = n), wiec zawiera element najmniejszy so;

przy tym so > 1, gdyz 1 ¢ B. Oznaczmy

%0 =ng. (1.6)
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Rozwazmy zbior
A ={m € N : wszystkie liczby mz, ma?, ..., mz* ! s3 naturalne}.

Jest to zbiér niepusty, gdyz x,z2,...,2% ! sg liczbami wymiernymi. Niech m bedzie
najmniejszym elementem zbioru A. Dla wygody oznaczmy

mox=0L €N, moz? =10 eN, ..., moz®l= lso—1 € N.
Poniewaz sy to najmniejszy element zbioru B, wiec
0<e:=qg%"1— [acso_l] <1

(liczba 2%0~! nie jest naturalna, gdyz wtedy sy — 1 nalezaloby do B). Pot6zmy m; = emy.
Wtedy 0 < m; < mg. Ponadto,

0 < mq =moe = moz®™ ! —myg [:Uso_l] = lsy—1 — Mo [xso_l] ez,
wiec m; jest liczbg naturalng. Wreszcie, nietrudno sprawdzié, ze
miz €N, miz?eN, ..., mz® !eN.

Istotnie, niech j bedzie dowolng z liczb 1,2, ...,so — 1. Wtedy

miz? = meer?! = moad Lz — moat [:1;80*1]
(L6 moz? tng — l; [mso_l]
- mong — Iy 207! gdy j =1,
o lj_lno — lj [acsO’l] gdyj > 1,

a wiec mi2’ jest liczbg catkowitg. Do tego oczywiscie miz? > 0, wiec mi2’ jest liczbg
naturalng. Zatem, z definicji zbioru A i dowolnosci j, liczba m, € A.
Otrzymali$my wiec
mo=1inf A>mq € A.

Jest to sprzecznosé, ktora koriczy dowéd. [

Ktos, komu powyzszy dowéd wydaje sie nie tylko pomystowy, ale i trudny, powinien
pamietaé, ze o niewymiernosci v/2 wiadomo od dwéch i pét tysigca lat, a Dedekind swdj
artykut Was sind und was sollen die Zahlen? publikowal, jako piecdziesiecioparolatek, w
roku 1888.

Nie nalezy sie dziwic, jesli nie rozumiemy w ciggu p6t godziny czegos, na co inni po-
trzebowali wielu lat.



Rozdzial 2
Ciagi. Pojecie granicy ciagu.

Definicja 2.1. Ciagg jest to funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych.

Bedziemy rozwazaé ciggi o wyrazach rzeczywistych, czyli — zgodnie z powyzszg defini-
cjg — funkcje a: N — R. Wartos$ci takiej funkcji w kolejnych liczbach naturalnych nazywa
sie wyrazami ciggu i oznacza

ai, a2, as,

Zarowno na wyktladzie, jak i na ¢wiczeniach spotkamy wielokrotnie ciggi zdefiniowane w
rézny sposéb: przez podanie ogélnego wzoru na n-ty wyraz, np. a,, = 1/n dla n € N, albo
przez okreslenie rekurencyjnej reguly, ktéra pozwala obliczy¢ nastepny wyraz ciggu, gdy
znane sg wyrazy o wezesniejszych numerach, np.

Fi=F=1, Fn+2:Fn+1—|—Fn dlan:0,1,2,...

(nawiasem: cigg (F),) nazywa sie ciggiem Fibonacci’ego).

Ciagi stuzg matematykowi m.in. do tego, zeby nowe, nieznane jeszcze liczby rzeczywi-
ste przyblizaé liczbami prostszymi, juz oswojonymi — np. liczbami wymiernymi. Bywa i na
odwr6t: znamy jakis cigg liczb, wyrazony skomplikowanym wzorem lub regulg, a chcemy
powiedzieé co$ wzglednie prostego i jasnego o zachowaniu dalekich wyrazéw ciggu. Aby
robié jedno i drugie w sposéb mozliwie $cisty, wprowadza sie fundamentalne w catej Ana-
lizie pojecie granicy ciqgu. Zanim je wprowadzimy, przypomnijmy definicje warto$ci bez-
wzglednej.

Definicja 2.2 (wartos¢ bezwgledna liczby rzeczywistej). Dla z € R kladziemy

o] = z, gdyz>0,
I gdy = < 0.

Interpretacja wartosci bezwzglednej, z ktérg bedziemy nieustannie mieé do czynienia,
jest nastepujaca: |z| to odleglosé liczby (punktu) = od 0 na prostej rzeczywistej, a |z — a|

to odleglto$é punktéw z € Ria € R.

Stwierdzenie 2.3 (nier6wnos¢ trojkata). Dla wszystkich x,y € R zachodzi nieréwnosé

|z +y| < |z + [yl (2.1)

17
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Dowép. Sprawdzenie przypadkéw, gdy obie liczby sg tego samo znaku lub co najmniej
jedna z nich jest zerem, jest tatwe. W nieréwnosci tréjkata zachodzi wtedy réwnosé. Szcze-
goly pozostawiamy Czytelnikowi.

Pozostaje wykazaé nieréwnosé dla r < 0 < y (przypadek y < 0 < z jest w pelni
analogiczny, wystarczy zamienié = i y rolami). Prawa strona (2.1), ktérg oznaczymy P,
jest wtedy réwna |z| + |y| = y — z. Lewa strona, L, jest réwna x + y lub —x — y.

Jesli L = x + y, to nieré6wnosé L < P jest rownowazna temu, ze z +y < y — x, czyli
temu, ze 2z < 0, a wiemy, ze ostatnia nieré6wnosc jest spetniona, gdyz = < 0.

Jesli natomiast L = —z — y, to nier6wnos$¢é L < P jest rownowazna temu, ze —x — y <
y — x, czyli temu, ze 0 < 2y, a wiemy, ze ostatnia nier6wnos¢ jest spetniona, gdyz y > 0.
O

2.1 Granica ciggu i jej podstawowe wlasnosci

Definicja 2.4. Ciag (a,) liczb rzeczywistych jest zbiezny do granicy g € R (inaczej: ma
granice g € R) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje n. € N takie, ze
dla wszystkich numeréw m > n. zachodzi nier6wnosé

lam — g < €.

Pozw6lmy sobie na nieformalny komentarz. Warunek z definicji nalezy rozumieé tak:
jakkolwiek matq liczbe ¢ > 0 wezmiemy, mozna bedzie wskazaé takg liczbe n., odpowied-
nio dobrang do ¢, ze wszystkie wyrazy ciggu (a,) o numerach wiekszych od n. bedg sie
r6znic od liczby g — granicy ciggu — mniej niz o . Méwigc inaczej, liczba ¢ okresla zgdany
poziom dokladno$ci przyblizenia a,, ~ ¢, natomiast n. wskazuje moment, od ktérego
jestesmy w stanie takg doktadnosé zapewnié.

Oznaczenia i terminologia. Cigg, ktéry ma granice, nazywa sie zbiezny. Cigg rozbiezny
to taki cigg, ktéry nie ma granicy g € R. JeSli (a,,) ma granice, ktéra jest rowna liczbie
g € R, to piszemy

lim a, =g
n—o0

(skrot lim pochodzi od taciniskiego limes), lub czasem po prostu: a,, — g dlan — co. Prosze
pamietad,

Przyklad 2.5. Ciag staly, a,, = a € R dla wszystkich n € N, ma granice réwng a. 0O

Przyklad 2.6. Ciag a,, = % dlan =1,2,... ma granice ré6wng zero, tzn. lim,,_, % =0.

Sprawdzimy to, postugujgc sie definicjg. Wezmy dowolne £ > 0. Mamy wskazaé n. tak,
zeby |an, — g| < e dla wszystkich m > n.. Zobaczmy wiec, kiedy nier6wnosé |a,, — g| < ¢
jest spelniona. Mamy

1 1
|am—g|:'—0’:<5
m m

wtedy i tylko wtedy, gdy m > 1/e. Mozna wige wybraé np. n. = [1] +1 > 1/¢; wtedy dla
m > n. jest m > 1/e, a wiec % = |am — 9| < €, zgodnie z warunkiem podanym w definicji
granicy.
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Uwaga (banalna, ale nie pozbawiona pewnego sensu). W tym przykladzie réwnie dobrze
moglibySmy uzyé jako n. dowolnej liczby naturalnej wiekszej od 1/¢, np. wzigé

1 3
n. = (H +7> 420102010,
9

Z implikacji m > n. wynika przeciez, ze m > 1/¢, a wiec % = |am — g| < . W definicji
granicy nie ma mowy o tym, ze powinnismy liczbe n. wybracé najlepiej, jak tylko sie da.

Spéjrzmy teraz na kolejny przyklad, gdzie powyzsza banalna uwaga ma pewne zna-
czenie.

Przyklad 2.7. Niechn! =1-2-...-n. Wykazemy, ze lim,,_,, % =0.
Postepujemy podobnie, jak w poprzednim przyktadzie. Ustalmy dowolne ¢ > 0. Waru-
nek

1

= — <&
m)!

1
am — g = |-~ 0
m:

jest rownowazny innemu, m! > 1/c. W przeciwienstwie do poprzedniego przykladu, tej
nier6wnosci nie potrafimy tatwo rozwigzaé, tzn. wyznaczyé wszystkich liczb m, ktére jg
spelniajg. Mozemy jednak skorzystac z oczywistej nieréwnosci m! > m i zauwazyé, ze jesli
m >n. =[] +1, to

1

1
m!>m > []+1>,
€ €

a zatem warunek |a,, — g| < ¢ jest spelniony. Zatem, wprost z definicji lim,, % =0.

W obu powyzszych przykladach byto rzeczg wzglednie jasng, jaka liczba powinna byé
granicg ciggu. Nie zawsze tak jest.

Przyklad 2.8. Znajdziemy granice ciggu a,, = {/n. Ktos, kto nie dowiedzial si¢ wczesniej,
ze jest to cigg zbiezny, ma prawo tego nie wiedzieé¢; ma takze prawo mie¢ watpliwosé: jaka
wiasciwie liczba powinna byé granicq tego ciqgu?

Aby wskazaé mozliwg odpowiedz na to pytanie, uzyjemy brutalnej sily, tzn. przyj-
rzymy sie odpowiednio duzej liczbie wyrazéow ciggu. Odpowiedni eksperyment mozna
przeprowadzié z uzyciem dowolnego pakietu do obliczert symbolicznych, np. pakietu Ma-
thematica, dostepnego dla kazdego uzytkownika w laboratorium komputerowym Wy-
dziatu MIM. Krétki program

Do[Print[{n, N[n~{1/n}, 81}], {n, 1, 10000}]

pozwala wypisaé¢ przyblizone wartosci wyrazéw ai, as, ..., aipoo z dokladnoscig do 8
miejsc znaczgcych. Jego wykonanie nie trwa szczegdlnie dlugo. Ogledziny wynikéw eks-
perymentu wskazujg, ze

ag=1414..., a3=1442..., a4 =az, as5< a4,
ajp = 1,258 ceey aioo = 1,047 cey ai1000 = 1,0069 ceey a10000 = 1,0009 e
Naturalna, nawet temu, kto watpi, ze programy komputerowe robig naprawde to, co im

kazemy, wydaje sie wiec hipoteza: lim,,_,., /n = 1. Aby sprawdzié, ze tak rzeczywiscie
jest, oznaczymy réznice /n — 1 symbolem ¢,,. Uzyjemy dwumianu Newtona

n __ n n n n—1 n n—=212 n n
(a+10) —<0)a +<1>a b+<2>a b° + +<n>b ,
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gdzie tzw. symbol Newtona dany jest wzorem

(1) = mm

(Umowa: 0! = 1.) Podstawiajgc a = 1 i b = §,,, otrzymujemy

n=(n)"=1+06)" = <n> + <7;> S + (n> 62 + [cala reszta skladnikéw]

0 2
(n—1)

n
= l4nd+—— O+

Stad n > @5% dla n > 1, gdyz suma sktadnikéw dodatnich jest wigksza od kazdego z

nich; réwnowaznie,
2

O, < dlan > 1. (2.2)
n—1
Poniewaz w tym przyktadzie |a, — g| = |¢/n — 1| = J,, wiec wystarczy sprawdzié, dla
jakich n zachodzi nier6wnosé
I <e€.

Nietrudno sie przekonaé, ze spetniajg jg wszystkie liczby n > 14(2/¢?). Zatem, dla wszyst-
kich n > n. := 2 + [2/£%] mamy

(2.2) 2
\%—1|:5n< \— <&,
n—1

a to, zgodnie z definicjg granicy, oznacza, ze /n — 1 dlan — co. O

Przyklad 2.9. Ciaga,, = (—1)", czyli cigg liczb —1,1,—1,1, -1, 1, ... jest rozbiezny. Gdyby
liczba g € R byla jego granicg, to biorgc w warunku z definicji granicy £ = 1/2 otrzymali-
bys$my
1 1
9-3 < ap <g+§ dla wszystkich n > n. = n; .
To jednak jest niemozliwe: przedzial (¢ — 1/2,¢9 + 1/2) ma dlugo$¢ 1, wiec punkty 1i —1
(odlegle 0 2) nie mogg do niego jednoczesnie nalezeé, niezaleznie od tego, jakg wezmiemy
liczbe g.
Podobnie pokazuje sie, ze jesli a # b, to cigg a,b, a,b,a,b, ... jest rozbiezny. O

Postugiwanie sie bezposrednio definicjg granicy ciggu za kazdym razem, gdy chcemy
wykazaé, ze jakis cigg jest zbiezny, i obliczy¢ jego granice, byloby rzeczg niewygodng.
Bardzo pozyteczne jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.10 (arytmetyczne wlasnosci granicy). Zatézmy, ze ciggi liczb rzeczywi-
stych (ay,) i (by) sq zbiezne odpowiednio do a i b, tzn.

lim a, = a, lim b, = b.
n—oo n—oo
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Wowczas
1i_>m (an +bn) = a+b, (2.3)
lim (ap, —by,) = a-—0b, (2.4)
n—oo
lim (apb,) = ab. (2.5)
n—oo

Ponadoto, jesli b # 0i b, # 0 dla wszystkich n € N, to

(2.6)

Dowdéd tego nietrudnego, ale waznego twierdzenia wygodnie bedzie poprzedzié¢ pew-
nym przygotowaniem.

Definicja 2.11. Ciag (a,) nazywa si¢ ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér A =
{an : n € N} jest ograniczonym podzbiorem R.

Analogicznie definiuje sie ciggi ograniczone z gory i z dotu. Nietrudno zobaczyé, ze np.
cigg a, = n? nie jest ograniczony z géry, choé jest ograniczony z dotu. Ciagg a,, = (—1)"n
nie jest ograniczony ani z gory, ani z dotu.

Stwierdzenie 2.12. Kazdy zbiezny ciqg liczb rzeczywistych jest ograniczony.

Dowoép. Niech a,, — g dla n — oo. WeZmy w definicji granicy ¢ = 1. Istnieje taka liczba
ni, ze
g—1<ap,<g+1 dla wszystkich n > n;. (2.7

Pol6zmy teraz
M = max(g + 1,max(ai,...,an,)), m = min(g — 1, min(ay,...,an,)),

gdzie symbol max(z1, ..., x,) oznacza najwiekszg z liczb rzeczywistych z1, .. ., z,,, a sym-
bol min(zy,...,x,) — najmniejszg z tych liczb. Nietrudno zobaczy¢, ze m < a,, < M dla
wszystkich n € M. Dlan > n; wynika to z doboru ni, tzn. z warunku (2.7), i z nier6wnosci

m<g—1<g+1<M
Dla n < n; nieré6wnos$é¢ m < a,, < M wynika wprost z definicji liczb m, M. O

Stwierdzenie 2.13 (o szacowaniu granic). Zatézmy, ze (ay,) i (by,) sq zbieznymi ciggami
liczb rzeczywistych. Zachodzq wtedy nastepujgce implikacje:

(i) Jesli ILm an > a, to istnieje takie n; € N, ze a,, > a dla wszystkich n > nq.
n o
(ii) Jesli lim b, < b, to istnieje takie n1 € N, ze b, < b dla wszystkich n > n;.
n—oo
(iit) Jesli lim a, > lim b,, to istnieje takie n1 € N, ze a,, > b, dla wszystkich n > n.
n—oo n—oo

(iv) Jesli istnieje takie n1 € N, zZe a, < b, dla wszystkich n > n1, to wéwczas

lim a, < lim b,
n—0o0 n—oo
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Dowép. Zacznijmy od wlasno$ci (i). Biorge w definicji granicy ¢ = lim a, —a > 0, a
n—oo

nastepnie dobierajgc don n., otrzymujemy

ap > lim a, —e = lim a, — (lim a, —a) =a dla wszystkich n..
n—0o0 n—oo n—oo
Dowé6d wlasnosci (ii) jest analogiczny; Czytelnik moze przeprowadzi¢ go samodzielnie,
lub skorzystaé z wlasnosci
lim b, =b < lim (=b,) = (-D),
n—oo n—oo
ktéra pozwala wyprowadzié (ii) z udowodnionej juz (i).
Aby sprawdzié (iii), bierzemy dowolng liczbe rzeczywistg = taka, ze

lim a, >z > lim b,
n—oo n—oo

Istnieje wtedy takie n, ze a,, > = dla wszystkich n > n;; to wynika z punktu (i). Podobnie,
istnieje wtedy takie no, ze x > b, dla wszystkich n > ns; to wynika z punktu (ii). Dla
n > max(ni, ny) obie nier6wnosci zachodzg jednoczesnie, a wiec, dzieki przechodniosci,
an > by.

Wreszcie, wlasno$é (iv) wynika z (iii) przez zaprzeczenie. Istotnie, gdyby nie zacho-
dzita teza (iv), to dysponowalibySmy zalozeniem (iii), a wiec zgodnie z (iii) byloby a,, > b,
dla wszystkich n > nq, co przeczyloby zatozeniu (iv). O

Wréémy teraz do arytmetycznych wlasnosci granicy.

Dow6p Twierpzenia 2.10. 1. Granica sumy ciggow. Ustalmy ¢ > 0. Korzystajagc z definicji
granicy dla liczby £/2 (mozna tak zrobi¢, bowiem warunek z definicji ma zachodzi¢ dla
kazdej liczby dodatniej, a /2 > 0) dobierzmy liczby n; i ny tak, zeby

lan — af < % dla wszystkich n > ny, b, —b| < g dla wszystkich n > ns .

Woéwczas, dla n > ng = max(ni,ns), zachodzi nier6wnosé

[(an +bn) = (a+b)[ = |(an —a)+ (bn — )]
< ap —al + by — b z nieréwnosci tréojkata
e €
< 5 + 5 = €.

Wykazaliémy wiec, ze liczba g = a + b jest granicg ciggu a, + b,,.
Przerwijmy dowdd na chwile i skomentujmy cale rozumowanie.

Komentarz (dla poczatkujacych). Czytelnik, ktéry po raz pierwszy styka sie z podob-
nym dowodem, moze zapytac: skqd byto wiadomo, ze trzeba skorzystac z definicji granicy
ciggu a, i ciqgu by, biorqc w nich /2 zamiast £? Po pierwsze, akurat w tym przypadku
rachunki sg na tyle krétkie, ze mozna je przemysle¢ w pamieci (lub szybko wykonaé na
brudno) i odgadnaé, ze tak bedzie wygodnie, bo na konicu otrzymamy wynik . Mozna
jednak postapié inaczej, i to co najmniej na dwa rézne sposoby:

1. Uzy¢ obu definicji, biorgc w nich ¢, a nie £/2; otrzymujemy wtedy, dla n > ns,
[(an, +bn) — (a+b)| <l|ap —a|l+|bp, — b <e+e =2,

ale przeciez 2¢ jest dowolng liczbg dodatnia, wiec otrzymaliSmy warunek z definicji
granicy, tylko dla liczby o innej nazwie.
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2. Uzy¢ obu definicji, biorgc w nich ostroznie n > 0 zamiast £ > 0, bowiem a priori nie
mamy pewnosci, jaki bedzie wynik; otrzymujemy wtedy, dla n > ns,
[(an +bn) — (a+ D) <lan —a| + [by, —b] <n+n=2n.

Teraz nietrudno juz powiedzieé: niech n = £/2; w dodatku, moglismy tak rozumowac
od samego poczqtku. W dtuzszych dowodach, uzasadniajgcych, ze jakas granica ma
te, a nie inng warto$¢, taki sposéb postepowania bywa wygodny.

2. Granica roznicy ciggow. Postepujemy tak samo, jak w poprzedniej czesci dowodu. Us-
talmy £ > 0; liczby n; i no dobierzmy tak, zeby

lan, — a| < % dla wszystkich n > nq, by, — b| < g dla wszystkich n > ns.

Woweczas, dla n > n3 = max(ni, ns),

[(an —by) = (a=b)| = [(an—a)+ (b—by)|
< ap —al +1b— by z nier6wnosci tréjkata
e ¢
< 5 + 5 = E.

Wykazali§my wiec, ze réznica liczb a i b jest granicg réznicy ciagéw a,, i by,.

3. Granica iloczynu ciggéw. Dowdd jest podobny do poprzednich, jednak nieco dituzszy.
Najpierw trzeba zapisa¢ réznice a, b, — ab tak, zeby zobaczy¢ wyrazenia a,, — a i b, — b.
Oto odpowiedni rachunek

lanb, —abl = |(an — a)b, + a(b, — b)|
< byl |an — al + |al by, — b| z nieréwnosci tréjkata
= W,.

Ciag b, jest ograniczony, wiec istnieje taka dodatnia liczba M, ze |b,| < M dla wszystkich
n € N. Ponadto, dla ustalonej liczby € > 0 istniejg takie ny,ns € N, ze

3

la, —al < Wi

dla wszystkich n > nq, |b, — b dla wszystkich n > no.

- €
2]al +1
Zatem, dla n > n3 = max(n;,ng) mozemy oszacowac

3

3 9
W M— —_— < =
n < +\a|2‘a‘+1<2

—i—i—e
oM 2 7

gdyz |a|/(2la] + 1) < % dla kazdego a € R. OtrzymaliSmy |a,b, — ab] < W, < e dla
wszystkich n > ngs; dzieki dowolnosci € > 0 wynika stad, ze a,b, — abdla n — occ.
3. Granica ilorazu ciggéw. Wystarczy wykazaé, ze ;- — 3 dla n — oo, a nastepnie sko-
rzystac z poprzedniego punktu twierdzenia, gdyz a, /b, = ay, - i

Poniewaz b # 0, wiec istnieje taki przedzial otwarty (c,d) C R, ze b € (c,d), ale 0 &
(¢, d). Postugujac sie dwukrotnie Stwierdzeniem 2.13, przekonujemy sie, ze

by, € (¢,d) dla wszystkich n wiekszych od pewnego n; € N.
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Zatem

i 1 _|b_bn’< ’b_bn|

bn 0| [b] [bn| T min(]c], |d])?’

Ustalamy teraz ¢ > 0 i wybieramy liczbe ny € N tak, zeby mie¢ |b — b,| < emin(|c/, |d|)?
dla n > ny. Dla n > max(n;, ng) mamy wtedy

<e,

11 [b—bil
bn |~ min([c], |d])?
czyli istotnie i — % dla n — oco. Dow6d catego twierdzenia jest zakoniczony. [

Podamy teraz dwa inne twierdzenia. W polaczeniu z Twierdzeniem 2.10 tworzg one
wygodny zestaw narzedzi do badania zbiezno$ci wielu ciagéw o wyrazach rzeczywistych.
Zobaczymy tez pewne przyklady zastosowan tych twierdzen.

Oto pierwsze z zapowiedzianych twierdzen.

Twierdzenie 2.14 (o trzech ciggach). Zatozmy, ze (a,), (b,), (cn) C R, @ ponadto

lim a, = lim b, =g
n—oo n—0o0

i istnieje takie ny € N, zZe dla wszystkich n > n; zachodzq nieréwnosci
an < cp < by

Wowczas lim, ;o0 ¢, = g.

Dow6b. To twierdzenie jest stosunkowo prostym wnioskiem ze Stwierdzenia 2.13. Ustal-
my liczbe £ > 0. Poniewaz g = lima,, > g — ¢, wiec istnieje takie no € N, ze a,, > g — e dla
n > no. Podobnie, g = limb,, < g + €, wiec istnieje takie n3 € N, ze b, < g + ¢ dlan > ns.

Dla n > max(nq,ng, n3) mozemy skorzystaé ze wszystkich nier6wnosci, w ktérych wy-
stepuja an, by, i ¢,. Zatem, dla takich n,

g—e<apn<c,<b,<g+e,

stad zas wynika, ze |¢, — g| < ¢ dla wszystkich n > max(ni,n2,n3). O
Twierdzenie o trzech ciggach jest bardzo wygodnym narzedziem. Popatrzmy na przy-
ktady jego zastosowan.

Przyklad 2.15. Niech = € (0, 00). Obliczymy granice ciggu ¢, = /z. Zal6zmy najpierw,
ze v > 1. Wtedy dla wszystkich n > n; = [z] + 1 > x zachodzg nieré6wnosci

1<c,=Vr< Un.

Wiemy juz jednak, ze b, = ¢/n — 1dlan — oo, a cigg staly a,, = 1 tez ma granice 1.
Zatem, z twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze

lim ¢z =1. (2.8)

n—oo

Jesliz € (0,1),to {/z =1/y/ydlay =1/x > 1, a wiec wzér (2.8) takze zachodzi. O
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Przyklad 2.16. Niech g € R, |¢| < 1. Wtedy

lim ¢" =0.

n—oo

Poniewaz |¢" — 0| = |¢"| = ||q|" — 0|, wiec wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku g € [0, 1).
Dla ¢ = 0 mamy do czynienia z ciggiem stalym, ¢" = 0; wtedy nie ma czego dowodzi¢.
Niech wiec ¢ € (0,1); oznaczmy a = % — 1. Wtedy a > 0, 1/¢ = 1 + a i z nieréwnosci
Bernoulliego mamy
1
—n:(l+a)"21+na>na dlan € N.
q

Zatem,

1 1
0 +— 0<qg"<--— —0,
a n
gdyz % — 0, i dla dowolnej liczby rzeczywistej c z twierdzenia o iloczynie granicy ciggéw
wynika, ze ¢ - % — 0. Z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy teraz, ze ¢" — 0 dla

n—oo. U

Przyklad 2.17. Wykazemy, ze
lim /3" +4" = 4. (2.9)

n—oo

Wskazemy w tym celu odpowiednie oszacowania /3" + 4" z géry i z dolu. Poniewaz 0 <
3" < 4" dla wszystkich n € N, wiec

4= /40 < Y3 p4n < Y240 = 47/2.

Jednak 4 /2 — 4, gdy n — oo; to wynika z udowodnionego wczeéniej wzoru (2.8). Oszaco-
walismy wiec /3" + 4™ z géry i z dotu przez wyrazy ciggéw zbieznych do liczby 4; mozna
zastosowac twierdzenie o trzech ciggach i stwierdzi¢, ze wzor (2.9) rzeczywiscie zachodzi.
O

W istocie, prawdziwy jest wzoér nieco ogélniejszy od (2.9).

Przyklad 2.18. Jesli £ jest liczbg naturalng i 0 < z; < xz9 < ... < zy, to

nh_}n;o {”/:U’f—i—xg—i—~--+x’]z:xk. (2.10)
Istotnie, mozemy wypisaé oczywiste nieré6wnosci
xp = Y2 < ’{/x?+x§+---+mz < k- x} :a:k\"/E.

Wiemy juz jednak, ze ¥k — 1, zatem, podobnie jak w poprzednim przykladzie, wzér
(2.10) wynika z twierdzenia o trzech ciggach. O

Uwazny Czytelnik spostrzegl zapewne, ze praktycznie we wszystkich sytuacjach po-
stugiwaliSmy sie w istocie prostym wnioskiem z twierdzenia o trzech ciggach.

Wniosek 2.19. Jesli b < ¢, < b, dla wszystkich n > ny, a ponadto lim,,_, b, = b, to wtedy
takze lim, oo c, =b. 0O

Drugie z zapowiedzianych twierdzen zasluguje na osobny podrozdziat.
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2.2 Ciagi monotoniczne.

Definicja 2.20. Ciag liczb rzeczywistych (a,) jest:
(i) malejgcy, gdy a,, > a,+1 dla wszystkich n € N;
(ii) niemalejgcy, gdy a,, < a,+1 dla wszystkich n € N;
(iii) rosngcy, gdy a,, < a,+1 dla wszystkich n € N;
(iv) nierosngcy, gdy a,, > a,+1 dla wszystkich n € N.

Definicja 2.21. Ciag (a,) jest monotoniczny, gdy spetnia ktérys z warunkéw (i)—(iv) po-
przedniej definicji. Ciag (a,,) jest Sci§le monotoniczny, gdy jest rosngcy albo malejacy.

Twierdzenie 2.22. Zatézmy, ze cigg (a,,) C R jest niemalejgcy i ograniczony z gory. Wow-
czas ciqg (ay) jest zbiezny. Jego granicq jest liczba

M = sup{a, | n € N}.

Dowép. Zauwazmy najpierw, ze zbiér wyrazéw ciggu, A = {a,, | n € N}, jest ograniczony
z gory, wiec liczba M = sup A € R istnieje.

Ustalmy € > 0. Poniewaz M —e < M, wiec M —« nie jest ograniczeniem gérnym zbioru
A. Zatem, znajdziemy takie nq, ze

M—-e<ap, <M.

Ciag (a,) jest niemalejacy; dlatego a,, > a,, dla wszystkich m > n;. Jednak oczywiscie
mamy tez a,, < M, gdyz M jest ograniczeniem gérnym zbioru wyrazéw ciggu. Podsumo-
wujgac, mamy

M—-—ec<ap <apn <M< M+ce dla wszystkich m > nq,

tzn. |a,, — M| < e dla m > n;. Przeto, zgodnie z definicjg granicy ciggu, lim,, o a, = M.
]

Poniewaz cigg (a,) jest niemalejacy wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (—a,) jest niero-
snacy, a sup{a, | n € N} = —inf{(—a,) | n € N}, wiec zachodzi oczywiscie nastepujacy,
bliZniaczy fakt.

Wniosek 2.23. Zatozmy, ze ciqg (a,) C R jest nierosnqcy i ograniczony z dotu. Wowczas
ciqg (ay) jest zbiezny. Jego granicq jest liczba

M = inf{a, | n € N}.
Przyklad 2.24. Niech a; = v/61i a1 = /6 + a, dla wszystkich n € N, tzn.

ag =\ 6+V6, az=1/6+1/6+6, a4:\/6+\/6+\/6+x/6,

Sprawdzimy, Ze ciag a, jest rosnacy i ograniczony. Niech = > 0. Zauwazmy, ze dla takich
x nier6wnosé v/x + 6 > z jest réwnowazna innej, 2> — z — 6 < 0. Poniewaz 2> — 2 — 6 =
(x 4+ 2)(x — 3), wiec ostatecznie

r>0ive+6>2 < 2€(0,3). (2.11)
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Zauwazmy tez, ze
€(0,3) = 0<z+6<9 = Vr+6€(0,3). (2.12)

Wyrazy ciggu a, sg oczywisécie dodatnie. Poniewaz a; = /6 € (2,3), wiec z implikacji
(2.12) wynika, na mocy zasady indukcji matematycznej, ze a, € (0,3) dla wszystkich
n € N; cigg (a,,) jest wiec ograniczony. Ponadto,

(2 11) ) . L
ni1 =Van +6 > ap, bowiem wiemy juz, ze a,, € (0, 3).

Zatem ciag a, jest rosngcy. Z Twierdzenia 2.22 wynika, ze istnieje granica tego ciggu.
Nietrudno te granice znalez¢: poniewaz

2
an+1:6+an7

wiec z Twierdzenia 2.10 wynika, ze a = lima,, spelnia réwno$é a®> = 6 + a, a przy tym
a >0, gdyz a,, > 0 dla wszystkich n. Przetoa =3. O

Uwaga. Ostatni fragmemt rozumowania wolno przeprowadzié¢ dopiero wtedy, gdy wia-
domo juz, ze liczba a = lim a,, istnieje. Wczesniej mozna stad jedynie wywnioskowac, ze
jesli a = lim a,, istnieje i a > 0, to wtedy a = 3.

Przyklad 2.25. Niech a; = V3 i a1 = 12 + % dla wszystkich n € N. Podobnie jak
w poprzednim przykladzie, mamy a, > 0 dla wszystkich n € N, a takze a,, > 12 dla
wszystkich n > 1. Przez indukcje tatwo wykazaé, ze a,, < 14 dla wszystkich n € N (tzn.
cigg a, jest ograniczony, z dotu przez 0, a z géry przez 14). Zatem,

6an, 6-14

—apn=124+———-a,=12— —>12— —— =0,
ap4+1 — @ —1-7 a 7 7

tzn. ciag a, jest rosngcy. Z Twierdzenia 2.22 wynika teraz, ze istnieje granica a = h_)m Gn
n oo

tego ciggu. Mamy takze a = 12 + a/7, stad zas a = 14.

2.3 Granice niewlasciwe

Wsréd wszystkich ciggéw rozbieznych wygodnie jest wyréznié osobno ciggi rozbiezne do
plus nieskoriczonosci i ciggi rozbiezne do minus nieskoriczonosci

Definicja 2.26. Mowimy, ze ciag liczb rzeczywistych a,, jest rozbiezny do plus nieskon-
czonosci, i piszemy

lim a, = +o0o,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje n; € N takie, ze a,, > t dla
wszystkich n > n;.

Definicja 2.27. M6wimy, ze ciag liczb rzeczywistych a,, jest rozbiezny do minus nieskon-
czonosci, i piszemy

lim a, = —o0,
n—oo

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje n; € N takie, ze a,, < —t dla
wszystkich n > n;.
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Oto proste przyklady: cigg a,, = n jest rozbiezny do +oo, cigg b, = —n? jest rozbiezny
do —oo, natomiast cigg c, = (—1)"n? jest rozbiezny, ale nie jest rozbiezny ani do +oc, ani
do —co. Czytelnik sam zechce sie zastanowié, dlaczego tak jest.

Postugujac sie pojeciem granicy nieskonczonej, tatwo jest podaé nieco ogélniejszg wer-
sje Twierdzenia 2.22.

Twierdzenie 2.28. Kazdy cigg niemalejgcy (a,) C R jest albo zbiezny, albo rozbiezny do
+o0. Zbieznosé (a,) jest rownowazna jego 0ograniczonosci.

Dowobp. Gdy ciagg jest ograniczony, to korzystamy po prostu z Twierdzenia 2.22. Gdy (ay,)
jest nieograniczony z goéry, to dla kazdej liczby ¢ > 0 mozna wskazaé¢ takie n; € N, ze
ap, > t. Dlam > n; mamy a,, > a,, > t, gdyz ciag (a,) jest niemalejacy. Zatem, wprost z
definicji, lim,, o a, = +00. O

Mozna wykazadé, ze przy naturalnej umowie

a+ (+o0) =400 dlaa€eR, —(—00) = 400, +00 + 00 = 400
a-(foo) =400 dlaa>0, (+00) - (£00) = +o0
1
(—00) - (£o0) = Foo oraz T = 0

twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach granicy (Twierdzenie 2.10) zachodzi takze
dla granic nieskoniczonych. Szczegélowe sprawdzenie tego faktu pozostawiamy zaintere-
sowanym Czytelnikom (patrz tez przyklad, zamieszczony nizej). Nie mozna go jednak
uzywa¢é w innych przypadkach, tzn. do obliczania granic postaci

0- oo, 00 — 00, —.
00
Cwiczenie 2.29. Dla dowolnego a € R, U {0,400} podaé przyklad takich dwéch ciggow
T, Yn rozbieznych do +oo, zeby x,/y, — a dla n — co.

Przyklad 2.30. Zal6zmy, ze a, — a € R, natomiast b, — +o0o. Sprawdzimy, ze wtedy
ap, + b, — +o00. Niech M > 0 bedzie duzg liczbg dodatnig. Dla wszystkich dostatecznie
duzych n mamy

anp >a—1 oraz b >M —a—+1.

(Pierwsza nier6wnosé otrzymujemy, biorgc ¢ = 1 w definicji granicy ciggu, a drugg —
biorgc t = M —a+ 1 w definicji granicy niewtasciwej). Dodajac obie nieréwnosci stronami,
sprawdzamy, ze dla wszystkich dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé a,, + b, > M.
]

2.4 Podciagi. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Definicja 2.31. Jesli (z,),en jest dowolnym ciagiem, a ki, k2, k3, ... rosngcym ciggiem
liczb naturalnych, to ciag (y,), okreslony wzorem

Yn = Lk, n=12...

nazywamy podciqgiem ciggu (x,,).
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Méwige potocznie, chodzi o wybranie nieskoriczenie wielu wyrazéw ciggu, ale bez
zmiany kolejnosci.
Pojecie podciggu jest wazne m.in. z nastepujgcego powodu.

Stwierdzenie 2.32. Jesli cigg (a,) C R jest zbiezny do g, to kazdy podciqg ciggu (a,,) tez
Jest zbiezny do g.

Latwy dowdéd pozostawiamy jako éwiczenie.
Lemat 2.33 (W. Sierpinski). Kazdy ciqg liczb rzeczywistych ma podcigg monotoniczny.

Co wiecej, mozna wskazad, jak taki podciag nalezy wybieraé.

Dowép. Polézmy, dla wszystkich n € N,
Ap ={am : m>n} ={ayn, ant1, Gni2, --- -
Rozwazymy osobno dwa przypadki:
1. W kazdym ze zbioréw A, istnieje element najwiekszy.
2. W ktéryms ze zbioréw A,, nie ma elementu najwiekszego.

W pierwszym przypadku z (a,) mozna wybraé podcigg nierosnacy. Pokazemy, jak to zro-
bi¢. Niech ay, bedzie najwiekszym elementem A;. W A;, 1 jest element najwiekszy, ay,;
oczywiscie ko > ki1 + 1 > kq, a przy tym ag, < ag,, bo ar, € A1, ar, = sup A;. Jesli wy-
razy ag, > ap, > ... > ag,, gdzie k1 < k2 < ... < ky, zostaly juz wybrane, to dobieramy
kn+1 > kn + 1 tak, aby

A,y =sup Ay, dlam =4k, +1.

Definicja jest poprawna, gdyz w kazdym zbiorze A,, istnieje element najwiekszy. Mamy,
jak w pierwszym kroku rozumowania, k1 >k, iag,,, < ay,.

W drugim przypadku mozna wybrac z (a, ) podcigg rosnacy. Przypusémy, ze w A,, nie
ma elementu najwiekszego. Bierzemy wtedy k1 = m. Zgodnie z zalozeniem, istnieje ko >
m takie, ze ay, > ax, = an. Gdyby dalej, dla n > ks, nie byloby juz wyrazéw wiekszych
od ay,, to wtedy w A,,, bylby element najwiekszy, wbhrew zalozeniu. Zatem mozna znalez¢
ag, > ag,, gdzie k3 > ky. To rozumowanie mozna powtérzy¢ dowolnie wiele razy (Czytelnik
zechce sam uzupelnié szczegély). 0O

Twierdzenie 2.34 (Bolzano—Weierstrassa). Kazdy ciqg ograniczony (a,) C R zawiera
podciqg zbiezny.

Dowép. Zgodnie z poprzednim lematem, ciag (a,,) ma podcigg monotoniczny (ay, ). Oczy-
wiscie kazdy podciag ciggu ograniczonego jest ograniczony. Z Twierdzenia 2.22 wynika
wiec, ze podciag (ay, ) jest zbiezny. [

Poniewaz to naprawde istotne twierdzenie, obejrzyjmy jeszcze jeden dowdd.

Dowép pruct. Mozna bez zmniejszenia ogélnosci zalozyé, ze (a,) C [0,1] — gdyby tak
nie bylo, mozemy rozpatrzeé cigg \(a, + C) dla odpowiednio wybranych C' oraz \; jego
podciggom zbieznym odpowiadajg zbiezne podciagi ciggu (a,).

Podzielmy odcinek [0, 1] na 10 réwnych czesci, o dtugosci 1/10. W jednej z nich, po-
wiedzmy [l1, 1], jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu. Wybierzmy jeden z nich, ag,.
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Teraz podzielmy odcinek [I1, 1] na 10 réwnych czesci, o dtugosci 1/102. W jednej z nich,
powiedzmy [l2, 2] jest nieskoniczenie wiele wyrazéw ciggu o numerach wiekszych od k;;
niech ay, bedzie jednym z tych wyrazéw.

Przeprowadziwszy m krokéw takiego rozumowania, skonstruujemy

e Przedzialy domkniete [0, 1] D [l1,71] D [l2,72] D ... D [lm, 7] takie, ze

1

‘lj_rj|:r.jv J=12,....m,

i w kazdym z nich jest nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu (a,,);
o Wyrazy ay,, ak,, - .., ak,, takie, ze

Qg S [lj,T’j} dlajzl,...,m;

W (m+ 1)-szym kroku dzielimy odcinek [l,,, 7,,] na 10 réwnych czesci. W jednej z nich jest
nieskonczenie wiele wyrazow ciggu o numerach wiekszych od k,,. Nazywamy te czesé
[lm+1, "m+1] 1 wybieramy numer k,,+1 = s > ky, tak, zeby as € [lmt1, "m+t1]-

W efekcie otrzymujemy nieskoriczony, zstepujacy ciag przedziatéw [i,,, ] i podciag
(ax,,) taki, ze ag, € [lm,rm]. Ciag (l,n) jest niemalejacy i ograniczony z géry przez 1, a
cigg (r,,) nierosnacy i ograniczony z dotu przez 0, zatem oba sg zbiezne. Ponadto,

1

I = W0 7, gAYz T =l = 1o = 0.

Nietrudno wreszcie zauwazyé, ze

lim [, = lim a;, = lim r,
m— 00 m—r0o0 m—r0o0

— to wynika z twierdzenia o trzech ciggach. [

Uwaga. Czytelnik—koneser zechce zauwazyé, ze w drugim dowodzie tak naprawde dobie-
ramy kolejne wyrazy ciggu, prébujac stabilizowaé coraz dluzsze poczgtkowe fragmenty
rozwinieé dziesietnych. Oczywiscie, liczbe 10 mozna zastgpi¢ w rozumowaniu liczbg 2, i
nie trzeba od poczatku zaktadac, ze wyrazy ciggu sg akurat w przedziale jednostkowym,
ale wtedy analogia zwigzana z rozwinieciami dziesietnymi nie jest widoczna.

Wniosek 2.35. Ciqg ograniczony ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy granice wszystkich
Jego podciqgow sq rowne.

Dowép. Jest rzeczg praktycznie oczywista, ze jesli ciag a,, ma granice, to wszystkie jego
podciggi sg zbiezne do tej samej granicy. Jesli (a,,) jest rozbiezny (ale ograniczony), to wo-
bec Tw. Bolzano—Weierstrassa ma zbiezny podciag, a,, — g. Poniewaz g nie jest granicg
ciggu (a, ), to dla pewnego £y > 0 poza przedzialem (g —¢g, g+¢¢) jest nieskoriczenie wiele
wyrazéw ciggu; z nich wybieramy inny podcigg zbiezny, ktérego granica ¢’ — zgodnie ze
stwierdzeniem 2.13 — rézni si¢ od g co najmniej 0 gg. [

Czasem bywa tak, ze umiemy wykazaé zbieznosé kilku réznych podciggéw danego
ciggu (np. niektére sg rosngce, a inne malejgce, a wszystkie sg ograniczone), dobranych
tak, ze kazdy wyraz ciggu nalezy do jednego z tych podciggéw. Wtedy przydaje sie naste-
pujacy prosty fakt.
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Stwierdzenie 2.36. Jesli cigg (a,) C R ma k réznych podciqgow zbieznych do tej samej
granicy g, i kazdy wyraz ciqgu (a,) jest wyrazem ktoregos z tych podciqgéw (tzn. zbior
{an : n € N} jest sumq zbioréw wyrazow rozwazamnych podciggow), to a, — g dla n — occ.

Dowép. Ustalmy ¢ > 0. Wybierzmy liczby /1, ...,[; € N tak, aby spelniony byt warunek:

Jesli a,, jest wyrazem j-tego z rozwazanych podciqgow (gdzie j =1,...,k)
i numer m > lj, to |ay, — g| < e.

(Innymi stowy, liczbe [; dobieramy do ¢, korzystajgc ze zbieznosci j-tego podciggu). Po-
16zmy Iy = max(ly,...,l;). Poniewaz kazdy wyraz ciggu (a,) jest wyrazem ktéregos z k
rozwazanych podciggéw, wiec dla kazdego m > [y z pewnoscig |a,, — g| <e. O

Podamy teraz wazne twierdzenie, ktére podaje warunek ré6wnowazny zbieznosci ciggu.

Twierdzenie 2.37 (warunek Cauchy’ego). Ciqg (a,,) C R jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia nastepujgcy warunek Cauchy’ego:

(C) Dla kazdej liczby € > 0 istnieje n. € N takie, ze dla wszystkich m,k > n. zachodzi
nieréwnosé |a,, — ax| < €.

Dowo6p. Czegsé I. (=) Niech ¢ > 0. Jesli g = lim,,_, ay, to istnieje n. € N takie, ze |a, —g| <
£/2 dla wszystkich n > n.. Wezmy teraz dwie liczby m, k > n.. Wéwczas

13 &
|am—ak!=\(am—g)+(9—ak)\S\am—g|+|ak—g|<§+§=€-

Zatem ciag (a,) spelnia warunek (C) — wlasnie pokazalismy, jak dobraé n. do liczby ¢ > 0.
Czesé I1. (<) Latwo sprawdzié, ze kazdy cigg spelniajacy (C) jest ograniczony: sto-
sujemy warunek Cauchy’ego dla ¢ = 1 i widzimy, ze dostatecznie duze wyrazy réznig sie
o0 mniej niz 1, a wiec muszg zawierac si¢ w pewnym przedziale, np. przedziale (a,,+1 —
1,an,+1 + 1); skoniczony zbiér wyrazéw ai,...,a,, tez jest ograniczony.
Stosujemy zatem twierdzenie Bolzano—Weierstrassa i wybieramy z (a,,) podciag a,, —
g € Rdla k — oo. Pokazemy, ze g jest granicg calego ciggu (a,,). Niech ¢ > 0. Istnieje takie
l1 €N, ze
3
2
a ponadto istnieje takie Iy € N,ze |a,, — ai| < €/2 dla m,k > lo. Niech I3 = max(ly,[2).
Ustalajac jakikolwiek numer ny > I3 > [; i biorgc dowolne m > I3 > I3, mozemy oszacowac

\ank — g\ < dla ng > Iy,

19 3
|am_g|:|am_ank+ank_g|§‘am_ank’+|ank_g|<§+§:5'

To konczy dowod twierdzenia. [

Warunek Cauchy’ego odgrywa wazng role z kilku powodéw. Po pierwsze, pozwala
stwierdzié zbieznos¢ ciggu bez wskazywania konkretnej granicy, a takze pozwala stwier-
dzi¢, ze jakis ciag jest rozbiezny. Prosze zauwazy¢, ze wczesniej, sprawdzajgc rozbieznosé
ciggu a,, = (—1)", sprawdziliémy tak naprawde, ze warunek Cauchy’ego nie zachodzi dla
e = 1. Po drugie, mozna posluzy¢ si¢ warunkiem Cauchy’ego, zeby skonstruowac liczby
rzeczywiste, majgc do dyspozycji liczby wymierne; jest to konstrukcja na tyle ogélna, ze
uzywa sie jej w wielu dzialach matematyki — do tej sprawy wrécimy jeszcze przy innej
okazji.
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Stwierdzenie 2.38 (kryterium spelniania warunku Cauchy’ego). Zatézmy, ze aq,ao, . ..
sq dodatnie, a ponadto istnieje taka stata C € R, zZe

Sp=a1+as+--+a, <C dlawszystkich n € N.
Jesli cigg (x,) C R spetnia warunek

|Tnr1 — 0| < ap dla dostatecznie duzych n € N,

to () spetnia warunek Cauchy’ego.

Dowép. Ciag s, = a1 + az + - - - + a, jest rosnagcy (bo a; sa dodatnie) i ograniczony z géry
przez C. Zatem (s,,) jest zbiezny i spelnia warunek Cauchy’ego.

Niech m > k bedg dostatecznie duze. Piszemy, korzystajgc z nieréwnosci tréjkata,
zalozen i monotonicznosci ciggu s,

|Zm = Tm—1| + [Tm-1 — Tm—2| + -+ [Trg1 — T

am—1 + @mpm—2 + -+ -+ ag

’wm - wk‘ S
<

= Sm—-1—Sk-1~= |8m—1 - Skfl‘ .

Niech ¢ > 0. Dla wszystkich dostatecznie duzych m, k mamy |z, — zx| < |sm—1—sk—1| < &,
gdyz (s,,) spelnia warunek Cauchy’ego. Zatem (z,,) tez spelnia warunek Cauchy’ego. O

Przyklad 2.39. Nietrudno zauwazyé, ze jesli dla danego ciggu (x,) umiemy wskazaé
takg stalg M > 01 takg liczbe ¢ € (0,1), ze

|Tpy1 — Tn| < Mg dla dostatecznie duzych n € N,

to zalozenia powyzszego stwierdzenia sg spelnione. Istotnie, biorgc wtedy a, = Mq"
mamy
1—-4q" M
q < 29 gla wszystkich n € N.
1—g¢q 1—¢q

sn=Mq+ Mg+ -+ Mqg" = Mg

To wynika ze szkolnego wzoru na sume skoniczonego postepu geometrycznego; patrz takze
Lemat 1.12 i szkic jego dowodu.

Cwiczenie 2.40 (wzér na sume szeregu geometrycznego). Prosze wykazad, ze jesli |¢q| <
1, to

1
lim (14+q+---+¢" 1) =

n—o00 1—q.



Rozdzial 3

Funkcja wykladnicza i logarytm

Potrafimy juz definiowa¢ potegi liczb dodatnich o wyktadniku wymiernym: jesli a > 0 i
x =p/q € Qdla p,q € N, to naturalnie jest przyjaé

ax:(al/q>p:al/q-...al/q, cfx:aix.
p razy
Zasdadniczym celem tego rozdzialu jest wskazanie, jak mozna okreslac potege a” liczby
a > 0 o dowolnym wykladniku rzeczywistym x — takze niewymiernym, i jak okreslié¢ loga-
rytm, to znaczy funkcje, ktéra dla danych liczb dodatnich y, a, a # 1, wskazuje taka liczbe
r €R,zea” =y.

Poznamy przy okazji caly szereg fundamentalnych wtasnosci tych funkcji. Jak Czy-
telnik by¢ moze zauwazy, w nazwach niektérych z tych wtasnosci figurujg takie slowa
jak ciqgtosc i rozniczkowalnosé. Na razie to tylko terminy; pelng tres¢ nadamy im wtedy,
gdy zajmiemy sie blizej systematycznym badaniem wtasnosci funkcji cigglych i funkcji
rézniczkowalnych.

Uwaga. W jednym z péZniejszych rozdzialéw zajmiemy sie¢ wprowadzeniem funkcji wy-
kladniczej w dziedzinie zespolonej. Do tego jednak przyda sie¢ nam nieco wiecej narzedzi.

3.1 Funkcja wykladnicza

Lemat 3.1 (o ciagach szybko zbieznych do 1). Zatozmy, ze (a,) jest ciggiem liczb
rzeczywistych takim, ze na, — 0 dla n — oo. Wtedy

lim (1+a,)"=1.

n—oo

Dow6p. Poniewaz na,, — 0, wigc |an| < |nayp| < 1/21i |a,| < § < |1 + a,| dla dostatecznie
duzych n; dla takich n skorzystamy dwukrotnie z nieré6wnosci Bernoulliego. (Czytelnik
zechce sprawdzi¢, ze dzigki poprzedniemu zdaniu wszystkie zalozenia tej nieréwnosci sg
spelnione). Po pierwsze,

1 _ (4 an, ”>1 nan,
(14 a,)" l4+a,) ~ 1+a,

33
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Po drugie,
1 1

< .
(I1+ap)™ ~ 1+ na,

(I1+ap)" > 14 na, >0, wiec

Zatem, dla wszystkich dostatecznie duzych n,
_ nay < 1 < 1
1+a, — 14+ap)® ~ 14 na,
Poniewaz na,, — 0 (i oczywiscie tym bardziej a,, — 0) dla n — oo, wiec teza lematu tatwo
wynika z twierdzenia o 3 ciggach. [

1

Twierdzenie 3.2 (wlasnosci funkcji wykladniczej). Dia kazdego = € R cigg
a@) = (1+2)",  neN,

Jest zbiezny do granicy a(x) € R, ktéra ma nastepujgce wtasnosci:

(E1) a(z) > 0dla kazdego x € Ria(0) = 1;

(E2) a(z)a(y) = a(z +y) dla wszystkich z,y € R;

(E3) a(x) > 1+ xdla kazdego x € R;

(E4) (Monotonicznosé): a(x) > a(y) dla wszystkich x > y;

(E5) a(z) <1/(1 —x)dla kazdego = < 1;

(E6) |a(z) — 1 — x| < 2|z|* dla kazdego |z| < 3;

(E7) (Ciagtosé): jesli x,, — x € R, to a(x,) — a(z);

(E8) (Rozniczkowalnosé): jesli h,, — 0i h, #0dlan €N, to

lim a(x + hy) — a(z) _ a(x)

n—o00 hn,

Dowo6b. Plan postepowania jest taki: wykazemy, ze granica a(z) ciggu a,(x) istnieje dla
kazdego z, a potem stopniowo bedziemy dowodzi¢ jej wtasnosci.

Krok 1. Najpierw sprawdzimy, ze cigg a,(x) jest monotoniczny od pewnego miejsca.
Ustalmy 2 € R. Rozpatrujemy odtad tylko n > |z|; wtedy (n+z)/n =147 > 0ia,(z) > 0,

zatem
n+1
<1 +x )
An+1 n+1

pil 2 G = ?Zl = NS
1-1-*)
(1+3

Zapiszmy iloraz poteg, wystepujgcy w ostatnim wyrazeniu, w postaci (1 + ---)"*! i sko-
rzystajmy wtedy z nier6wno$ci Bernoulliego:

n

>

1
1+ n+ax

z
n

(”nil)nﬂ (n+ 1+ \""! z "
()T (svmsn) = 0 wrvmes)

gdyz (n+1)(n+z)—x=Mn+1+z)n

x n
1- - .
(n+z) n+z

v
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(Dla « < 0 oczywiscie wolno bylo nieréwno$é Bernoulli’ego stosowaé; dla =z > 0 jest

)\ < Gty < - Zatem istotnie cigg an(z) jest niemalejacy dla n > |z|.

| (n—l—l)z(n—l-x

Krok 2. Niech z < 0. Wtedy dla n > |x| zachodzg nieréwnosci
0<1+2 <1, o<an(x):(1+f)n<1,
n n

a to znaczy, ze cigg a,(x) jest ograniczony. Poniewaz jest niemalejgcy od pewnego miejsca,
wiec jest zbiezny, a jego granica a(x) > 0, bo dzieki monotonicznosci a(z) > an,(z) > 0 dla
m > |z|.

Krok 3. Dla x > 0 postuzymy sie sztuczka. Mianowicie, 1 — i—z =(1-3)(1+7), azatem
dla n > |z| mozemy napisaé
)
1==3
n

wl = e a)

Z lematu o ciggach szybko zbieznych do 1 wiemy, ze licznik jest zbiezny do 1, a z poprzed-
niego kroku dowodu — ze mianownik jest zbiezny do a(—xz) > 0. Zatem, z twierdzenia o
granicy ilorazu ciagéw, a,(r) — a(x) = 1/a(—x) > 0. Dla = = 0 oczywiscie a,(0) =1 — 1.
To daje istnienie a(z) dla kazdego = i wtasnosé (E1).

Krok 4. Teraz udowodnimy, ze wlasnosci (E2)-(E6) istotnie przystugujg a(x).
7 twierdzenia o granicy ilorazu

n
<1+x+y+xy>

a(x)a(y) ) n n? ) = "
——"C = lim a— = lim | 14+ —"
a(z +y) noeo <1+x+y> n—00 14 &
n M
= (ozn.) an

Latwo zauwazy¢, ze na,, — 0, wiec z lematu o ciggach szybko zbieznych do 1 otrzymujemy
a(z)a(y)/a(x + y) = 1, czyli wlasnosé (E2).

Poniewaz, dzieki nieré6wnosci Bernoulliego, a,(x) > 1 + z dla wszystkich n > |z| i
wszystkich = € R, wiec na mocy stwierdzenia o szacowaniu granic takze a(x) > 1+ x. To
daje wlasnosé (E3).

Sprawdzimy monotonicznosé, czyli wlasnosé (E4). Niech = > y. Korzystajac z (E1)—
(E3) piszemy

E2) B (E1), (E3)
a(r) —a(y) =" a(ya(lr —y)—aly) = a(y)(a(z-y)-1) > aly)(z—-y)>0

gdyz a(y) > 0ix —y > 0. Zatem a(z) > a(y) dla z > y.

Wiasnosé (E5) tatwo wynika z (E3) i (E2). Istotnie, a(—z) > 1—2 > 0dlax < 1, a wiec

dla takich z jest
1 1

a(—x) ~ 1—=x

Aby wykazac (E6), stosujemy dla |z| < 1/2 < 1 wtasnoéci (E3) i (E5):

2
&
I
A

(E3) (E5) 1 1 14p— 2 2
0 < a(z)—1—2 < —1l—z= trorhe @ < 2|z|?
1—2z 1—=z 1-2z
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(w ostatniej nieréwnosci uzywamy warunku |z| < 1).

Krok 5. Na koniec wykazemy wtasnosci (E7) i (E8). Jesli z,, — x, to wéwezas |z, —z|? <
|z, — x| < 1/2 dla dostatecznie duzych n, wiec oznaczajac dla krétkosci r, = =z, — =z,
otrzymujemy z nieréwnosci tréjkagta

(E6)
ja(rn) = 1| < la(ra) = 1= ra| +|ra| < 20 + [rn] < 3Jra| = 3lan — 2.

Zatem, poslugujac sie twierdzeniem o 3 ciggach, latwo wnioskujemy, ze a(z, — z) =
a(r,) — 1 dla n — co. Ponadto,

0 < la(zn) — a(z)] = a(@)| - |a(z, — @) - 1],

wiec takze a(x,) — a(x).
Zostala nam ostatnia wlasnosé, (E8). Piszemy

0z + h) —a(z) @ alz)alhn) — al) alhn) =1 _
™ = I =a(z) - e a(z) - Uy .
= (ozn.) U,

Skoro h,, — 0, to dla dostatecznie duzych n jest |h,| < 1/2 i wtedy

a(hy) —1
b,

a(hp) —1—hy
by,

®6) 2|h, |

0<|Uy— 1| = < Th

= 2lh,| — 0,

_4_

a wiec U, — 1dlan — oo. Zatem, a(z)U,, — a(z) dla n — oo, a to wlasnie nalezalo
udowodnic.

Dowdéd catego twierdzenia jest teraz zakonczony. [

Definicja 3.3 (liczba e i funkcja exp). Kladziemy

1 n

e=a(l) = lim <1 + ) — 2,718281828459045 . ..
n—o00 n

Dla z € R piszemy takze exp(z) = a(x), gdzie a(z) = lim, .o (1+ %)". Funkcja exp nazywa

sie funkcjq wyktadniczg (zmiennej rzeczywiste;j).

Zatem,
e =-exp(l).

(Warto zauwazy¢, ze wszystkie przytoczone wyzej cyfry rozwiniecia dziesigetnego e znat
Leonhard Euler przed 1750 rokiem!)

Wiemy juz o funkcji wykladniczej bardzo wiele. Udowodnimy jeszcze jedng jej wila-
sno$¢: kazda liczba dodatnia jest wartoscig tej funkcji.

Stwierdzenie 3.4. Dla kazdego y > 0 istnieje doktadnie jedna liczba x € R taka, zZe
y = exp(z).

Dowop. Wystarczy przeprowadzié¢ dowdd dla y € (0,1), gdyz 1 = exp(0) i jesli z > 1, to
1/z =y € (0,1), wiec z réwnosci y = exp(z) i exp(z) exp(—x) = 1 wynika, ze exp(—z) = .



© MIM UW, 2010/11 37

Niech przeto y € (0,1). Polézmy A = {t € R: exp(t) < y}. Jesli ¢t > 0, to dzieki (E3)
jestexp(t) > 1+t >1>y,awiect € A, tzn. A C (—o0,0). Ponadto, dla n € N mamy, z
wlasnosci (E5) uzytej dla x = —n,

— <
exp(—n) < T

a wiec —n € A dla wszystkich n dostatecznie duzych (wystarczy, by 1/(1 + n) < exp(y),
tzn. aby n+1 > exp(—vy)). Zatem zbior A jest niepusty i ograniczony z géry, a wiec istnieje
x =sup A € R. A priori, sg trzy mozliwosci:

exp(z) >y,  exp(z) <y,  exp(z)=y.

Wykazemy, ze pierwsze dwie prowadzg do sprzecznosci. Przypusémy wiec, ze exp(x) < y.
Z wilasno$ci (E7) wynika, ze dla n — oo cigg exp(z + %) — exp(z) < y, a wiec, dzieki
Stwierdzeniu 2.13, exp(z + %) < y dla wszystkich dostatecznie duzych n. Innymi stowy,
supA=z<z+ % € A, to zas$ jest sprzecznosé. Nie moze wiec byé exp(z) < y.

Gdyby exp(z) > y, to, podobnie jak przed chwilg, mielibySmy exp(z — %) — exp(z) > vy,
tzn. dla wszystkich dostatecznie duzych n byloby

1
exp(z — —) >y >expt  dlakazdegot € A.
n

Z monotoniczno$ci, patrz wlasnos$é (E4), otrzymalibySmy = — % >t dla kazdego ¢ € A, ale
T — % < x = sup A, wiec bylaby to sprzecznosé z definicjg kresu gérnego.
Musi zatem by¢ exp(z) = y. Jednoznacznos§é wynika z monotonicznosci exp. [

Definicja 3.5 (logarytm naturalny). Dla liczby y > 0 definiujemy: Iny = x, gdzie z € R
jest jedyng liczbg taka, ze exp(z) = y.

Wtasnoséci funkcji wykltadniczej nietrudno przelozyé na odpowiednie wtasnosci loga-
rytmu naturalnego.

Twierdzenie 3.6 (wlasnosci logarytmu naturalnego). Logarytm naturalny Iny jest okre-
slony dla wszystkich liczb y > 0 i ma nastepujqgce wlasnosci:

(L1) Dla wszystkich x,y > 0 jest In(zy) =Inxz +Iny;lne=1ilnl =0.
(L2) (Monotonicznosé logarytmu) Dla wszystkich y; > yo > 0 mamy Iny; > Inys.

(L3) Dla wszystkich y > 0 zachodzq nieréwnosci
1
1l—-—<hy<y-1.
Yy
Réwnowaznie,

t
1 <ln(l+¢) <t dla wszystkich t > —1.

(L4) Jeslit, > —1dla wszystkichn € Nit, —0,toln(l+1t,) - 0=1Inl.

(L5) (Ciqgtosé logarytmu) Jesli y, > 0 dla wszystkich n € Niy, — y > 0dla n — o,
to wéwczas Iny, — Iny dla n — .



38 ostatnie poprawki: 28 wrzesnia 2012

(L6) (Rézniczkowalnosé logarytmu) Jesli h, — 0dlan — oo, atakzey > 0iy+h, >0
dla wszystkich n € N, to wowczas
In(y 4+ hyp) —Iny 1

li —.
nl—>ngo hn, Y

Dow6p. Udowodnimy (L1). Poniewaz x,y > 0, wiec istniejg ¢, w € R takie, ze exp(t) = «,
expw = y (czyli: t = Inz, w = Iny). Z wlasnosci (E2) funkcji exp otrzymujemy

zy = exp(t) exp(w) = exp(t + w),

tzn. wprost z definicji logarytmu Inzy = ¢t + w = Inz + Iny. Réwnosci Ine = 1,In1 = 0
wynikaja stad, ze exp(1) = e, exp(0) = 1.

Nietrudno zauwazyé, ze logarytm jest monotoniczny: gdyby 1 = Iny; < Inys = 29
dla pewnych y; > y2 > 0, to byloby, dzieki monotonicznosci funkcji wykladniczej, y1 =
exp(z1) < exp(z2) = Y9, a to jest sprzecznosé.

Teraz sprawdzimy, ze zachodzg nieré6wnosci podane w punkcie (L3). Niech z = Iny.
Mamy exp(z) > 1+ x, tzn. Iny = x < exp(z) — 1 = y — 1. Poniewaz exp(z) < 1/(1 — z) dla
x < 1, a z monotonicznosci wynika, ze Iny < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v < e, wiec przy
dodatkowym zatozeniu r =Iny < 1, y > 0, jest

1 1 1 1
& —2>21—hhy & Iny>1-—-—.
Yy Y

y=exp() < -2 1-Iny
Gdy z = Iny > 1, to nier6wnos¢ jest banalna, gdyz 1 —1/y < 1 dla y > 0. To koniczy dowéd
pierwszej wersji (L3); drugg otrzymujemy, podstawiajac y = 1+t (zauwazmy: y > 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ > —1).

Wiasnosé (L4) jest bardzo prosta. Otrzymujemy ja, stosujgc nieréwnosci z punktu (L3)
i twierdzenie o trzech ciggach.

Przejdzmy do dowodu cigglosci, tzn. do wlasnosci (L5). Poniewaz logarytm iloczynu
jest sumg logarytmoéw, wiec

Iny, —lny =1In (y‘ <1+ yny_y)> —lnyzln(l-i— yny_y ),

= (ozn.) t,

gdzie —1 < t, = (yn—y)/y = —1—1—%” — 0, gdy y,, — y. Wiemy juz jednak, ze In(1+t¢,) — 0
dla kazdego ciggu ¢, — 0, t,, > —1; zatem Iny,, — Iny, gdy y,,y > 0iy, — y dlan — oc.
To koniczy dowéd wlasnosci (L4).

Na koniec wykazemy rézniczkowalno$é logarytmu. Zauwazmy, ze

hy,
lny+ln<1+?) —Iny (1 +#,)

In(y + hy) —Iny 1
hn - hn oty

dlatn:h—";«éo,
Yy

Wystarczy wiec wykazaé, ze dla kazdego ciggu ¢, — 0, gdzie ¢,, # 01it, > —1 dla wszyst-
kich n € N, mamy iln(l +t,) — 1. Oznaczmy s,, = In(1 + t,,); wtedy exp(s,) — 1 = t, i
sn # 0. Zatem

In(1+t,) Sn

tn ~exp(sy) — 17
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SprawdziliSmy przed chwilg, dowodzac wlasnosci (L4), ze s, = In(1 + ¢,) — 0. Korzy-
stajac z rézniczkowalnosci funkcji wykltadniczej, patrz wtasnosé (E8), wnioskujemy, ze
sn/(exp(sy) — 1) — 1 dla n — co. Zatem takze i In(1+t,)—1. O

Dysponujac juz funkcjg wykladniczg i logarytmem, nietrudno jest zdefiniowaé potege
dowolnej liczby dodatniej o dowolnym wykladniku rzeczywistym.

Definicja 3.7. Dla wszystkich a > 0 i wszystkich = € R przyjmujemy
a” =exp(zlna).

W szczegélnosci, dla liczby e przyjeta definicja daje, zgodnie z naturalnym oczekiwa-
niem, ¢* = exp(zlne) = exp(z), gdyz lne = 1. Zauwazmy tez od razu, ze dla n € N jest,
dzieki wtasnosci (L1) logarytmu,

a" =exp(nlna) =exp(lna+mna+---+Ina) =exp(ln(a-a-...-a))=g-a-...-aq,
n razy n razy

co zgadza sie ze zwyklg definicjg potegi o wykladniku naturalnym. Nietrudno podacé liste
wlasnosci poteg, podawang na ogét w szkole!

Cwiczenie 3.8. Niech a,b > 0, 2,y € R. Prosze samodzielnie, korzystajgc z (E1)—(E8)
oraz (L1)—(L5), udowodnié nastepujgce wlasnosci poteg:

(i) a**Y = a®aY, a ponadto a* = 1/a”ia® = 1.
(ii) (am)y = a"™ i a®b" = (ab)”.

(iii) Jesli a > 1, to a® < a¥ dla wszystkich z < y, a jesli a € (0,1), to a® > a¥ dla
wszystkich = < y.

(iv) Jedli ciag x,, — = dla n — oo, to wéwcezas a™ — a® dla n — oc.

(v) Jesli a < b, to a® < b* dla wszystkich x > 0 oraz a® > b* dla wszystkich = < 0.

Mozemy takze zdefiniowaé logarytm przy dowolnej podstawie a > 0, a # 1.

Definicja 3.9. Jesli a > 01i a # 1, to dla wszystkich y > 0 przyjmujemy

log,y=2z < a"=y.
Cwiczenie 3.10. Postugujac sie udowodnionymi juz wlasno$ciami funkcji wykltadniczej
i logarytmu, sprawdzié, ze powyzsza definicja jest poprawna (tzn. przy podanych zatoze-
niach o a i y liczba log, y istnieje i jest okreslona jednoznacznie). Dlaczego przyjmujemy,
ze a #1?

Cwiczenie 3.11. Postugujac sie znanymi wlasnosciami poteg i logarytmu naturalnego,
wykazaé, ze logarytm przy dowolnej podstawie a > 0,a # 1 ma nastepujace wlasno$ci:

10dbywa sie to zwykle bez wyjasnienia, jak nalezy rozumieé napis a”, gdy liczba z nie jest wymierna,
i dlaczego wtedy odpowiednie r6wnosci majg sens — prawda jest taka, ze nie da si¢ wtedy unikng¢ jakiejs
wersji przej$é granicznych. ..
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1) log,y = (Iny)/(Ina) dla wszystkich y > 0.

2) Jeslib > 0,b # 1, to log, y = (log, y)/(log, a) dla wszystkich y > 0.
3) log,(zy) = log, x + log, y dla wszystkich =,y > 0.

4) log,(y*) = xlog, y dla wszystkich y > 0, z € R.

Warunek 2) bywa nazywany wzorem na zamiane podstawy logarytmu.

3.2 Charakteryzacja funkcji wykladniczej

Co ciekawe, niewielka cze$é wtasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmu okresla kazda z
tych funkcji jednoznacznie. Oto odpowiednie twierdzenia.

Twierdzenie 3.12 (charakteryzacja funkcji exp). Jesli funkcja f: R — R spetnia trzy
warunki:

(i) Dla wszystkich z,y € R jest f(z +y) = f(z)f(y),
(i) f(1) =e,
(iii) Dla kazdego x € R i kazdego ciqgu , — x ciqg f(x,) jest zbiezny do f(x),

to wowczas
f(x) = exp(x) dla wszystkich z € R. 3.1

Dowo6b. Plan dowodu jest bardzo prosty. Korzystajac z dwéch pierwszych zalozen, dowodzi
sie, ze f(xz) > 0 dla wszystkich = € R i sprawdza si¢ r6wnosé (3.1) dla wszystkich z € Q
(niezbyt trudna indukcja). Nastepnie, korzystajac z trzeciego zalozenia i gestosci Q w R,
dowodzi sie (3.1) dla wszystkich z € R\ Q. Oto szczegély:

Krok 1. Z pierwszego zalozenia otrzymujemy f(z) = f(z/2+x/2) = f(x)? > 01 f(0)? =
f(0). Liczba f(0) jest wiec zerem lub jedynkg. Nie moze by¢ jednak f(0) = 0, bo wtedy
mieliby$my f(z) = f(z+0) = f(z)f(0) = 0 dla wszystkich x, a wiemy, ze f(1) = e. Zatem
f(0) = 1, co oznacza, ze f(z)f(—z) = f(0) = 1 dla kazdego x € R. Innymi slowy, liczba
f(z) jest ré6zna od zera i nieujemna.

StwierdziliSmy wiec, ze f(x) > 0 dla wszystkich x € Ri f(—xz) = 1/f(z).

Krok 2. Wiemy, ze f(1) = e. Jesli przyjaé, ze f(m) = €™, to f(m+ 1) = f(m)f(1) =
eme = ™t Przez indukcje wnioskujemy, ze f(m) = ¢™ dla wszystkich m € N. Ponadto,
dla m € Nmamy f(—m)e™ = f(—m)f(m) =1, tzn. f(—m) = e~ ™. Zatem

f(im) =e™ = exp(m) dla wszystkich m € Z.

Krok 3. Niech m,n € N. Wtedy

(ORI e
e
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stad za§ f(1/n) = e'/". Przez indukcje, podobnie jak w poprzednim kroku stosujac wia-
snosé f(z +vy) = f(z)f(y), dowodzimy teraz, ze f(m/n) = e"/™. Wreszcie, poniewaz

f(=x) = 1/f(x), wige
f(z) = e* = exp(x) dla wszystkich = = p/q € Q.

Krok 4. Niech z € R\ Q. Istnieje wtedy (patrz Twierdzenie 1.18) cigg liczb wymiernych
x, zbiezny do x. Z zalozenia (iii) oraz cigglosci funkcji wykltadniczej wnioskujemy, ze

f(x) = lim f(z,) = lim exp(z,) = exp(z).
SprawdziliSmy wiec, ze f(x) = exp(z) dla wszystkich z € R. O

Uwaga. Drugie zalozenie Twierdzenia 3.12 ma charakter normalizujgcy: gdyby przyjaé,
ze f(1) = a > 0, to byloby f(z) = a”. Zamiast zakladaé, ze f(1) = e, mozna tez przyjaé
warunek

(i) Dla kazdego ciggu réznych od zera liczb x,, — 0 mamy

IR0

n—00 Tn

=1.

Zadanie 3.13 (dla zainteresowanych rozumieniem teorii). Wykazac, ze teza Twierdze-
nia 3.12 zachodzi, gdy zalozenie (ii) zastgpimy powyzszym warunkiem (ii)’. Zastanowié
sie, czy zalozenie (iii) mozna wtedy oming¢.

Wskazowka: co trzeba zmienié w pierwszym kroku dowodu? Jak wykazaé, ze f(1) = €?
(Wolno uzywaé wszystkich udowodnionych wlasno$ci funkcji wykladnicze;j).

Zadanie 3.14 (latwiejsze od poprzedniego). Nasladujgc dowdd ostatniego twierdzenia,
wykazaé, ze jesli funkcja g: (0,00) — R spelnia nastepujgce warunki:

(a) Dla wszystkich z,y > 0 jest g(xy) = g(x) + g(y),
(b) gle) =1,

(c) Dla kazdego = > 0 i kazdego ciggu liczb dodatnich z,, — = ciag g(x,) jest zbiezny do
granicy g(z),

to wéwczas
g(x) = In(zx) dla wszystkich z € R.

Przekonamy sie za pewien czas, ze funkcje wykladniczg i logarytm naturalny mozna
okresli¢ takze dla zespolonych wartos$ci zmiennej. Trzeba to jednak zrobié nieco inaczej
(Czytelnik zauwazyl zapewne, ze w dowodach w tym rozdziale wielokrotnie korzystaliSmy
z wlasno$ci ciggé6w monotonicznych i nieré6wnosci Bernoulliego, a tych narzedzi trudno
uzywaé w C). Wygodnie bedzie zajac¢ sie najpierw szeregami.



Rozdzial 4

Szeregi. Funkcja wykladnicza
zmiennej zespolonej.

Pojecie szeregu wprowadza sie po to, zeby mozna byto $ci§le méwié¢ o sumach nieskoncze-
nie wielu skladnikéw. Z takimi sumami spotkali$my sie juz, méwigc o ciggach. Np. dla
lg| < 1jest

n+1 1

1—
14+ +@+=lim(Q4+qg+---+4¢") = lim T _ . 4.1)
n—00 n—oo 1 —gq 1—¢q

Pierwszg réwnosé traktujemy jako definicje napisu, wystepujacego z lewej strony; druga
réwnosé wynika ze wzoru na réznice (n + 1)-szych poteg, a trzecia — z twierdzenia o
arytmetycznych wlasnosciach granicy i stad, ze ¢" — 0 dla n — oo, gdy |¢| < 1.

Nieskoniczone sumowanie wymaga ostroznosci: nie wolno w tym przypadku bezkarnie
korzystaé z przemiennoS$ci i tgcznosci dodawania. Gdyby np. suma —1+1—-1+1—-1+4+1—---
miala skoriczong wartosé S i gdyby nieskonczone dodawanie bylo przemienne i 1gczne, to
mieliby$my

S = (-1+)+(-1+1)+(-1+1)+---=0+0+0+---
= -1+01-D+1-1)+--==14+0+0+---
- —1—<(—1+1)+(—1+1)+---)

tzn. przy, jak sie wydaje, naturalnej i sensownej umowie 0 + 0 + 0 + --- = 0, byloby
S=0=-1=-1-5, co pokazuje, ze S bylaby jednoczesnie kazdg z liczb 0, —1, —%, tak
za$ oczywiScie nie moze by¢!

Dlatego zaczniemy od definicji, stuzgcych ustaleniu, kiedy mozna méwié o sumie nie-
skonczenie wielu skladnikow.

Definicja 4.1. Szereg (liczb rzeczywistych) > ° , a, to para ciggéw, (a,) C Ris, =
ai+---+ap =Y ,_,ar dlan € N. Ciag (s,) nazywamy ciggiem sum czegsciowych szeregu.
Liczby a,, to wyrazy szeregu.

Definicja 4.2. Méwimy, ze szereg » . | a,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jego
sum czesciowych jest zbiezny do skoniczonej granicy. Jesli szereg Y 7 | a,, jest zbiezny, to

42
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liczbe
n
o= Jim on = lim D, o
k=1
nazywamy jego sumg i piszemy'

%)
s = E ay, -
n=1

Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywa sie rozbiezny.

(Czasem wygodnie jest numerowac cigg wyrazow szeregu za pomocg liczb catkowitych
wiekszych od pewnej ustalonej liczby ny € Z; bedziemy to robi¢ bez wahania.)

Przyklad 4.3 (szereg geometryczny). Jesli ¢ € Ri |¢| < 1, to wtedy szereg geome-

tryczny
o
> "
n=0

jest zbiezny, a jego suma jest r6wna 1/(1 — ¢q). To wynika ze wzoru na sume skoriczonego
postepu geometrycznego i zostalo wyjasnione, gdy podali§my wzér (4.1).

Stwierdzenie 4.4 (warunek Cauchy’ego dla szeregoéw). Szereg liczb rzeczywistych
Yoo | an Jjest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest nastepujgcy warunek Cau-

chy’ego dla szeregow:

(CS) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje n. € N takie, ze dla wszystkich m > k > n. jest

|ak+1+ak+2+---+am|<5.

Dowép. Mamy ay1 + agio + -+ + am = Sm — Sk, wiec (CS) to po prostu warunek Cau-
chy’ego dla ciggu (s,), rownowazny (jak wiemy) zbieznosci (s,), czyli — wprost z definicji
— zbieznosci szeregu. [

Dla porzadku odnotujmy jeszcze jeden prosty fakt. (Jego sens jest jasny: analizujgc
zbiezno$¢ szeregu, wolno odrzuci¢ ustalong liczbe poczatkowych wyrazéw.)

Stwierdzenie 4.5. Jesli kg € N, to szeregi

00 00
E an oraz g G
n=1 n=ko

sq albo jednoczesnie zbiezne, albo jednoczesnie rozbiezne.

Dow6b. Nietrudno zauwazyé, ze warunek Cauchy’ego albo jednoczesnie zachodzi dla obu
szereg6w, albo nie zachodzi dla zadnego z nich: dla duzych m > k > ky wartosci sum
ag+1 + agyo + - - - + an, Sg przeciez te same. [

INaduzywamy tu lekko oznaczen, ale jest to przyjety i w tym przypadku niegrozny obyczaj; nie bedziemy
sie nadmiernie obawia¢ pomylenia szeregu z jego sumg.
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Stwierdzenie 4.6 (suma szeregéw). Jesli szeregi > a, i Y b, sq zbiezne, to szereg
> (an, + by,) jest zbiezny i

[e's) 00 00
Z(an+bn) = Zan—i—an.
n=1 n=1 n=1

Dowo6b. To wynika natychmiast z twierdzenia o granicy sumy ciggéw zbieznych. [J

Stwierdzenie 4.7 (warunek konieczny zbieznosci szeregu). Jesli szereg liczb rze-
czywistych Y 7 | an jest zbiezny, to

lim a, =0.
n—0o0

Dowoép. Jeélis, =a; +---+a, >s€R,toa, =s, —sp.1 —>s—s=0,gdyn — co. [

Przyklad 4.8. Jesli |g| > 1, to szereg geometryczny
oo
>
n=1

jest rozbiezny, gdyz a,, = ¢" /4 0 dlan — co, a wiec nie jest spetniony warunek konieczny
zbieznosci szeregu. [

Przestroga. Nalezy pamietaé, ze podany wyzej warunek konieczny zbieznosci szeregu
nie jest warunkiem dostatecznym: ze zbiezno$ci a,, — 0 nie wynika wcale zbiezno§¢
szeregu > a,. Istotna jest nie sama zbieznos$é a,, do zera, ale tempo tej zbieznosci.

Przyklad 4.9 (rozbieznos$¢ szeregu harmonicznego). Szereg harmoniczny, tzn. sze-
reg o wyrazach a, = 1/n, gdzie n = 1,2,.. ., jest rozbiezny. Jest to na tyle wazny fakt, ze
obejrzymy kilka jego dowodéw.
Dowép pierwszy. Dla szeregu harmonicznego nie jest spelniony warunek Cauchy’ego;
sumy dalekich wyrazow nie muszg by¢ mate. Istotnie, biorgc ¢ = 1/2 i dowolng liczbe
n, otrzymujemy

1 n 1 n n 1 S 1 1
- [P JE— n-——— =§¢.
n+1 n+2 2n 2n 2

n skladnikéw

|an41 + a2+ - +aoy| =

Dowép pruct. Wiemy juz, ze dla t > —1 zachodzg nieréwnosci t/(t + 1) < In(1 +¢) < .
Podstawiajgc w nich ¢t = 1/k, gdzie k € N, otrzymujemy

1 % <1 1+1 <1
— = n - —-.
k+1 1447 k)~ k

Sumujgc te nieré6wnosci dla k = 1,2, ..., n, sprawdzamy, ze

+ + L <zn:1 1+1 <1+1+1+ +1
“ .. n p— — — o« .. — .
n—i—l_k_l k) — 2 3 n

1+1
2 3
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JednakIn (1 + +) = In((k+1)-7) = In(k+1) —Ink, zatem sume logarytméw w poprzednim
wzorze tatwo jest obliczy¢: jest ona réwna In(n + 1) —In1 = In(n + 1). Otrzymujemy stad,
oznaczajac dla krétkosci n-tg sume czesciowg szeregu harmonicznego przez s,,

Spr1— 1 <In(n+1) <s,. 4.2)
Poniewaz In(n + 1) — oo dla n — oo, wiec s, nie ma skoniczonej granicy, gdy n — oc.
Przyklad 4.10. Szereg >~ n% jest zbiezny. Istotnie, dla kazdej liczby n > 2 mamy

1 1 1

1
n2 " (n—n n-1 n’

a zatem

S R N I N i (L NI (L S Y
T T2 Ty n2 2 23 n-1 n) ~ n>"
Ciag (s,) sum czeSciowych tego szeregu jest rosngcy (bo wyrazy szeregu sg dodatnie) i
ograniczony z gory przez liczbe 2, jest wiec zbiezny. [

4.1 Szeregi o wyrazach dodatnich

Badanie zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich jest tatwiejsze od badania zbieznosci
szeregéw o dowolnych wyrazach rzeczywistych. W podrecznikach Analizy mozna znalezé
bardzo wiele tzw. kryteriow zbieznosci szeregow, tzn. twierdzen, podajgcych warunki do-
stateczne zbiezno$ci (lub rozbieznosci) szeregu. Nie bedziemy podawaé dlugiej listy ta-
kich twierdzen?; zadowolimy sie skromnym zestawem, ktéry do wielu cel6w w zupelnosci
wystarcza.

Zacznijmy od banalnej obserwacji.

Stwierdzenie 4.11. Jesli a,, > 0 dla wszystkich n € N, to szereg
D> an
n=1

Jjest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciqg sum czesciowych s, = a1 + as + -+ + ay, jest
ograniczony z gory.

Dowép. Ciag (sy,,) jest niemalejacy, gdyz a,, > 0 dla wszystkich n. Dlatego zbiezno$¢ s,, do
granicy skoniczonej jest réwnowazna ograniczonosci s, patrz Twierdzenie 2.28. Poniewaz
sn > 0, wiec trzeba (i wystarcza) sprawdzac tylko ograniczono$é z géry. [

Najprostszy zestaw kryteriéow zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich w gruncie
rzeczy mozna ograniczy¢ do dwéch faktéw: kryterium poréwnawczego i kryterium zage-
szczeniowego. Kazde z nich wykorzystuje jasng, intuicyjng idee¢. Sens kryterium poréw-
nawczego jest taki, ze jesli mozna okresli¢ sume pewnego nieskoriczonego zestawu liczb
dodatnich, to mozna takze okreslié sume liczb mniejszych (ktéra bedzie mniejsza). Kryte-
rium zageszczeniowe mozna opisaé tak: grupujgc dodatnie wyrazy, latwiej jest dostrzec,
jak szybko (lub wolno) rosng sumy czesciowe szeregu.

2Zainteresowanych odsytam do podrecznika Fichtenholza i ksigzki Knoppa o szeregach nieskonczonych.
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Stwierdzenie 4.12 (kryterium poréwnawcze, wersja I). Zatézmy, ze a,,, b, > 01 ist-
niejg takie liczby ¢ > 0ing € N, zZe a,, < ¢ b, dla wszystkich n > ny. Wtedy

o0 [e.@]
(a) Ze zbieznosci szeregu E b, wynika zbieznosé szeregu E Qs
n=1

n=1
oo o
(b) Z rozbieznosci szeregu E an wynika rozbieznosé szeregu E bn.
n=1 n=1

Dowép. Jesli ny > ng, to dla wszystkich m > k > n, jest, dzieki dodatnio$ci wyrazéw obu
szeregow,
lag + akr1+ - 4+ am| < clbg + b1 + - + by

(moduly mozna po prostu poming¢é). Jesli wiec warunek Cauchy’ego dla szeregéw jest
spelniony dla szeregu o wyrazach b,,, to jest spelniony takze dla szeregu o wyrazach a,,.
Trzeba po prostu ustali¢ € > 0, wzigé dla szeregu o wyrazach b, liczbe dodatnig &' =
e/c, dobraé¢ do niej n., (nie mniejsze od ng) i zobaczy¢, ze dla m > k > n. bedzie wtedy
lag + agr1 -+ am| < cg’ =e.

Tak samo sprawdzamy, ze jesli warunek Cauchy’ego nie zachodzi dla szeregu o wyra-
zach a,, to nie zachodzi takze dla szeregu o wyrazach b,,. O

Uwaga. Jesli komus nie podoba sie rozumowanie, w ktérym w sposéb jawny korzysta sie
z warunku Cauchy’ego, moze postepowaé w dowodzie tak: skorzystaé ze Stwierdzenia 4.5,
odrzucié wyrazy o numerach mniejszych od ng i stwierdzic, ze liczba M > 0 jest ogranicze-
niem gérnym zbioru wszystkich sum czg¢sciowych szeregu ), ., a, wtedy i tylko wtedy,
gdy M /cjest ograniczeniem gérnym zbioru sum cze$ciowych szeregu anno b,. To wynika
z nieré6wnosci a,, < c¢- b, i dodatnio$ci wyrazéw a,, b,. Zastosowanie Stwierdzenia 4.11
pozwala zakonczy¢ inny, alternatywny dowéd kryterium poréwnawczego.

Stwierdzenie 4.13 (kryterium poréwnawcze, wersja Il). Jesli a,, b, > 0 dla wszyst-
kich n > ng i istnieje skoriczona, dodatnia granica lim,,_,.(a,/b,), to wowczas szeregi
> an i) by, sq albo jednoczesnie zbiezne, albo jednoczesnie rozbiezne.

Dow6p. Mozna bez zmniejszenia ogélnosci zalozyé, ze nyp = 1. Wybierzmy liczbe C' > 0
tak, aby

1 . Qn,
6<nll_>ngoa<0.

Na mocy Stwierdzenia 2.13 (o szacowaniu granic) istnieje wtedy n; € N takie, ze
a, <Cb, 1 b, <Cay, dla wszystkich n > n.

Teza wynika teraz z poprzedniej wersji kryterium poré6wnawczego. [

Stwierdzenie 4.14 (kryterium poréwnawcze, wersja ilorazowa). Zatozmy, ze dla
n > ng jest a, b, > 0 oraz
An+1 _ bpti ‘ 4.3)

ap, ~ by

Wtedy
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o0 o
(a) Ze zbieznosci szeregu E b, wynika zbieznosé szeregu E Qs

n=1 n=1

(0.@) [o.¢]
(b) Z rozbieznosci szeregu E a, wynika rozbieznosc szeregu E bn.

n=1 n=1

Dowo6p. Mozna bez zmniejszenia ogélnosci zalozy¢, ze ny = 1. Mnozgc nieré6wnosci (4.3)

stronami dlan =1,2,..., N — 1 otrzymujemy
aN _ _on as oz _ bn bs b2 _ by
ar  an—1  az a1~ by-1 T by b1 by’

awiecay < c-by, gdzie ¢ = a1 /b;. Sg to zalozenia pierwszej wersji kryterium poréwnaw-
czego; stosujac je, koniczymy dowéd. [

Przyklad 4.15. Jedli ¢ € (0,1), to szereg o wyrazach a,, = nq" jest zbiezny. Istotnie,
wezmy dowolne s € (q,1). Poniewaz (n + 1)/n — 1, wiec dla wszystkich dostatecznie
duzych n jest
an+1:n+1q<szbn+17 adzie b, = 5",
an n by,
Poniewaz dla kazdego s € (0, 1) szereg geometryczny > s” jest zbiezny, wiec szereg > ng"
jest zbiezny. To wynika z punktu (a) ostatniego kryterium. O

Przyklad 4.16. Postepujagc praktycznie tak samo, jak w poprzednim przykladzie, mozna
stwierdzié, ze szereg > >0, n¥q¢", gdzie k jest ustalong liczbg naturalng i ¢ € (0, 1), jest
zbiezny. [

Przyklad 4.17. Obliczymy sume szeregu ) . _, ng", postugujgc si¢ wzorem na sume po-
stepu geometrycznego. Otéz, zauwazajac, ze kq¢* jest sumg k skladnikéw réwnych ¢*, i
grupujac wyrazy, otrzymujemy
Spi=q+2¢°+3¢3+ - +n¢" = ¢+ +3+ -+ (w kazdym wierszu
+ @ +P+ 4 tréjkatnej ‘tabelki’ obok
+ ¢4+ widaé postep geometryczny!)

+4q"
. n+l 2 n+l 3 _ n+l n __ n+l
1—gq 1—gq 1—gq 1—q
1
—_ 17_q(q+q2_'_'“+qn_nqn+1)
="M ="M (1 —q) e g
- 2 7 T
(1-49) (1-1q)

gdyz ¢" — 01ing"™ — 0 (mozna stwierdzi¢ to na wiele sposobéw — my w tej chwili mozemy
juz powiedziec, ze wynika to np. ze zbieznos$ci szeregu )~ ng", udowodnionej we wczesniej-
szym przykladzie!). Zatem

[e'e] n q
;nq = TP dla ¢ € (0,1). (4.4)
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Czytelnik moze sam sprawdzié, ze taki sam wzér ma miejsce dla g € (—1,0].

Stwierdzenie 4.18 (kryterium zageszczeniowe). Jesli (ay,) jest malejgcym ciggiem
liczb dodatnich, to szeregi

o e.)
E an oraz g by , gdzie b, =2"ason
n=1 n=1

sq albo jednoczesnie zbiezne, albo jednoczesnie rozbiezne.

Dowép. Niech s, = a; +ag + - - - ap, t, = by + b2 + - - - + b,. Zauwazmy, ze dzieki monoto-
nicznosci ciggu (ay) i réwnosci 2F + 2F = 28+ jest

agny1 + agnqo + - - + agn1 < 2"agn = by,

2n gktadnikéw; kazdy jest < aon

:2'2n_1a2n SQ <a2n1+1+a2n1+2+"'+a2n> .

2n—1 gktadnikéw; kazdy jest > aqon

Sumujgc te nieréwnosci dlan =1,2,..., N, otrzymujemy
N
SoN+1 — Q1 — A2 S tN = an S 282N
n=1

(prosze zauwazyé, ze zaczynamy od as+ a4 < by = 2as, stagd kosmetyczny dodatek —a; —as
po lewej stronie wyzej). Zatem, ciggi monotoniczne (¢y) i (s,,) sg albo jednocze$nie ograni-
czone, albo jednoczesnie nieograniczone. Teza kryterium zageszczeniowego wynika wiec
ze Stwierdzenia 4.11. [

Zaleta tego kryterium jest taka, ze (dzigki dodatkowemu zalozeniu o monotonicznosci
ciagu a,,) szereg o wyrazach b,, zachowuje sie — uzywajgc przenosni — tak samo, co szereg
o wyrazach a,, tylko w sposéb bardziej oczywisty, tatwiejszy do zauwazenia. Najlepiej
zobaczy¢ to na przykladach.

Przyklad 4.19. Oto trzeci dow6d rozbieznosci szeregu harmonicznego: jesli a,, = 1/n, to

1
by = 2az = 2" oo =1,
a szereg z samych jedynek jest oczywiscie rozbiezny. [
Przyklad 4.20. Szereg

o0

1
annn

n=2

jest rozbiezny. Istotnie, dla a,, = 1/(nlnn) otrzymujemy

1 1
by = 2"agn = 2" - -
" @2 271n2" nln?2’

wiec rozbiezno$¢ rozwazanego szeregu wynika z rozbieznosci szeregu harmonicznego i
kryterium zageszczeniowego. [J
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Prosze zauwazyé, ze dla duzych n liczba 1/(nlnn) jest duzo mniejsza od 1/n (iloraz
tych liczb dazy do 0 dla n — o0), wigc sumy czesSciowe ostatniego szeregu rosng wolniej niz
sumy czeSciowe szeregu harmonicznego. Jednak dzieki zastosowaniu kryterium zagesz-
czeniowego, tzn. dzieki odpowiedniemu grupowaniu wyrazoéw, potrafimy tatwo wykazaé
rozbiezno$¢.

Przyklad 4.21. Szereg?
C(s) = % (4.5)
n=1
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy s > 1. Dla s < 0 rozbiezno$¢ jest oczywista: nie jest
spelniony warunek konieczny zbiezno$ci, gdyz dla takich s mamy a,, = n™° — +o0. Niech
wiec s > 0. Wyrazy a,, = n~® malejg do zera; zastosujmy kryterium zageszczeniowe. Ot6z

1 1
b, = 2"agm = 2" . = =q", gdzie g = 2179,

(2" ()"
a wiec zageszczenie prowadzi do szeregu geometrycznego > b, = > ¢", ktory (jak juz
wiemy) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |¢| = 2'7° < 1 = 2°, tzn. wtedy i tylko wtedy,
gdyl—-s<0. O

Przyklad 4.22. Jesli a, = 1/(n(Inn)®), gdzie s € R, to > a, jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy s > 1. Kryterium zageszczeniowe daje:

1

by = 2agn =27+ —
“ o (In(2"))

gdzie ¢ = 1/(In2)".

:C~—’
nS

Wystarczy teraz spojrzeé¢ na poprzedni przyktad. O
Dla porzgdku odnotujmy tez nieco ogélniejszg wersje kryterium zageszczeniowego.

Stwierdzenie 4.23 (kryterium zageszczeniowe, wariant). Jesli (a,,) jest malejgcym
ciggiem liczb dodatnich, a k € N, k > 2, to szeregi

(o] (o)
E an oraz g by, , gdzie b, = k"apn,
n=1 n=1

sq albo jednoczesnie zbiezne, albo jednoczesnie rozbiezne.

Dowép. Niezbyt trudne ¢wiczenie dla zainteresowanych. [

Warto zdawaé sobie sprawe, ze istniejg przykltady, ktére wymagajg nieco subtelniejszej
analizy, nie polegajacej na szybkim stosowaniu gotowych kryteriéw. Popatrzmy na dwa z
nich.

Przyklad 4.24. Niech p,, oznacza n-tg z kolei liczbe pierwsza, tzn. p; =2, po = 3, p3 = 5,
ps =17, ps =11, ... Wykazemy, ze szereg

1
; - (4.6)

3Suma tego szeregu odgrywa bardzo wazna role w teorii liczb i jest nazywana funkcjq dzeta Riemanna.
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jest rozbiezny. Ustalmy liczbe N. Niech Py = {p : p pierwsza, p < N}. Wtedy

exp(z ;) = I exo(1/p)

PEPN PEPN

1

> H <1 + > gdyzexp(z) > 1+
p

PEPN

Z :
n
1<n<N
n bezkwadr.

Y

W ostatniej linijce wystepuje suma odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych* n,
n < N;nietrudno zauwazy¢, ze mnozac wszystkie nawiasy (1 + I%) szkolng metodg ‘kazdy
z kazdym’, otrzymamy tylko odwrotnosci liczb bezkwadratowych: wszystkich liczb bez-
kwadratowych < N iniektérych liczb bezkwadratowych > N.

Wiemy juz, ze 2 > ZlgngN # dla kazdego N (patrz Przyklad 4.10); mnozac te nie-
réwnos¢ przez poprzednia, otrzymujemy

(T 2 (2 (T )

rePy Jei. 0 asesN
N1 @2
> — > In(N+1).
n
n=1
Zatem
1
Y = >hn(N+1)—In2,
pEPN p

a wiec sumy czeéciowe szeregu (4.6) nie sg ograniczone.? [

Przyklad 4.25 (szereg Kempnera). Niech A bedzie zbiorem tych liczb naturalnych,
w ktorych zapisie dziesietnym w ogéle nie wystepuje cyfra 9. Wtedy szereg

1
2.5

jest zbiezny, a jego suma S nie przekracza liczby 80. Aby sie o tym przekonaé, oznaczmy
Ay = An 1YL 10V — 1]

(jak widaé, Ay to podzbior zbioru A, ztozony z liczb N-cyfrowych). Liczba elementéw Ay
jest réwna

# Ay =891,

*Méwimy, ze n jest liczbg bezkwadratowa, jesli n nie dzieli sie przez zaden pelny kwadrat rézny od 1;
réwnowaznie, n jest liczbg bezkwadratowa, gdy jest iloczynem réznych liczb pierwszych.

SRozbieznosé szeregu odwrotnosci liczb pierwszych wykazal L. Euler w 1737 roku, w nieco inny sposéb
od zaprezentowanego tutaj.
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gdyz pierwszg cyfre rézng od dziewigtki, niezerowq, mozna wybraé na 8 sposobéw, a kazda
z N — 1 kolejnych na 9 sposob6éw. Zatem

N-1
| vy 1 9
—<8-9 . =8 — .
Z n = 10N-1 (10)

neAn

Sumujgc te nier6wnosci, nietrudno stwierdzi¢, ze S < 80 = 83" ¢/, gdzie ¢ = 9/10 € (0, 1),
aindeks j = N — 1 przybiera wartosci 0,1,2,... O

Podamy, na zakonczenie tego podrozdziatu, jeszcze jedno bardzo ogélne kryterium
zbieznos$ci szeregéw o wyrazach dodatnich.

Stwierdzenie 4.26 (kryterium Kummera). Zatézmy, ze a,, > 0 dla wszystkich n > n;.
Wowczas szereg Y a,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba 0 > 0 oraz
liczby nieujemne b, ze

an
by, -

" —bpy1 >0 dla wszystkich n > ny. 4.7)
n+1

Dowoép. Jesli szereg > a, jest zbiezny, to przyjmujemy b, = (1/a,) >y, ar dlan > n;.

Wtedy
—bpy1 = Z ap — Z ak = Intl =1,

an+1 an an-i—l An+1

Qn

by, -
an+1
wiec warunek (4.7) zachodzi dla # = 1in > ny. Na odwrot, stosujac (4.7) dlan > ng =
max(ng, ny), otrzymujemy

anbp — apt1bpp1 > 9an+1 >0 (4.8)

wiec poczgwszy od miejsca nq ciag a,b, jest malejgcy i ma wyrazy dodatnie, tzn. ma gra-
nice skonczong. Przeto szereg o wyrazach 6~ (a,b, — ani1b,i1) jest zbiezny: jego sumy
czesciowe to sy = 071 (a1b; — anby). Z kryterium poré6wnawczego i nierownosci (4.8) wy-
nika teraz zbiezno$¢ szeregu ) a,. O

Przyklad 4.27. Kladgc w (4.7) b, = n, otrzymujemy tatwo tzw. kryterium Raabego:®

Jesli a,, > 01 istnieje taka liczba s > 1, ze

n ( an_ _ 1> > dla wszystkich n > nq, 4.9)
An+1

to szereg Y a, jest zbiezny.

(Uwaga: Czytelnik moze sprawdzié, ze wykorzystujgc warunek (4.9) i wlasno$ci funkcji
wykladniczej, mozna wykazaé, ze dla r € (1,s) i wszystkich dostatecznie duzych n jest
ant1/an < bpi1/bn, gdzie b, = 1/n". Szereg > 1/n" jest zbiezny dla r > 1. Zatem, nieza-
leznie od kryterium Kummera, kazdy szereg > a,, spelniajgcy warunek (4.9) jest zbiezny
na mocy ilorazowej wersji kryterium poréwnawczego, patrz Stw. 4.14.)

Cwiczenie 4.28. Prosze sprawdzié, jaki wniosek otrzymamy, biorgec w kryterium Kum-
mera b, = 1 dla wszystkich n.

6A raczej: te jego czesé, ktora stuzy do uzasadniania zbieznosci szeregéw, patrz np. ksigzka Fichtenholza.
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Czytelnik, ktory zetkngl sie z powyzszymi kryteriami i przykladami, a takze samo-
dzielnie rozwigzal pewng liczbe zadan, moze zadaé sobie pytanie: czy istnieje jakis ide-
alny, wzorcowy szereg, ktérego zawsze mozna byloby uzywaé¢ w kryterium poréwnaw-
czym? Odpowiedz jest negatywna: dla kazdego szeregu zbieznego istnieje szereg, ktory
jest zbiezny wolniej. . .

Przyklad 4.29. Zal6zmy, ze b,, > 0 dla n € N i szereg > _ b, jest zbiezny. Niech

R, = i b;

j=n+1

oznacza réznice miedzy suma szeregu » b, i jego n-tg sumg cze$ciowg. Wtedy oczywiscie
R, maleje do 0, gdy n — oco. Przyjmijmy a,, = vR,_1 — vV R, dlan > 2. Mamy

az+az+---+a, =R — VR,

(suma liczb a; jest teleskopowa), a wiec szereg anz ap jest zbiezny i ma sume réwng
v Ri. Jednak
(279} _ V R, — \/Rn . 1

— — +o00,

bn Rn—l - Rn B vV Rn—l + v Rn

czyli zbiezno$ci szeregu | a,, nie mozna wywnioskowaé ze zbieznosci ) | b, i kryterium
poréwnawczego!

4.2 Interludium: zbieznos$¢ ciggdéw i szeregow zespolonych
Do tej pory méwiliSmy wylgcznie o ciggach i szeregach w R. Wiele obserwacji i wnioskéw,
dotyczacych takich ciggéw i szeregéw, mozna przeniesé na ciagi i szeregi liczb zespolo-
nych.” Nam w najblizszym czasie takie ciggi i szeregi przydadzg sie do trzech rzeczy:

e okreslenia exp(z) dla z € C,

e Scistego wprowadzenia funkcji trygonometrycznych,

e wskazania jasnego zwigzku funkcji trygonometrycznych z funkcjg wyktadniczg.
Zacznijmy ponownie od definicji. Sg one prostym uogélnieniem tego, co juz znamy. Zato-
zymy, ze Czytelnik zna (np. z wykladéw algebry liniowej) pojecie liczby zespolonej i jej

modutu.

Definicja 4.30. Ciag (z,) C C jest zbiezny do granicy z € C wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ¢ > 0 istnieje ng € N takie, ze |z, — z| < € dla wszystkich n > ny.

"Uzycie takich ciggéw i szeregow jest rzecza wygodng, nawet wtedy, gdy koniec koricéw interesuja nas
wylgcznie obliczenia majgce fizyczny lub praktyczny sens. Podczas studiéw matematycznych Czytelnik prze-
kona sie wielokrotnie, ze liczby zespolone sg niezwykle uzytecznym narzedziem obliczeniowym; czesto bywa
tak, ze najkrétsza droga do nietrywialnego wzoru czy twierdzenia dotyczacego liczb rzeczywistych prowadzi
przez dziedzine zespolong.
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Intuicja zwigzana z ta definicjg jest prosta i w gruncie rzeczy taka sama, jak w R:
do kazdej, chocby i bardzo malej, liczby dodatniej ¢ potrafimy dobra¢ taki moment n., ze
poczawszy od tego momentu wszystkie wyrazy ciggu (z,) beda oddalone od z mniej niz o
e — tzn. znajdg sie wewnatrz dysku D(z,e) = {w € C: |w — 2| < &}.

Podobnie okresla sie zbiezne szeregi liczb zespolonych.

Definicja 4.31. Niech (z,) C C. Szereg ) z,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
sum czesciowych s, = z; + 22 + - - - + 2z, ma granice s € C.

Zauwazmy, ze jeSli w = a + ib € C, gdzie a,b € R, to
max(|al, [b]) < |w[ < |a| + [b]. (4.10)

Interpreacja geometryczna tej nieréwnosci jest oczywista: przeciwprostokgtna tréjkata
o wierzchotkach 0,a,w = a + ib € C jest dluzsza, niz kazda przyprostokatna z osobna,
ale krétsza od sumy przyprostokatnych. Z tej latwej nieréwnosci otrzymujemy szybko
nastepujace uzyteczne wnioski.

Stwierdzenie 4.32. Ciqg liczd z, = z, + iy, € C, gdzie x,,y, € R, jest zbiezny do granicy
z =z +1y (z,y € R) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim z, = x, lim y, =vy.
n— o0 n— o0

Dowép. Zapisujemy (4.10) dla w = z,, — z, a = x,, — x i b = y, — y, a nastepnie korzystamy
z definicji granicy i twierdzenia o trzech ciggach. [

Stwierdzenie 4.33. Szereg > z,, gdzie z,, = x, + iy, dla pewnych z,,,y, € R, jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sq oba szeregi Yz, Y yn. O

Stwierdzenie 4.34. Ciqg (z,) C C jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek
Cauchy’ego:

(C) Dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje n. € N takie, ze dla wszystkich m,k > n. zachodzi
nieréwnosé |z, — zx| < e.

Dowo6b. Ze Stwierdzenia 4.32 i Twierdzenia 2.37 wynika, ze zbiezno$¢ (z,) jest réwno-
wazna koniunkcji warunkéw Cauchy’ego dla ciggow (z,,) = (Rez,) i (yn) = (Im z,,). Wobec
nieré6wnosci (4.10), (z,,) i (y,) spelniajg warunek Caychy’ego (w R) wtedy i tylko wtedy,
gdy (z,) spelnia warunek Cauchy’ego. [

Stwierdzenie 4.35. Szereg liczb zespolonych ) z,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
(S) Dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje n. € N takie, ze

|2k + 2k41 + -+ 2m| < & dla wszystkich m > k > n..

Dowép. To wynika z definicji szeregu zbieznego i poprzedniego stwierdzenia. [J
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4.3 Szeregi o wyrazach dowolnych

4.3.1 Zbieznos$¢ bezwzgledna i warunkowa

Definicja 4.36. Szereg > z, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
> |zn| jest zbiezny.

Szereg, ktory jest zbiezny, ale nie bezwzglednie, nazywa sie warunkowo zbiezny. Przy-
ktady takich szeregéw zobaczymy pézniej; jednym z nich jest > oo, (—1)"!/n (ktéry nie
jest bezwzglednie zbiezny, gdyz > 1/n = o0).

Stwierdzenie 4.37. Jesli szereg > z, jest bezwzglednie zbiezny, to ) z, jest zbiezny.

Dowép. Jesli szereg > z,, jest bezwzglednie zbiezny, to, z definicji, szereg liczb nieujem-
nych ) |z,| jest zbiezny, a wiec spelnia warunek Cauchy’ego dla szeregéw. Mamy jednak

2k + 21 + - F Zm| <zl + 21| + 0+ 2wl

dla wszystkich m > k, wiec skoro ) |z,| spelnia warunek Cauchy’ego, toi > z, spelnia
ten warunek. To zas$ oznacza, ze ) z, jest zbiezny. [
Pojecie zbieznosci bezwzglednej jest wazne z uwagi na nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.38. Zatozmy, ze szereg >, | zy jest bezwzglednie zbiezny, a o: N — N jest
dowolng bijekcjq. Wtedy szereg ) " | 2,y jest zbiezny, a ponadto

Z za(n) = Z Zn
n=1 n=1

Innymi stowy, wyrazy szeregu bezwzglednie zbieznego mozna dowolnie przestawiac;
nie wplywa to ani na jego zbiezno$¢, ani na warto$é jego sumy.

Dowoép. Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy ng € N tak, aby
|2k| + |2kg1] + -+ |zm]| < g dla wszystkich m > k > ng

(istnienie takiej liczby ny wynika z bezwzglednej zbieznosci » | z,, i warunku Cauchy’ego).
Bioragc k = ng i przechodzac do granicy m — oo, otrzymujemy

= €

Z 5l <5 <e

j=no
Niech m; € N bedzie takg liczba, ze o(m;) = j, gdzie j = 1,2,..., tzn. m; := o~ !(j). Dla
n € N polézmy k(n) = n + max(mi, ma,...,my). Wtedy k(n) jest ciggiem rosnacym.

Zauwazmy, ze dla numeréw [ > k(ng) mamy o(l) > ng, gdyz o jest bijekcjg i wartosci

1,2,...,n9 przymuje w liczbach nie wiekszych od k(ng). Zatem, dla wszystkich m > k >
n1 = max(ng, k(ng)) spelniona jest nier6wnos¢é

2oty + Zo(kr) T F 2om)| < |Zom)| + [2o@en| + -+ [200m)

(o)
< D lyl<e.

Jj=no
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Szereg )" | %,(») Spetnia wigc warunek Cauchy’ego, tzn. jest zbiezny.
Ponadto, dla wszystkich n > ng jest

n k(n)
Z cj Z o (j)
j=1 j=1

a wiec granica ciggu s, = 21 + - - - + z,, i granica wskazanego wyzej podciggu (o numerach
k(n)) sum czgéciowych szeregu ) z,(,) r0znig si¢ co najwyzej o €. Z dowolnosci ¢ wynika
zatem, ze obie wspomniane granice sg réwne, a wiec sumy obu szeregéw sg réwne. To
konczy caly dowod. [

Zalozenie bezwzglednej zbieznosci w ostatnim twierdzeniu jest istotne. Bez niego teza
nie zachodzi. Co wiecej, ma miejsce nastepujacy zaskakujacy fakt.

§Z]zn|<€

Jj>no

Twierdzenie 4.39 (B. Riemann). Jesli (a,) C R i szereg ) a,, jest warunkowo (ale nie
bezwzglednie!) zbiezny, to dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka bijekcja o: N — N,

ze
o0
D o) =7
n=1

Dowép. Opiszemy dowéd stowami, gdyz dzieki temu bedzie bardziej zrozumialy. Zainte-
resowany Czytelnik zdota samodzielnie uzupetnié drobne szczegoly.

Nietrudno zauwazy¢, ze szereg » | a,, ma nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich i nie-
skonczenie wiele wyrazéw ujemnych, gdyz w przeciwnym razie wszystkie wyrazy o dosta-
tecznie duzych numerach bylyby tego samego znaku, a wiec > a,, bylby nie tylko zbiezny,
ale i bezwzglednie zbiezny.

Bez zmniejszenia ogélnosci zal6zmy, ze zadna z liczb a, nie jest zerem. Niech n; <
ny < n3 < ... bedg kolejnymi numerami wyrazéw ujemnych, a k1 < ky < k3 < ... —
kolejnymi numerami wyrazéw dodatnich szeregu > a,,. Zauwazmy, ze

o0 [e.9]
g (n; = —O0, E Qf; = +00.
j=1 j=1

Gdyby tak nie byto, to wobec zbieznosci szeregu »  a,, oba powyzsze szeregi bylyby zbiezne,
a wtedy caly szereg > a,, bylby zbiezny bezwzglednie.

Bijekcje 0 budujemy indukcyjnie. Oto pierwsze dwa kroki konstrukcji.

Wybieramy najmniejszg liczbe m taka, ze ay, + - -- + ax,, > z. Kladziemy o(1) = ki,
0(2) = ko, ..., o(m) = ky,. Nastepnie zmniejszamy uzyskang sume, korzystajac z ujem-
nych wyrazow szeregu: wybieramy najmniejszg liczbe s taka, ze

g, + -+ ag, +an, + -+ ap, <x

m

Przyjmujemy teraz o(m + 1) = n1, o(m + 2) = ng, ..., o(m + s) = ks. Zaréwno m, jaki s,
sg dobrze okreslone, gdyz szeregi wyrazéow dodatnich i wyrazéw ujemnych sg rozbiezne.
Niech m1 = m, mg = m + s.

Zal6zmy teraz, ze wykonaliémy N podobnych krokéw, definiujgc o(j) dla wszystkich
j < my, gdzie my > N. Wyrazy o numerach < my sg juz wykorzystane, a wyrazy o
numerach > my — jeszcze dostepne. Zalt6zmy ponadto, ze (1) jeSli N jest nieparzyste, to

SmN = Z Qg (5) > T,

j<mpn
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natomiast (2) jesli N jest parzyste, to

Smy = Z g(j) < T

Jj<mp

W kolejnym kroku w przypadku (1) dobieramy kolejne dostepne jeszcze (tzn. niewyko-
rzystane wczeséniej) ujemne wyrazy ai, szeregu, az do momentu, gdy uzyskamy sume
czeSciowg mniejszg od z. Mozna to osiggnaé, gdyz szereg wyrazéw ujemnych jest roz-
biezny. Natomiast w przypadku (2) dobieramy kolejne dostepne jeszcze wyrazy dodatnie,
az do momentu, gdy uzyskamy sume czesciowg wiekszg od z. Numery wyrazéw, ktore
wybieramy w (N + 1)-szym kroku, to wartosci o w liczbach my + 1,...,my41.

Postepujgc indukcyjnie, definiujemy o: N — N. Jest to bijekcja, gdyz kazdy wyraz
wykorzystujemy tylko raz i kazdy wyraz zostaje kiedy$ wykorzystany. Latwo zauwazyd,
ze o(n) — oo, gdy n — co. Sumy czgsciowe S, szeregu ) | a,(,) oscylujg wokét liczby z, gdyz
tak byly wybierane. W dodatku réznice miedzy tymi sumami i liczbg = sg coraz mniejsze,
gdyz a, — 0 dla n — oo (to jest warunek konieczny zbieznosci szeregu > a,,).

Scislej, nie jest trudno sprawdzié, ze ciagg S, spelnia warunek Cauchy’ego. To wynika
z konstrukgji o i zbieznosci a,, — 0. Ponadto, ciag S,,, jest zbiezny do x. Zatem, caly ciag
Sp tez jest zbiezny do x. [

Uwaga. Nietrudno sprawdzié, ze jesli »  a,, jest tylko warunkowo zbiezny, to mozna tak
przestawic¢ wyrazy, zeby po przestawieniu cigg sum cze$ciowych byl rozbiezny do +oo (albo
do —o0). Czytelnik, po zapoznaniu si¢ z dowodem twierdzenia Riemanna, bez wiekszego
trudu wskaze odpowiednie permutacje wyrazow.

Uwaga. Jesli szereg liczb zespolonych ) z,, jest zbiezny warunkowo, ale nie bezwzgled-
nie, to na plaszczyznie zespolonej C istnieje taka prosta /, ze dla kazdej liczby w € ¢

Z Za(n) = w
n=1

dla pewnej bijekcji o: N — N.

4.3.2 Przeksztalcenie Abela

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ opisem warunkow, ktére pozwalajg wnioskowaé, ze
szereg Y  a,b, jest zbiezny. Wygodnie bedzie przyja¢ nastepujgca konwencje: jesli wyrazy
szeregu oznaczamy jakas malg literg (np. a,b,...), to sumy czeSciowe tego szeregu ozna-
czamy odpowiednig wielkg literg (A, B, .. .).

Twierdzenie 4.40 (N. H. Abel). Niech (a,),(b,) C C. Zatozmy, ze istnieje taka liczba
M >0, ze |A,| = a1 + a2+ -+ + an| < M dla wszystkich n, a ponadto

o
Z\bn—bnﬂl < 400 oraz b, =0 dlan— oo
n=1

Wowczas szereg Y a,by, jest zbiezny.

Dowép. Najpierw zapiszmy pomocniczy
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Lemat. Jesli (,) jest ograniczonym ciggiem w C, a szereg > 3, jest bezwgzlednie zbiezny,
to szereg > o, 3, jest bezwglednie zbiezny.

(Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze jesli |, | < M dla wszystkich n, to wtedy |, 8,| <
M|p,|, a wiec ze zbieznosci szeregu > |3, | i kryterium poréwnawczego wynika zbieznos§é
szeregu |an fn|)-

Teraz wykonujemy przeksztatcenie Abela, tzn. zapisujemy sumy czeSciowe szeregu
> anb, w innej postaci, korzystajac z rownosci ar, = Ax — Ap_1:

Sno= > agbp =bi1A1+ Y bp(Ap — Ap_1) (4.11)
k=1 k=2
= A(by —bg) + Az(by —b3) + -+ Ap_1(bp—1 — bn) +Anbp.

patrz Lemat!

Ostatni sktadnik, A, b,, jest zbiezny do zera, gdyz |A,,| < M ib, — 0. Pozostala, oznaczona
klamra, cze$¢ sumy S, tzn.

Ai(b1 — b)) + Aa(by —b3) + -+ Ap—1(bp—1 — by)

tez ma granice dla n — oo. To wynika z lematu, zastosowanego dla «,, = A,, oraz dla
Bn = b, — bn+1- ]

Wniosek 4.41 (kryterium Dirichleta). Jesli cigg liczb rzeczywistych b, maleje do zera,
a sumy czesciowe A, szeregu » | a, tworzq ciqg ograniczony, to szereg » . apb, jest zbiezny.

Dowép. Poniewaz b,, > b1 > 01 b, — 0, wiec

N N
> bn = bngrl =D (bn—bps1) =b1 —bpy1 = b1 dlaN — oo
n=1 n=1

Mozna wiec stosowac twierdzenie Abela: spetnione sg wszystkie jego zalozenia. O

Wniosek 4.42 (kryterium Leibniza). Jesli ciqg liczb rzeczywistych b, maleje do zera,

to szereg naprzemienny
oo

Z(_l)n+1bn

n=1

Jjest zbiezny.

Dow6p. Przyjmujemy w kryterium Dirichleta a,, = (—1)""!; wtedy |A,| < 1 dla wszyst-
kichn. O

Przyklad 4.43. Szereg naprzemienny > °°  (—1)"*1. 1 =1

= +%—i+-~jestzbie2ny
(ale oczywiscie nie jest bezwgzlednie zbiezny).

D=

Przyklad 4.44. Jesli z € C, |z|] = 1, z # 1, to szereg > _ 2" /n jest zbiezny. To wynika z
kryterium Dirichleta zastosowanego do a,, = 2" i b, = 1/n. Cigg b,, = 1/n maleje do zera,
natomiast wartosci bezwzgledne sum cze$ciowych

1—-2"

1—2z

s+ =2
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sg, niezaleznie od n, ograniczone przez liczbe M = 2/|1 — z|, gdyz |1 — 2"| < 1+ |2|" = 2.
Poniewaz |z" /n| = 1/n, wiec rozpatrywany szereg nie jest bezwzglednie zbiezny.

W tym przykladzie mozna zamiast 1/n uzy¢é dowolnego ciggu b,, malejgcego do zera i
takiego, ze b, > 1/n — zadna konkluzja nie ulegnie zmianie. [

Zadanie 4.45. Udowodni¢ kryterium Leibniza bezposrednio, nie postugujac sie twierdze-
niem Abela. (Wskazéwka: zbadaé monotonicznosé i ograniczonosé ciggow (sox) i (S2k+1)s
gdzie s, oznacza n-tg sume czesciowg rozwazanego szeregu.)

Zadanie 4.46. Udowodnié nastepujgce twierdzenie, nazywane czasem kryterium Abela:

Jesli b, jest malejgcym ciqgiem liczb dodatnich, a szereg > a, jest zbiezny, to
szereg > anby, jest zbiezny.

Wskazowka. Wykorzystaé pierwsza linijke (4.11) i wykazad, ze cigg S,, sum czesciowych
szeregu Y a,b, spelnia warunek Cauchy’ego.

4.3.3 Mnozenie szeregow i twierdzenie Mertensa

Ze zdroworozsadkowego punktu widzenia, mnozenie szeregéw »_ a, i Y b, powinno po-
legaé na prébie sprawdzenia, czy zbiezny bedzie szereg, ktéry (w jakims porzadku) za-
wiera wszystkie sktadniki a;b;, ktére uzyskalibySmy, mnozgc formalnie jedng sume przez
drugg. Czytelnik rozumie juz, ze zbieznosé takiego szeregu moze zalezec od tego, jak upo-
rzgdkujemy liczby a;b;.

Definicja 4.47. Jesli (a,), (by) C C, toiloczynem Cauchy’ego szeregow > >~ jan iy oo bn
nazywamy szereg o wyrazach

n
Cp = Z ajbn,_j .
j=0

Innymi stowy, w iloczynie Cauchy’ego grupujemy a;b; tak, aby w kazdej grupie suma
i + j miala stalg warto§é — tzn. postepujemy tak, jak przy mnozeniu wielomianéw w
szkole, gdzie nauczono nas grupowacé skladniki z tg samg potega zmiennej x.

Twierdzenie 4.48 (F. Mertens). Jesli szereg A = > °  a, jest zbiezny, a szereg B =
> o2 bn Jest zbiezny bezwzglednie, to ich iloczyn Cauchy’ego, tzn. szereg

C = icn = i( Y ajan)
n=0 n=0 “;j=0

Jest zbiezny. Ponadto, jesli szereg A jest zbiezny bezw:zglednie, to i szereg C jest zbiezny
bezwzglednie.

Dowép. Niech, dla n > 0, zgodnie z przyjeta wczes$niej konwencja, C,, = co+c1 + -+ ¢,
oznacza n-tg sume cze$ciowg szeregu C. Wykorzystujac definicje ¢, porzadkujemy Cl,
grupujgc wyrazy zawierajgce wspélny czynnik b;:
Cny = apby+ (aobl + alb()) + -+ (aobN +aiby_1+ -+ aNb())
= bolap+a1+---+an)+bi(ag+ai+---+an-1)+ -+ byag

N
= > biAn-y,
i=0
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gdzie Ay = ap + -+ - + a; dla k > 0. Wykazemy, ze lim Cy = AB. Ustalmy ¢ > 0 i liczbe
n > 0, ktérg dopasujemy do ¢ péznie;j.
Mamy

|Cny — AB| = |Cny — AB, + AB, — AB| < |Cny — AB,| + |A||B, — B|. (4.12)

Kazdy ze sktadnik6w prawej strony oszacujemy osobno, odpowiednio dobierajac r.
Istnieje takie ni, ze dla wszystkich r > n; jest |B, — B| < ni |A||B, — B| < |Aln,
bo lim,_,, B, = B. Ustalmy jedng z takich liczb r, wybierajac jg tak, zeby spelniony byt

réwniez warunek: |4, — A| < n dla wszystkich n > r.
Teraz oszacujemy skladnik |Cy — AB,|. Niech

/8 = Z ‘bn‘7
n=0

iniech M = sup,, |A,| (M < oo, bo ciag A, jest zbiezny do A, a wiec ograniczony). Wobec
wykonanych weczesniej obliczen i réwnosci B, = bg+- - - +b,, dla wszystkich N > 2r mamy

IOy — AB,| =

N r
D biAn_; - AD b
j=0 J=0

r N
D bi(An—j = A)+ Y biAN-,
j=0 j=r+1

o0
> b
Jj=r+1
n-B+ M|B, — B| bo N >2r,awiecn=N —j>r

n(B+ M).

r
< sup [Ay_j— Al - > [bj| +sup |An] -
0<i<r =0 neN

<
<

Wracajgc teraz do (4.12) i dodajac uzyskane oszacowania obu sktadnikéw prawej strony,
otrzymujemy

|Cn — AB| <n(B+ M+ |A]) <n(B+ M+ |A] +1) dla wszystkich N > 2r.

Wybierajac n = ¢(8 + M + |A| + 1)71, koficzymy dowéd zbieznosci Cy do AB.
Aby wykaza¢ ostatnig cze$¢ twierdzenia, tzn. zbieznosé bezwzglednq szeregu C przy
zalozeniu bezwzglednej zbieznosci obu szeregéw A i B, zauwazamy, ze

n
lenl < laj] - bn]
=0

i stosujemy pierwszg czesé twierdzenia do iloczynu zbieznych bezwzglednie szeregéw
> lanl, - b, otrzymujac zbieznosé szeregu > |c,,| z kryterium poré6wnawczego. [

Zalozenie zbiezno$ci bezwzglednej jednego z szeregéw A, B jest w twierdzeniu Mer-
tensa istotne.
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Przyklad 4.49. Niech a,, = b, = (—1)"/+v/n+ 1. Szeregi A = > a, i B = )_ b, sg wtedy
zbiezne. To wynika z kryterium Leibniza. Jednak

n
E ajbn_j
J=0

n . 1
=) ’j§0¢j+1 Vn—j+1

n

len| =

~ 2(n+1) -1

> 2 —
- 0n+2 n+2 -

j=

Zatem c¢,, /4 0, wiec szereg C' = >_ ¢, jest rozbiezny. (Aby uzyska¢ §rodkowg nier6wnosc,
zastosowali$§my nieré6wnos$¢é miedzy srednimi: /5 +1-y/n—7+1< (JHH%M = ’%2.)

Na zakoniczenie tego podrozdzialu sformulujemy jeszcze jedno twierdzenie, ktére uzu-
pelnia twierdzenie Mertensa.

Twierdzenie 4.50 (E. Cesaro). Jesli szeregi A=) a, oraz B=7 by, sq zbiezne,
to ich iloczyn Cauchy’ego, tzn. szereg

o0 o n
=3 =3 (L)
n=0 n=0 j=0
ma nastepujgcqg wtasnosé:

lim C'0+C'1+CQ+"'+CN:AB’
N—oo N+1

gdzie

k
Ck = Zajbk,j .
7=0

Szkic powobpu. Jak w dowodzie twierdzenia Mertensa, sprawdzamy, ze
Cr =boAp +b1Ap_1 + -+ b Ao

Sumujgc takie réwnosci dla k = 0,1, ..., N, otrzymujemy

N
CO+01+02+"'+CN:BOAN+BlAN—1+"'+BNAO:ZBjAN—j-
=0

Dlatego

Co+C1+Cy+---+Cqn
N +1

N
1
—AB = ]Z_;(BJAN_]- — AB) = (x).

Jesli zaréwno j, jak i N — j sg odpowiednio duze, to skladnik B;Ay_; — AB jest maly.
Trzeba jednak uporaé sie z oszacowaniem wielu takich sktadnikéw, oraz uwzglednic inne!
Dlatego wezmiemy N >> 3k >> 1 i podzielimy ostatnig sume (x) na trzy czesci:

e ogon lewy, tzn. k skladniké6w o numerach j =0,1,...,k — 1;
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e Srodek, tzn. (N + 1) — 2k skladnikow takich, gdzie zaréwno j, jak i N — j sg réwne
co najmniej k;

e ogon prawy, tzn. k sktadnikéw o numerach j takich,ze N —j =0,1,...,k — 1.
Ustalmy ¢ > 01in > 0. Ciagi As, Bs sg ograniczone, gdyz sg zbiezne. Niech
M > 1+ sup|As| +sup|Bs| +|A|+ |B| > 0.
seN seN
Kazdy sktadnik lewego ogona jest nie wiekszy od 2M? (brutalne uzycie nieréwnoséci tréj-
kata pozwala oszacowa¢ réznice iloczynéw przez sume moduléw iloczynéw), a zatem caly

lewy ogon ma sume ré6wng co najwyzej 2M? - k/(N + 1). Podobnie, suma prawego ogona
nie przekracza 2M? - k/(N + 1). Ustalmy teraz k = k(n) tak, aby

max(|A; — A|,|B; — B|) <n dla wszystkich j > k.

Nietrudno sprawdzié, ze przy takim warunku srodek ma sume nie wiekszg niz

N +1-2k

oM .m < 2M
N+l < e

(liczba skladnikéw érodka razy oszacowanie sktadnika z géry®). Dlatego

2M?k 2M2%k
|(%)| < |ogon lewy| + |$rodek| + |ogon prawy| < Nl + 2Mn + Nl

Biorgc 7 = ¢/4M i N > N; = max(3k, (8M?2k)/e), otrzymamy powyzej prawg strone
mniejszgod §+ 5+ =¢. O

Zadanie 4.51. Korzystajgc z twierdzenia Cesaro, wykazaé, ze jesli iloczyn Cauchy’ego
szeregow A = > a, i B =) b, jest zbiezny, to jego suma C' jest réwna AB.

Wskazowka: skorzystaé z twierdzenia Stolza i Przyktadu A.4.

4.4 Funkcja wykladnicza zmiennej zespolonej

Zaczniemy, jak w przypadku zmiennej rzeczywistej, od twierdzenia, ktére méwi o istnie-
niu pewnej granicy.

Twierdzenie 4.52. Dla kazdej liczby zespolonej z € C cigg a,(z) = (14 2)" i ciqg by(2)

sum CZQS"CiowyCh szeregu
z

n=0

sq zbiezne do tej samej granicy. Szereg b(z) jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego =z € C.

8Bardzo uwazny Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze mozna zamiast 2M napisaé M; to i tak nie ma szczegél-
nego znaczenia.
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Dowép. Krok 1. Poniewaz dla wszystkich n > 2|z| jest

(1 /2)n+1
/2"
wiec z ilorazowej wersji kryterium poréwnawczego wynika, ze szereg b(z) jest zbiezny

bezwzglednie dla kazdej liczby z € C.
Krok 2. Wykazemy, ze lim,,_,« a,(z) = b(z). Mamy

Z”H/(n—l-l)!' || 1

2" /nl n+1

|an(2) = b(2)| < |an(2) = br(2)] + [br(2) — b(2)]-

Kazdy skladnik oszacujemy osobno, dobierajgc najpierw duzg liczbe &, a potem dostatecz-
nie duze n > k . Z dwumianu Newtona otrzymujemy

v me = (10035 = (555

gl
=07’

j=2 j=0 7t
= agn(2) + Ben(2),
gdzie
IRSEATE AN -1
@ =2 (15 ) (1 - ) !
7j=2
n J —
o £ 302 (-9 ()
. J]: n n n
j=k+1
Stad
|an(2) = b(2)| < |arn(2)] + [Brn(2)] + [br(2) — b(2)] . (4.13)
Ustalmy ¢ > 0 i rozpatrzmy skladniki prawej strony (4.13). Po pierwsze,
lagn(2)] < i'z’j 1o (1-1 2 P
agn(2z)] < 2 i Jnax. - ~) -
k k
< b(|z]) - <1 - (1 - ) ) (i sume, i maksimum szacujemy osobno)
n
]{72

< b))

Aby napisac ostatnig linijke, skorzystaliémy dla liczb & oraz n > k z nieréwnosci Berno-
ulli’ego (1 — k/n)* > 1 — k2 /n.
Po drugie, z nieréwnosci tréjkata,
~ |2V
Brn(2)] < Y S = ballz]) = be(|2]) = |ba(|2]) — bi(|2])| <

j=k+1

W ™
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dla wszystkich n > k > ng, gdyz ciag b,(|z|) jest zbiezny jako cigg sum czesSciowych zbiez-
nego szeregu b(|z|), a wiec spetnia warunek Cauchy’ego.
Ustalmy teraz jakiekolwiek konkretne k& > ng, tak, aby précz powyzszej nieré6wnosci
na | Bx(|2|)| mieé takze |by(z) —b(2)| < €/3. Jest to mozliwe, gdyz by (z) — b(z) dla k — occ.
Na koniec wybierzmy n; > k, tak, aby dla wszystkich n > n; mieé¢

2

k €
e (2)] < b(J2) < 5

3

Widaé, ze wystarczy wzigé ny > 3k%b(|z|)/e. Przy takim doborze n, kazdy z trzech sktad-
nikow prawej strony nieréwnosci (4.13) bedzie mniejszy od /3. Zatem, wprost z definicji
granicy, lim,,_, a,(z) =b(2). O

Definicja 4.53. Dla kazdej liczby zespolonej z € C ktadziemy

n

o0
. Z\ "M z
exp(z) = lim (14 2)" =300

n=0
Jak widaé, dla rzeczywistych z okreslamy te sama funkcje, co w poprzednim rozdziale.

Twierdzenie 4.54 (wlasnosci exp w dziedzinie zespolonej). Funkcja exp: C — Cma
nastepujgce wtasnosci:

(i) exp(z +w) =expz - expw dla wszystkich z,w € C;

(ii) Dla wszystkich z € C jest expz # 0, exp(—z) = (exp z) L.
(iii) Dla z = iy, gdzie y € R, mamy exp(iy) = exp(—iy) oraz | exp(iy)| = 1.
(iv) Dla wszystkich z € C jest | exp(z)| = exp(Re 2).

(v) Dla kazdego zbieznego do zera ciggu (z,) C C (z, # 0dla wszystkich n) i dla kazdego
w € C zachodzi rownosé
lim exp(w + z,) — exp(w)

n—00 Zn

= exp(w). 4.14)

Dowép. Wiasnosé (i) udowodnimy, postugujgc sie twierdzeniem Mertensa i réwnoscig

o0

exp(z) = b(z) = 3

n=0

Z’Vl

nl’

Poniewaz szereg b(z) jest zbiezny bezwzglednie dla wszystkich z, wiec b(z)b(w) jest, wobec
twierdzenia Mertensa, sumg iloczynu Cauchy’ego (szeregu b(z) i szeregu b(w)). Inaczej
moéwige, iloczyn exp(z) exp(w) to

b(z)b(w) = Z <Z % . (nw—j)'> (z definicji iloczynu Cauchy’ego i tw. Mertensa)
n=0 ;=0
1 /<& , ,
= Z ] (Z (Z) 2 w”_3> (dopisujemy n! w liczniku i mianowniku)
n=0 " \j=0

1
= E —'(z +w)" (korzystamy z dwumianu Newtona)
n:
n=0

= b(z+w) =exp(z+w).
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Wlasnosé (ii) wynika z réwnosci exp(0) = 1 + % + %? + ... = 11 wlasnosci (i), gdyz
exp(z) exp(—z) = exp(z +(—z )) =exp(0) = 1.

Aby sprawdzi¢ (iii), korzystamy z réwnosci khm Zr = hm 2k, ktora tatwo wynika ze
— 00

Stwierdzenia 4.32. Piszemy

N .\ k
exp(iy) = hm <1 + Zg) = lim <1 - Z}f) = exp(—iy) .

k—o0

Stad
| exp(iy)|* = exp(iy) - exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = exp(iy + (—iy)) = 1.

Wilasno$é (iv) jest prostg konsekwencjg (iii) oraz (i). Jesli z = = + iy, gdzie z,y € R, to

lexp(2)| = [exp(z)| - |exp(iy)| = |exp(x)| - 1 = exp(x).

Ostatnig réwnosé piszemy bez wahania, gdyz dla = € R jest exp(z) = (exp(z/ 2))2 > 0.
Zostala nam do udowodnienia wlasno$¢ (v). Podobnie jak w przypadku funkcji wy-
ktadniczej zmiennej rzeczywistej, nietrudno zauwazyé, ze wystarczy wykazag, iz

lim exp(zp) — 1

n—00 Zn,

=1 (4.15)

dla kazdego ciagu (z,) C C\ {0}, z, — 0 dla n — oo. Dla wszystkich liczb = takich, ze
|z| <1, mamy”

2 .3 4
2 25z
jop() -~ 12 = [

_ £+@+w+
= 3! 41

of 1 1 1 2 3 4
< |z +3'+ +- (bol> |z > 2> > |z]*>...)
- |z|2<e—2>.

Zatem, jesli z,, — 0, z, # 0, to dla wszystkich dostatecznie duzych n jest

exp(zn) — 1 — 2z
Zn

exp(za) — 1
Zn

0< < |zn|(e —2).

_1‘:

Réownosé (4.15) wynika teraz z twierdzenia o trzech ciggach. [
Wniosek 4.55 (ciaglos§é funkcji exp na C). Jesli (¢,) € Ci &, — £ dlan — oo, to
wowczas exp(&,) — exp(§) dla n — .

Dowo6p. Niech najpierw &, — 0. Wtedy, wobec wlasnos$ci (v) z poprzedniego twierdzenia
oraz arytmetycznych wtasnosci granicy,

exp(én) = &n (Wl +1—0-1+1=1=-exp(0).
+

—1, wlasnosé (v)

9Uwaga: formalnie biorac, zaprezentowany tu rachunek jest oczywisty. Korzystamy w nim jednak z cig-
gtosci modutu: jesli wi, — w, to |wi| — |w| dla k — oo.
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Korzystajac z tej réwnosci i z wlasno$ci grupowej exp(z+w) = exp(z) exp(w), w przypadku
og6lnym piszemy

exp(§n) = exp(n — &) - exp(§) = 1- exp(§) = exp(§) ,

gdyz &, — & — 0. Dow6d jest zakoriczony. [

Uwaga. Czytelnik zechce zauwazyé, ze schemat dowodu jest w gruncie rzeczy taki sam,
jak w przypadku rzeczywistym: dowodzimy najpierw rézniczkowalnosci exp, a potem cig-
glosci exp. Kluczem do obu wlasnosci jest oszacowanie modulu réznicy exp(z) — 1 — z dla
malych z. W przypadku rzeczywistym najpierw dowodziliSmy oszacowania (E6) w Twier-
dzeniu 3.2, a z niego wynikata i rézniczkowalno$¢, i ciggtosé funkcji wykladnicze;.

0 Re(exp(z))

10

Im(z)

Re(z)

Portret exp, I. Wykres funkeji f(z,y) = Re (exp(z + iy)) nad prostokatem —2 < z < 1.5, 0 < y < 12.56;
innymi slowy, wysoko$¢ punktu powierzchni nad dolnym dnem pudetka jest rowna Re (exp(z + iy)). Szare
linie to poziomice (jak na mapie: wysoko$¢ na poziomicy ma jedng, ustalong wartosé. Kolory powierzchni
zalezg liniowo od cze$ci urojonej liczby exp(z + iy). Przednia krawedz powierzchni odpowiada wartosci y =
Im z = 0: widzimy wykres exp na R.

Na zakoriczenie tego podrozdziatu wykazemy, ze funkcja wykladnicza jest jednoznacz-
nie wyznaczona przez dwie swoje wlasnosci.
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Twierdzenie 4.56 (charakteryzacja exp). Zatézmy, ze funkcja f: C — C spetnia dwa
warunki:

(i) Dla wszystkich z,w € C jest f(z +w) = f(2)f(w);

(ii) Dla kazdego zbieznego do zera ciqgu liczb zespolonych z, (z, # 0 dla wszystkich n)
zachodzi réwnosé
li f (Zn) -1 _
im ———— =

n—00 Zn

1.

Wowczas f(z) = exp(z) dla kazdego = € C.

Zanim podamy dow6d tego twierdzenia, sformutujemy zespolony odpowiednik lematu
o ciggach szybko zbieznych do 1.

Lemat 4.57. Jesli ¢, jest ciggiem liczb zespolonych takim, ze ne, — 0 dla n — oo, to
wowczas

n
lim (1+¢,)" =1, lim <1+i+5n> =expz
n

n—oo n—oo

dla kazdego z € C.

Dowép Lemaru 4.57. Najpierw udowodnimy pierwszg réwnos$é. Z nieréwnosci trojkata,
zastosowanej do sumy, ktérg otrzymujemy, rozpisujac (1 +¢,)" — 1 z uzyciem dwumianu
Newtona, wynika, ze

0<|(T4e)" =1 < (14 |en])” -1
Jednak z Lematu 3.1 wynika, ze cigg (1 + |,])” — 1 jest zbiezny do 0, wiec na mocy
twierdzenia o trzech ciggach (1 +¢,)" — 1.

Druga podana w lemacie ré6wnosé wynika latwo z twierdzenia o granicy iloczynu cig-
gow i definicji funkcji wykladniczej, gdyz

z n Z\"
@+ﬁ+%):@+ﬁ>-@+¢f
dlae), = ¢,/(1+ 2). Oczywiscie ne;, — 0, wiec z pierwszej czesci lematu (1 +¢/,)" — 1, a
zatem kazda ze stron powyzszej réwnosci ma dla n — oo granice réwng exp(z). O
Dow6p Twierpzenia 4.56. Ustalmy dowolny punkt z € C, z # 0. Oznaczmy

flz/n) =1 _

on = z/n

1, n=12,...

Z zalozenia (ii) wynika, ze lim,_,», §, = 1 — 1 = 0. Uzywajgc wzoru definiujgcego ,, do
wyznaczenia wartosci f(z/n), otrzymujemy

1)
FE) =142 iy 2y,
n n n

gdzie ¢, = zJ,/n jest ciggiem liczb zespolonych takim, ze ne,, — 0 dla n — oco. Z Le-
matu 4.57 otrzymujemy i zalozenia (i) otrzymujemy teraz

f(z)zf(%%—---—i—i) :f<i>n: (1—|—%—|—6n>n—>exp(z) dla n — oc.

n n
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Re(z) 1

Portret exp, II. Wykres funkeji f(z,y) = Re (exp(z + iy)) nad prostokgtem —2 < z < 1.5,0 < y < 12.56.
Widok z innej strony. Przednia krawedz nie bez powodu wyglada tak, jak sinusoida. Zwigzek funkcji wy-
kladniczej z trygonometrycznymi poznamy w nastepnym podrozdziale. Tu widaé, ze zaré6wno wysokosci, jak
i kolory powtarzajg sie w kierunku osi urojonej. Wykazemy pézniej, ze funkcja wykladnicza jest okresowa —
w kierunku osi urojone;!

Lewa strona nie zalezy w ogéle od n, wiec mamy po prostu f(z) = exp(z). Teza wynika z
dowolnosci z; wprawdzie pomineli§my w rozwazaniach z = 0, ale f(0) = f(0+0) = f(0)?,
tzn. f(0) = 0 lub 1 — pierwszg mozliwo$¢ odrzucamy, gdyz prowadzitaby do f = 0, co jest
sprzeczne z zalozeniem (ii). [

Dla zainteresowanych przytoczymy jeszcze kilkanascie linijek kodu, ktére postuzyly
do narysowania powyzszych wykres6w w programie Mathematica (jest on dostepny w
laboratorium komputerowym MIM). Rézne widoki powierzchni mozna bylo uzyskaé, ob-
racajgc gotowy rysunek myszka na ekranie.

Plot3D[Re[Exp[x + Ixyl]l, {x, -2, 1.5}, {y, O, 4xPi},
PlotPoints -> {100, 100},
BoxRatios -> {1, 2, 1.3}, PlotRange -> All,
TicksStyle -> Directive[Black, Thick, 24],
PlotStyle -> Directive[Opacity[0.5]],
ColorFunction -> (Hue[(Arg[Exp[#1 + Ix#2]1])/(2*Pi)] &),
ColorFunctionScaling -> False,
MeshFunctions -> (#3 &),
MeshStyle -> {Gray, Thick},
Mesh -> 20, ImageSize -> 700,
PerformanceGoal -> "Quality",
AxesLabel
-> (Style[#, 24] & /@ {"Re(2)", "Im(2)", "Re(exp(z))"})



68 ostatnie poprawki: 28 wrzesnia 2012

4.5 Funkcje trygonometryczne

Istnieje wiele réwnowaznych sposobow Scislego definiowania funkcji trygonometrycznych.
Jeden z nich polega na wykorzystaniu ich zwigzku z funkcjg wykladniczg zmiennej ze-
spolonej.

Definicja 4.58. Dla kazdej liczby zespolonej z € C przyjmujemy

cos 5 — exp(iz) —|—2€Xp(—zz) ’ sinz = exp(iz) —2f3xp(—zz) .
i

Wzory uzyte w tej definicji bedziemy nazywaé wzorami Eulera.

Twierdzenie 4.59 (wlasnosci funkcji trygonometrycznych). Dia kazdego =z € C za-
chodzq réwnosci:

(T1) (sinz)?+ (cosz)? = 1.
(T2) exp(iz) = cosz + isinz, a ponadto

o 2k 2 4 6

_ W E R
cosz = Z( 1) on] =1 51 + 6l + , (4.16)
k=0
' 00 52k+1 J I T
sinz = kz ] z—g—kg—ﬁ—k--- (4.17)

(i oba szeregi sq bezwzglednie zbiezne).
Wreszcie,
(T3) dla kazdego ciggu (z,) C C\ {0}, ktory jest zbiezny do zera, zachodzq réwnosci

sin zy,
lim =1, lim
n—oo 2z, n—00 Zn

coszy, — 1 —0

Dowép. Wprost z definicji funkcji trygonometrycznych i réwnosci

exp(z) exp(w) = exp(z + w)

otrzymujemy
(cos2)* + (sinz)* = expliz) + exp(~iz) | + op(iz) - ?Xp(_iz) :
2 2t
_exp(2iz) + 2 + exp(—2iz) n exp(2iz) — 2 + exp(—2iz)
B 4 —4
= ;=1

tzn. wlasno$é (T1). Mamy takze

cosz +isinz — exp(iz) —|—2exp(—zz) L exp(iz) ;?Xp(—zz) _ expliz).
i
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Z definicji cosinusa,

n—00 k! k!

. . . L N () L% . PAn N
2cos z = exp(iz) + exp(—iz) = lim <k0 + > = nlLH;OkZO (z + (—1) ) :

Poniewaz
0, gdy k jest nieparzyste,
i 4 (—i)k = (1 n (—1)’“) i# =1 2. gdyk jest podzielne przez 4,
-2, gdy k = 4] — 2 dla pewnego [ € N,

wiec latwo wynika stad wzér (4.16) (zostajg tylko sktadniki o parzystych numerach, ze
znakami na przemian). Zbieznos¢ bezwzgledna szeregu (4.16), tzn. zbiezno$¢ szeregu

N E
ot e T
wynika stad, ze j-ta suma cze$ciowa nie przekracza (2j — 1)-szej sumy cze$ciowej szeregu
N o A T A 1
1+|Z’+j+?+j+ﬁ+'“:eXp(‘ZD.
Podobnie dowodzimy wzoru (4.17) i bezwzglednej zbiezno$ci wystepujacego w nim sze-
regu. To koriczy dowéd wlasnosci (T2).

Dla dowodu (T3) ustalmy ciag z, — 0 (z, # 0 dla wszystkich n € N) i napiszmy

sinz, _ exp(izn) —exp(—iz,) 1 (exp(z’zn) -1 N exp(—iz,) — 1>

Zn 212y, 2 12n —1Zn

Z wlasnoéci (v) zespolonej funkcji wykladniczej wynika, ze kazdy ze sktadnikéw w nawia-
sie ma dla n — oo granice réwng 1, wiec z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach
granic otrzymujemy (sin z,,)/z, — 1. Podobnie radzimy sobie z cosinusem, piszgc

coszp —1  exp(izn) +exp(—izn) —2 i (exp(izn) — 1 n exp(—izp) — 1
Zn N 2%, 2 iZn iZn '

Tym razem dlan — oo pierwszy skladnik w nawiasie ma granice rowng 1, a drugi granice
réwng —1. Dlatego ich suma ma granice 0. [

Ze wzorow (4.16), (4.17) otrzymujemy natychmiast
Wniosek 4.60. Dla kazdego = € C jest cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz. O
Wniosek 4.61. Jesli x € R, to sinz,cosz € RN [—1, 1]. Ponadto, cos0 = 1, sin0 = 0.
Dowép. Sumy szeregow (4.16) i (4.17) sg, rzecz jasna, liczbami rzeczywistymi, gdy z = x €

R. To, ze sinx oraz cosz nalezg do przedzialu [—1, 1], wynika z wlasnosci (T1). Wartos$ci
sinusa i cosinusa w zerze obliczamy, wstawiajgc = = 0 we wzorach (4.17) i (4.16). O

Wniosek 4.62 (ciaglo$é funkcji trygonometrycznych). Dia kazdego ciqgu (z,) C C
takiego, ze lim z, = z € C, mamy

lim sinz, =sinz, lim cosz, =cosz.
n—oo n—oo
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Dowép. To wynika ze wzoréw Eulera i Wniosku 4.55 (cigglosci funkcji wyktadniczej). O
Stwierdzenie 4.63. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w € C zachodzq réwnosci

L R-w . ztw
cosz —cosw = —2sin 5 sin 5

Z—w Z+w

sinz —sinw = 2sin 5 cos 5

Dowép. Oba wzory uzyskujemy z czysto szkolnych rachunkéw, stosujgc definicje sinusa
i cosinusa oraz wlasnosé exp(z + w) = exp(z) exp(w). Sprawdzmy dla przykladu wzoér na
réznice cosinuséw. Jego prawa strona to

s 2w o ztw =2 e e imw)/2) (Li(ew)/2—i(a—w)/2
2sin 5 sin 5 = % (e e )(e e )

— % (eiz _ eiw _ e—iw + eiz)

= COSZ —Ccosw .

Wzér na réznice sinus6w uzyskujemy podobnie. Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi.
O

4.6 Liczba 7

Czytelnik, ktéry zna funkcje trygonometryczne ze szkoty, zauwazyl zapewne, ze dotych-
czas nie dysponujemy formalnym opisem miejsc zerowych tych funkcji. Aby ten opis uzy-
skac i przy okazji zdefiniowac liczbe 7, udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.64. W przedziale (0,2) funkcja cos ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

Dowdéd tego twierdzenia poprzedzimy serig nieskomplikowanych lematéw, ktére ko-
mus$, kto mysli: przeciez widziatem juz kiedys wykresy sinusa i cosinusa, a ponadto wiem,
ze jedyne miejsce zerowe cosinusa w przedziale (0,2) to 7/2 = 1,57. .., mogg sie wydawaé
oczywiste, ale pamietajmy: funkcje trygonometryczne to dla nas obiekty zdefiniowane
wzorami Eulera! Chcemy sprawdzi¢ ich wlasnosci, odwolujac sie wytacznie do definicji
i do tego, co juz wykazaliSmy w sposéb Scisly.

Lemat 4.65. Dla kazdego y € (0, 2] zachodzq nieréwnosci y > siny > 0.

Dow6p. Dzigki (4.17) mamy

siny =y — lim s,(y),

3 5 7 9 4n—1 4n+1
sm)= (L L) (L )y (Y __Y .
31 5! 79l (4n—1)!  (4n+1)!

Kazdy z nawias6w jest dodatni dla y € (0,2], gdyz dlan € Nmamy4n+1>3i4n > 2,a
wiec

gdzie

22 y2 =0 y4n—1 y4n+1

1 > .
7337 In(dnt 1) 7 Gn-1! " @n+)
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Zatem s, (y) roénie i ma wyrazy dodatnie. Dlatego lim s, (y) > 0isiny < y dla y € (0,2].
Podobnie sprawdzamy, ze siny > 0 dla y € (0,2]: to wynika stad, ze kazdy sktadnik po

prawej stronie ré6wnosci
3 5 7
i — v Yy _ Y\,
51n2—<y—3!>—|—<5! 7!>—|—

jest dodatni, gdy y € (0,2]. O
Lemat 4.66. Cosinus jest malejgcy na przedziale [0, 2], tzn.
x1, w2 €[0,2], x> 1 = CcOS Ty < COST] . (4.18)
Ponadto, dla wszystkich x1,xo € |0,2] jest
|cosxg — coszy| < |zg — 21|
Dowép. Korzystajgc ze wzoru na réznice cosinuséw (patrz Stwierdzenie 4.63), piszemy
dla 21 < x9, 21,22 € [0, 2]

To—x1 ., Toa+ I
1n

cosxy —cosx] = —2sin 5 S 5 dla z; < z9, 1,22 € 0,2].

Jednak y = #25% ¢ (0, 1], wigc zgodnie z poprzednim Lematem jest siny > 0. Podobnie,
sin 22521 > 0, gdyz (x1 +22)/2 € (0, 2]. Oba sinusy w powyzsze]j réwnosci sg wiec dodatnie,
a stad cosxy — cos 1 < 0.

Ponadto, przy zatozeniu 2 > xo > 27 > 0 jest

To—x1 . T2+ T
Sin
2 2

T2 — I T2 — 1

— 924i
2 Sin

| cos xg — cos x| = 2|sin < x9— 11.

< 2’sin

W ostatniej nier6wnosci skorzystaliSmy z tego, ze siny < yna (0,2]. O

Lemat 4.67. Dla kazdej liczby x € [0,1) jest cosx > 0, a dla kazdej liczby y € [%, 2] jest
cosy < 0.

Dowép. Po pierwsze, dla kazdej liczby 2 € [0, 1) mamy wobec nieréwnosci z poprzedniego

Lematu: |1 — cosz| = |cos0 — cosz| < |0 — z| = z < 1, a wiec cosz > 0. Oszacujemy teraz
liczbe cos 2. Mamy

22 /2t 20 28 210
cos2 = 1—2!—1-(4!—6!>+<8!_10!)+...

24 26 28 210
- _1 2 _ 2 . _Z
+<m a>+<& mJ+

21 28
< -1+ a + o +e- (opuszczamy ujemne skladniki w nawiasach)
o [ 9t 98
4
16 1 16 1 2 1
= 14— A== dyz (=] <—=—.
211 _ (2 Topio L T a3 B Q) 24
5 24



72 ostatnie poprawki: 28 wrzesSnia 2012

Jesliy € [33,2], to |y — 2| < &, a wiec, dzigki nieréwnosci |cos2 — cosy| < 2 —y| < 3

(z poprzedniego Lematu) i powyzszemu oszacowaniu liczby cos 2, z pewnoscig jest

oS <—l+2——i<0
Y=T93 T3 T3~

Dowéd Lematu 4.67 jest zakoniczony. [

Dowép Twierpzenia 4.64. Poniewaz cos x maleje na [0, 2], wiec ma w tym przedziale co
najwyzej jedno miejsce zerowe. Niech

A={z€][0,2]: cosz > 0}.

7 monotonicznos$ci cosinusa wynika, ze ten zbidr jest przedzialem. Z ostatniego lematu
wynika ponadto, Ze
[0,1) C A, A C [0,40/23],

a wiec kres gorny z( przedzialu A jest pewng liczbg z przedziatu [1,40/23] C [1,7/4).
Ponadto, cos zg = 0. Istotnie, liczba xz( jest granicg ciggu x,, = xo(1 — %) € Ai dlatego
z cigglosci cosinusa cos xg = lim cos z,, > 0. Gdyby cos zy > 0, to wobec réwnosci

0 < cosxg= lim cos(zg+m™!)
m—r0o0
bytoby cos(zo + %) > 0 dla wszystkich dostatecznie duzych m, tzn.

1 1
xo+ — € A, xo+ — > x9 = sup A,
m m

to za$ jest sprzecznosé. [

Definicja 4.68 (liczba 7). Liczba 7 to liczba rzeczywista réwna 2z, gdzie xy € (0, 2) jest
jedyna w przedziale (0, 2) liczbg taka, ze coszy = 0.

Twierdzenie 4.69. Zachodzq wzory

=i &T41=0.

Dowép. Wiemy juz, ze cos 5 = 0. Zatem, z réwnosci

2 N\ 2
(cosg) +<Sin§> =1

wynika, ze sin § = £1 = 1, bo wiemy juz, ze sinz > Ona (0,2). Zatem exp(i5) = 0417 = i.
Stad wynika, ze

To koniczy dowéd. [

Definicja 4.70. Liczba T' # 0 jest okresem funkcji f: C — C (odpowiednio: funkcji
f: R — R) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z +T) = f(z) dla kazdego z € C (odpowiednio:
dla kazdego z € R).
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Twierdzenie 4.71 (okresowo$¢ exp na C). Dla kazdejliczby z € Ci kazdego k € Z\ {0}
zachodzi réwnosé
exp(2mik + z) = exp(2),

tzn. 2mik jest okresem funkcji wyktadniczej. Ponadto, jesli liczba T jest okresem funkcji
wyktadniczej, to T = 2mwik dla pewnego k € Z.

Dowop. Jesli T = 2wik, gdzie jest catkowite, to wtedy dla kazdej liczby zespolonej z mamy

k

exp(z +T) = exp(z) exp(T') = exp(z) exp(27i)” = exp(z),

gdyz exp(27i) = exp(7i)? = (—1)? = 1. Dlatego kazda liczba T' = 2rik, gdzie k € Z, jest
okresem funkcji wykladnicze;j.

Pozostaje wykazaé, ze innych okreséw nie ma. Jesli exp(z+7") = exp(z) dla wszystkich
z € C, to z pewnoscig expT = 1. Niech T' =t + is, gdzie t, s € R. Wtedy

1=|expT|=|exp(t+is)| =expt,

azatemt =017 = is dla pewnego s € R\ {0}.

Przypusémy, ze s nie jest catkowitg wielokrotnoscig 2. Poniewaz suma okreséw funk-
cji jest okresem tej funkcji, wiec z pierwszej czesci dowodu wynika, ze dla kazdego k € Z
liczba i(s + 27k) tez jest okresem exp. Dobierzmy k € Z tak, aby s’ = (s + 2kn) € (0, 27).
OczywiScie,

exp(is’) = coss’ +isins’ = 1.
Stad
cos(s'/4) + isin(s'/4) = exp(is’/4) € {1,—1,4, —i},

gdyz innych pierwiastkow czwartego stopnia z jedynki nie ma. Poniewaz jednak 0 <
s'/4 < 5 <2, wiec 1> cos(s'/4) > 01isin(s'/4) > 0. To jest sprzecznosé, bo w {1, —1,i, —i}
nie ma zadnej liczby, ktora spelnialaby naraz obie nieré6wnosci Rez > 0 Im z > 0.

Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze s musi byé calkowitg wielokrotnoscig 27. To koniczy

dowdd catego twierdzenia. [
Zauwazmy, ze dowodzgc ostatniego twierdzenia, wykazaliSmy takze nastepujacy fakt.

Wniosek 4.72. Réwnosé
exp(i§) =1, §€C

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy & = 27k dla pewnego k € Z. [

Wniosek 4.73 (okresowos¢ funkcji trygonometrycznych). Jesli T = 2nk, gdzie k €
Z\ {0}, to T jest okresem obu funkcji

sin, cos: C — C.

Ponadoto, jesli T jest okresem cosinusa (lub sinusa), to T jest catkowitq wielokrotnosciq 2.

Dowob. To, ze kazda liczba T' = 27k, gdzie k € Z \ {0}, jest okresem zaréwno sinusa, jak
i cosinusa, wynika z poprzedniego twierdzenia i wzoréw Eulera.
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Wykazemy drugg czesc twierdzenia. Niech 7" bedzie okresem cosinusa (lub, odpowied-
nio, sinusa). Poniewaz exp(+in/2) = +i, wiec ze wzoréw Eulera otrzymujemy

i(z47/2) —i(z+7/2) iz g —iz
cos(z +7/2) = c +2€ = ;e = —sinz dla kazdego z € C. (4.19)

Podobnie sprawdzamy, ze
sin(z 4+ w/2) = cosz dla kazdego z € C. (4.20)

Z obu tych wzoréw'°wynika, ze T jest takze okresem sinusa (lub, odpowiednio, cosinusa).
Zatem dla dowolnego z € C jest

exp(i(z +T)) =cos(z+T) + isin(z + 1) = cos z + isin z = exp(iz),

tzn. liczba iT jest okresem exp: C — C. Na mocy poprzedniego twierdzenia, iT jest cal-
kowitg wielokrotnoscig 27i, tzn. T' = 27k dla pewnego k € Z. O

Wniosek 4.74. (i) Jedynymi zespolonymi rozwiqzaniami réwnania sin z = 0 sq liczby
z = km, gdzie k € Z.

(ii) Jedynymi zespolonymi rozwiqzaniami réwnania cosz = 0 sq liczby z = (k + %)ﬂ,
gdzie k € Z.

Dowép. Jedli sin z = 0, to cos z = £1, wiec exp(iz) = £1 + - = £1, a stad exp(2iz) = 1. Na
mocy Wniosku 4.72 otrzymujemy

2z = 2km, gdzie k € Z.

Zatem tylko liczby =z = kw, gdzie k € Z, mogg by¢ rozwigzaniami ré6wnania sin z = 0. Na
odwroét, jesli z = kn i k € Z jest dowolne, to

exp(ikm) = (exp(iw))k = (-1 = (=1 +0-i=coskr +isinkm,

wiec sin z = 0. To koniczy dowdd pierwszej czesci wniosku. Druga czes¢ wynika z pierwszej
iz tozsamosci cos(z + 7/2) = —sinz. O

4.7 Wzor de Moivre’a

Odnotujmy prostg konsekwencje zwigzkéw miedzy funkcjg wykladniczg i funkcjami try-
gonometrycznymi.

Stwierdzenie 4.75 (wzér de Moivre’a). Jesli o € R, to wéwcezas dla kazdego n € N

cosna + isinna = (cosa + isina)"

Dowo6b. Z wlasnosci exp i wzoré6w Eulera wynika, ze lewa strona to, inaczej, exp(ina) =
exp(ia)” = (cosa + isinna)”. O

10Wzory (4.19), (4.20) bywajg nazwywane wzorami redukcyjnymi.
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Wniosek 4.76. Jeslia e Rin €N, to
cosna = Re (em)n , sinna = Im (em)n .

Znajgc wzor de Moivre’a (i dwumian Newtona) mozna bez trudu wyrazac cos na oraz
sin na przez cos a i sin . Ciekawsze, i wazniejsze jest zastosowanie do wyznaczania sum
sinus6w oraz cosinus6w kolejnych wielokrotnosci o« — aby takie sumy obliczaé, wystarczy
umieé sumowacé postep geometryczny, bowiem

k2 k2 ' k2
Z cosna = Z Re (em)n = Re (Z (ew‘)n> .
n=k1 n==k1 n=ki
(Dla sum sinus6w trzeba uzy¢ czesci urojonej.)

Zadanie 4.77. Sprawdzié, ze jesli x € Riexp(iz) # 1, to

N . '
iy - S0(N2/2) sin((N +1)2/2)
7;) B sin(z/2) :

Znalez¢ analogiczny wzér na sume cosinuséw. Jak zmienig sie oba wzory, gdy przesta-
niemy zakladaé, ze exp(iz) # 1?7

Na tym zakoniczymy pierwsze spotkanie z szeregami. Chcialbym, zeby Czytelnik tego
tekstu nie tylko uwazatl szeregi za pewne obiekty matematyczne, ktore (by¢ moze) warto
poznawac i bada¢ same w sobie, ale widzial w nich przede wszystkim narzedzie, stuzace
m.in. do definiowania réznych funkcji, systematycznego badania ich wlasnosci, oraz ob-
liczania ich wartosci. To ma szczegdlne znaczenie praktyczne wtedy, gdy — méwigc nie-
precyzyjnie — szeregi sg zbiezne szybko. Tak wlasnie jest w przypadku szeregéw exp, sin
i cos, z uwagi na blyskawiczne tempo wzrostu silni. Dopdki obliczamy np. wartosci e
dla niezbyt duzych z, mozemy w praktyce traktowac funkcje exp jako wielomian, ztozony
z pewnej liczby sktadnikéw szeregu > (2" /n!); np. € rézni sie od 220:0 3" /n! naprawde
niewiele: okolo 1042

In[1]:= N[Exp[3], 44]
Out[1]= 20.085536923187667740928529654581717896987908
In[2] := N[Sum[3~n/n!, {n, 0, 50}], 44]
Out [2]= 20.085536923187667740928529654581717896987906
Gdybysmy chcieli z takg doktadnoscig okresli¢ odleglosé Ziemi od Storica, nanometry
bylyby zdecydowanie za duzymi jednostkami. Jesli kto§ woli mysleé o wielko$ciach zwig-

zanych z ekonomig, a nie z astronomig czy fizyka, moze sprawdzié, jakie jest zadluzenie
budzetu USA. Strona

http://www.brillig.com/debt_clock/
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podaje je z doktadnoscig do 1 centa, aktualizujac wartosci co pare sekund. Taka precyzja
z praktycznego punktu widzenia graniczy z absurdem, ale doktadnos§é¢ przyblizenia

jest i tak o 25 rzedow wielkosci lepsza.

Takie uwagi mogg kogo$ zaciekawié, jednak — aby lepiej rozumieé, co sie naprawde za
nimi kryje — musimy w miare systematycznie poznac takie pojecia, jak ciggtosé, roznicz-
kowalnosé i zbieznosé jednostajna. Ich Sciste definicje oraz wlasnosci poznamy w kolejnych
rozdzialach.



Rozdzial 5

Funkcje ciggle

Jak wspomnieliSmy na samym poczatku wyktadu, do najwazniejszych zastosowan ana-
lizy nalezy badanie wtasnosci réznych funkcji, okreslonych na podzbiorach przestrzeni
liniowych — w najprostszym przypadku, na podzbiorach R. Jedng z najwazniejszych wila-
snodci funkcji zmiennej rzeczywistej jest cigglosc. Intuicyjnie biorgc, jesli funkcja okre-
slona na pewnym przedziale w R jest ciagla, to malym zmianom argumentu odpowiadajq
mate zmiany wartosci funkcji; inaczej, z geometrycznego punktu widzenia, wykres funk-
¢ji mozna narysowac bez odrywania otowka od papieru. Te okreslenia sg jednak szalenie
nieprecyzyjne. Zacznijmy od sformutowania odpowiednich definicji.

Zalozymy w tym rozdziale, ze Czytelnik zna definicje funkcji z wykladéw Wstepu do
matematyki i rozumie takie terminy, jak dziedzina funkcji, obraz i przeciwobraz. Ich zna-
czenie bedziemy przypominaé w razie potrzeby.

Podkreslimy jedno: w analizie matematycznej mamy czesto do czynienia z funkcjami,
ktére sg okreslone konkretnymi wzorami, np. g(z) = In(17+exp(z?+cos z)) dlaz € R. Otéz
nalezy pamietac, ze z formalnego punktu widzenia sam wzor jeszcze funkcji nie okresla:
trzeba powiedzieé, dla jakich argumentéw funkcja ma byé okreslona (a jesli chcemy po-
stugiwaé sie wzorem, nalezy sprawdzi¢, ze ma on dla odpowiednich argumentéw sens).
Prosze zauwazy¢, ze definiujgc pierwiastki n-tego stopnia, funkcje wyktadniczg, logarytm
naturalny i funkcje trygonometryczne, postepowaliSmy wlasnie w taki sposéb.

5.1 Punkty skupienia. Granica funkcji.

W analizie uzywa sie dwoch definicji granicy funkcji: jednej podanej przez Heinego i dru-
giej, rownowaznej, podanej przez Cauchy’ego. Pierwszg z nich bedzie nam tatwiej sfor-
mutowad, korzystajgc z wezesniej oméwionych pojeé. Drugg zajmiemy sie p6zniej.
Méwigc o granicy funkcji, bedziemy postugiwaé sie zbiorem R = {—co} UR U {400},
aby opisywaé zaréwno niewlasciwe wartos$ci granic (tzn. to, ze wartosci funkcji eksplo-
duja w poblizu pewnej wartosci argumentu), jak i zachowanie funkcji dla bardzo duzych
argumentéw. Najpierw powiemy, w jakich punktach bedziemy znajdowad granice funkcji.

Definicja 5.1 (punkt skupienia). Niech A C R. Powiemy, ze punkt p € R jest punktem
skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg (a,,) C A\ {p} taki, ze lima,, = p.

Gdy p = +00, to w definicji punktu skupienia chodzi oczywiscie o granice niewtasciwg.

77
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Przyklad 5.2. Niech A bedzie zbiorem skoniczonym, A = {z1,...,zxy} C R. Wtedy A nie
ma w ogoéle punktéw skupienia: zaden cigg utworzony z elementéw zbioru A z pewnoscig
nie dazy do o0, tzn. p; 2 = +00 nie sg punktami skupienia. Jedli zas p € R i weZmiemy

0<e < zerill,lil;ép |z — pl,
to w przedziale (p — €g, p + £9) nie ma zadnych elementéw zbioru A\ {p}, wiec zaden cigg
(an) C A\ {p} nie jest zbiezny do p. O
Przyklad 5.3. Niech A = {1,1,1,1,...}. Liczba 0 jest punktem skupienia A. Jesli z € R,
ale x # 0, to x nie jest punktem skupienia A. Sprawdamy to tatwo, postugujac sie definicjg
granicy podobnie, jak w poprzednim przykladzie. O

Zatem: punkt skupienia zbioru A nie musi nalezeé do A.

Przyklad 5.4. Jedynym punktem skupienia zbioru N jest p = +oc. Istotnie, cigg o wy-
razach a,, = n ma granice p = +o0, a jego wyrazy oczywiscie sg rézne od p.

Ponadto, cigg (a,) liczb naturalnych ma granice p € R wtedy i tylko wtedy, gdy od
pewnego miejsca jest staly. Wtedy jednak p nie moze by¢ rézne od wszystkich wyrazéw
ciggu (ay), gdyz p = limy, 00 a, = a,, dla wszystkich n dostatecznie duzych.

Podobnie stwierdzamy, ze jedynymi punktami skupienia Z sg +oo. [

Przyklad 5.5. Zbiér punktéw skupienia przedzialu A = (0,1) sklada sie¢ z wszystkich
punktéw przedzialu domnkietego [0, 1]. Czytelnik zechce to sprawdzi¢ samodzielnie. [J

Definicja 5.6 (definicja Heinego granicy funkcji). Zatézmy, ze f: RO A+ Ripe R
jest punktem skupienia zbioru A. Méwimy, ze f ma w punkcie p granice g € R, i piszemy

lim f(r) =g,

T—p

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (z,) C A\ {p} takiego, ze lim x,, = p, granica

lim f(z,)

n—oo
istnieje i jest réwna g.

Uwaga: gdy g lub p € R, to w odpowiednich miejscach chodzi, rzecz jasna, o granice
niewlasciwe odpowiednich ciggow.

Ponizsze twierdzenie jest natychmiastowg konsekwencjg Twierdzenia 2.10 (i wtasno-
Sci granic niewlasciwych). Odnotujmy je dla porzadku, zanim przejdziemy do przyktadéw.

Twierdzenie 5.7 (arytmetyczne wlasnosci granicy funkcji). Zafézmy, ze A C R, zas
p € R jest punktem skupienia zbioru A. Niech

frg: A= R lim f(x) =a, lim g(z) = b

T—p T—p
dla pewnych a,b € R. Wowczas:

1. Jesli wynik dziatania a + b jest okreslony w R, to lim (f(z) + g(z)) = a+b.

—p
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2. Jesli wynik dziatania a - b jest okreslony w R, to lim (f(z) - g(z)) = a-b.

T—p

3. Jesli wynik dziatania a — b jest okreslony w R, to lim (f(z) — g(z)) = a —b.

T—p

4. Jesli wynik dziatania gjest okreslony w R i g(x) # 0dla x € A, to lim M _—
b a=p g(z) b

Zanim przejdziemy do prostych przyktadéw, podkres§lmy dwie rzeczy: Po pierwsze, o
granicy f w p mozna méwié takze wtedy, gdy f nie jest w ogéle okre§lona w punkcie p;
p ma byé¢ punktem skupienia dziedziny funkcji f, nie musi do tej dziedziny nalezeé. Po
drugie, nawet gdy f jest okreslona w punkcie p, to liczby

lim f(x) oraz f(p)

T—p

nie muszg mieé ze sobg nic wspoélnego. Ilustruje to banalny przyklad: niech p = 0, a
f(z) =0dlax # 01 f(0) = 2010 + 7 + e. Dla kazdego ciggu (x,) liczb réznych od 0
ciag f(x,) sklada sie z samych zer, wiec ma granice ré6wna zero. Dlatego lim,_, f(z) = 0.
Wartoscig f w zerze mozemy manipulowaé dowolnie, nie zmieniajgc granicy f w 0.

Przyklad 5.8. Niech k£ € N bedzie ustalong liczbg i niech

1
ow)=—, weR\{o}
Dla dowolnego ciggu z,, — +o0o mamy 1/(z,)* — 0, wiec

lim g(z)=0.

T—-+00

Przyklad 5.9. Wprost z Twierdzenia 3.2 — patrz punkt (E8) — wynika, ze

lim exp(z) — 1 _
z—0 X

1.

(Warunek podany w tym twierdzeniu jest powtérzeniem warunku z definicji Heinego dla
funkcji okreslonej wzorem f(z) = (e —1)/xna A =R\ {0}.)

Przyklad 5.10. Niech f: R — R bedzie wielomianem stopnia n € N, tzn.
f(z) =ap+ a1z + -+ apz”", z €R,
gdzie a; sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Jesli p € R, to z twierdzenia o granicy

sumy i iloczynu ciggéw wnioskujemy, ze dla kazdego ciagu x,, — p jest

lim f(xn) =ao+ap+---+ap"” = f(p),

n—oo

nawet bez konieczno$ci zaktadania, ze z,, # p. Zatem, z definicji,

lim f(2) = /(7).
Obliczmy teraz granice f w punktach +oo. Zal6zmy dla ustalenia uwagi, ze a,, > 0. Niech
g(x) = f(z)/2™ dla x # 0. Poniewaz

ap ap (n—1

- 7_’_..._"_
L x

lim g(z) = lim ( >—|—an:an>0,

T—-+00 r——+00
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wiec na mocy twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy

.
oo S ) = om B o7 = oo

Mamy takze 11rn " = (=1)" - +o0, wiec przy zalozeniu a,, > 0 jest
— 0o

lim f(z) =

T—r—00

—00 dla n nieparzystych,
+00 dla n parzystych.

(Dla a,, < 0 znaki w odpowiedzi trzeba zamienié).

Przyklad 5.11. Wprost z Twierdzenia 4.59 wynika, ze

sinx . cosr—1
lim =1, lim —— =0.
x—0 X x—0 X

To, ze w obu przypadkach zachodzi warunek, podany w definicji Heinego, jest trescig
ostatniej, trzeciej cze$ci Twierdzenia 4.59.

: ( 1 >
lim ( cos —
x—0 X

nie istnieje: dla ciggu xp, = 1/2km, k = 1,2,... mamy z; — 01 cos(1/xy) = cos2km =1, a
dla ciggu 2z = 1/(2knw + 7/2), takze zbieznego do zera, jest cos z;, = cos(2km + 7/2) = 0.
Zatem dla xj, — 0 ciag cos(1/z;) moze mieé rézne granice (a takze moze by¢ rozbiezny).

3*IWMMAAA{Q [\
w NN AVAVARRNY S

Funkcja f(z) = cos(1/x) w otoczeniu zera. Oscylacje wykresu sg coraz gestsze, gdyz funkcja z — 1/z
przeksztalca (0,1) na calg pétos (1,00). Dlatego w kazdym przedziale (0,¢) funkcja f przyjmuje kazda z
wartosci y € [—1, 1] nieskoriczenie wiele razy.

33%WMAAA{) [\
Ut YA VAN

Funkcja f(z) = cos(1/z) w otoczeniu zera, II. Mozna wykazaé (zainteresowany Czytelnik zechce to zrobié
samodzielnie), ze dla kazdego y € [—1, 1] istnieje taki ciag z. — 0, ze f(x») — y. Na rysunku zaznaczono
punkty (z,, f(zn)) dla trzech réznych takich ciggéw; przedstawiono tylko wartosci 0,009 < z < 0,07.

Przyklad 5.12. Granica

—05t
—-1.0t
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Przyklad 5.13. Niech A = (—1,00) \ {0}, p = 0. Zachodzi réwnosé

lim (1 + 2)Y/% = e.

z—0
To tatwo wynika ze znanych nam juz wlasno$ci funkcji wykladniczej i logarytmu natu-
ralnego. Istotnie, z definicji potegi o dowolnej podstawie i wyktadniku,

f@) =1 +2)"/* =exp <ln ((1 + x)l/x)> - exp<ln(1;z)) .

Niech (z,,) C Abedzie ciggiem zbieznym do zera. Potézmy y,, = (x,,) ! In(1+z,). Stosujac
punkt (L.6) Twierdzenia 3.6, otrzymujemy

In(1
lim y, = lim mzl_
n—oQ

n—00 Ty

Poniewaz f(z,) = exp yn, wiec na mocy Twierdzenia 3.2, punkt (E7),

lim f(z,)= lim exp(y,) =exp(l) =e.
n—oo

n—oo

Przyklad 5.14. Granica

lim l

z—=0 T
nie istnieje. Dla ciggu z,, = 1/n — 0 mamy bowiem 1/z, = n — 400, natomiast dla
innego ciggu, —z, = —1/n, takze zbieznego do zera, jest f(x,) — —oo. Nie ma wiec
wspolnej granicy wszystkich ciagéw 1/z,, gdzie x,, — 0, x,, # 0.

Z intuicyjnego punktu widzenia jest jasne, ze nieistnienie granicy w Przyktadzie 5.12
to zjawisko innego rodzaju niz nieistnienie granicy 1/x w zerze. Dla rozréznienia takich
sytuacji wprowadza sie¢ pojecie granicy jednostronne;j.

Definicja 5.15 (granica lewostronna). Niech f: A — R i niech p bedzie punktem sku-
pienia zbioru A takim, ze p = lim a,, dla pewnego ciagu (a,) C A\ {p}, a, < p dla wszyst-
kich n € N. Jesli

33, f(n) =

dla kazdego ciggu (z,) C A\ {p} takiego, ze z, < p dla wszystkichn € Niz, — pdla
n — oo, to méwimy, ze f ma w p granice lewostronng ré6wng a, i piszemy
lim f(z)=a.
T—=p~
Podobnie (zmieniajgc obie nier6wnosci w powyzszej definicji na przeciwne) definiu-

jemy granice prawostronng
lim f(x).
z—pt
Jest rzeczg jasng, ze w przykladzie 5.14 istniejg obie granice jednostronne:

. 1
lim — = —o0, lim — = +o0
z—0— T z—0t T
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Stwierdzenie 5.16. Zatézmy, ze p jest punktem skupienia zbioru A C R i istniejg ciqgi
(xn), (Yn) CT A, T, Yn — D, T < p < yp dla n € N. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) f ma w p granice réwng a;
(ii) f ma w p obie granice jednostronne i kazda z nich jest réwna a.

Prosty dowdd, polegajacy na sprawdzeniu warunkéw z definicji granicy (granicy jed-
nostronnej) i wykorzystaniu Stwierdzenia 2.36, wigzgcego zbiezno$¢ ciggu ze zbieznoscig
jego podciggéw do wspdlnej granicy, pozostawiamy Czytelnikowi.

Podamy teraz druga definicje granicy, sformulowang przez Cauchy’ego. Zamiast uzy-
wac pojecia granicy ciggu, operuje si¢ w niej odpowiednio sprecyzowanym pojeciem bli-
skosci punktéow. Wyréznimy w tej definicji wiele przypadkéw.

Definicja 5.17 (definicja Cauchy’ego granicy funkcji). Niech f: A — Riniechp € R
bedzie punktem skupienia zbioru A oraz a € R. Méwimy, ze funkcja f ma w p granice
réwng a, symbolicznie:

lim f(z) = a,

T—p

wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. (Przypadek a,p € R): dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze gdy 0 < |z —p| < J i
x € A, to|f(x) —al <e.

2. (Przypadek p € R, a = o0, granica niewlasciwa w pewnym punkcie prostej): dla kaz-
dej liczby M > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze gdy 0 < [z —p| < diz € A, to £f(z) > M.

3. (Przypadek p = +o0, a € R, tzn. granica wlasciwa w nieskoniczonosci):] dla kazdego
e > (O istnieje T' > 0 takie, ze gdy +x > T'iz € A, to |f(z) —a| <e.

4. (Przypadek p = 400, a = +o0o, tzn. granica niewlasciwa w +o0): dla kazdej liczby
M > 0 istnieje T' > 0 takie, ze gdy +x > Tix € A, to +f(x) > M.

Prosze zauwazy¢é, ze punkty 2 i 3 kryja w sobie po dwa podprzypadki, a punkt 4 —
az cztery podprzypadki (bo sg wtedy 4 mozliwosci dokonania konkretnego wyboru zna-
kow +). O wszystkich warunkach, sformutowanych w tej definicji dla réznych na pozér
sytuacji, nalezy mysleé tak: jesli argument przyjmuje wartosci odpowiednio bliske p, to
funkcja przyjmuje wartosci bliskie a. To, jak nalezy precyzyjnie pojmowaé termin bliskie,
zalezy od tego, czy a,p = +oo, czy nie.

Twierdzenie 5.18 (rownowaznos¢ obu definicji granicy). Zafoimy, ze f: A — R
i p € R jest punktem skupienia zbioru A. Jesli f ma w p granice a € R wedtug definicji
Heinego, to f ma w p granice a € R wedtug definicji Cauchy’ego, i na odwrdét.

Dowép. Zajmiemy sie tylko jednym przypadkiem w definicji granicy wedtug Cauchy’ego.
Czytelnik zainteresowany doglebnym rozumieniem tresci calego wykladu zechce samo-
dzielnie uzupelnié szczegély pozostalych przypadkéw. (Schemat dowodu jest identyczny).
Niech a, p € R. Zal6zmy, ze
lim f(z) =a wg. definicji Heinego.

T—p
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Pokazemy metodg sprowadzenia do niedorzeczno$ci, ze f ma w p granice a takze wg.
definicji Cauchy’ego. W tym celu zal6zmy, ze nie zachodzi warunek z definicji Cauchy’ego.
Skoro tak, to zachodzi jego zaprzeczenie:

Istnieje ¢y > 0 takie, ze dla kazdego § > 0 istnieje punkt x € A, ktory spetnia
nieréownosci 0 < |x — p| < 6, ale |f(x) —a|] > g9 > 0.

Wykorzystujac ten warunek dla §, = 1/k, gdzie k = 1,2,. .., znajdziemy ciag punktéw
1
(zx) € A\ {p}, O<|xk—p|<% dlak=12,..., (5.1)

taki, ze | f(xzx) — p| > €o. Z (5.1) wynika, ze A > z;, — p dla k — oo i xp # p, wiec zgodnie
z definicjg Heinego powinno by¢ f(zx) — a. Mamy jednak |f(z) — a| > £¢ dla wszystkich
k, wiec granica ciggu f(xy) nie moze byé réwna a, tzn. nie zachodzi warunek podany w
definicji Heinego. Uzyskana sprzecznosé koniczy pierwszg cze$¢ dowodu.

Teraz zal6zmy, ze

lim f(z) =a wg. definicji Cauchy’ego.

T—p

Niech (z;) € A\ {p} bedzie dowolnym ciggiem takim, ze z; — p dla k — co. Wykazemy,
postugujac sie definicjg granicy ciggu, ze limy_, . f(xx) = a, tzn. sprawdzimy, ze istotnie
zachodzi warunek podany w definicji Heinego.

Ustalmy w tym celu ¢ > 0. Dobierzmy don § > 0, postugujac sie definicjg Cauchy’ego
granicy. Poniewaz z;, — p iz # p, wiec istnieje takie k1 = k1(0), ze

0<|zr—p|l<9d dla wszystkich k& > k;.
Wtedy jednak, wobec definicji Cauchy’ego granicy funkcji, mamy
|f(xg) —al <e dla wszystkich & > k.

Zatem, ciag (f(zx)) ma granice ré6wng a. To wynika wprost z definicji granicy ciggu. O

Zanim wprowadzimy formalng definicje cigglosci, odnotujmy kilka twierdzen o grani-
cach funkcji, ktére natychmiast wynikajg z tego, co juz wiemy o zbieznosci ciggéw.

Twierdzenie 5.19 (o trzech funkcjach). Jesli
foh: A5 R, f(z) <h(z) < g(z) dlaze A,
a p jest takim punktem skupienia zbioru A, ze

lim f(=) = lim g(=),
(tzn. obie powyzsze granice istniejq i sq rowne), to granica lim,_., h(x) tez istnieje i zachodzi
rownosé
lim f(z) = lim A(x) = lim g(z).

T—p T—p T—p

Dowép. Teza wynika wprost z definicji Heinego i twierdzenia o trzech ciggach. [
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Twierdzenie 5.20 (warunek Cauchy’ego istnienia granicy). Zatézmy, ze f: A — R
i p € R jest punktem skupienia zbioru A. Wowczas f ma w p granice rowng a € R wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujgcy warunek Cauchy’ego:

Dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze dla wszystkich t,s € A\ {p} z nieréw-
nosci [t — p| < 6, |s — p| < 6 wynika, ze |f(t) — f(s)| < e.

Dowép. Cwiczenie dla zainteresowanych. [

Czytelnik zechce samodzielnie sformutowaé warunek Cauchy’ego istnienia granicy
funkcji w punkcie p = +oo. To latwe zadanie: trzeba postuzy¢ si¢ intuicyjnym rozumie-
niem warunku Cauchy’ego: jesli argumenty s,t sq odpowiednio bliskie p, to wartosci funk-
¢ji w punktach s,t sq bliskie — i dokonaé przekladu na Scisty jezyk.

Twierdzenie 5.21. Zatézmy, ze A, B C R,
frA—=R, g: B—>R, f(A) C B,
a jest punktem skupienia zbioru A, b jest punktem skupienia zbioru B, a ponadto

lim f(x) =b, lim g(y) = ¢, f(z) #b dlaze A

T—a y—b

Wowczas

lim g(f(z)) = ¢

Tr—a

Dosé oczywisty dowod, wykorzystujacy ktérgkolwiek z réwnowaznych definicji gra-
nicy, pominiemy. Prosze tylko zauwazy¢, ze obliczajgc w Przyktadzie 5.13 granice funkcji
f(z) = (14 z)Y/* w zerze, de facto postuzyliémy sie wlasnie takg argumentacja, podajac
uzasadnienie.

5.2 Funkcje monotoniczne

Definicja 5.22. Kresem dolnym (odpowiednio: gérnym) funkcji f: A — R nazywamy kres
gérny (odpowiednio: dolny) zbioru f(A) wartosci tej funkcji. Piszemy

inf f = inf f(z):=inf f(A), sup f = sup f(z) :=sup f(4).
A €A A €A

Gdy zbiér wartosci f nie jest ograniczony z gory, piszemy sup f = +o00. Gdy zbiér wartosci
f nie jest ograniczony z dolu, piszemy inf f = —oo.

Definicja 5.23. Funkcja f: A — R jest:
(1) malejgca, gdy f(x) > f(y) dla wszystkich z,y € A takich, ze x < y;
(ii) niemalejgca, gdy f(x) < f(y) dla wszystkich z,y € A takich, ze x < y;
(iii) rosngca, gdy f(z) < f(y) dla wszystkich =,y € A takich, ze x < y;

(iv) nierosngca, gdy f(z) > f(y) dla wszystkich x,y € A takich, ze z < y.
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Funkcja, ktora spetnia ktéry$ z warunkow (i)—(iv) tej definicji, jest monotoniczna.
Funkcje rosnace i malejgce nazywamy scisle monotonicznymi.

Twierdzenie 5.24 (granice jednostronne funkcji monotonicznych). Zatézmy, ze
f: A — R jest monotoniczna i p jest punktem skupienia zbioru A. Wowczas:

(i) Jesli istnieje ciqgg (x,) C AN (—o0,p) zbiezny do p, to f ma w p granice lewostronng.

(ii) Jesliistnieje ciqg (x,) C AN(p, +00) zbiezny do p, to f ma w p granice prawostronng.

Dow6p. Udowodnimy tylko punkt (i); dowéd (ii) jest taki sam. Bez zmniejszenia ogélnosci
przyjmijmy, ze f jest niemalejgca; jesli nie jest, to mozna rozpatrzeé funkcje (—f).
Niech
M =sup{f(x): x € A,x < p}.

(Uwaga: dopuszczamy mozliwosé M = +oo; Czytelnik zechce wskazaé przyktady takich
sytuacji). Pokazemy, ze f ma w p granice lewostronng réwng M.

Wezmy jakikolwiek cigg (x,) C AN (—oo, p) zbiezny do p. Ustalmy dowolne M’ < M.}
Z definicji kresu gornego, istnieje + € A N (—oo,p) taki, ze M’ < f(z) < M. Poniewaz
xn, — p > x, wiec istnieje takie n; € N, ze dla wszystkich n > n; mamy

x < xp <p,
stad za$, dzieki monotonicznosci f,
M < f(x) < f(z,) <M =sup{f(z): z € A,z < p} dla wszystkich n > n;.

Zatem, wprost z definicji granicy ciagu, lim f(z,) = M. Z dowolnosci (x,,) i definicji gra-
nicy lewostronnej wynika wiec, ze f ma w p granice lewostronng M. O

5.3 Ciaglosé funkcji

Zdefiniujemy teraz jednag z najwazniejszych klas funkcji, badanych w calej analizie. Z
odpowiednikami tej definicji dla funkcji wielu zmiennych rzeczywistych, a takze funkcji
okreslonych na tzw. przestrzeniach metrycznych i topologicznych, Czytelnik zetknie sie
na drugim roku studiow.

Definicja 5.25. Niech f: R D A — Riniech p € A. Powiemy, ze f jest ciqgta w punkcie
p wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z dwéch ponizszych warunkéw:

1. Punkt p nie jest punktem skupienia zbioru A.
2. Punkt p jest punktem skupienia zbioru Ai f ma w p granice réwng f(p).

Definicja 5.26. Méwimy, ze funkcja f: A — R jest ciggta (na zbiorze A), jesli f jest ciggla
w kazdym punkcie zbioru A.

1Prosze mysleé o tym nastepujgco: gdy M € R, to M’ = M — ¢, gdzie e > 0, a gdy M = +oo0, to M’ jest
dowolng liczbg. Taki zapis pozwala unikngé¢ oddzielnej analizy 2 przypadkéw; nic innego sie w tym nie kryje.



86 ostatnie poprawki: 28 wrzesnia 2012

Najczesciej bedziemy moéwié po prostu “f: A — R jest ciggta”. Takie zdanie oznacza
zawsze cigglo$¢ f we wszystkich punktach A.

Jesli zbior A jest przedzialem, to z intuicyjnego punktu widzenia cigglosé funkcji ozna-
cza, ze jej wykres mozna narysowacé jednym pociggnieciem otéwka, bez odrywania go od
papieru.

Stwierdzenie 5.27. Niech f: R D A — R i niech p € A. Wowczas [ jest ciqgta w punkcie
p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie 6 > 0, ze dla wszystkich © €
AN (p—0,p+ 9) zachodzi nieréwnosé |f(x) — f(p)| < e.

Dowob. Jesli p nie jest punktem skupienia A, to istnieje liczba § > 0 taka, ze (p — d,p +
0) N A = {p}. Wtedy warunek z tezy jest banalny: dla wszystkich x € AN (p — d,p + 9)
mamy po prostu |f(z) — f(p)| = |f(p) — f(p)| =0 <e.

Jedli p jest punktem skupienia A, to warunek z tezy twierdzenia jest powtérzeniem,
w jezyku definicji Cauchy’ego granicy funkcji, zdania “f ma w p granice réwng f(p).” O

7 poznanych dotyczas twierdzen o wlasnos$ciach granicy natychmiast otrzymujemy
nastepujace wnioski.

Twierdzenie 5.28. Jesli f,g: A — R sq ciggle w punkcie p € A, to f £ gi f- g sq ciggte
w p. Jesli ponadto g # 0 we wszystkich punktach zbioru A, to f/g jest okreslona na A i
ciggla w punkcie p. [

Uwaga: nietrudno sie przekonad, ze zalozenie g # 0 na A jest potrzebne, zeby o ilora-
zie f/g mozna byto méwi¢ w punktach zbioru A. Do samej ciggltosci f/g w p wystarczy —
w obu przypadkach objetych definicjg ciagto$ci — zatozenie g(p) # 0.

Wniosek 5.29. Jesli funkcja f: A — R jest ciggta w p € A, a g: B — R, gdzie zbior B
zawiera zbior f(A) wartosci funkcji f, jest ciggla w punkcie f(p), to ztozenie go f jest ciggle
w punkcie p.

OmawialiSmy wcze$niej funkcje wykladnicza, logarytm naturalny, funkcje trygono-
metryczne oraz (krétko) potegi o dowolnym wykladniku i podstawie dodatniej. Dla f =
exp, In, sin i cos formulowalismy twierdzenia: jesli (z,) jest dowolnym ciggiem zbieznym
do , to ciqg f(x,) ma granice f(x). Ich dowody wymagaly przeprowadzenia konkretnych
oszacowan i rachunkéw. Widzimy teraz, poznawszy definicje Heinego granicy i definicje
cigglosci, ze za kazdym razem chodzito po prostu o ciggtos¢ odpowiedniej funkcji. Za to
teraz mozemy latwo podac serie przyktadow.

Przyklad 5.30. Nastepujace funkcje sg ciggte w kazdym punkcie swojej dziedziny:

a) Funkcja stala f(z) = cdlax € R.

b) Funkcja f(z) = z, x € R. To wynika natychmiast z definicji (i ma tautologiczny
charakter).

¢) Dowolny wielomian f(z) = ag + a12 + asa® + -+ + a,2™ stopnia n, gdzie z € R.
Cigglos¢ wielomianéw wynika, przez indukcje wzgledem stopnia, z twierdzenia o
cigglosci sumy i iloczynu funkcji ciggtych.
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d) Funkcja f(z) = (x +1)/(z — 1) jest okre§lona i ciggla w kazdym punkcie zbioru
R\{1}. To wynika z twierdzenia o o ilorazie funkcji ciggtych. Ogélniej, kazda funkcja
wymierna, tzn. funkcja f(z) = P(z)/Q(x), gdzie P, () sg wielomianami i z € Z,
gdzie

Zg := R\ {wszystkie pierwiastki wielomianu Q},

jest ciggta w kazdym punkcie zbioru Zg.
e) Funkcja exp: R — R jest ciagla; patrz Twierdzenie 3.2, punkt (E7).
f) Funkcje sin, cos: R — R sg ciggle. Ten fakt byt trescig Wniosku 4.62.

g) FunkcjaIn: (0,00) — R jest ciggla, patrz Twierdzenie 3.6. Cigglos¢ logarytmu moz-
na wywnioskowaé takze z ogélnego twierdzenia o cigglos$ci funkcji odwrotnej, kto-
rym zajmiemy si¢ w nastepnym podrozdziale.

Definicja 5.31 (tangens i cotangens). Kladziemy

sinz

tg(x)zcosx dlaz e R\ {kr +7/2: k € Z},
oraz
ctg(z) = ‘;fj;" dlaz € R\ {kr: k € Z}.

Stwierdzenie 5.32. Funkcje

tg: R\ {kr+7/2: k€ Z} — R,
ctg: R\ {km: k€ Z} - R

sq ciggte. O
Oczywiscie nie wszystkie funkcje sg ciggle.
Przyklad 5.33. a) Funkcja

1 dlaz >0,
f(“f>:{—1 dlaz <0

jest nieciggla w zerze i ciggta w pozostatych punktach prostej R.

b) Tzw. funkcja Dirichleta

f(:n):{ 1 dlaz € Q,

0 dlaz e R\ Q

jest nieciggla w kazdym punkcie prostej. To wynika stad, ze kazda liczba rzeczywi-
sta jest granicg pewnego ciggu liczb wymiernych i pewnego ciggu liczb niewymier-
nych.
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¢) Ten przyklad bedzie nieco subtelniejszy. Jego celem jest wskazanie, ze punkty cig-
glosci i niecigglosci funkcji moga by¢ “dos$¢ doktadnie wymieszane”. Otéz, tzw. funk-
cja Riemanna f : (0,00) — R dana wzorem

1/q gdy x = p/q > 0, gdzie p, g € N i utamek p/q jest nieskracalny,
flz) = Ty . .
0 gdy = > 0 jest liczbg niewymierng

jest nieciggta we wszystkich punktach wymiernych i ciggta we wszystkich punktach
niewymiernych. Oto dowéd tego twierdzenia.

Kazda liczba rzeczywista jest granicg pewnego ciggu liczb niewymiernych. Dlatego,
gdyby f miata by¢ ciggla w w € Q, musiataby spetniaé¢ warunek f(w) = 0. Jednak
f(w) # 0 dla wszystkich w € Q.

Udowodnimy teraz cigglo$é funkeji f w punktach niewymiernych. Ustalmy liczbe
x>0,z € R\Q, oraz ¢ > 0. Wybierzmy ¢y € N tak, aby 1/qp < €. W przedziale
(0, 4 1) jest tylko skoriczenie wiele liczb wymiernych w, ktére majg w postaci nie-
skracalnej zapis w = p/q dla pewnego ¢ < go. Innymi stowy, zbior

{lt —w):weQ, w=p/g<z+1,peN, g=1,...,90, NWD(p,q) = 1}

jest skoniczony i ma tylko elementy dodatnie (tu korzystamy z niewymiernosci x).
Dlatego liczba
0 := min(z,inf A)

jest dodatnia! Dla kazdego t > 0 takiego, ze [t —z| < §, mamy |f(t)— f(z)| < 1/q0 < e:
dla ¢ niewymiernych réznica f(t) — f(z) jest po prostu zerem, a dla ¢ wymiernych
f(t)—f(x) = f(t) = 1/q dla pewnego ¢ > qo, bo mniejsze mianowniki wykluczyliSmy,
definiujac liczbe §.

Uwaga: Mozna wykazac, ze nie istnieje zadna funkcja f: R — R, ktora bylaby ciggla
tylko w punktach wymiernych.

Przyklad 5.34. W fizyce funkcje nieciggle spotykamy m.in. w opisie wszelkich zjawisk
zwigzanych z pekaniem i rozrywaniem réznych materialéw, a takze w opisie przemian
fazowych. Z przej$ciem ustalonej masy wody ze stanu cieklego w staly (tzn. zamarza-
niem) wigze sie¢ skokowy wzrost objetosci. Dlatego zamarzajacy 16d potrafi np. rozsadzié
zamkniete szklane naczynie.

Przyklad 5.35. Jesli zalozymy, ze czas ¢t ma wartosci rzeczywiste dodatnie, a wszelkie
kwoty pieniedzy mierzymy w groszach i ich calkowitych wielokrotnosciach?, to w eko-
nomii we wszystkich ciekawych przypadkach bedziemy, z formalnego punktu widzenia,
mie¢ do czynienia wylgcznie z funkcjami niecigglymi zmiennej ¢!

Kluczowe znaczenie majg w analizie dwie wlasnosci funkcji cigglych. Pierwsza z nich
orzeka, ze funkcja ciggla na przedziale domknietym przyjmuje swoje kresy.

Twierdzenie 5.36 (Weierstrassa o przyjmowaniu kresow). Jesli f: [a,b] — R jest
ciggta, to istniejg punkty xg, x| € [a,b] takie, ze

f(zo) =sup f,  f(ap) = inf f.
[a,b] [a,b]

2To nawet w praktyce nie jest prawdg: wystarczy spojrze¢ na tabele kurséw walut, gdzie podawane sg
utamki groszy, centéw itp.
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Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze sup f i inf f sg liczbami rzeczywistymi,
tzn. sg skoniczone. Zauwazmy takze, ze zalozenie cigglosci f na przedziale domknietym
jest istotne.

Przyklad 5.37. Funkcja f: (0,1) — R dana wzorem f(x) = x? jest ciggta na (0,1), ale
ani sup f = 1, ani inf f = 0 nie sg elementami zbioru f((0,1)) = (0, 1) wartosci funkcji.

Przyklad 5.38. Funkcja f(z) = tgx, x € (—7/2,7/2), jest ciggla, ale zbiér jej wartosci
nie jest ograniczony ani z gory, ani z dotu.

Dowéd Twierdzenia 5.36. Niech M = sup f € R. Z definicji kresu gérnego wynika, ze
istnieje cigg (v,) C [a, b] taki, ze f(z,) — M dlan — c0.3
Ciag (x,) C la,b] jest ograniczony, wiec na mocy Twierdzenia Bolzano—Weierstrassa
ma podciag (zy, )k=12,.. zbiezny do pewnej liczby zy € [a,b]. Ciag liczb f(z,, ),k =1,2,...,
jest zbiezny, gdyz jest podciggiem ciggu zbieznego. Zatem
M = lim f(zn) = lm f(zn,) = f(20);

n

ostatnia r6wno$¢ zachodzi dlatego ze f jest ciggta.

Tak samo dowodzimy, ze m = inf f jest ré6wne f(z() dla pewnego z{, € [a,b]. [

7 drugg wazng wlasnoscig funkcji cigglych, tak zwang wlasnoscig Darboux (przyjmo-
waniem wartosci posrednich), mieliémy juz de facto do czynienia kilkakrotnie, w sposéb
niejawny: zetkneliSémy sie z nig, dowodzac surjektywnosci exp: R — (0,00), definiujgc
liczbe 7, a takze dowodzgc istnienia pierwiastkow n-tego stopnia z liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 5.39 (wlasno$é Darboux). Jesli f: [a,b] — R jest ciggta i dla pewnych
liczb x,y € [a,b], x < vy, jest

fl@)<e<fly) albo  f(z)>c> [f(y)
to istnieje t € (x,y) takie, ze f(t) = c.

Dowép. Mozna ograniczyé rozwazania do przypadku f(z) < ¢ < f(y) (jesli zachodzg
nieréwnosci przeciwne, to rozpatrujemy — f zamiast f). Pot6zmy

Z :={s€x,y]: f(s) <c}.

Poniewaz x € Z, wiec Z # (). Ponadto, Z jest ograniczony z géry przez y. Zatem, Z ma
skoniczony kres gérny. Niech ¢ = sup Z.

Wykazemy, ze f(t) = c. Z definicji kresu gérnego wynika, ze istnieje ciag (s,) C Z
taki, ze s,, — t dla n — oo. Z cigglosci f i warunku f(s,) < c otrzymujemy

£(t) = Tim f(sq) <c.

Przypus$émy na chwile, ze f(t) < ¢. Wtedy ¢ := ¢ — f(¢t) > 0. Dobierzmy liczbe ¢ > 0 tak,
zeby mieé |f(s) — f(t)| < e dla wszystkich s € (t — §,¢t +0) C (x,y) (mozna w tym celu
wykorzystaé Stwierdzenie 5.27). Wtedy jednak

fs)<ft)+e=ft)+c—f(t)=c dla wszystkich s € (¢,t +9),

tzn. (t,t +9) C Zit =sup Z, a to jest sprzecznosé. Zatem musi byé f(t) =c. O

3Gdy M = oo, to zbiér f([a, b]) jest nieograniczony z géry, tzn. istnieje cigg (z,) taki, ze f(z,) — +oo = M.
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Wniosek 5.40. Kazdy wielomian P: R — R nieparzystego stopnia o wspétczynnikach
rzeczywistych ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Dowép. Mnozac w razie potrzeby P przez liczbe rézng od zera (to nie wplywa na pier-
wiastki wielomianu P), mozemy zalozy¢, ze

P(z) = 22 a2 4 a4 ag dlazeR
2n+1 Q2n al ag
Poniewaz . . "
. 2n 1 0 .
xﬂﬁw(7+"'+ﬁ+w)—0’

wiec istnieje taka liczba M > 0, ze

aj aq

al a
2n 2n+1
T T

A2n a2n 1
<1+7+"‘+ )21—‘7+"'+ﬁ+w‘>§>0 dla’l‘|>M
Dla = # 0 liczby 2?"*! i x majg ten sam znak (zwréémy uwage: tylko tu korzystamy z
nieparzystosci stopnia wielomianu P). Zatem, dla kazdego =y > M jest P(zy) > 0 >
P(—xg). Stosujgc wltasno$¢ Darboux do f = P, ¢ = 0 na przedziale [—xg, x|, konczymy

dowod. O

Uwaga. OczywiScie, zalozenie nieparzystosci stopnia jest istotne. Dla kazdego k£ € N
wielomian Q(z) = 22 +1 = (35"“)2 + 1 przyjmuje na prostej tylko wartosci dodatnie.

5.4 Ciaglos¢ funkcji odwrotnej

W tym podrozdziale wykazemy, ze funkcja odwrotna do funkcji cigglej i réznowartosciowe;j
na pewnym przedziale I C R jest ciggta. Dowdd tego twierdzenia poprzedzimy sformuto-
waniem dwéch faktéw pomocniczych.

Lemat 5.41. Zalozmy, ze I C R jest przedziatem, a f: I — R — funkcjq ciqgtq na I.
Woéwczas [ jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy f jest $cisle monotoniczna.

Dowob. Oczywiscie, $cisla monotonicznosé f gwarantuje jej réznowartosciowosé. Wyka-
zemy drugg implikacje. Caly dowdd polega na umiejetnym stosowaniu wlasnosci Darboux
1 rozumowaniu przez zaprzeczenie.

Jesli I jest zbiorem jednopunktowym, to nie ma czego dowodzié. Niech wiec =,y € I,
x < y. Bez zmniejszenia ogélnosci przyjmiemy ¢ = f(z) < f(y) = d; w przeciwnym
przypadku rozpatrujemy funkcje — f.

Niech z € (z,y) C I. Gdyby f(z) < f(z) = ¢, to stosujgc wlasno$¢ Darboux do f
na odcinku [z, y], znalezlibySmy x; € (z,y) takie, ze f(z1) = ¢ = f(x), co przeczyloby
réznowartosciowosci f. Gdyby f(z) > f(y) = d, to, podobnie, stosujac wlasno$é Darboux
do f na odcinku [z, z], znalezlibySmy y; € (z, z) takie, ze f(y1) = d = f(y). Jak wczesniej,
przeczyloby to réznowartosciowosci f. Zatem musi by¢ f(z) < f(z) < f(y).

Niech teraz z € I, z > y. Gdyby f(z) < f(y), to istnialaby liczba ¢’ taka, ze

fl@)<d <fly) oraz  f(z) < < f(y).
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Stosujgc wlasnosé Darboux do f na kazdym z odcinkéw [z, y], [y, 2|, znalezlibySmy punkty
z1 € (f[f,y), z9 € (yvz) takie’ ze f(zl) = f(ZQ) =C.

To przeczyloby réznowartosciowosci f, zatem musi by¢ f(z) > f(y). Podobnie wykazu-

jemy, ze dla I 5 z < x jest f(2) < f(z).

Podsumujmy: wykazali§émy, ze jesli istniejg dwa punkty =,y € I, x < y, takie, ze

fx) < f(y), to
f(s) < flx) < f(t) < fly) < f(r) dlaseIn(—oo,z),te (x,y)ireln( (y,o0).

To oznacza, ze f jest rosngca. (Gdy f(z) > f(y) dla pewnych x < y € I, to oczywiscie f
jest malejaca, bo wtedy — f jest rosngca). [

Nastepny lemat wynika natychmiast z definicji funkcji odwrotne;j.

Lemat 5.42. Jesli A,B C Ri f: A — B jest scisle monotoniczng bijekcjg, to f~': B — A
tez jest scisle monotoniczng bijekcjg. O

Twierdzenie 5.43. Zatozmy, ze I C R jest przedziatem, a f: I — R jest Scisle monoto-
niczna i ciggta. Wowczas
) —R

tez jest Scisle monotoniczna i ciggla.

Dowép. Scista monotonicznosé f~! wynika z poprzedniego Lematu. Dla ustalenia uwagi
zalézmy, ze f jest rosngca; wtedy f~! jest rosngca. Wykazemy cigglosé f~1.

Niech (y,) C f(I) bedzie zbiezny do yo € f(I). Przypusémy, ze ciag v, = f~'(y,) nie
jest zbiezny do zo = f~!(yo). Wtedy istnieje liczba £q > 01 podciag (/) ciggu (x,,) taki, ze

|z}, — 20| >0 >0  dla wszystkich n. (5.2)

Cigg y,, = f(z},) jest podciggiem ciggu (y,), wiec tez jest zbiezny do yy. Poslugujgc sie le-
matem Sierpinskiego 2.33, mozemy z (y/,) wybra¢ podcigg monotoniczny (y!). Oczywiscie

limy! = limy,, = limy, = 3o .

Ponadto, y!! jest ograniczony przez y, z odpowiedniej strony: z géry, gdy jest niemalejacy, a
z dotu, gdy jest nierosngcy. Poniewaz f~! jest rosnqgca, wiec 2", = f~1(y!) tez jest ciggiem
monotonicznym, ograniczonym (z odpowiedniej strony!) przez liczbe zo = f~!(y0). Dlatego

. "
limz, =z €l;

liczba z nalezy do I, gdyz nalezy do odcinka o konicach f~(yo) i f~1(v{), zawartego w I.
Dzigki cigglosci f otrzymujemy

f(x) =lim f(z!) = limy,! = yo,

a stad 2o = f~1(yo) = xo. Z definicji granicy, |z — xo| < eo dla wszystkich dostatecznie
duzych n, co przeczy warunkowi (5.2). O

Uwaga. Powyzsze twierdzenie moze komus, z intuicuyjnego punktu widzenia, wydawacé
sie czyms zupelnie oczywistym: skoro ciggtosé oznacza mozliwosé rysowania wykresu bez
odrywania otéwka od papieru, a wykres f i wykres f~! to ta sama linia, czegéz jeszcze
dowodzi¢? Podkreslmy jednak, ze jest rzeczg istotna, iz rozpatrujemy funkcje na prze-
dziatach, ciagle w kazdym punkcie dziedziny.
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Zadanie 5.44. Znalez¢ przyklad bijekcji f: R — R takiej, ze f(0) = 01 f jest ciggla
w zerze, ale f~!: R — R jest nieciggta w zerze.

Wskazéwka. Zaczgé od préby okreslenia f~! tak, zeby pewien ciag (i) zbiezny do zera
przeksztalcié na cigg (z,,), ktéry nie jest zbiezny do zera.

Najwazniejsze zastosowanie Twierdzenia 5.43 polega na mozliwosci wnioskowania
o cigglosci funkcji odwrotnych do znanych funkgji ciggtych.

Przyklad 5.45. Wiemy juz, ze logarytm naturalny jest funkcjg ciggla. Teraz mozemy
stwierdzié, ze wynika to (takze) stad, ze

f=exp: I =R — (0,00) = f(R)

jest ciggta,aln = f~1: (0,00) — R.

5.4.1 Funkcje cyklometryczne.

Okreslimy teraz funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych. Poniewaz funkcje try-
gonometryczne nie sg réznowarto$ciowe, wiec nalezy jasno powiedzieé, na jakich zbiorach
bedziemy rozwaza¢ funkcje do nich odwrotne.

Zauwazmy, ze na przedziale [0, 7/2] C [0, 2] cosinus maleje od 1 do 0 (patrz Lemat 4.66 i
definicja liczby 7). Ponadto, dzieki wzorom (4.19) i (4.20) oraz parzysto$ci cosinusa mamy

cos(m —x) = —sin(n/2 — x) = — cos(—x) = —cos .

Stad, postugujac sie wlasnoscig Darboux, od razu wnioskujemy, ze cos: [0,7] — [—1,1]
jest malejaca, ciagly bijekcja z przedziatu [0, 7] na przedzial [-1, 1].

Definicja 5.46. Arcus cosinus to funkcja
arccos = (cos)~t: [~1,1] — [0, 7],
odwrotna do cos |[g -

Ze wskazanych wyzej wlasnosSci cosinusa i z Twierdzenia 5.43 wynika, ze funkcja
arc cos jest ciggla i malejgca; arccos (—1) = miarccos1 = 0.
Poniewaz sin x = — cos(z+m/2), wiecsin: [—m/2, /2] jest ciagla funkcjg rosnaca, ktérej
zbiorem wartosci jest [—1, 1].
Definicja 5.47. Arcus sinus to funkcja
arcsin = (sin)~*: [~1,1] — [-7/2,7/2],

odwrotna do sin [[_/2 /-

Podobnie jak przed chwilg, z Twierdzenia 5.43 wynika, ze funkcja arcsin jest ciggla i
rosngca. Mamy arcsin (£1) = +7/2.
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Podobnie definiujemy funkcje arcus tangens i arcus Tr
cotangens. Aby wykazaé, ze kolejne dwie definicje sg
poprawne, Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzi¢?,
ze tg: (—7/2,7/2) — R jest funkcjg ciggla rosngca,
ctg: (0,7) — R — funkcjg ciggla malejaca, a zbiér war-
tosci kazdej z tych funkgcji jest r6wny R.

Definicja 5.48. Arcus tangens to funkcja
arctg = (tg) ' : R = (—7/2,7/2)]

odwrotna do tg |(_x/2,x/2)-

Definicja 5.49. Arcus cotangens to funkcja

arcctg = (ctg) "t R — (0,7)

[SIE]
T

odwrotna do ctg | (g x)-

Arcus tangens rosnie na calej prostej R, natomiast Arcus sinus i arcus cosinus
arcus cotangens maleje na catej prostej R. Z Twierdze-
nia 5.43 wynika, ze obie funkcje sg ciggte.

Nietrudno tez sprawdzié, ze arctg0 = 0 = arcctg 0 — /2, a ponadto

r—F00 2 r—=Fo00

‘ - ) T m, (x— —00)
lim arctgx = +—, lim arcctgx = —(1F1) = (5.3)
& + & 2 S {0. (x = 400)

Arcus tangens i arcus cotangens.

Zadanie 5.50. Wykazad, ze exp: C — C\ {0} jest surjekcja.

5.5 Jednostajna ciaglosé

Definicja 5.51. Niech A C R. Méwimy, ze funkcja f: A — R jest jednostajnie ciggla (na
zbiorze A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba § > 0, ze dla
wszystkich z,y € A z warunku |z — y| < 0 wynika, ze |f(z) — f(y)| < e.

4Nalezy uzyé przytoczonych nieco wyzej informacji o monotonicznosci sinusa i cosinusa na odpowiednich
przedzialach.
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Jednostajna cigglosé jest warunkiem mocniejszym od cigglosci. Konkretne, dos$¢ pro-
ste przyklady sg sformulowane dalej w tym podrozdziale. Podkreslmy jedno — kolejnosé
kwantyfikatoréw w definicji cigglosci f na A i w definicji jednostajnej cigglosci f na A jest
rozna:

Ciaglos¢ f we wszystkich = € A: Ve>0 30=10,.>0 VyecA

Jednostajna cigglosé f na A: Ve>0 dd=0.>0 Vye A

Zatem, badajgc cigglos¢ f w kazdym punkcie x € A, dobieramy do ¢ > 0 liczbe § > 0,
ale robimy to dla kazdego punktu x € A osobno. Badajac jednostajng cigglosé, dobieramy
do € > 0 liczbe § > 0, ktora jest wspolna dla wszystkich punktéw = € A. Z intuicyjnego
punktu widzenia: chcemy mierzyé wartos$¢ funkcji z doktadnos$cig do ¢ i wiemy, ze w kaz-
dym miejscu dziedziny dopuszczalny btad pomiaru argumentu wynosi J. Jest rzeczg dos¢
oczywista, ze taki wspdlny wybor liczby J, dobrej dla wszystkich x naraz, moze by¢ czym$§
trudniejszym, niz wybér, ktérego dokonuje sie dla kazdego x z osobna.

Stwierdzenie 5.52. Niech A C R, f: A — R. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) funkcja f jest jednostajnie ciggta na A;

(ii) dla kazdych dwéch ciggow (x,), (yn) C A z warunku lim(z, — y,) = 0 wynika, ze
hm(f(xn) - f(f%z)) =0.

Dowop. (i) = (ii). Zalézmy, ze (z,,), (yn) C Aiz, —y, — 0. Przypusémy, wbrew tezie (ii), ze
cigg réznic (f(z,) — f(yn)) nie jest zbiezny do zera. Wtedy istnieje liczba g9 > 0 i podcigg
(f(xny) = f(yn,)) taki, ze

|f(xnk) - f(ynk)| >e9>0 dla wszystkich ny. (5.4)

Dobierzmy do ¢ > 0 liczbe 6 > 0, korzystajac z definicji jednostajnej cigglosci. Dla wszyst-
kich dostatecznie duzych numeréw n; jest wtedy

a zatem | f(zn,) — f(yn,)| < €0, co przeczy warunkowi (5.4). Uzyskana sprzecznosé konczy
dowod implikacji ‘=’.

(ii) = (i). Ponownie dowodzimy przez zaprzeczenie. Przypusémy, ze warunek z definicji
jednostajnej cigglosci nie zachodzi. Wtedy istnieje ¢g > 0 takie, ze dla §; = %, gdzie
kE = 1,2,..., istniejg punkty z,yr € A spelniajgce warunki |z — yi| < d = 1/k oraz
|f(xx) — f(yr)| > 0. Wybierzmy dla kazdego k takg pare punktéw xj, yx. Otrzymujemy
wtedy

1
0 <|zkp—yi| < % — 0, ale flxg) — flyk) 4 0.
Zatem, warunek (ii) nie zachodzi, wbrew zalozeniu — uzyskujemy sprzecznosé. [J

Przyklad 5.53. Funkcja f(r) = 22, gdzie = € R, nie jest jednostajnie ciggta. To wynika
z ostatniego stwierdzenia, gdyz warunek (ii) nie zachodzi. Biorac =, = niy, =n+ 1/n
otrzymujemy z, — y, = —1/n — 0, ale

12 1
flyn) — fzn) = (n + n> —n?=2+ — > 2 dla wszystkich n € N.
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Definicja 5.54 (warunek Lipschitza). Méwimy, ze funkcja f: A — R spelnia waru-
nek Lipschitza (ze stalg L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € A zachodzi
nier6wnos¢

[f(z) = f(y)| < Llz —yl.
Stwierdzenie 5.55. Jesli f: A — R spetnia na A warunek Lipschitza, to [ jest jednostaj-
nie ciggta.

Dowép. Jesli f spelnia warunek Lipschitza ze stalg L, to dla dowolnego ¢ > 0, biorgc
0 = ¢/L, otrzymujemy:

[f@) = fy)|l <Llz—y|<Lé=L-(¢/L)=¢e, gdylz—y|l<dizyecA
Warunek z Definicji 5.51 jest wiec spelniony. O

Przyklad 5.56. Funkcja exp: A = [-M, M| — R spelnia warunek Lipschitza ze stalg
L = exp M. Istotnie, dla z,y € A, x > y, mamy

e —e¥|=e" —eV =e"(1—eV" ") <e” - (z—y) <Mz —yl.

Pierwsza nier6wno$é wynika stad, ze 1 +t < e'dlat =y —z,tzn. 1 —e! < —tdlat =y —z.
Natomiast funkcja exp: R — R nie spelnia warunku Lipschitza z zadng stalg L > 0.
Gdyby bowiem taki warunek spelniata, to mielibySmy

lexp(z +1) —exp(z)| < L{(z +1) —z[ = L
dla wszystkich = € R, ale przeciez
|exp(z + 1) — exp(z)| = exp(z)(e — 1) > exp(z) > L

dla wszystkich z > In L. Intuicja wigzaca sie z tym przykladem jest prosta: na ogra-
niczonych przedzialach wykres funkcji wykladniczej nie jest nadmiernie stromy, ale na
calej prostej moze by¢ dowolnie stromy. To stanie sie jasniejsze, gdy zaczniemy méwic o
pochodnej i rézniczkowalnosci.

Twierdzenie 5.57 (Cantora o jednostajnej ciaglosci, wersja I). Kazda funkcja cig-
gta f: |a,b] — R jest jednostajnie cigglta na przedziale [a, b)].

Dowép. Rozumujemy przez zaprzeczenie. Przypusémy, ze f jest ciggla, ale nie jest jedno-
stajnie cigglta na [a, b]. Wtedy nie zachodzi warunek (ii) ze Stwierdzenia 5.52. Znajdziemy
zatem dwa ciagi (z1), (yx) C [a, )] takie, ze x, — yr — 0, ale f(zx) — f(yr) / 0. Wybierajac
w razie potrzeby odpowiedni podcigg, mozemy bez zmniejszenia ogélnosci zaltozyé, ze dla
pewnego ¢ > 0 jest

|f(zk) — flyr)] >e>0 dla wszystkich k € N. (5.5)

Z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika, ze ciag (y;) ma podciag zbiezny (yx,),
limyg, =y € [a,b]. Mamy takze

lim g, = lim yg, + lim (24, —yx,) =y +0=y.
l—o0 l—0o0 =00
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Zatem, z cigglosci f,
lli’f?o(f(”’”’ﬂ) — flyw)) = ll_iglof(ﬂfkl - ll_iglof(ykl) = f(y) — f(y) =0.

wbrew warunkowi (5.5). [
Zalozenie, ze f rozaptrujemy na przedziale domknietym, ma w twierdzeniu Cantora
fundamentalne znaczenie.

Przyklad 5.58. Funkcja f(x) = cos(1/z), gdzie x € I = (0, 1], jest ciggla na przedziale I,
ale nie jest na nim jednostajnie ciggla. Jesli np. z,, = 1/(2n7 + 7/2), y, = 1/2nm, to

Tn — Yn — 0, ale f(a:n)—f(yn)zcosg—c050:—174>0.

Zatem, nie zachodzi jeden z réwnowaznych warunkéw Stwierdzenia 5.52.

Przyklad 5.59. Niech f(z) = 1/x, x € (0,1]. Dla ciggéw x,, = 1/n iy, = x,4+1 mamy
oczywiscie x,, — y, — 0, ale f(yn) — f(zn) =n+1—-n=1+40.

5.6 Zbiory zwarte

Czytelnik dostrzeg! by¢é moze, ze w twierdzeniach Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw
i Cantora o jednostajnej cigglosci zakladaliSmy, ze mamy do czynienia z funkcjami cig-
glymi na przedziatach domknietych. Przyklady wskazuja, ze w zadnym z tych twierdzen
nie mozna zastgpié¢ przedzialu domknietego np. przedzialem otwartym. Istotne jest jed-
nak nie to, ze dziedzina funkcji jest akurat przedzialem, tylko to, ze w obu dowodach
mozna stosowac twierdzenie Bolzano—Weierstrassa, tzn. mozna z ciggéw punktéw dzie-
dziny funkcji wybiera¢ podciagi zbiezne, ktérych granice tez nalezg do dziedziny.

W réznych dziatach analizy rozpatruje sie wazng klase zbioréw, ktérym przystuguje
taka wlasnosé.

Definicja 5.60 (zbidér zwarty). Powiemy, ze zbiéor K C R jest zwarty, jesli z kazdego
ciggu (z,) C K mozna wybra¢ taki podciag zbiezny (z,, ), ze x = limz,, € K.

Zadanie 5.61. Wykazaé, ze kazdy zbiér zwarty K C R jest ograniczony.’?

Stwierdzenie 5.62. Jesli K C R jest zbiorem zwartym, a (z,,) C K jest ciqgiem zbieznym,
tox =limz, € K.

Dowoéb. Z definicji zbioru zwartego wynika, ze (x,,) ma podciag (z,, ) zbiezny do elementu
2’ € K. Poniewaz (x,) jest zbiezny, wiec wszystkie jego podciagi sg zbiezne do tej samej
granicy, co caly ciag, tzn. 2’ = limz,, =limz, = z. Zatemz =2’ € K. 0O

Nalezy zdawacé sobie sprawe z tego, ze klasa wszystkich zbioréw zwartych K C R jest
znacznie bogatsza niz klasa przedzial6w domknietych.

Przyklad 5.63. a) Kazdy przedzial domniety [q, b], gdzie a,b € R, jest zbiorem zwar-
tym. To wynika z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa i stad, ze granica ciggu liczb z
przedzialu [a, b] tez nalezy do [a, b].

5Zadanie jest nietrudne; Czytelnik moze zajrzeé takze do podrozdzialu 7.5 i sprawdzié, ze teza zadania
wynika tatwo z udowodnionego tam Lematu 7.40.
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b) Suma skoniczonej rodziny zbioréw zwartych jest zbiorem zwartym. Istotnie, jesli
Ki,...,Ky CRsgzwartei K = K; U...U Ky, to kazdy cigg (z,,) C K ma nieskon-
czony podcigg zawarty w pewnym K;, a ten podcigg ma, dzieki zwartosci K;, podciag
zbiezny do pewnego x € K; C K. Zatem np. suma skonczonej rodziny przedzialow
domknietych jest zbiorem zwartym.

¢) Zbior {0,1,3,%, 4,1, §,...} jest zwarty. Czytelnik zechce to sprawdzi¢ samodzielnie.

d) Jesli (K;);en jest dowolng rodzing niepustych, zwartych podzbioré6w prostej R, ta-
kich,ZeK1 DKy DKs3D...,to

K:ﬂKi CR
i€N

tez jest niepustym zbiorem zwartym. Istotnie, wezZmy cigg (z,,) C K. Korzystajac ze
zwarto$ci zbioru K, wybierzmy podciag zbiezny (z,, ), z,, — « € K;.

Wykazemy, ze x nalezy do kazdego ze zbioréw K ;. Ustalmy j € N. Poniewaz (z, ) C
K C Kj, a zbiér K jest zwarty, wiec = limz,, € K; na mocy Stwierdzenia 5.62.
Zatem z € K; dla dowolnego j € N, czyliz € K = K.

Udowodnijmy jeszcze, ze K # (). Wezmy w tym celu dowolne z; € Ki, x5 € Ko,
x3 € Ks, .... Poniewaz K, C K; dla kazdego n, wiec cigg (z,) C K;. Wybierzmy
podciag zbiezny x,, — x € K;. Ustalmy teraz dowolne j; poczagwszy od pewnego
numeru ny, wszystkie punkty z,, nalezg do K, wiec w istocie x = limz,, € K; na
mocy Stwierdzenia 5.62. Z dowolnosci j wynika, ze z € (| K. Zatem K = () K; # 0.

e) (Zbiér Cantora). Spéjrzmy na jeden ze szczeg6lnych przypadkéw sytuacji, opisanej
w poprzednim podpunkcie. Niech

Kl:[ovl]v K2:[O’%]U[%’1]7 K3:[Oa%]U[%a%]U[%7g]U[%’1]7

Ogoélnie, niech K, powstaje z K; przez usuniecie srodkowej czesci z kazdego spo-
§réd 2771 odcinkéw, tworzacych K; (usuwamy odcinki otwarte i zostawiamy do-
mkniete). Nietrudno udowodnié przez indukcje, ze K; jest sumg 2/~! roztgeznych
odcinkéw domknietych I;,,,, m = 1,...,2/7!. Zatem K jest zwarty. Zbiér Cantora

to -
— ﬂ K
j=1

Z poprzedniego podpunktu wynika, ze K jest niepustym zbiorem zwartym. Zauwaz-
my, ze suma dtugosci odcinkéw otwartych, ktore usuwamy w kolejnych krokach kon-
strukcji zbioru Cantora, jest réwna

Lo liy Ly +2J'*1 1§: 13
3 9 27 ' 2 21—

Intuicyjnie, mozna bytoby wiec uznaé, ze stopniowo usuwamy z odcinka [0, 1] “calg
jego dlugosé”. Jednak, co ciekawe, zbiér K jest nieprzeliczalny! Nie bedziemy tego
szczegétowo uzasadniaé, ale zainteresowany Czytelnik zdota bez wigkszego trudu

=1.

2
3
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stwierdzié, ze kazdy punkt € K mozna wzajemnie jednoznacznie utozsamic z nie-
skoficzonym ciggiem liter L i P, stanowigcym ‘adres’ punktu z w zbiorze K. Ow
adres powstaje nastepujaco. Przystepujac do j-tego kroku konstrukcji, mamy zbiér
K; = UU,, Ijm- Punkt x nalezy do ktéregos$ z odcinkéw I, ,,. W j-tym kroku dzie-
limy I ,, na trzy odcinki; dwa z nich to I i Ij41 141, zawarte w K, ;. Na j-tym
miejscu adresu punktu z zapisujemy, czy x nalezy do lewego, czy do prawego z tych
odcinkéw.

Inny (ré6wnowazny) sposéb opisu zbioru Cantora jest nastepujacy:
(o) oy
K= {aze [0,1] : xzz;?);’ gdzie a; € {0,2}}.
§=

Sprawdzenie, ze okres§lamy ten sam zbiér, co wezedniej, pozostawimy Czytelnikowi.
(Prosze postuzy¢ sie rozwinieciami trégjkowymi liczb rzeczywistych i zbadad, jakie
liczby sg usuwane w j-tym kroku konstrukcji K, gdy usuwamy srodkowe czesci od-
cinkow.)

Teraz mozemy sformutowaé dwa twierdzenia: ogélne wersje twierdzenn Weierstrassa
i Cantora dla zbioréw zwartych.

Twierdzenie 5.64 (Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw, wersja ogdélna). Jesli
i K—=R
Jest ciggla, a K C R jest zwarty i niepusty, to istniejq punkty xo, z(, € K takie, ze

f(zo) =supf,  flzp) = inf f.
K

Twierdzenie 5.65 (Cantora o jednostajnej ciaglosci, wersja ogélna). Jesli K C R
Jest zbiorem zwartym, to kazda funkcja ciggta f: K — R jest jednostajnie ciggta na K.

Dowody obu twierdzen sg, praktycznie biorgc, takie same, jak w przypadku K = [a, b],
tylko zamiast twierdzenia Bolzano—Weierstrassa trzeba w odpowiednim miejscu skorzy-
staé z definicji zwartosci.

Uwaga 5.66. Zaréwno definicjg zbioru zwartego, jak i twierdzeniami Weierstrassa i Can-
tora, mozna postugiwaé sie takze dla podzbioréw K C C. Zadne istotne szczegély w przy-
toczonych dowodach nie ulegajg wtedy zmianie. Przyktadem zbioru zwartego w C jest np.
kazdy kwadrat z brzegiem, a takze kolo domnigte o srodku 2, € C i promieniu R > 0, tzn.
{z€C: |z — 2| <R}

5.7 Funkcje wypukle

Na zakoriczenie rozdzialu o cigglosci powiemy, co to jest funkcja wypukta. Poznamy sens
geometryczny tego pojecia. Aby méwié o funkcjach wypuktych, potrzebne jest pojecie
zbioru wypuklego. Zbior jest wypukly, jesli dowolne dwa jego punkty mozna potgczy¢ od-
cinkiem, zawartym w tym zbiorze. Zbiorami wypuklymi na prostej sg wszystkie prze-
dzialy. Zbiorami wypuklymi na plaszczyznie sg np.: kazdy kwadrat, kazde koto, kazda
péiptaszczyzna. Nie jest zbiorem wypuklym np. pieciokat gwiazdzisty.



© MIM UW, 2010/11 99

Definicja 5.67. Niech P bedzie zbiorem wypuklym. Funkcja f: P — R nazywa si¢ wy-
pukla wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € P i dowolnej liczby ¢ € (0, 1) zachodzi
nier6wnos¢

fltr+ 1 —t)y) <tflz)+(1-1)f(y). (5.6)
Warunek (5.6) nazywamy nieréwnoscig Jensena. Gdy powyzsza nier6wnosé jest ostra
dla kazdego t € (0,1) i kazdej pary réznych punktéow x # y € P, to f nazywa sie Scisle
wypukta.

Zastepujac (5.6) nieréwnoscig przeciwnag,

flte+ (1 =t)y) > tf(z)+ (1 -1 f(y), (5.7)

otrzymujemy definicje funkcji wkleste;j.
Poniewaz nieréwnosci wolno dodawaé stronami, zachodzi nastepujacy oczywisty fakt.

Stwierdzenie 5.68. Jesli zbior P jest wypukty i f1,...,fn: P — R sq wypukle, to [ =
f1+ -+ fn jest wypukta. Jesli co najmniej jedna z funkcji f; (i = 1,2,..., N) jest scisle
wypukta, to takze f jest scisle wypukta. O

(Rzecz jasna, analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe takze dla funkcji wklestych.)

Interpretacja geometryczna wypuklosci. Warunek podany w definicji funkcji wypu-
ktej ma bardzo prosty sens geometryczny: kazdy odcinek, kiory tgczy dwa punkty wykresu
funkcji wypuktej, lezy nad wykresem tej funkcji (by¢é moze go dotyka).

Sprawdzmy, ze w istocie tak jest. Niech f: I — R (gdzie I C R jest przedziatem) i
niech a # b € I. Prosta, ktéra przechodzi przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)), ma réwnanie

Yy =lop(x) = Az + B,

gdzie
4 f@) = f)

a—b

Poniewaz [, ,(tx + (1 — t)y) = tlyp(x) + (1 — t)ls(y) dla wszystkich ¢, z,y, a ponadto

B = f(b) — Ab.

tlap(a) + (1 —t)lgp(b) = tAa+ (1—t)Ab+ B
= tAa+ (1 —t)Ab+ f(b) — Ab
= tA(a—b)+ f(b) = tf(a) + (1 — 1) f(b),

wiec warunek f(ta+ (1 —t)b) < tf(a)+ (1 —1t)f(b) oznacza tyle samo, co f(ta+ (1 —t)b) <
lap(ta + (1 — t)b). Innymi stowy, w dowolnym punkcie ta + (1 — t)b, gdzie t € (0,1), f
ma mniejszg wartos¢ niz funkcja liniowa [, ;. Trzeba jeszcze zauwazyé, ze jesli a < b, to
ta+(1—t)b € (a,b) dlakazdegot € (0,1) i kazdy punkt przedziatu (e, b) mozna przedstawié
w takiej postaci dla pewnego ¢ € (0,1).

Podamy teraz proste przyklady funkeji wypuktych.

Przyklad 5.69. a) Funkcja f(z) = 22 jest écisle wypukta na R. Mamy bowiem

tf(x)+ (1=t f(y) = ta® + (1 - )y,
ftr + (1 —t)y) = 22 + 2t(1 — )y + (1 — t)%y%;
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odejmujgc te réwnosci stronami i zauwazajac, ze t —t2 = (1 —t) — (1 — )2 = t(1 — t),
otrzymujemy

tf@)+ A —t)f(y) — fltz+ (1 —t)y) =t(1 —t)(z —y)* > 0.

Dlat € (0,1) i wszystkich x # y ostatnia nier6wnos¢ jest ostra, wiec istotnie f(z) =
22 jest écisle wypukla na calej prostej. [

b) Funkcja g(z) = |z| jest wypukla na R, ale nie jest Scisle wypukta. Wypuklosé ¢
wynika natychmiast z nieréwnosci trojkgta dla modutu: dla dowolnych ¢ € (0,1)
oraz x,y € R mamy

g(te + (1 —t)y) = [t + (1 = t)y| < [tz] + (1 = t)a] = tg(z) + (1 = )g(y) -

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsza nier6wnos$¢ staje sie réwnoscig np. dla ¢t = % idla
wszystkich z,y > 0, wiec g nie jest $cisle wypukita. O

c¢) Dla kazdego a € R funkcja g(x) = |z — al, x € R, jest wypukla. Ze Stwierdzenia 5.68
wynika wiec, ze dla dowolnego doboru stalych aq, a9, ...,an € R funkcja

h(z) =z —ai|+ |z —az| + -+ |z — an], z €R,
jest wypukla.

Oczywiscie, badanie za kazdym razem wypuklosci wprost z definicji byloby rzeczg
klopotliwg. Niedlugo nauczymy sie, jak (w pewnych przypadkach) badaé¢ wypuklo$é¢ za
pomocg pochodnych. Teraz podamy proste twierdzenie.

Twierdzenie 5.70 (kryterium wypuklosci funkcji cigglych). Jesli P C R jest prze-
dziatem i funkcja ciggla f: P — R spetnia warunek

f(g + %) < f(;) + f(2y) dla wszystkich x,y € P, (5.8)
to [ jest wypukta. Ponadto, jesli nierownosé (5.8) jest ostra dla wszystkich x £y € P, to |
Jest scisle wypukta.

Dowép. Krok 1. Wykazemy przez indukcje wzgledem n nastepujacy fakt: jesli t = k/2",
gdzieneNik=0,1,2,...,2" to

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)  dla wszystkich z,y € P. (5.9)

(Intuicja jest prosta: wiemy, ze wartos¢ f w §rodku odcinka nie przekracza sredniej war-
tosci f na koncach odcinka; stosujemy ten fakt wielokrotnie, znajdujgc kolejne punkty
wykresu polozone ponizej odcinka siecznej. Prosze pomysleé o geometrycznej interpreta-
¢ji tego warunku.)

Dla n = 1 podany warunek to po prostu zalozenie twierdzenia (uzupelnione tautolo-
giami dla &k = 0,2). To jest baza indukcji. Zal6zmy, ze podany fakt zachodzi dla pewnej
liczby n € N. Niech t = k/2""! gdzie k = 1,...,2""! — 1. Wtedy 1 — ¢t = [/2""! dla
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| = 2"t — k. Jedna z liczb k, [ jest nie wigksza niz 1 - 21 = 2". Z uwagi na symetrig
oznaczen, mozemy zalozyé, ze k < 2". Zatem,

(e ) = 1(3 Bt + 28

- (ke ) b

2" — 1
< *f(ﬁw + 2n k ) + §f(y) z zalozenia
1/k 1
< (= 1 ki (5. .
= 5 <2nf($ y)) + 2f Y) dzieki (5.9) dla liczby n

= tf(z) + (1—t)f(y)-

To koniczy dowéd indukcyjny. Zauwazmy jeszcze, ze jesli f jest Sci§le wypukla, to w (5.9)
otrzymujemy ostrg nieréwnosé dla x # y it = k/2", gdzie 0 < k < 2™.

Krok 2. Jeslit € (0,1), to ¢t = lim¢, dla pewnego ciggu ulamkéw ¢, = k, /2", gdzie n =
1,2,...10 < k, < 2". Korzystajgc z pierwszego kroku dowodu i przechodzgc do granicy
n — oo otrzymujemy, dzieki cigglosci f,

Fltz+(1=t)y) = m f(taat+(1—ta)y) < Tim (6, 7(@)+ (0 —12) f3)) = /(@) +(1-0) 7).

n—o0

Zatem f jest wypukla.

Krok 3. Trzeba jeszcze sprawdzié, ze jesli nier6wnosé (5.8) jest ostra dla = # y, to f jest
SciSle wypukla. Przypusémy, ze jest przeciwnie. Wtedy dla pewnego ¢ € (0, 1) i pewnych
punktow z < y € P jest

fltw+ (1= y) = tf() + (1 — ) (). (5.10)
Niech r bedzie dowolng liczbg taka, ze 0 < r < ¢t. Oznaczmy
z=tr+ (1 -1y, w=rr+(1—-r)y.

Wtedy = < z < w < y (prosze sprawdzié¢ Srodkowg nier6wnosé samodzielnie!) i dla pew-
nego \ € (0,1) jest z = Az + (1 — M)w. Liczba X spelnia warunek

A+ =Nr=t.
Korzystajac z (5.10) i dwukrotnie stosujgc definicje wypuklosci, otrzymujemy

tf(z) + (1 =1)f(y) = f(2)

fQx 4+ (1= MNw)
(@) + (1= N f(w)
M@+ (1= (rf@) + (1 =1)fw)
= tf(@)+ (1 Of ).

Zatem, wszystkie nier6wnosci w powyzszym ciggu napiséw sg réwnosciami, a stad

IN

IN

flw)=flre+ 1 —r)y) =rf(x)+ (1 —-7r)f(y) dla kazdego r € (0, t).
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Jednak w pierwszym kroku dowodu stwierdzili$my, ze jesli f spelnia ostrg wersje zatoze-
nia (5.8), to dla kazdego r = k/2", gdzie 0 < k < 2", takie nier6wnosci powinny by¢ ostre.
Dobierajac r = k/2" € (0,t), uzyskujemy sprzecznosé, ktora koriczy caly dowéd. O

Podkreslmy: $cisty zapis catego dowodu jest dosé dtugi, jednak wigzgca sie z powyz-
szym twierdzeniem intuicja jest bardzo prosta. W koric6wce dowodu sprawdzaliSmy w
istocie nastepujacy fakt geometryczny: jesli odcinek I ma oba konice na wykresie funkcji
wypuklej f, a ponadto trzeci, ré6zny od konicéw, punkt I tez nalezy do wykresu f, to caty
odcinek I jest zawarty w wykresie f.

Spoéjrzmy na zastosowania tego twierdzenia.

Przyklad 5.71. a) Funkcja f(z) = exp x jest SciSle wypukla na R. Istotnie, ostra nie-
réwnosé

exXpr +expy

— =

zachodzi dla x # y. Aby sie o tym przekonaé, ktadziemy ¢ = exp(z/2) i s = exp(y/2).
Wtedy t # s, gdy = # y, i nietrudno zauwazyé, ze L = ts, a P = (t> 4 s2)/2, zatem
nier6wnos$é L < P jest réwnowazna innej, (t — s)?/2 > 0dlat #s. O

L=exp((z+y)/2) < P

b) Funkcja g(z) = In z jest $cisle wklesta na (0, o). Istotnie, dla z # y > 0 mamy% >
/2y, a stad, dzieki monotonicznosci logarytmu naturalnego,

Inx+1Iny

1
lnxT—i_y>lnw/x zilnxy: 5

Dzieki wiedzy o wypuklosci rozmaitych funkcji mozna wykazaé szereg konkretnych
nieréwnosci. Podamy tu dwie z nich.

Lemat 5.72 (Nieré6wno$é Younga). Jesli p,qg > 11 % + é = 1, to dla wszystkich x,y > 0
Jjest
p q
ry < 4L
b q

Dowép. Jesli zy = 0, to nier6wno$¢ jest oczywista. Niech wiec x,y > 0. Skorzystamy z
wkleslosci logarytmu naturalnego. Oznaczmy ¢t = 1/p € (0, 1); wtedy 1 — ¢ = 1/q. Pol6zmy
2P = z, y? = w. Przy tych oznaczeniach, mamy

1n<f + y;) = In(tz+ (1 —t)w)

Y

tln(z) + (1 —t)Inw
= ptlhnx+ (1 —t)glny =lnz+Iny = In(zy) .

Logarytm naturalny jest funkcjg rosngca, wiec wynika stad teza lematu. 0O

Twierdzenie 5.73 (nieré6wnos$é Holdera). Jesli p,g > 11 % + % = 1, to dla dowolnych
liczb nieujemnych x1,...,x, oraz yi,...,yn jest

n n 1/ n 1/
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Uwaga: dla p = ¢ = 2 nieréwno$¢ Holdera nazywa sie nieréwnoscig Schwarza i wyraza
nastepujacy fakt geometryczny: iloczyn skalarny wektoréw =,y € R" nie przekracza ilo-
czynu diugosci tych wektoréw.

Dow6p. Niech

n n
S, ::fo, Sy ::Zyiq.
i=1 i=1

Krok 1. Zalézmy na poczatek, ze S, = S, = 1. Z nieréwnosci Younga, x;y; < I%xf + %yf .
Sumujgc takie nieré6wnosci dla i = 1,2, ..., n, otrzymujemy
- 1 1 11
D miy < =Sy + -8y = —+ - =1=(8,)"/(5,)"",
pt P q poq

czyli nieréwnos$¢ Holdera w przypadku S, = S, = 1.
Krok 2. Jedli S, = 0lub S, = 0, to wszystkie z; lub wszystkie y; znikajg, zag nier6wnosé
Holdera przybiera banalng postaé 0 < 0.
Krok 3 (przypadek ogolny). Niech S, > 0, S, > 0. Pol6zmy
Li by — Yi .
()" (s

a; =

Wtedy

n

S’a::Zaipzl, Sb::zn:bgzl.
=1

=1

Stosujac nieréwnosé uzyskang w pierwszym kroku dowodu do liczb a;, b;, otrzymujemy
n
Z aibi § 1,
i=1

a po pomnozeniu obu stron przez iloczyn (S) p (Sy) Ve _ teze twierdzenia. [

Stwierdzenie 5.74 (nierownosé¢ Jensena). Zatozmy, ze P jest zbiorem wypuklym i
f: P — R jest wypukta. Jesli n € N, x1,...,2, € P, a ty,...,t, € [0,1] i > t; = 1, to

wowczas . .
f(z tz'SUz') < Ztif(xi) '
i=1 i=1

Dowép. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 nier6wno$¢ podana w tezie wynika wprost z
definicji wypuklosci. Zat6zmy, ze nier6wnosé Jensena zachodzi dla liczby n i dowolnych
punktéw z1,...,x, € P oraz wag ty,to, ..., t, 0 sumie réwnej 1. Niech y1,42,...,Yn11 € P
iniechs; >0dlai=1,2,...,n+1,s1 +s2+ -+ sp,+1 = 1. Bez zmniejszenia ogélnosci
zalézmy, ze s, 1 > 0. Wtedy

f(slyl + -+ SpYn + 5n+1yn+1)

S S
= f <81y1 + -+ Sn—1Yn—1+ (Sn + Sn-‘rl)( = Yn + ntl yn+1)>

Sn + Sn+1 Sn + Sn+1
Sn Sn+1 )
< . _ _
= 51f<y1) + + Sn 1f(yn 1) + (Sn + 8n+1)f(8n ¥ St Yn + 5+ Sn+lyn+1 )
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na mocy zalozenia indukcyjnego zastosowanegodot; = s;, z; = y; (i = 1,2,...,n— 1) oraz
tn = Sp + Spe1 i@y = Snf;n+1yn + Sni";:+1yn+1 (prosze sprawdzié¢, ze > t; = 1). Szacujgc
teraz ostatni skladnik wprost z definicji wypuktosci,
Sn Sn+1 ) Sn Sp+1
+ < — + — ,
<5n + Sn+1 Un Sp + Sn+1 Yl Sp + Sn+1 f(yn) Sp + Sn+1 f(ynJrl)

koniczymy dowéd. [

Uwaga terminologiczna. Liczby nieujemne ¢; o sumie réwnej 1 bedziemy nazywac wa-

gami. Sume
n
>t
i=1

nazywamy Srednig wazong (albo inaczej: kombinacjg wypuklg) x;, z wagami ¢;.

Przyklad 5.75. Wypisujac nieréwnosé Jensena dla funkeji wypuklej f(z) = — Inz z réw-
nymi wagami t; = % (1 = 1,2...,n) dla dodatnich z;, otrzymujemy nier6wnos¢ miedzy

Srednimi arytmetyczng i geometryczna:

n

_1n<l’1+$2+ +In)SZ(_lnxz)__ln n/x1x2...xn.
n nizl

Funkcja (—In) jest malejaca, a zatem

r1+x2+ -+ Ty
n

> /T T
Podamy teraz charakteryzacje funkcji wypuklych w jezyku tzw. ilorazéw réznicowych.
Postuzymy sie nig w Rozdziale 6, podajac rézne dostateczne warunki wypuktosci.

Twierdzenie 5.76. Niech P C R bedzie przedziatem i niech f: P — R. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) [ jest wypukta;

(i) dla wszystkich x < y < z nalezqcych do P zachodzq nieréwnosci

)~ 1) _ o)~ fx)

y—x = z—z

(iit) dla wszystkich x <y < z nalezqcych do P zachodzq nieréwnosci

fly) = f@) _ f(z) = fly)
y—x T z-y

(iv) dla wszystkich © < y < z nalezqcych do P zachodzq nieréwnosci

&)= 1@) _ 1)~ 16)

z—x z—y
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Jesli f jest scisle wypukta, to w kazdym z punktow twierdzenia nieréwnosci sq ostre, i na
odwrat.

Czytelnik zechce wykonac rysunek i zinterpretowaé twierdzenie w jezyku geometrii.

Szkic powopu. Wykazemy rownowaznosé dwéch pierwszych warunkéw; dowody (i) < (iii)
oraz (i) & (iv) sg identyczne i nie bedziemy ich wypisywac.
Ustalmy z, z € P. Wtedy kazdy punkt y € (z, z) mozna zapisa¢ jako
z—y y—x z—y

Yy = T+ z=tr+(1—1t)z, gdzie t :=
z—x z—x z—x

€(0,1).

(Na odwrét, dla kazdej liczby ¢ € (0, 1) prawa strona powyzszego wzoru wyznacza pewien
punkt y € (z, z).) Dodajgc do obu stron nieréwnosci (ii) f(x)/(y — x) i mnozac obie strony
przez y — z, otrzymujemy réwnowazng nier6wnos¢

x

fo+(1=12) = fly) < (1-L=) - f@) + L= f(2) = tf(@) + L = Df ().

Zatem, warunek (ii) jest rownowazny wypuklosci f. [

Twierdzenie 5.77. Niech P C R bedzie przedziatem otwartym. Wtedy kazda funkcja
wypukta f: P — R jest ciggla.

Szkic dowodu. Wykazemy, ze
lim f(y) = f(x) = lim f(y). (5.12)

y—ot Y=z~

Udowodnimy tylko pierwszg z tych rownosci. Dowdd drugiej jest w pelni analogiczny.
Ustalmy = € P oraz dwa inne® punkty z,w € P takie, ze w < x < z. Niech y € (z, 2).
Wtedy
y=tr+(1—-1)z, z=sw+ (1—s)y,
gdziet =t(y) = (2 —y)/(z —z)is=s(y) = (y — z)/(w — x). Wyznaczajac z nieréwnosci

f(@) < sf(w)+ (1= 9)f(y)

wartosé f(y), otrzymujemy (patrz tez rysunek) z wypuklosci f dwie nier6wnosci,

f(x) —s(y)f(w)
< fly (5.13)
=) Y
. <t(y) flz)+ (1-t(y)f(2).
o Przechodzgc do granicy y — x* i stosu-
jac twierdzenie o trzech funkcjach, otrzy-
i i mujemy teze, tzn. lewa z réwnoéci (5.12),
| v | gdyzt(y) > 1is(y) > 0dlay —»z. O
| i i | Uwaga 5.78. Zalozenie otwarto$ci prze-
W Xy z \\ dzgilh} P Jest.lstotne. Nietrudno spraw-
dzié¢, ze funkcja
Ciaglo$é funkcji wypuklej. Nier6wnosé (5.13) wy-
raza fakt, ze fragment wykresu f na przedziale [z, 2] . $2, x € [0, 1)
zawiera sie miedzy dwiema siecznymi. Dlatego granica f (x) - 2011, r=1
prawostronna f w punkcie z istnieje. Tak samo dowo- R )
dzimy istnienia granicy lewostronne;j. jest wypukta i nieciggta w punkcie » = 1.

6Uwaga: z otwartosci przedzialu P korzystamy wlasnie tu!



Rozdzial 6

Rachunek rézniczkowy

Bardzo waznym dzialem Analizy Matematycznej jest rachunek rézniczkowy. Poznajac go,
opanujemy narzedzia, umozliwiajgce systematyczne badanie zachowania odpowiednio re-
gularnych funkcji jednej zmiennej. Nauczymy sie, jak okres§laé tempo wzrostu funkcji i jak
znajdowac przedzialy, na ktérych funkcja rosnie (lub maleje), jest wypukla (lub wklesta).
Poznamy takze dodatkowe wygodne narzedzia, stuzgce do przyblizania funkcji za pomocg
wielomianéw i obliczania granic.

6.1 Pojecie pochodnej

Pojecie pochodnej, obok pojecia granicy, jest jednym z najwazniejszych pojeé calej analizy.

Definicja 6.1. Niech A C Riniech a € A bedzie punktem skupienia zbioru A. Powiemy,
ze funkcja f: A — R jest rézniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
skoniczona granica

g FOE 1)~ F@) @) = f@) 6
h—0 h T—a T —a
Liczbe f'(a) nazywamy pochodng funkcji f w punkcie a. Stosunek W nazywamy

ilorazem roznicowym funkcji f.
W réznych zrédtach mozna takze spotkac oznaczenia

_df _4f

Cde|,, f(a) = dz

a

f(a) (a),

ktérymi bedziemy sie postugiwaé rzadko.
Uwaga 6.2. Wzoru (6.1) mozna uzyé, by zdefiniowaé (w taki sam sposéb):

(a) Pochodng funkcji zespolonej f: C O A — C w punkcie skupienia a € A zbioru A4;
f'(a) (o ile istnieje) jest wtedy liczbg zespolong.

(b) Pochodng funkcji wektorowej f: R 5 A — KV w punkcie skupienia a € A zbioru A,
gdzie K jest cialem R liczb rzeczywistych lub ciatem C liczb zespolonych; f(a) (o ile
istnieje) jest wtedy pewnym wektorem z przestrzeni K.

106
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W obu powyzszych przypadkach ma sens dzielenie przez x — a, czyli mnozenie przez
(r — a)~!. Czytelnik powinien jednak rozumieé, ze takie postepowanie straciloby sens,
gdyby$my rozpatrywali funkcje wielu zmiennych rzeczywistych (lub zespolonych). Wtedy
pojecie pochodnej trzeba definiowac inaczej. Wrécimy do tej sprawy na poczgtku drugiego
roku studiéw.

6.1.1 Zwiazek rézniczkowalnosci z ciagloscia

Rézniczkowalno$é, zaré6wno w dziedzinie rzeczywistej, jak i zespolonej, jest warunkiem
silniejszym od cigglosci.

Stwierdzenie 6.3. Jesli funkcja f: K D A — K (gdzie K = R lub K = C) jest rozniczko-
walna w punkcie a € A, to jest ciggla w punkcie a.

Dowép. Piszemy
_ f(x) = f(a)
fle) = fla) = RS
i przechodzimy do granicy przy x — a, korzystajgc z twierdzenia o granicy iloczynu.
Poniewaz f jest rézniczkowalna w a, otrzymujemy

(z—a)

lim (f(z) — f(a)) = f'(a) - lim(z — a) = f'(a) - 0=0.

r—a T—ra

Zatem f jest ciggla w punkcie a. [
Nie wszystkie funkcje ciggle sg jednak rézniczkowalne.

Przyklad 6.4. Funkcja f(z) = |z| dla z € R nie jest rézniczkowalna w punkcie a = 0.
Istotnie, granica we wzorze (6.1) nie istnieje dla « = 0, gdyz rézne sg wtedy granice
jednostronne ilorazéw réznicowych:

A

. f(0+h) = £(0) . |h] . . f(O+h)— f(0)
1 — lim M o1 1= im M :
Pt I haor 7 -k oo h

Zadanie 6.5. Niech f(z) = zdla z € C. Wykazad, ze jesli pochodng zespolong definiujemy
tak, jak w Uwadze 6.2 (a), to f nie ma pochodnej zespolonej w Zadnym punkcie a € C.

Wskazéwka. Zbadaé ilorazy réznicowe f dla ciggu przyrostéw h,, = i"/n, gdzie i = —1.

Istniejg takze funkcje ciggle f: R — R, ktére nie majg pochodnej w zadnym punkcie.
Konstrukcja przyktadéw takich funkcji jest jednak trudniejsza i wymaga albo bardziej
zaawansowanej wiedzy matematycznej (np. z zakresu topologii), albo subtelnej analizy
funkcji, okreslonych za pomocg szeregéow. Tq sprawg zajmiemy sie przy okazji omawiania
tzw. zbieznosci jednostajnej w nastepnym rozdziale.

6.1.2 Interpretacja pochodnej funkcji zmiennej rzeczywistej

Interpretacja geometryczna pochodnej. Niech f: I — R bedzie rézniczkowalna w
punkcie a € I i niech I bedzie przedzialem. Rozwazmy wykres f, tzn. zbiér punktow

{(z,y) eR?: zel, y=f(z)}.
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f@)

f@

Po lewej: styczna do wykresu funkgcji. Po prawej: przypadek, gdy granica ilorazéw réznicowych jest nieskon-
czona. Nie méwimy wtedy, ze funkcja jest rézniczkowalna, ale styczna do wykresu istnieje i jest prosta pio-
nowa.

Iloraz réznicowy W jest tangensem kgta nachylenia siecznej, przechodzacej przez
punkty (a, f(a)) i (z, f(z)), do osi z-6w. Intuicja podpowiada, ze gdy funkcja f jest odpo-
wiednio “porzadna”, to dla z bliskich a taka sieczna powinna by¢ przyblizeniem stycznej
do wykresu funkgcji. Istnienie pochodnej w punkcie a, a wiec granicy ilorazéw réznico-
wych, oznacza istnienie stycznej do wykresu f w punkcie (a, f (a)). Liczba f'(a) jest wsp6l-

czynnikiem kierunkowym tej stycznej. Styczna to prosta, opisana réwnaniem
y— f(a) = f'(a)(z —a).

Uwaga 6.6 (pochodne nieskonczone). Definiujgc pochodng, wpisaliSmy w definicje
warunek skoriczono$ci granicy ilorazéw réznicowych. Moze si¢ zdarzy¢, ze ilorazy rézni-
cowe majg w jakim§ punkcie granice nieskoniczong. Jest tak np. dla funkcji f(z) = /=,
gdzie r € R, w punkcie x = 0, gdyz

3
1imwzhmﬁzhmiz+oo.
h—0 h h—0 h h—0 /B2

Zgodnie z naszg definicjg, funkcja f nie jest rézniczkowalna w zerze, bo nie ma tam skori-
czonej granicy ilorazéw réznicowych. Mowi sie czasem w takich przypadkach, ze f ma
pochodng nieskoriczong (dla odréznienia tej sytuacji od takiej, gdy granica ilorazéw réz-
nicowych w ogéle nie istnieje). Geometryczna interpretacja tego, ze granica ilorazéw réz-
nicowych jest w jakim§ punkcie dziedziny funkcji nieskoriczona, jest nietrudna: styczna
do wykresu f istnieje i jest pionowa.

Interpretacja kinematyczna pochodnej. Zal6zmy, ze pewien punkt porusza sie w
sposoéb ciagly, tzn. dla kazdej chwili czasu ¢t > 0 okreslona jest droga s(t) € [0, 00), przebyta
od chwili poczatkowej ¢ty = 0 do chwili ¢, i s(¢) jest ciagla funkcjg t. Rézniczkowalnosé
funkcji s w punkcie ¢, tzn. istnienie granicy ilorazéw réznicowych (s(t2) — s(t1))/(t2 —t1)
dla to — t;, oznacza, ze w tym ruchu mozna okresli¢ predkosé chwilowq, tzn. granice
stosunku przebytej drogi do czasu, w jakim zostala przebyta, gdy 6w czas dazy do zera.
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Méwige nieco dokladniej, gdy funkcja
s:[0,00) — R3

jest torem ruchu punktu materialnego w przestrzeni
(patrz rysunek obok), to wektor

S(1) = (s4(¢), sh(t), sh(¢)) € R®

jest wektorem predkosci chwilowej w chwili t. Zwrot
tego wektora jest wyznaczony przez chwilowy kieru-
nek ruchu, a dlugo$é jest réwna szybkosci chwilowej.
Z takg interpretacja mozna spotkac sie¢ zaréwno w
mechanice, jak i w geometrii.

6.1.3 Arytmetyczne wlasnosci pochodnej
Stwierdzenie 6.7 (pochodna sumy). Jesli f,g: R D A — R sq rézniczkowalne w punk-

cie skupienia a € A zbioru A, to istnieje pochodna (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

Dowép. Obliczymy pochodng sumy wprost z definicji. Piszemy

(f(@) +9(2) = (fla) + 9(a) _ f(z) = fla)  g(x) —g(a)

r—a r—a r—a

i przechodzimy do granicy przy z — a. Prawa strona ma granice f'(a) + ¢'(a), wiec po-
chodna (f + g)'(a) istnieje i jest r6wna wlasnie f'(a) + ¢'(a). O

Stwierdzenie 6.8 (pochodna iloczynu). Jesli f,g: R O A — R sq rozniczkowalne w
punkcie skupienia a € A zbioru A, to istnieje pochodna

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Dowép. Obliczymy pochodng sumy wprost z definicji. Postepujemy podobnie, jak w roz-
dziale 2, w dowodzie twierdzenia o granicy iloczynu ciggéw. Piszemy

f(@)g(x) — fla)g(a) (f(@)g(@) — fla)g(@)) + (f(a)g(z) — f(a)g(a))

— M.g(x)Jrf(a).M

r—a r—a

iprzechodzimy do granicy przy x — a. Ze Stwierdzenia 6.3 wynika cigglosé g w a. Zatem, z
twierdzenia o granicy sumy i iloczynu, prawa strona ostatniej rownosci ma granice réwng

tim YO =IO gy 4+ o) - 1im 879D o) + f (@) (a).

T—a T —a T—a T—a T —a

Dowdéd zostal zakoniczony. [
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Stwierdzenie 6.9. Jesli g: R O A — R jest rézniczkowalna w punkcie skupienia a € A
zbioru A oraz g(z) # 0 dla = € A, to istnieje pochodna

Jak w poprzednim dowodzie, mozemy skorzystaé ze Stwierdzenia 6.3 i stwierdzié, ze po-
niewaz g jest ciggla w punkcie a, to na mocy twierdzenia o iloczynie granic, prawa strona
ostatniej réwnosci ma dla z — a granice ré6wng

= - lim - lim =
) gla) e=ag(x) 2—a  z—a g(a)

lim

g(a) — g(z) 1 1 g(a) —g(x) _ —g'(a)
z=a g(a)g(z) - (z —a '

Zatem, funkcja (1/g) jest rézniczkowalna w a i zachodzi ré6wnosé podana w tezie tego
stwierdzenia. [

Wniosek 6.10 (pochodna ilorazu). Jesli f,g: R D A — R sq rézniczkowalne w punkcie
skupienia a € A zbioru Ai g(xz) # 0dla x € A, to istnieje pochodna

<f>’ (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

Dowép. Korzystamy z réwnosci f/g = f-(1/g) i poprzednich stwierdzen. Czytelnik zechce
sam sprawdzié rachunki. [

Uwaga 6.11. Wzory na pochodng sumy, iloczynu i ilorazu mozna stosowaé, gdy f, g sa
funkcjami rézniczkowalnymi zmiennej zespolonej o wartosciach zespolonych, gdyz w do-
wodach nie korzystamy nigdzie w sposéb istotny z tego, ze wartosci i argumenty funkcji
sg rzeczywiste, a nie zespolone. Ponadto, wzér na pochodng sumy zachodzi dla funkcji
wektorowych f,g: R O A — R, a wzér na pochodng iloczynu — dla funkcji wektorowe;j
f:R> A — RVifunkcjig: R D A — R, ktérej wartosci sg skalarami, tzn. liczbami
rzeczywistymi (trzeba tylko odpowiednio rozumie¢ prawg i lewg strone — mamy wtedy do
czynienia z mnozeniem wektoréw przez liczby).

6.1.4 Pochodna zlozenia i funkcji odwrotnej

Aby wyprowadzi¢ znany wzér na pochodng ztozenia dwéch funkcji rézniczkowalnych, po-
damy najpierw wazng charakteryzacje pochodnej. Mozna si¢ nig postugiwac zaré6wno dla
funkcji zmiennej rzeczywistej, jak i zmiennej zespolonej, wiec wszystkie fakty tego pod-
rozdziatu sformulujemy ogélnie (kazdy z nich ma dwie wersje: jedng dla K = R, drugg
dla K = C).
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Lemat 6.12. Niech A C K i niech a € A bedzie punktem skupienia zbioru A. Funkcja
f: A = K jest rozniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k € K
oraz funkcja r,: A — K taka, zZe

f(x)=fla)+ k- -(z—a)+r.(z) - (x—a) dlazecA, lim r4(z) = 0.

r—a
Mamy wtedy k = f'(a).

Sens tego lematu jest nastepujgcy: rézniczkowalnosé funkcji f w punkcie a oznacza
tyle, ze funkcje f mozna przyblizaé¢ funkcjg liniowg i(x) = f(a) + f'(a)(z — a), a blad
b(x) = rq(x)(x — a) tego przyblizenia spelnia warunek

lim b(z) = lim rq(z) = 0.

r—a T — Q r—a

Innymi stowy, dla z bliskich a blad b(z) jest mniejszego rzedu, niz réznica = — a. Istnienie
pochodnej f/(a) jest réwnowazne istnieniu najlepszego przyblizenia liniowego funkcji f
w poblizu punktu a.

Dowép. Jesli f'(a) istnieje, to funkcja

f(z) = f(a)

ra(w) = B2 priq)

spelnia oba warunki podane w tezie lematu, gdy weZzmiemy k£ = f/(a). Na odwrét, jesli
odpowiednia funkcja r, istnieje, to istnieje takze

(@) = tim T I g 1y ) = 1.

To spostrzezenie koniczy dowod lematu. [

Uwaga. Lemat 6.12 wyglada na fakt niepozorny i do$¢ oczywisty, jednak zdecydowanie
warto go zapamietaé: ukryty jest w nim pomysl, dzieki ktéremu mozna zdefiniowaé po-
chodng funkcji wielu zmiennych.

Stwierdzenie 6.13. Niech g: K D A - Ki f: KD B - K, gdzie B D g(A). Zalozmy, ze
a € K jest punktem skupienia zbioru Aib = g(a) jest punktem skupienia zbioru K. Jesli g
Jest rézniczkowalna w punkcie a i f jest rozniczkowalna w b = g(a), to wtedy zlozenie fog
Jest funkcjq rézniczkowalng w punkcie a i ma pochodng

(fog)(a)=f(g(a))-d'(a).
Dowob. Niech y = g(z), b = g(a). Z poprzedniego lematu wynika, ze

Fy)=f®)+ (b)) (y—b) +rly) - (y—b)
dla pewnej funkcji r,: B — K, ktéra ma granice ré6wng zero, gdy y — b. Zatem

flg(x)) = fg(a)) _ fy) = f(b)

_ f'(b)'(y—b)trb(y%(y—b) ©62)
= f’(b).MJﬁb(y).M.

r—a r—a
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Na mocy Stwierdzenia 6.3 funkcja g jest ciagla w a, tzn. y = g(z) — g(a) = b, gdy =z — a.
Dlatego lim,_,, 75(g(z)) = 0. Zatem, przechodzgc w ré6wnosci (6.2) do granicy przy =z — a,
otrzymujemy

i £9(@) — flg(a))  _ £(b) - lim g(x) —g(a) . ro(g(x)) - Tim g9(z) —g(a)

z—a Tr—a z—a Tr—a z—a z—a r—a

= f'(0)g'(a) = f(9(a))g'(a),

co dowodzi rézniczkowalnosci f o g w punkcie a i réwnosci, podanej w tezie. [

Uwaga. Czytelnik zechce sie zastanowic, dlaczego wtasciwie postuzyliSmy sie w tym do-
wodzie poprzednim lematem, zamiast operowac tylko ilorazami réznicowymi funkcji f i
funkcji g, jak w dowodach wzoréw na pochodng sumy czy iloczynu funkcji rézniczkowal-
nych.

Stwierdzenie 6.14. Niech f: K D A — B = f(A) C K bedzie funkcjq réznowartosciowq,
rézniczkowalng w punkcie a € A skupienia zbioru A. Jesli f'(a) # 0i funkcja g = f~!
odwrotna do f jest ciqgta w punkcie b = f(a), to g jest rozZniczkowalna w b € B i zachodzi
wzor

Dowép. Niech (y,) C B\ {b}, b= f(a). Poniewaz f jest bijekcja z A na B, wiec znajdziemy
punkty z,, € A, z,, # a, takie, ze y, = f(zn), tzn. x,, = g(y,). Z cigglosci g w b wynika, ze
z, — g(b) = f~1(b) = a. Zatem

9(yn) — g(b) 1 1

Yn—b yn—b  f(zn)— fla)
9(yn) — g(b) T —a

(wszystkie ulamki majg sens, gdyz funkcje f i ¢ = f~! sg réznowartos$ciowe). Biorgc
n — oo i postugujac sie definicjg Heinego granicy funkcji, otrzymujemy réwnos¢é

1) = i IW) —9) 1
g0 = = f'a)”

To koniczy dowéd. [

Uwaga 6.15. Zalozenia ostatniego twierdzenia majg skomplikowang postac, gdyz z cia-
glosci i rézniczkowalnosci f w jednym punkcie nie wynika cigglosé funkcji odwrotnej do
f. (Czytelnik moze sie zastanowi¢ nad odpowiednim przykladem — to nie jest szczegélnie
latwe, gdyz przyklad nie jest naturalny). Gdyby moéwi¢ tylko o funkcjach f rézniczkowal-
nych w kazdym punkcie przedzialu A, to zalozenie cigglosci ¢ mozna byloby oczywiscie
pomingé, patrz Twierdzenie 5.43 o cigglos$ci funkcji odwrotne;.

Czytelnik moze si¢ zastanowic nad (nietrudng) interpretacjg geometryczng ostatniego
stwierdzenia dla funkcji zmiennej rzeczywiste;.
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6.2 Pochodne funkcji elementarnych

Poswiecimy teraz nieco miejsca, aby wyprowadzi¢ konkretne wzory na pochodne funkcji
elementarnych.

Stwierdzenie 6.16. Jesli K=R lub Ci f: K D A — K jest funkcjq statq, to f'(a) = 0w
kazdym punkcie skupienia zbioru A.

Dowép. Wszystkie ilorazy réznicowe funkcji stalej sg réwne zero. [

Stwierdzenie 6.17. Jesli f(x) = x dla x € R, to f'(a) = 1 dla kazdego a € R.

Dowop. Wszystkie ilorazy réznicowe funkcji f(z) = x sg réwne 1. [

Stwierdzenie 6.18. Jesli n € Ni f(z) = 2" dla = € R, to f'(z) = na""! dla kazdego
z e R

Dowép. Mozna postapi¢ na dwa sposoby: udowodni¢ ten fakt przez indukcje, korzystajgc
z poprzedniego stwierdzenia i wzoru na pochodng iloczynu, albo obliczyé pochodng funk-
cji f wprost z definicji, stosujac wzoér (1.3) na réznice n-tych poteg w celu uproszczenia
ilorazéw réznicowych. Czytelnik zechce samodzielnie uzupetnié szczegély jednego z tych
dowodow. [

Wniosek 6.19. Jesli f = ag + a1x + - - - + apx™ jest wielomianem, to

f/(l’) =a; +2ax+ -+ nanxn—l

(wzor zachodzi zaréwno dla wielomiandéw zmiennej rzeczywistej, jak i dla wielomiandéw
zmiennej zespolonej.)

Dowép. Dla kazdego k jest (apz*) = kapz*~!, zatem teza wynika z twierdzenia o pochod-
nej sumy funkcji. 0O

Uwaga 6.20. Stwierdzenie 6.17 zachodzi nie tylko w dziedzinie rzeczywistej, ale takze
dla funkcji identycznosciowej na C: jej pochodna istnieje w kazdym punkcie ptaszczyzny
ijest rowna 1. Dlatego Wniosek 6.19 zachodzi zar6wno w dziedzinie rzeczywistej, jak i w
dziedzinie zespolone;.

Stwierdzenie 6.21. Dla kazdej liczby w € C zachodzi wzor
P (exp z) e = EXPW
o -

Dowép. To wynika wprost ze wzoru (4.14), ktéry udowodnili$my, opisujgc w Twierdze-
niu 4.54 wlasnos$ci funkcji wyktadniczej. O

Stwierdzenie 6.22. Dla kazdej liczby w € C zachodzq wzory

P (sin z) oy = COSW, P (cos z) L = —SInW,
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Dowép. Skorzystamy ze wzoréw Eulera i wzoru na pochodng funkcji wykladniczej, oraz
wzoru na pochodng zlozenia. Mamy

d
&(exp(iiz))z:w = 41 - exp(Fiw)

na mocy Stwierdzenia 6.13. Zatem, dzieki wzorowi na pochodng sumy i iloczynu,

d , . d e* — e i2 ietw — (—i)e_iw e 4 gmiw
@(sz)z:w = Q(T)z:w = 5; = 5 = cosw .
Tak samo dowodzimy wzoru na pochodng cosinusa:
d e® 4 e et + (—i)e” W et — g—iw )
@(COS z)Z:w = @(T)z:w = 5 = — 5; = —sinw
(piszac przedostatnig rownosé, skorzystaliSmy z tego, ze i = —1/i). O

Uwaga. Znajac pochodng sinusa, wzér na pochodng cosinusa mozna wyprowadzié ze wzo-
réw redukcyjnych. Mozna takze obliczy¢ obie pochodne wprost, korzystajac z definicji, ze
ze Wzor6w na roéznice sinuséw i réznice cosinuséw (patrz Stwierdzenie 4.63), istnienia

granicy

. sinz
lim =1
z—0 z

)
oraz cigglosci sinusa i cosinusa.

Stwierdzenie 6.23. Funkcja f(x) = tg 2 ma pochodng w kazdym punkcie v € R\{J +kn |
k € Z}. Zachodzi wzor

f(z) = =1+tg’w, xeR\{g—I—kaﬂEZ}.

cos? x

Dowép. Korzystajac ze wzoru na pochodng ilorazu oraz znanych juz wzor6w na pochodne
sinusa i cosinusa, otrzymujemy we wszystkich punktach dziedziny tangensa réwnos¢

() = (

Oczywiscie, 1/ cos? z = 1 + tg? x na mocy §edynki trygonometrycznej’. [

sin x )' _ (sinz)'cosz —sinz(cosz)’  cos®x +sin’x 1

coS T cos? cos? x cos?zx

Zadanie 6.24. Udowodnié¢, ze funkcja cotangents jest rézniczkowalna we wszystkich
punktach swojej dziedziny i ma pochodng réwng —1 — ctg? x.

Stwierdzenie 6.25. Funkcja In: (0,00) — R jest rozniczkowalna w kazdym punkcie y €

(0, 00) i zachodzi wzor
(n)'(y) ==,  y>0.

Dowo6b. Granice ilorazéw réznicowych logarytmu naturalnego obliczyliSmy juz wczesniej,
opisujac w Twierdzeniu 3.6 wlasnoéci logarytmu naturalnego. [

Uwaga. Mozna takze postuzyé sie wzorem na pochodng funkcji odwrotnej: jesli y € (0, c0)
jest ustalonym punktem i Iny = =z, tzn. e* = y, to wobec Stwierdzenia 6.14 zachodzg
réwnosci

(n)(y) = = = .



© MIM UW, 2010/11 115

Stwierdzenie 6.26. Niech a > 01 a” := exp(z1lna). Wtedy

d

d—(az)zzwzlna-aw, w e C.
z

Dow6p. Mamy a* = exp(z - Ina). Wystarczy postuzyé sie wzorem na pochodng funkcji
wykladniczej i pochodng ztozenia. [J

Zadanie 6.27. Poslugujac sie definicjg logarytmu o dowolnej podstawie i wzorem na za-
miane podstawy logarytmu, udowodnic, ze

;. 1
~ zlna’

(log, x) x>0

dla kazdej podstawy a > 0, a # 1.

Stwierdzenie 6.28. Funkcja potegowa g(x) = x*, gdzie x > 0, a w € R jest ustalong
liczbq, ma w kazdym punkcie x € (0,00) pochodng

J(z) = w1,

Dowo6b. Piszemy z“ = exp(w In z) i stosujgc wzér na pochodng zlozenia, otrzymujemy

) = (exp(wlnz)) = exp(wlnz) -w-(Inz) =2¥ - w- - = w1,
p p T

O

Wniosek 6.29. Dla kazdego n € N zachodzi wzér

1
V) = ———, x>0.
W = e

Dowép. Stosujemy poprzednie stwierdzenie dlaw =1/n. O

Uwaga 6.30. Czytelnik sprawdzi samodzielnie, ze gdy n jest liczbg nieparzystg (i mozna
definiowaé pierwiastek stopnia n z dowolnej liczby rzeczywistej), to wzér podany w ostat-
nim wniosku zachodzi w istocie dla wszystkich  # 0. To wynika np. z nieparzystosci
funkcji f(x) = {/x dla nieparzystych stopni pierwiastka n.

Stwierdzenie 6.31. Funkcje F(y) = arcsiny i G(y) = arccosy sq rézniczkowalne w kaz-
dym punkcie przedziatu (—1,1); zachodzq wzory
1 —1
Fly)=——, G

!
(Yo) = —/—,
I —yg vl—y§

Dowép. Okreslajac arcus sinus i arcus cosinus, sprawdziliSmy, ze sinus jest funkcjg ro-
sngcg na [—m/2,7/2], a cosinus jest funkcjg malejacg na [0, 7).

Aby zastosowaé twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej do obliczenia pochodnej
F(y) = arcsiny w punkcie yy = sinxy , musimy sprawdzié¢, ze pochodna sinusa nie znika
w zo. Tak jednak jest, gdyz coszy # 0 dla kazdego z¢p € (—n/2,7/2). Zatem, na mocy

Yo € (—1, 1).
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Stwierdzenia 6.14 zastosowanego do f = sini g = f~! = F w punktach a = x¢, b = v,
otrzymujemy

/ — — 1 = L = ! = =
F'(yo) = g'(yo) = f'(wo) ~ coswo  \/T— (sma)? /1—12

Zauwazmy: skorzystaliSmy w powyzszym rachunku z tego, ze cosinus jest dodatni na
przedziale (—7/2,7/2).

Podobnie obliczmy pochodng funkcji G(y) = arccosy. Tym razem stosujemy Stwier-
dzenie 6.141 do f = cosig = f~' = G wpunktach a = x¢, b = yo = cos zg, gdzie yo € (—1,1)
izg € (0,7). Otrzymujemy

1 -1 -1 -1

G'(yo) = ¢'(vo) = f'(z0) ~ sinzg /1= (cosxg)? N V1-92 ‘

KorzystaliSmy z tego, ze sinxzy > 0 dla zp € (0,7). O

Stwierdzenie 6.32. Funkcja H(y) = arctgy jest rozniczkowalna w kazdym punkcie y €
R; mamy

H'(y) = yeR.

Dowo6b. Jak poprzednio, stosujemy twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej — tym ra-
zem do pary funkcji f(z) = tgx, z € (—7/2,7/2), oraz g(y) = f~(y) = H(y), y € R,
biorgc punkty y, x powigzane zaleznoscig y = tgx. Wolno to zrobié: pochodna tangensa,
tzn. 1+ tg? z, jest zawsze liczbg wigkszg od 1, a wiec r6zng od zera. Otrzymujemy

N PN S 1 1
H(y)_g(y)_f’(:n)_l—l—(tgm)Q_1+y2

dla kazdegoy € R. O

Stosujac powyzsze wzory i twierdzenia o pochodnej sumy, iloczynu, ilorazu i zloze-
nia funkcji, mozna obliczaé¢ pochodne dowolnych funkcji elementarnych. Zakonczmy ten
podrozdzial przykladem, ilustrujgcym sposé6b obliczania pochodnych w jeszcze jednej sy-
tuacji.

Przyklad 6.33. Niech f(z) = z* dla x > 0. Wtedy, ze wzoréw na pochodng zlozenia i
pochodng iloczynu,

/
f’(x) — (exlnx> — ea:lnx : (xlnw)’ _ eaclnac . (1 —|—1n:r) )

(Wazne jest to, ze nie stosujemy bezposrednio ani wzoru na pochodng funkcji wyktadni-
czej, ani wzoru na pochodng funkcji potegowej. Nie wolno tego robié, bo ani podstawa,
ani wyktadnik potegi nie sq w tym przyktadzie statymi).

'Prosze samodzielnie sprawdzié, ze spelnione sg zalozenia tego stwierdzenial!
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6.3 Najwazniejsze wlasnosci funkcji ré6zniczkowalnych

W tym podrozdziale zajmiemy sie opisem wtasnosci funkcji rézniczkowalnych i zwigz-
kiem pochodnej z monotonicznoscig oraz ekstremami. Bedziemy zajmowac sie funkcjami
okres$lonymi na przedzialach prostej rzeczywistej. Termin funkcja rézniczkowalna bedzie
oznaczal funkcje, ktéra jest rézniczkowalna w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Definicja 6.34 (ekstremum lokalne). Niech f: I — R, gdzie [ jest przedzialem w R.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie a € I maksimum lokalne (odpowiednio: minimum
lokalne), jesli istnieje taka liczba § > 0, ze dla wszystkich =z € I, |z — a| < ¢, zachodzi
nieréwnosé f(a) > f(z) (odpowiednio: f(a) < f(z)).

Jesli dla wszystkich = € I, 0 < |x — a|] < ¢, nier6wnosci sg ostre, to méwimy wtedy, ze
f ma w punkcie ¢ maksimum (lub minimum) wlasciwe.

Slowo ekstremum jest wspélng nazwg minimum i maksimum: w zalezno$ci od kontek-
stu i potrzeby moze oznaczac jedno lub drugie. Z definicji wynika, ze funkcja moze mieé
ekstremum lokalne takze w konicu przedziatu. Czytelnik powinien pamigtaé, ze wartosé
funkcji w punkcie ekstremum lokalnego nie musi byé najmniejszg ani najwiekszg warto-
§cig funkcji na danym przedziale. Ekstreméw moze by¢ wiele, a ponadto jesli przedzial
jest otwarty, to funkcja w ogéle nie musi przyjmowac swoich kreséw.

e —

fl@)

a b

Funkgja f: (a,b) — R, ktéra ma duzo ekstreméw lokalnych wewnatrz (a, b), jednak w zadnym z nich nie jest
osiggany kres dolny ani gérny zbioru f((a,b)).

Lemat 6.35 (lemat Fermata). Jesli I jest odcinkiem otwartym, a € I, f: I — R jest
rézniczkowalna w punkcie a i f ma w a ekstremum lokalne, to f'(a) = 0.

Geometryczna interpretacja lematu Fermata jest prosta: styczna do wykresu funkcji
rézniczkowalnej w punkcie ekstremum lokalnego jest pozioma.

Dowo6p. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze f ma w ¢ maksimum lokalne (w drugim przy-
padku dowdd jest taki sam; mozna takze rozwazy¢ funkcje — f, ktéra ma maksima tam,
gdzie f ma minima). Wybierzmy ¢ > 0 tak, aby przedzial J := (a — 0, a 4 ) byl zawarty w
Iiaby f(x) < f(a) dla wszystkich = € J.

Dla 0 < |h| < § mamy wtedy f(a + h) — f(a) < 0. Dlatego iloraz réznicowy (f(a + h) —
f(a))/h jest nieujemny dla —) < h < 0 i niedodatni dla 0 < h < 4. Nieréwnosci nieostre
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zachowujg sie w granicy, a pochodna f’(a) istnieje, wiec

o flath)—fla) . flath)— f(a)
Oéhlinoaf h _f(a)_hligi h

<0.

Stad juz wynika, ze f'(a) =0. O

Uwaga 6.36. Podkreslmy bardzo wazny fakt: lematu Fermata nie mozna odwrécié: z
faktu, ze funkcja rézniczkowalna f ma w pewnym punkcie pochodng réwng zero, nie wy-
nika, ze f ma w tym punkcie ekstremum lokalne. Najprostszym przykladem jest f(z) =
23, rézniczkowalna na calej prostej R. Mamy f'(z) = 322, a wiec f/(0) = 0, jednak f jest
rosngca i nie ma ekstremum w zerze. Pochodna funkcji cigglej, rosngcej, moze znikaé na
zbiorze nieskoniczonym, a nawet na zbiorze gestym.?

Twierdzenie 6.37 (Rolle’a). Zalozmy, ze a < b, zas funkcja f: [a,b] — R jest ciggla na
[a, b] i rozniczkowalna w kazdym punkcie x € (a,b). Jesli f(a) = f(b), to istnieje taki punkt
Zo € (a7 b): zZe f/(.Z'()) =0.

Dowép. Jedli f jest funkcjg stalg, to f' znika w kazdym punkcie = € (a,b) i nie ma czego
dowodzié. Zalézmy wiec, ze f nie jest funkcjg statg. Polézmy

m = inf f, M :=sup f.
[a,b] [a,b]

Poniewaz f nie jest statai f(a) = f(b), tomusibyé m < f(a) = f(b)lub M > f(a) = f(b).Z
twierdzenia Weierstrassa (patrz Tw. 5.36 w rozdziale 5) wiemy, ze m i M sg warto$ciami
f, zatem przynajmniej jedna z tych wartosci jest przyjmowana w punkcie wewnetrznym
xo, nalezgcym do przedzialu otwartego (a,b). Funkcja f ma oczywiscie w tym punkcie
ekstremum lokalne. Z lematu Fermata wynika, ze f'(zo) =0. O

Twierdzenie 6.38 (Cauchy’ego). Niech a < biniech f,g: [a,b] — R bedq funkcjami cig-
glymi na [a,b], rézniczkowalnymi w kazdym punkcie przedziatu (a,b). Zatézmy ponadto,
ze ¢'(z) # 0dla x € (a,b). Wowczas istnieje taki punkt € (a,b), ze

Dow6p. Zauwazmy najpierw, ze g(a) # g(b), gdyz w przeciwnym przypadku na mocy
twierdzenia Rolle’a istnialby punkt, w ktérym ¢’ znika, a zaktadamy, ze ¢’ # 0 na (a, b).
Dlatego prawa strona wzoru z tezy twierdzenia ma sens.

Rozpatrzmy teraz funkcje pomocniczg

Z zalozen o f i g wynika, ze h jest funkcjg ciggla na [a,b] i rézniczkowalng wewnatrz
tego przedzialu. Ponadto, h(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a) = h(a). Zatem, h spelnia

2Samodzielna konstrukcja odpowiednich przykladéw moze byé ciekawym zadaniem dla ambitnych Czy-
telnikow.
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wszystkie zalozenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje wiec punkt ¢ € (a,b) taki, ze h/(£) = 0.
Mamy jednak
f (b) — f (a) /

g(x).
9(b) — g(a)
Dlatego r6wnosé h/(£) = 0 jest rownowazna tezie twierdzenia. [
Odnotujmy bardzo wazny wniosek z twierdzenia Cauchy’ego.

() = f'(x) -

Wniosek 6.39 (twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej). Zalozmy, ze a < b, zas
funkcja f: [a,b] — R jest ciggla na |a,b] i rézniczkowalna w kazdym punkcie = € (a,b).
Wowczas istnieje taki punkt € € (a,b), ze

b—a

Dowo6b. Stosujemy twierdzenie Cauchy’ego do f i do funkcji g(z) =z, € [a,b]. O

Zadanie 6.40. Podaé przyklad, §wiadczacy o tym, ze jesli f jest ciggla na [a, ], ale f’ nie
istnieje choéby w jednym punkcie, to teza twierdzenia Lagrange’a nie musi zachodzié.

Przyklad 6.41. Twierdzenie Lagrange’a o warto$ci §redniej nie zachodzi (w powyzszej
postaci) dla funkcji o warto$ciach wektorowych, np. zespolonych. Oto banalny przyklad:
niech f(t) = exp(2mit) dla ¢t € [0, 1]. Wtedy, dla kazdego ¢ € (0,1), mamy 0 = f(1) — f(0) #
f'(c) = 2mi - exp(2mwic).

Twierdzenie Lagrange’a ma bardzo prosta interpretacje geometryczng: w przedziale
(a,b) istnieje taki punkt, w ktérym styczna do wykresu f jest réwnolegta do siecznej,
poprowadzonej przez dwa korce luku wykresu.

f(b)

fl@)

a ¢ n b

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a: Istnieje co najmniej jeden punkt, w ktérym styczna do
wykresu funkcji jest réwnolegla do siecznej. (Moze si¢ zdarzy¢, ze takich punktéw jest wiecej).

Wniosek 6.42. Zalozmy, ze A C R, [c,d] C A, ¢ < d, a funkcja f: A — R jest ciggla na
[c, d] i rézniczkowalna w (c,d). Zachodzq wowczas nastepujqce implikacje:

(i) Jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € (c,d), to f jest niemalejgca na [c,d).
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(ii) Jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € (c,d), to f jest rosngca na |c,d).
(iii) Jesli f'(x) < 0 dla kazdego x € (c,d), to f jest malejgca na |c,d).

(iv) Jesli f'(x) < 0 dla kazdego x € (c,d), to f jest nierosngca na [c, d|.

Dowép. Wystarczy zapisaé teze twierdzenia Lagrange’a w postaci

f() = f(a) + f(§)(b—a)  dla pewnego ¢ € (a,b),
a nastepnie podstawiac¢ za a i b dowolne pary punktéw przedziatu [c,d]. O

Wniosek 6.43. Jesli funkcja f: [a,b] — R spetnia warunek: f'(§) = 0 dla kazdego £ €
(a,b), to f jest funkcjq stalq.

Dowo6p. Stosujgc twierdzenie Lagrange’a dla f na dowolnym przedziatu [a,z] C [a,b],
stwierdzamy, ze f(a) = f(z) dla kazdego = € [a,b]. O

Twierdzenie 6.44. Zatozmy, ze ¢ < d, zas funkcja f: [c,d] — R jest ciqgta na [c, d] i roz-
niczkowalna w kazdym punkcie x € (c,d). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) Funkcja f spetnia warunek Lipschitza ze statq M;

(it) Dla kazdego x € (c,d) zachodzi nieréwnosé |f'(z)| < M

Dowop. Jesli f spetnia warunek Lipschitza ze stalg M, to dla dowolnych y,z € (¢, d),
y # x zachodzi nieré6wno§¢
HOEFCIP
ly — |

Wykonujac przejscie graniczne y — x, otrzymujemy |f/(z)| < M.
Na odwrét, jesli f spelnia warunek (ii), to dla dowolnych a,b € [c, d], a # b, dobierajac
do a i b punkt ¢ € (a,b) tak, jak w tezie twierdzenia Lagrange’a, mozemy napisac

(ii)
1f(b) = fla)| = [f(O]-[b—al < M[b—al.
Funkcja f spelnia wiec warunek Lipschitza ze stalg M. O

Uwaga 6.45. Funkcja ciggla na odcinku [, b] (a wiec jednostajnie ciggla na tym odcinku)
i rézniczkowalna w (a,b) moze mieé¢ nieograniczong pochodng. Przyklad: f(z) = /z dla
z € [0,1]; wtedy f'(z) = 1/2y/x dlaz € (0,1] i f/ nie jest ograniczona w zadnym otoczeniu
zera.

Na zakonczenie tego podrozdzialu sprébujemy udzielié cze$ciowych odpowiedzi na
dwa pytania: jakie funkcje moga byé pochodnymi, i czy pochodna funkcji rézniczkowalne;j
musi by¢ funkcjg cigglag. Odpowiedz na drugie pytanie jest prosta: pochodna nie musi byé
funkcjg ciggla.
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Funkcja z Przykladu 6.46 w otoczeniu zera (dla nieco wigkszej czytelnosci rysunku, o§ y zostala liniowo
rozciggnieta). Wykres oscyluje miedzy dwiema parabolami, y = z? i y = 3z2. Pochodna istnieje w kazdym
punkcie, jednak nie jest ciggla w zerze i zmienia znak nieskoniczenie wiele razy w kazdym przedziale wokét
zera.

Przyklad 6.46. Niech

x? sin(1/x T
f(x)Z{O,(H /), =20,

Dla z # 0 otrzymujemy, stosujac wzory na pochodng iloczynu i pochodng ztozenia,

x x X

1 1 1 1
f(z) =2z - (2 + sin ) 2% cos— - (—27%) =2z <2 + sin ) —cos . (6.3)

Zatem na R \ {0} pochodna f istnieje i jest tam funkcjg ciggla.
Poniewaz sinus na R przyjmuje tylko wartosci z przedziatu [1, 1], wiec |f(z)| < 322
dla wszystkich = € R. Dlatego

o< |10t

<3lh| =0 dla h — 0.

f(h)
-1
Z twierdzenia o trzech funkcjach wynika zatem, ze f’(0) = 0. Jednak f’ nie jest ciggla
w zerze. To wynika stad, ze pierwszy sktadnik po prawej stronie (6.3) dazy do zera dla
x — 0 (modul tego skladnika nie przekracza 6|z|), jednak drugi skladnik, — cos1/x, nie
ma granicy dla x — 0 (patrz Przyklad 5.12). Dlatego granica f’ w zerze nie istnieje.

Nietrudno zauwazy¢ jeszcze jedno: f(z) = 0 tylko dla x = 0, a dla = # 0 jest f(z) >
22 > 0. Zatem f ma w zerze minimum lokalne wlasciwe (a nawet osigga w zerze swj
kres dolny). Jednak dla dowolnej liczby 6 > 0 funkcja f’ zmienia znak nieskoriczenie
wiele razy w przedziale (0, ). Podobnie jest w przedziale (—4,0): tam tez f’ zmienia znak
nieskoriczenie wiele razy.? Zatem prawdziwy jest nastepujacy fakt, dla kogo$ by¢ moze
lekko zaskakujacy i przeczacy naiwnej intuicji.

Moze sie zdarzyé, ze f jest ciqgta na Ri ma w punkcie xg € R ekstremum lokalne
wlasciwe, jednak nie jest monotoniczna na Zadnym przedziale (zg,zo + 0), ani
na zadnym przedziale (xg — d, ), gdzie 6 > 0. O

3Czytelnik zechce, nasladujac rozumowanie z Przykladu 5.12, precyzyjnie to uzasadnic.
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Twierdzenie 6.47 (wlasno$é Darboux dla pochodnej). Zatozmy, ze a < b, zas funkcja
[ [a,b] — Rjest ciqgla i rézniczkowalna na [a, b]. Dla kazdej liczby c € [f'(a), f'(b)] istnieje
punkt x € [a,b] taki, ze f'(z) = c

Uwaga: nie zakladamy, ze f'(a) < f'(b). Napis [f'(a), f'(b)] oznacza przedzial o koricach
f'(a) i f'(b), byé moze zdegenerowany do jednego punktu. Podkre§lmy tez wyraznie: nie
zakladamy tu cigglosci f'.

Dow6p. Bez zmniejszenia ogélnosci przyjmijmy f'(a) < f’(b). Rozpatrzmy funkcje pomoc-
niczg* ¢(z) = f(x) — cx. Spelnia ona warunki:

¢'(a) = f'a) —c<0, ¢ b)=f(b)—c>0.

Jesli ¢'(a) = 0 lub ¢/'(b) = 0, to teza twierdzenia zachodzi (mozna wzigé z = a lub = = b).
Zal6zmy wiec odtad, ze ¢'(a) < 0 < ¢'(b).
Funkcja ¢ jest ciggla na [a,b], zatem, z Twierdzenia 5.36 wynika, ze istnieje punkt
x € [a,b] taki, ze
¢(z) = inf ¢.

[a,b]

Zauwazmy, ze gdyby = = a, to mielibySmy dla malych ~» > 0

dla+h)—dla) _
h — Y

azatem ¢'(a) >0.

Poniewaz jednak ¢'(a) < 0, wiec x # a. Tak samo pokazujemy, ze x # b. Z lematu Fermata
otrzymujemy teraz ¢'(z) = f'(z) —c=0. O

Odpowiedz na inne naturalne pytanie: czy kazda funkcja ciggta jest pochodnq pewnej
funkcji? jest tez twierdzaca, ale na jej uzasadnienie Czytelnik bedzie musial poczekaé.

6.4 Pochodne wyzszych rzedéw. Wzoér Taylora

6.4.1 Definicja pochodnych wyzszych rzedéw

Jesli funkcja f: A — R, gdzie A C R, jest rézniczkowalna w kazdym punkcie zbioru
A, to funkcje g: A — R taka, ze g(a) = f'(a) dla kazdego a € A, nazywamy pierwszq
pochodng funkcji f. Pochodne wyzszych rzedéw definiuje sie indukcyjnie. Stuzg one, jak
sie przekonamy, do aproksymacji funkcji wielomianami, do badania ekstreméw, a takze
(druga pochodna) do okresélania wypuklo$ci. Zacznijmy od definicji.

Definicja 6.48 (pochodne wyzszych rzedéw). Niech n € Niniech P bedzie przedzia-
fem otwartym w R, a € P. Jesli w kazdym punkcie przedzialu P funkcja : P — R ma
pochodne do rzedu (n — 1) wigcznie, to méwimy, ze f ma n-tg pochodng w a (lub: po-
chodng rzedu n w a) wtedy i tylko wtedy, gdy f(®1 jest rézniczkowalna w punkcie a.
Przyjmujemy

(o) — g £ =1 a)

T—a T —a

“Nietrudno zobaczyé, ze ¢ dobieramy tak, aby mieé ¢’ =0 < f' = c.
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Krétko méwige, gérny indeks w nawiasie oznacza liczbe wykonanych rézniczkowan.
Zatem, fO) = f, f1) = f/, f& = 7" = (f1), f& = (f@) = (f") = f”. Priméw nie uzy-
wamy do oznaczania pochodnych rzedu wyzszego niz trzeci. Ogélna, indukcyjna regula
podana w definicji orzeka, iz (™) = (f("~D)" w tych punktach, w ktérych funkcja f*~1
jest rézniczkowalna.

Przyklad 6.49. a) Jesli f(z) = exp(z) dlaz € R, to —jak juz wiemy — f'(x) = exp(z) =
f(z). Nietrudno stad wywnioskowaé, ze f ma pochodne wszystkich rzedéw: f/ =
(fY =f=ff"=(")=f = fiogélnie f(") = f dla kazdego n € N.

b) Postugujac sie wzorami na pochodne sinusa i cosinusa (patrz Stwierdzenie 6.22),
latwo sprawdzamy, ze

(sinz)® = (=1)" ! sinx, (sinz)®Y) = (=1)"* cos z, n=12..., (6.4)

(cosz)®?) = (=1)" cos z, (cosz)®V) = (=1)"sinz, n=12.... (6.5

¢) Ze wzoru na pochodng logarytmu naturalnego (patrz Stwierdzenie 6.25) i pochodng
funkcji potegowej otrzymujemy dla n > 1
(ny)™ = H" V= (—y )" = () -y, y>0, (6.6)
(n(1+2)™ = ()" - D)A+2)™",  z>-1. (6.7)
(Obu wzoréw dowodzi sie tak samo, przez tatwa indukcje.)

d) Jesli m, k € Z sa nieujemne, to woéwczas

(wm)(k)—{ m(m—1)-...-(m—k+1)zm™F, 0<k<m, 6.8)

07 k>m

Pochodna n-tego rzedu sumy dwéch funkcji n-krotnie rézniczkowalnych jest sumag n-
tych pochodnych sktadnikéw, tzn. (f + ¢)™ = f) + ¢(®). Dowéd jest oczywisty i wynika
ze wzoru na pochodng sumy. Wzory na wyzsze pochodne zlozenia funkcji i funkcji od-
wrotnej sg do$¢ zawile, ale w razie potrzeby mozna je wyprowadzi¢, wykonujac czysto
mechaniczng prace. Odnotujmy natomiast wzér Leibniza na n-tg pochodng iloczynu. Z
mnemotechnicznego punktu widzenia jest on “taki sam”, jak dwumian Newtona.

Stwierdzenie 6.50 (wzor Leibniza). Jesli P C R jest przedziatem, a € Pi f,g: P - R
sq n-krotnie rézniczkowalne w a, to wowczas

G @) =3 (T.‘)f<j><a>g<"-f><a>.

=0 N

Szkic powopu. Dowdd jest latwy; prowadzi sie go przez indukcje, korzystajgc ze wzoru na
pochodna iloczynu i tozsamosei (;",) + () = (”jl) Sprawdzimy tylko wzér na (fg)":
(f9)" = ((f9)) = (F'g+ 1d) =g+ g+ 1'gd+1d" =t'g+2fd + fg",

pozostawiajac reszte szczeg6low zainteresowanym. [
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6.4.2 Wzor Taylora

Najwazniejszym wzorem w Analizie, wykorzystujagcym pochodne wyzszych rzedéw, jest
tak zwany wzér Taylora. Stuzy on do przyblizania funkcji n-krotnie rézniczkowalnych
wielomianami, z pewng kontrolg bledu przyblizenia (jakosé i stopieni tej kontroli zalezg od
tego, ile wiemy o danej funkcji). W najprostszym przypadku, dla wielomianéw, wynika on
ze zwigzku miedzy wspoélczynnikami wielomianu i warto§ciami pochodnych wielomianu
w zerze, ktéry z kolei tatwo otrzymac ze wzoru (6.8).

Przesledzmy odpowiedni rachunek. Niech

n
P(x) = Zaj:nj = a4 a1z + apx + - + apa”
§=0

bedzie wielomianem stopnia n o wspélczynnikach rzeczywistych. Wowczas

n
P'(z) = a1 +2a0z+ - +naz" !t = Zjaja:jfl,
j=1
n .
P'(z) = 2a9+---4n(n—1)az" 2% = Zj(j — ajzi ™2
j=2

PW(@) = N jG-1)...-(—k+1aa’™* dak<n.
=k
W szczegélnosci, P (z) = nla, dla kazdego = € R, a ponadto
P®(0) = Klay,  k=0,1,...,n. (6.9)

Stwierdzenie 6.51 (Wzo6r Taylora dla wielomianow). Jesli P jest wielomianem stop-
nia n, to wowczas

(1) (n) n p@o)
P(z) = P(0)+ P 1'(0):1: 4+t P n!(O) - ZO P j!(o)xj; (6.10)
=
(1) (n)
P(w) = P(xo)+ Pf% —x0) o+ Pn(,mo)(w — z0)" (6.11)
n_ pG) ‘
DI TR (6.12)
=0

Dowép. Pierwszy wzér wynika z relacji (6.9) miedzy wspétczynnikami wielomianu P
i jego pochodnymi w zerze. Aby otrzymacé drugi wzoér, wystarczy zastosowaé pierwszy do
wielomianu Q, gdzie Q(w — zo) = P(w). Wtedy Q¥ (0) = P*)(z,) dla dowolnego k. [

Jesli k > n, to oczywiscie (ag + a1x + agx?® + - -+ + anx”)(k) = 0 dla wszystkich z. Oka-
zuje sie, ze taki warunek spelniajg na prostej tylko wielomiany odpowiedniego stopnia.
Odnotujmy ten fakt.
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Stwierdzenie 6.52. Jesli f: R D P — R, gdzie P jest przedziatem, jest k-krotnie réznicz-
kowalna i f*) =0, to f jest wielomianem stopnia co najwyzej k — 1.

Dowo6p. Dowodzimy przez indukcje wzgledem k. Jesli k£ = 1, to z Wniosku 6.43 wynika,
ze f = const, a wiec f jest wielomianem stopnia 0 i teza zachodzi.

Zal6zmy prawdziwos$¢ stwierdzenia dla liczby k. Niech f bedzie (k + 1)-krotnie réz-
niczkowalna i f(**1) = 0. Wéwczas f*)(z) = ¢ € R na mocy Wniosku 6.43. Rozpatrzmy
o(x) = f(z) — ca®/k!. Oczywiscie,

oW (z) = f®)(2) — k! c/kl = 0.

a wiec na mocy zalozenia indukcyjnego ¢ jest wielomianem stopnia co najwyzej k — 1.
Zatem, f(z) = ¢(x) + arz®, gdzie ar = c/k!, jest wielomianem stopnia co najwyzej k. [

Twierdzenie 6.53 (wzér Maclaurina z reszta w postaci Peano). Niech P C R bedzie
przedziatem, 0 € P. Zatézmy, ze f: P — R ma (k — 1) pochodnych w przedziale P i k-tg
pochodnqg w punkcie 0. Wtedy

k .
f(z) = Z f(J).(O) 4 r(x), (6.13)

gdzie reszta r(z) spetnia warunek

lim Lﬁ) =0. (6.14)
z—0 X
Intuicyjny sens tego twierdzenia jest jasny: funkcje, ktéra ma (k — 1) pochodnych
w pewnym przedziale i k-tg pochodng w pewnym ustalonym punkcie (jak zobaczymy péz-
niej, zero nie odgrywa tu zadnej szczegélnej roli), to w poblizu tego punktu mozna te
funkcje przybliza¢ wielomianami stopnia k&, przy czym biad przyblizenia ma, dla malych
x-6w, mniejszy rzad niz z*.
Liczne przyklady zastosowan tego twierdzenia Czytelnik zobaczy pézniej (takze na
¢wiczeniach). Najpierw przytoczymy

Dowo6bp. Krok 1. Niech najpierw k = 1. Wtedy wzor Maclaurina przybiera postaé f(z) =
f(0)+ f(0)z + r(x), a réwnos¢

lim @ = lim
z—0 T x—0

(f(fv)—f(o)

X

1) =0

wynika wprost z definicji pochodne;.

Krok 2. Rozpatrzymy teraz przypadek szczegélny: niech funkcja ¢: P — R spelnia waru-
nek
p90)=0 dlaj=0,1,...,k. (6.15)

Dla takiej ¢ prawa strona (6.13) sklada sie z samej ‘reszty’, tzn. wzér Maclaurina przy-
biera postaé ¢(x) = r(x). Trzeba wiec wykazaé, ze dla kazdej takiej funkcji zachodzi

réwnosé
lim o(z)

z—0 l’k

—0. (6.16)
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Udowodnimy to przez indukcje wzgledem k. Przypadek k& = 1 juz rozpatrzylismy.

Niech ¢ spelnia warunek (6.15) dla k = g + 1. Wtedy ¢ = ¢’ spelnia ten sam warunek
dla k£ = ¢. Piszemy, stosujgc do ¢ twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej na odcinku
o konicach 01 z,

1 p 1
iq(fz — ‘bf) = ¢ (tz) - por dla pewnego ¢t € (0,1)
_ ¢(t$)‘(t.i)q'tq—>0 dlaz =0

na mocy zaltozenia indukcyjnego, zastosowanego do funkgcji ¢. To koniczy dowéd wzoru
Maclaurina dla funkgcji ¢, spelniajgcych dodatkowy warunek (6.15).

Krok 3. Przypadek ogélny. Dla f spelniajgcej zalozenia twierdzenia kladziemy

190)
I

k
$(z) = f(x) =)

J=0

tzn. po prostu ¢(z) = r(z). Nietrudno sprawdzié, ze ¢\/)(0) = ) (0) — fU)(0) = 0, wiec ¢
spelnia zalozenie (6.15). Zgodnie z poprzednim krokiem dowodu, zachodzi wiec warunek
(6.16), tzn. ¢(z)/2* = r(z)/z¥ - 0dlaz — 0. O

Podkreslmy: w calym twierdzeniu chodzito tylko o zbadanie zachowania reszty r(x)
dla matych z. To byt kluczowy problem.

Otrzymany wzér Maclaurina mozna “przesungé¢” na dowolny inny przedzial P C R,
z wyréznionym punktem zg. Jesli f(z) = p(z — o), to ) (xq) = ©)(0) dla wszystkich j,
dla ktérych pochodne rzedu j istnieja. Zachodzi wiec takze nastepujacy fakt.

Wniosek 6.54 (wzér Taylora z resztag w postaci Peano). Niech P C R bedzie prze-
dziatem otwartym, xo € P. Zatozmy, ze f: P — R ma (k — 1) pochodnych na P i k-tq
pochodnqg w punkcie xo. Wowczas

() (2 , r(x
f(a:)zzfj (' 0)(x—x0)ﬂ+r(x), lim —"&)_ _g.

k
= j! z=zo (T — x0)F

Uwaga 6.55 (terminologia). Wielomian

korG) (g .
> ! (| o) (z — x0)!
j=0

7!
nazywa sie k-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie 2y (gdy z¢o = 0, uzywamy
nazwy wielomian Maclaurina). Zamiast podawaé warunek (6.14), pisze si¢ czasem r(z) =
o(z¥) dla z — 0. Symbol po prawej stronie to tzw.“o mate”; napis

f(x) =o(g(x)) dlaz —a

oznacza po prostu, ze granica lim,_,,(f(z)/g(z)) = 0. Taki jezyk jest czasem bardzo wy-
godny, co zobaczymy w konkretnych przyktadach.
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i w
6 6
2 2
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
) VL/VIO
6 6
2 2
-3 -2 —1 11 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
) R—\/V\/\i
6 6
2 2
-3 -2 -1 1 2 3 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 I

Funkcja f(z) = 6 —x+ £ cosz + & cos(27z) i jej wielomiany Taylora—Maclaurina w punkcie 2o =0 dlan =1
(styczna do wykresu), dla n = 5 (gérne rysunki), dla n = 15i n = 40 (Srodkowe rysunki), i wreszcie dla
n = 52 in = 82 (dolne rysunki). Jak widaé, wykresy f i Ts2 na przedziale [—4, 4] pokrywaja sie praktycznie
idealnie. Jednak dla |z| — oo funkcja g = | f — Ts2| ma oczywiscie granice +oco. Przyblizenie, jakie zapewnia
wzoér Taylora, ma charakter lokalny.

Z praktycznego punktu widzenia, przyblizenie, jakie zapewnia wzér Taylora, jest wy-
starczajgce do wielu celéw praktycznych, np. cho¢by do obliczania wartosci funkcji. Nawet
ktos zupelnie niezainteresowany teorig moze zobaczyé to na rysunkach. Te, ktore widac
w skrypcie, zostaly wykonane dla konkretnej funkcji (wybranej tak, aby uzyskaé roz-
sgdng ilos¢ przedzialéw monotonicznosci i wykres, ktéry w otoczeniu zera wyglada dos$é
przypadkowo)

flz)=6—2+ % cosx + % cos(2mz); (6.17)

jej wykres jest zaznaczony kolorem czarnym. Kolorem niebieskim zaznaczono wykresy
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wielomianéw Taylora—Maclaurina,

dla réznych n. Jak widaé, im wyzszy stopienn wielomianu Taylora, tym (w danym przy-
padku) wieksza diugosc przedziatu, na ktérym przyblizenie jest dokladne, i tym mniejszy
btad przyblizenia. Zobaczymy p6zniej, jakie sg teoretyczne oszacowania reszty we wzorze
Taylora.®

Oto fragment kodu, ktory zainteresowanym pozwoli na prowadzenie w wydzialowym
laboratorium komputerowych wlasnych eksperymentéw z wielomianami Taylora. Mozna
samodzielnie zmienia¢ funkcje i dwoma suwakami zmieniaé rozmiar przedzialu oraz sto-
pien wielomianu Taylora:

Manipulate[
Plot[
Evaluate[
{1.5 Cos[x] + .5 Cos[2 * Pi * x] - x + 6,
Normal [Series[1.5 Cos[x] + .5 Cos[2 * Pi * x] - x + 6, {x, 0, n}]]
}, {x, -x0, x0},
PlotRange -> {-.5, 12.5}, PlotPoints -> 120, MaxRecursion -> 3,
PlotStyle -> {{Black, Thick}, {Blue, Thick}},
TicksStyle -> Directive[Black, 26],
Ticks -> {{-4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4}, {2, 6, 10}},
Filling -> {2}, FillingStyle -> Directive[Opacityl[.15], Gray],
ImageSize -> {800, 500}, ImagePadding -> 20
1,
{{n, 5, "stopien wielomianu"}, 1, 80, 1},
{{x0, 5, "wielkoS§¢ przedziatu"}, .5, 8}
]

Przejdziemy teraz do konkretnych przyktadéw, wskazujgcych m.in., jak przydatny jest
wzor Taylora przy obliczaniu granic. Najpierw jednak wypiszemy rozwiniecia Taylora
kilku waznych funkcji.

Przyklad 6.56. Postugujac sie wzorami na pochodne wyzszych rzedéw funkcji wyklad-
niczej i funkcji trygonometrycznych, podanymi w Przykladzie 6.49, mozemy teraz tatwo
wypisaé¢ wzory MacLaurina dla tych funkcji. Mozna to zrobié dla dowolnej liczby n, gdyz
rozpatrywane funkcje majg pochodne wszystkich rzedéw na calej proste;j.

a) Niech f(z) = exp(z). Wéwezas £ (0) = exp(0) = 1 dla dowolnego n € NU {0}, wiec
wzor (6.13) dla funkcji wykladniczej przybiera postaé

1 1 1
exp(x):1+Faz+§x2+-~—|—ﬁx”+o(x”) dla x — 0.

®Zobaczymy tez, niestety, ze istniejg tak ‘zlosliwe’ funkcje, dla ktérych prawa strona wzoru Taylora w
pewnych punktach sktada sie, dla dowolnego n, z samej reszty — wtedy przyblizanie wielomianami Taylora
nie wnosi zadnej informacji.
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b) Dla f(z) = sinz mamy f??(0) = (=1)"sin0 = 0 (tzn. w (6.13) nie ma w ogéle
sktadnik6w o numerach parzystych), natomiast "1 (0) = (—=1)"*!cos0 = (—1)"

dlan =0,1,.... Wzér MacLaurina dla sinusa jest wiec nastepujacy:
) $3 :E5 " $2n+1
Slnx:x—?—ky—l——i-(—l)m—l—r(x),

gdzie r(z) = o(x?"*1) dla x — 0, gdyz skoriczyliSmy wypisywanie wielomianu Mac-
laurina na pochodnej rzedu (2n + 1). Zauwazmy, ze w tym przypadku mozna w
istocie twierdzié, ze r(z) = o(2?"*?) dla + — 0, gdyz kolejny, parzysty, sktadnik w
rozwinieciu Maclaurina jest zerem (parzyste pochodne sinusa znikajg w zerze).

¢) Dla f(z) = cosz mamy f"*+1(0) = 0 dla kazdego n = 0,1, ..., natomiast " (0) =
(—=1)"cos0 = (—1)™ i dlatego
2 4 L2n

B ¥ "
cosr=1——~+—+---+(-1) o)l

21 4l

+ r(x),

gdzie r(z) = o(z*") dla z — 0 (i, jak w poprzednim podpunkcie, mozna zauwazy¢,
ze w istocie mamy nawet r(z) = o(x?"*1), gdyz kolejny, nieparzysty, sktadnik roz-
winiecia Maclaurina jest zerem). [

Uwaga. Czytelnik zauwazyl zapewne, ze wielomiany Maclaurina w ostatnim przykladzie
wygladajg tak samo, jak odpowiednie sumy cze$ciowe szeregéw, ktérymi postugiwali§my
sie w rozdziale 4. To nie jest przypadkowy fakt: jak zobaczymy za jakis czas, jesli funkcja
[ jest suma szeregu, f(z) = > 7, ana"”, zbieznego na pewnym przedziale otwartym wokot
zera, to wéwczas f ma pochodne wszystkich rzedéw i f(*)(0) = k!a;, dla kazdego k.

Przyklad 6.57. Niech f(z) = Inxz i zp = 1. Tym razem zastosujemy wzér Taylora w
punkcie zo = 1. Mamy f("(z9) = (—1)""!(n — 1)! (patrz Przyklad 6.49), a wiec
(z —1) (z —-1)" r(z)

P _— _—— DY —_— n_l 1 1 —
Inz=(x—1) 5 T +(—1) - +r(z), gdzie 1171—%(3:—1)”

=0.
Podstawiajgc « — 1 = ¢, otrzymamy

23 tn

ln(l—l—t):t—§+§—|—---+(—1)"_1——|—0(t”) dlat — 0.
n

Tym wzorem tez mozna sie postugiwaé¢ dla dowolnej liczby n € N, gdyz logarytm natu-
ralny ma na (0, co0) pochodne wszystkich rzedéw. O
Przyklad 6.58. Obliczymy granice

. sinx — sin(sin z)
lim
z—0 ln(l + $3)

Mamy In(1 + t) = t + o(t); biorge ¢t = x3 stwierdzamy, ze mianownik jest réwny x> z do-
ktadnoscig do wyrazoéw nizszego rzedu. Dlatego znajdziemy rozwiniecie Taylora licznika
tez z doktadnoscig do wyrazéw z x3. Wiemy, ze sinz = z — 23 /6 + o(23) dla  — 0. Zatem

)3
sin(sinz) = sinz — (sinz) + o((sin x)?)
3 3 3 3
= x—%+o(x3)—:lg—i_60($)+o(:z:3) :x—%+0(m3) dla z — 0.
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Skomentujmy ten prosty skadingd rachunek. Po pierwsze, nie musieliémy wcale réznicz-
kowaé zlozenia sin o sin. PodstawialiSmy jeden wzoér Taylora do drugiego, kontrolujac biad.
Po drugie, napis ‘o(z%)’ oznaczal w réznych miejscach rézne wyrazenia! Wiemy tylko, ze
‘o(x3) dla x — 0 to funkcja, ktéra po podzieleniu przez x> ma w zerze granice 0. Dlatego®
o(x3) + o(x®) = o(2?) oraz o((sinz)3) = o(z?), gdyz 22 ma zerze granice 1. Ostatecznie,

xT

3 3
sinz —sin(sinz) T G +o(a®) - <$ -5+ 0(5'33)) ks o(x3) B % + oz

In(1+x3) 3 + o(x3) w3 to(zd) 4 0@

a wiec szukana granica wynosi 1/6. Podkre§lmy ponownie: w liczniku i mianowniku ostat-
niego utamka pod tym samym symbolem o(z3) kryjg sie¢ rézne wyrazenia — reszty ze
wzoru Maclaurina dla réznych funkcji! Ich wspélng wlasnoscia jest jednak to, ze po po-
dzieleniu przez z* dgzg do zera. Dlatego umiemy udzieli¢ odpowiedzi. [

Podamy teraz ogélne twierdzenie, pozwalajgce doktadniej szacowac reszte we wzorze
Taylora.

Twierdzenie 6.59 (wzér Taylora z reszta Schlémilcha-Roche’a). Niech f: (a,b) —
R ma w przedziale (a,b) pochodne do rzedu (k+ 1) wtgcznie. Zatézmy, Ze xg, xo+d € (a,b),
d > 0. Oznaczmy

kr) ( .
rele) = 1) = 30 T @ .

J=0

Wéwczas dla kazdego = € (xo,xo + d) i kazdego p > 0 istnieje liczba 0 € (0,1) taka, ze

FED (30 + 0(x — )

i (1 — O)FH1P (g — go)ktT, (6.18)

ri(z) =

Dowo6p. Ustalmy = € (zg, zo + d) i rozwazmy funkcje pomocniczag

) ,
/ j'(y) (x —y)’, gdzie o <y < z.

k
o(y) = flx) =

J=0

Wtedy ¢(z) = 01 p(z¢) = rr(x); ponadto, ¢ jest rézniczkowalna w [z, 2|, gdyz f ma k + 1
pochodnych na wiekszym przedziale. Obliczmy

(2) (1) 3) 2
) — Uiﬂw_<fjw@_w_fgw>_<f(w@ . f(w@_w>

91 y 1!

k! (k—1)!
Opuszczajgc nawiasy, otrzymujemy po dokonaniu redukcji
f(k+1) y
Ply) = ——7 ( )(ar —y". (6.19)

6To jeden z powodéw, dla ktérych tej symboliki trzeba uzywaé z wyczuciem i ostroznie!
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Niech teraz ¢ bedzie funkcjg ciggla w [z, z], rézniczkowalng w (x¢, z), ktérej pochodna
nie znika nigdzie w (z, z). Stosujgc Twierdzenie Cauchy’ego (patrz Tw. 6.38; prosze sa-
modzielnie sprawdzi¢, ze spelnione sg wszystkie zalozenia), otrzymujemy

p(x) —e(r0) _ ¢'(0)
U(x) —(zo)  ¥(c)

Korzystajac z tej rownosci, obliczamy

dla pewnego c € (zg, ).

W=l = gl (ele) - s 210
619 fE(e) ook Y(@) — (@)
1 Ao T (6.20)

Aby zakonczy¢ dowéd, pozostaje odpowiednio dobraé funkcje ¢ i uzy¢ powyzszego wzoru
dla niej. Wezmy +(y) = (z — y)P. Wtedy ¢ jest cigglta na [zg, 2] i ¥'(y) = —p(z — y)P~! nie
znika w (z, x). Ponadto, )(x) = 01 v¢(z9) = (z — z9)P. Niech 6 € (0,1) bedzie takie, ze
c=x0+ 0(x — x9). Wzér (6.20) przepisujemy teraz w postaci

W@+ —mo), g —(z — xo)”
T'k(x) - k! (.%' o 9(:6‘ (I?())) —p(SIJ — 70 — Q(ZL’ — xO))p_l
FED (@0 4 0(x — x0)) (x — x0)P

= (x—xo)k(l —G)k .

Hop (oo 11— )7
(k+1) _
_ f (xokj_ i(x $0)) (l‘ _ $0)k+1(1 - 9)k+1_p ]

To jest wlasnie szukana postaé reszty, (6.18). Dowdd jest zakoniczony. [

Dobierajac rézne wartosci p, mozna otrzymacd r6zne konkretne postacie reszty. Bardzo
znana jest tzw. reszta Lagrange’a, ktérg otrzymujemy dlap =k + 1. Wtedy k+1—p =0,
ak!-p=(k+ 1)\ Dlatego zachodzi nastepujacy fakt.

Wniosek 6.60 (wzoér Taylora z reszta Lagrange’a). Zalozmy, ze funkcja f: (a,b) - R
ma w przedziale (a,b) pochodne do rzedu (k+1) wigcznie. Wowczas, dla kazdego xo € (a,b)
i kazdego x € (a,b) istnieje taki punkt c, posredni miedzy xo i x, ze

e . (k+1) (¢
f(z) :jz(:)f j(! 0)(35_560)] i ]Ek_‘_l()!)(x_xo)k—i-l‘

6.4.3 Warunki dostateczne istnienia ekstreméw lokalnych

Postugujgc sie wzorem Taylora, nietrudno sformutowaé¢ warunki dostateczne istnienia
ekstremow lokalnych, wyrazone za pomocg pochodnych wyzszych rzedéw. Wiemy juz, ze
zerowanie pierwszej pochodnej funkcji nie jest warunkiem dostatecznym istnienia eks-
tremum lokalnego (przyktad: f(z) = 2° jest §cisle rosngca, ale f/(0) = 0). Jesli jednak
wiadomo, ktére pochodne wyzszych rzedow danej funkcji znikajg, a ktére nie, to mozna
latwo okreslié, czy w danym punkcie jest ekstremum lokalne, czy nie. Stuzy do tego wzér
Taylora.
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Stwierdzenie 6.61. Zatozmy, ze f: (a,b) — R ma w (a,b) pochodne do rzedu (2k — 1)
wlgcznie, a ponadto istnieje fF) (). Jesli

f92)=0 dlaj=1,....2k—1,  zas f@)(zg) #0,

to f ma w xq ekstremum lokalne wtasciwe. Doktadniej, jesli f**)(zg) > 0, to f ma w
xo minimum lokalne wlasciwe, a jesli %) (xzg) < 0, to f ma w zo maksimum lokalne
wiasciwe.

Dow6p. Rozpatrzymy tylko przypadek f(%)(zy) > 0; w drugim przypadku dowéd jest
analogiczny. Ze wzoru Taylora z resztg w postaci Peano otrzymujemy, uwzgledniajac za-
lozenie o znikaniu pochodnych f)(z) dlaj=1,...,2k — 1,

0) (g | (26) (5
@) = fan) = - E ) o - o 4 r(o) = L B - 4 1o,

gdzie r(z) = o((z — x0)?*) dla = — z¢. Dobierzmy liczbe § > 0 tak, aby

r(z)

GO I O O A )]
(x — )2k

2 ok dla 0 < |z — zo| < 6

mozna to zrobié, postugujac sie wprost definicjg granicy, gdyz e = f(*%)(zq)/(2- (2k)!) > 0.
Zatem, z nier6wnosci tréjkata,

)2k>0

(2K) (2 r(r (2K) (2
(@) — Fla) = <f Z;k()!o) N - _(x()))zk> (2 — 20)? > 1 w(x _ zq

2 (2k)!
dla wszystkich = € (zg — 0,20 + 0) \ {zo}. Dowdd jest zakoniczony. [J

Stwierdzenie 6.62. Zatozmy, ze f: (a,b) - Rma w (a,b) pochodne do rzedu 2k wigcznie,
a ponadto istnieje f** 1) (x). Jesli

f920)=0 dlaj=1,...,2k  ale fE+1(z0) £0,
to f nie ma ekstremum w punkcie x.

Szkic powopu. Postepujac tak, jak w poprzednim dowodzie, otrzymujemy

_ [P Do) 2t 1
przy czym dla pewnej liczby 6 > 0 jest
r(z) 1| fER D ()
W <§W d1a0<\x—xg\<5.

Poniewaz wyrazenie (z — x9)?**! nie ma stalego znaku, wiec tatwo jest stad wywniosko-

waé, ze i réznica f(x) — f(x¢) nie ma stalego znaku dla x bliskich zy. O
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6.4.4 Warunki dostateczne wypuklosci. Punkty przegiecia.
W ostatniej czesci tego podrozdziatu powiemy o zwigzkach pochodnej z wypukloscig.

Twierdzenie 6.63. Zatozmy, ze f: P = (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wowczas f jest
wypukta na P (odpowiednio: $cisle wypukta na P) wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest niema-
lejgca na P (odpowiednio: rosngca na P).

Dow6p. Znamy juz Twierdzenie 5.76, ktére podaje réwnowazne warunki wypuklosci.
Trzeci warunek w tym twierdzeniu orzeka, ze f jest wypukla na P = (a,b) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich z < y < z nalezacych do P zachodzg nieré6wnosci

fly) = f@) _ f(z) - fy)
y—xr T z-y

Jesli f jest Scisle wypukla, to dla kazdej tréjki punktow nieréwnosci sg ostre.

Ustalmy teraz dowolne v < y < z € P i zal6zmy, ze f jest rézniczkowalna, a f’ jest
funkcjg niemalejgcg. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze istniejg
c1 € (x,y) oraz co € (y, z) takie, ze

f(z) — fy)

f(y:;:i(x) — f/(cl) < f/(02) = Tya

gdzie §rodkowa nieré6wnosé zachodzi, gdyz f’ jest niemalejgcaic; < y < co. Jesli ponadto
1’ jest rosngca, to f'(c1) < f'(c2). To koniczy dowéd w jedng strone.

Pokazemy teraz, ze jesli f jest wypukla i f/ istnieje, to f'(z) < f/(2) dlaz < 2z € P.
Z Twierdzenia 5.76 wynika, ze dla 0 < h < y — z, gdzie y = %= jest Srodkiem odcinka

(z, z), zachodzg nieréwnosci

flash) - f@) _ f) - @) _ f:) - 1) _ 1)~ 1~ h)
h - y—-x T z-y h ’

Poniewaz nieréwnosci nieostre zachowujg sie¢ w granicy, wiec wykonujgc przej$cie gra-
niczne h — 0, otrzymujemy

y—x z—y
Zatem [’ jest niemalejgca. Jesli ponadto f jest $cisle wypuktla, to Srodkowa nier6wnosé
jest ostra, co oznacza, ze wtedy f'(z) < f'(z). O

Uwaga. Aby sprawdzié, ze monotonicznos¢ f’ jest warunkiem dostatecznym wypuklosci
f, mozna tez postgpié inaczej. Niech 71 <z <y =29 € P, t € (0,1). Funkcja

(@) = fF(1 =tz +ty) — (1= t) f(x) = tf(y)

ma pochodng ¢'(z) = (1 — t)(f'((1 — t)z + ty) — f'(x)). Zauwazmy, ze (1 — t)z + ty =
x+tly—x) >z, gdy x <yit > 0.Dlatego, jesli f’ jest niemalejgca, to ¢/’ > 0 na [x1, z2].
Stad (z1) < ¢¥(xz2) = 0, a warunek ¢ (z1) < 0 jest po prostu nieréwnoscia Jensena.
Zauwazmy, ze gdy f’ jest rosngca, to nier6wnosci w ostatnim zdaniu mozna zmieni¢ na
ostre.
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Wniosek 6.64. Zalozmy, ze f: P = (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna. Wowczas:
(i) Jesli f” > 0 na P, to f jest Scisle wypukta na P;
(ii) Jesli " > 0 na P, to f jest wypukta na P;

(iii) Jesli f” < 0 na P, to f jest $cisle wklesta na P;

(iv) Jesli f” < 0na P, to f jest wklesta na P.

Dowép. Wystarczy zastosowaé poprzednie twierdzenie i Wniosek 6.42, podajacy warunki
dostateczne monotonicznosci funkcji rézniczkowalnej. [

Uwaga. Nalezy pamietaé, ze méwimy tu tylko o dostatecznych warunkach wypuklosci.
Funkcja wypukta moze przeciez w pewnych punktach nie mieé nawet pierwszej pochodnej
(przyklad: f(z) = |z| dlaz € R), a tym bardziej drugiej. Stosujgc Twierdzenie 5.76, mozna
dosé tatwo wykazaé, ze funkcja wypukla ma w kazdym punkcie pochodne jednostronne i
jest rézniczkowalna poza zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Szczegély pozostawiamy w
charakterze zadania.

Definicja 6.65 (punkty przegiecia). Niech f: P = (a,b) — R bedzie ciggla i niech ma
w punkcie xg € P skoriczong lub nieskoniczong pochodng. Zat6zmy, ze istnieje taka liczba
0 > 0, ze f nie jest liniowa na zadnym z przedzialéw (zg,zo — J) i (o, z0 + ), a ponadto
na jednym z nich jest wypukla, za§ na drugim — wklesta. Méwimy wtedy (i tylko wtedy),
ze f ma punkt przegiecia W x.

Mozna spotkaé w literaturze inne, nieréwnowazne powyzszej, definicje punktéw prze-
giecia — np. taka:

Niech f: (a,b) — R bedzie rozniczkowalna w xy € (a,b) i niech y(z) = f(zo) +
I/ (x0)(z — x0) bedzie styczng do wykresu f w punkcie (xg, f(x)). Méwimy, Ze f
ma w o punkt przegiecia, gdy funkcja f(z) —y(x) zmienia znak w punkcie x.

Geometrycznie biorgc, powyzsze okreslenie oznacza, ze wykres f przechodzi z jednej
strony stycznej na drugg. Nie wymagamy, zeby na ustalonym przedziale z jednej strony
xo funkcja byla wklesla, a z drugiej wypukla.

Zadanie 6.66. Niech

22 sin(1l/x T

bedzie funkcjg z Przykladu 6.46 i niech g(z) = f(z) dlaz > 0, g(z) = —f(z) dla z < 0.
Sprawdzié, ze g nie ma w z(y = 0 punktu przegiecia w sensie Definicji 6.65, ale funkcja

9(@) = (9(w0) + ¢'(x = z0) (@ — 20))

jest dodatnia dla = > 2y = 0 i ujemna dla = < 2y = 0, tzn. wykres g przechodzi w zerze z
jednej strony stycznej na druga.

Stwierdzenie 6.67. Zatozmy, ze f: (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna na (a,b) i
trzykrotnie rézniczkowalna w xq € (a,b), przy czym fO® (zg) # 0 = f"(xo). Wtedy f ma w
xo punkt przegiecia.
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f(a)

f(a)

a

U gory: punkt przegiecia. U dolu: wykres funkcji przechodzi na drugg strone stycznej, jednak w dowolnie
malym przedziale (a,a + §) sa zaré6wno odcinki, na ktérych funkcja jest wklesta, jak i odcinki, na ktérych
funkcja jest wypukla. Konkretny przyktad takiej sytuacji mozna znalezé w Zadaniu 6.66.

Dow6p. Bez zmiany ogélnosci zalézmy, ze f(3)(z) > 0. Poniewaz

174 14 i
3) () — fim 4ot = F(x0) _ w0+ D)
0 < f*(xo) = Jimy 2 P —

9

wiec dla wszystkich dostatecznie matych h > 0 jest f”(zo + h) > 0 > f"(xz¢o — h). Za-
tem f jest Sci§le wypukla na pewnym przedziale (zo,zo + 0) i $ciSle wklesta na pewnym
przedziale (z¢ — d, z¢). Na zadnym z tych przedzialéw f oczywiscie nie jest liniowa, a po-
nadto f'(z) istnieje, gdyz f jest dwukrotnie rézniczkowalna. Spelnione sg wiec wszystkie
warunki Definicji 6.65. [

Uwaga 6.68. Przy zalozeniach ostatniego stwierdzenia funkcja

A(x) = f(@) = (F(@0) + f(x = 20)(w — 20))
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zmienia znak w punkcie xo, gdyz ze wzoru Taylora z resztg w postaci Peano wynika, ze

" (3) T
mw) = T g T2 0y to((a— a0
@) (z0)

3, (z — 20)® + o((z — 20)*) dlaz — x0;

znak prawej strony okreslamy tak samo, jak w dowodzie Stwierdzenia 6.62. Z intuicyjnego
punktu widzenia, przy zalozeniach () (o) # 0 = f”(x) réznica h miedzy f i styczng do
wykresu f zachowuje si¢ w otoczeniu punktu zy — z dokladno$cig do zaniedbywalnego
btedu — tak, jak pewna wielokrotnosé (z — zo)3. Widaé, ze przy takich zatozeniach oba
przytoczone okreslenia punktu przegiecia sg rownowazne (a patologie takie, jak w Zada-
niu 6.66, sg wykluczone).

Zadanie 6.69. Sprawdzi¢, ze przy zalozeniach Stwierdzenia 6.62 f ma w zy punkt prze-
giecia.
Wskazowka. Sprébowaé nasladowaé dowéd Stwierdzenia 6.67.

6.5 Regula de 'Hospitala

Sformulujemy teraz kilka wariantéw tak zwanej reguly de 'Hospitala, ktéra utatwia ob-
liczanie granice wyrazen nieoznaczonych typu 8 i 2. Jest to narzedzie wygodne i warto je
znac. Zobaczymy jednak przykltady sytuacji, gdy reguta de ’'Hospitala prowadzi do kosz-
marnych rachunkéw i z kretesem przegrywa konkurencje z wzorem Taylora.

Twierdzenie 6.70. Zatozmy, ze f,g: R D P — R sq rozniczkowalne w punkcie skupienia
a € P zbioru P C R, a ponadto f(a) = g(a) =0 # ¢'(a). Wtedy granica

im M
i—m g(x)

istnieje i jest réwna f'(a)/g'(a).
Dowo6p. Z zalozen f(a) = g(a) = 0 # ¢'(a) wynika, ze
f)  f@)—fla)  fl@)—fla) z—a

g(z)  g(z) —g(a) r—a  g(z)—g(a)
(ostatni utamek ma sens: blisko punktu a jest g(x) # g(a), gdyz ¢'(a) # 0). Z twierdzenia
o granicy iloczynu i definicji pochodnej wynika natychmiast, ze
T z)— f(a T —a 1

f@) _ f) = fa) )

9(x) r—a  g(z)—g(a) 9'(a)
Twierdzenie 6.71. Zalozmy, ze f,g: R D P — R sq (k — 1)-krotnie rézniczkowalne w
przedziale P C R. Jesli a jest punktem wewnetrznym P i

f9a)=¢gYa)=0 dlaj=0,1,....k—1, ale g®(a) #0,

gdyx —a. O

to granica

im 1)
2 g(a)

istnieje i jest rowna f*)(a)/g"® (a).
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Dowép. Postugujac sie wzorem Taylora z resztg Peano i zalozeniem o znikaniu odpowied-
nich pochodnych f i g, mozemy napisaé:

_ K — — dlaz — a.

(Zauwazmy, ze w otoczeniu punktu ¢ mianownik nie bedzie sie zerowal, gdyz ¢*)(a) # 0.)
Stad natychmiast wynika teza. O

Kolejny wariant od dwoéch poprzednich rézni sie tym, ze nie zaktadamy réozniczkowal-
nosci obu funkcji w punkcie a.

Twierdzenie 6.72. Zatézmy, ze f,g: [a,a + d) — R, gdzie d > 0, sq rézniczkowalne w
przedziale otwartym (a,a + d), ¢'(x) # 0 na (a,a +d) i f(a) = gla) = 0. Jesli istnieje
granica lim, o (f'(z)/g'(x)) = A, to istnieje granica lim, ., (f(z)/g(z)) i tez jest rowna A.

Szkic powopu. Tym razem skorzystamy z twierdzenia Cauchy’ego i napiszemy

fl@) _ fl@)—fla) _ f(&) gdzie a < &, < . (6.22)

g(x) — g(z) —gla)  ¢'(&)’
Postugujac sie wprost definicjg granicy (wg. Cauchy’ego), nietrudno stwierdzié, ze dla
x — a prawa strona dgzy do A, a wiec i lewa strona dgzy do A. Czytelnik zechce uzupelnié
wszystkie szczegély rozumowania. [

Uwaga 6.73. Regule de 'Hospitala w wersji podanej w Twierdzeniu 6.72 wolno stosowac
nie tylko dla A € R, ale takze w przypadku A = +oco. Jeéli np. A = +o0, to dla dowolnej
liczby M > 0 znajdziemy n > 0 takie, ze f/(£)/¢'(§) > M na przedziale (a,a + 7). Jesli
x € (a,a + n), to & we wzorze (6.22) tez jest punktem przedzialu (a,a + 7) i dlatego dla
x € (a,a+ n) lewa strona (6.22) jest wigksza od M.

Uwaga 6.74. W Twierdzeniu 6.72 punkt a € R mozna zastapi¢ przez +oco. Uzasadnienie
nie jest skomplikowane. Wystarczy przyjaé, ze

Ft)=f(1/t),  G@)=g(1/t);
wtedy (powiedzmy, ze a = +00)

lim @ = lim @
z—+oo g(x)  t—ot G(t)

Mamy tez, dzieki wzorowi na pochodng zlozenia,

tim 2O _ gy TG ZOSWH g SO, L)
t=0 G(t) t=0G/(t) t=0—t"2¢'(1/t) =0 g (1/t) a—+oog'(z)’

W ostatniej wersji reguta de 'Hospitala przenosi si¢ na nieoznaczonosci typu .

Twierdzenie 6.75. Niech f,g bedq rézniczkowalne w przedziale (a,a + d), ¢'(z) # 0 na
(a,a+d)ilimg_, f(z) = limy_q g(x) = +oo. Jesli istnieje granica lim,_,q (f'(z)/g'(z)) = A,
to istnieje granica lim, o (f(z)/g(x)) i tez jest réwna A.
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Dowép. Dla ustalenia uwagi rozpatrzymy przypadek lim,_,, f(z) = limy—, g(x) = 400 i
A € R.Niecha <z <z < a+ d Wtedy

f(@) = f(wo) _ flx)
g(x) —g(xzo)  g(x)

Dla ustalonego xg, ulamek

1—
Ula.a) — L= (00)/9(2)
1—(f(z0)/f(x))
ma dla x — a granice réwna 1, gdyz f,g — +oo dla z — a. Postugujac sie twierdzeniem
Cauchy’ego, by wyrazié stosunek przyrostéw funkcji f i g, piszemy

gég = ‘;Eg :g((jg)) -U(zg,x) = g:((gg -U(zxo, x), gdziea <z <& <zx9. (6.23)
Dlatego
f@) | @) F&) | fE)
’9(%) A’ 9@ gE) 9 A‘
(6.23) f/(gx) Za. 1) — f/(€m> _
2| Ve 1)+ A
/(&) f'()
< lges| s -1+ A‘ . (6.24)

Ustalmy ¢ > 01i liczbe n € (0,1), ktérg dobierzemy do ¢ pézniej. Korzystajac z zalozenia o
istnieniu granicy ilorazu pochodnych, wezmy taki punkt z € (a,a+d), aby | g ,/((2 —A|l<n
dla wszystkich t € (a,zo). Wreszcie, ustaliwszy juz zo, wybierzmy liczbe ¢ € (0, |xg — al)
tak, aby |U(wo,z) — 1| < n dla wszystkich = € (a,a + §). Szacujgc prawg strone (6.24),
otrzymujemy teraz

1)<

flx) f'(&)
9(x) 9'(&2)

dla wszystkich liczb = € (a,a + 0); aby zachodzila ostatnia nieré6wnosé, wystarczy wzigé
np.n=¢/(|A|+3). O

Zadanie 6.76. Przeprowadzié dowéd ostatniego twierdzenia dla A = +cc.

n+n<(|Al+nn+n<(JAl+1+1)n<e

Zalozenie o istnieniu granicy ilorazu f’/¢’ jest istotnie i nie mozna go pomingé.

Przyklad 6.77. Oczywiscie,

14 sinzx
9 .
lim —2OSRT g 2n
z—+o0 2 —sinx  z—+oo 1_ smx
2z

Jednak, oznaczajgc f(x) = 2x + sinz, g(z) = 2z — sin z, otrzymujemy

f'(x)  2+cosx
g(r)  2—cosx’

a ten iloraz nie ma granicy dla z — co. (Mozna wykazag, ze kazda liczba » € [1, 3] jest
granicg ciagu f'(z,)/¢ (z,) dla pewnego ciggu (z,,), ktéry dazy do nieskoniczonosci).
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Teraz oméwimy kilka przykladéw zastosowan reguly de I'Hospitala.

Przyklad 6.78. Zacznijmy od nieoznaczonosci typu J. Obliczmy granice lim, o+ E ;

gdzie f(z) = e*—e ¥ —zig(x) = sinz—2z. Mamy f(0) = g(0) = 0. Jest f/(x) = e*+e*—1
ig'(z) = cosx — 2, wiec f/(0)/¢'(0) = 1/(—1) = —1. Dlatego granica

. e —e %
Iim ————
rz—0+ sinxz — 2z

— X

istnieje i jest rowna —1. (PostuzyliSémy sie Twierdzeniem 6.70).
Przyklad 6.79. Obliczmy granice lim,_,q+ gxg ,gdzie f(x) =e*—e P —xig(x) =sinz—uz.
Mamy f(0) = g(0) = 0. Jest f/(z) = e*+e *—11ig'(x) = cosx — 1, wiec wartosci f'(0)/4'(0)

nie mozna okreslié. lloraz f'(z)/¢'(x) — —oo dla x — 07 ilatego granica
. e —eP—1
lim —mMmM—
r—0t sSInr —

istnieje i jest réwna —oco. (Tym razem postuzyli$my sie Twierdzeniem 6.72 i Uwagg 6.73).

Przyklad 6.80. Obliczmy granice lim,_,y+ He g gdzie tym razem f(z) = ¥ — e — 2z

x)?
oraz g(z) = sinz — x. Latwo sprawdzié, ze

£(0) = £1(0) = £(0) = g(0) = ¢'(0) = g"(0) =0, ale g"(0) = —cosO = 1.
Poniewaz f"(0) = e° + ¢~¥ = 2, wiec na mocy Twierdzenia 6.71

. et —e " =21 . fx)  f"(0)
lim ——— =" = lim =< = - _
z—0t  sinx —x a—0t g(z)  ¢"(0)

Przyklad 6.81. Ten przyklad jest nieco bardziej skomplikowany. Obliczymy granice

/z
lim w.

z—0t x

Niech f(z) = (1 + :r)l/x — e dla xz > 0. W punkcie z = 0 kladziemy f(0) = 0. Poniewaz
(1 + x) Ve edlaz — 0+ (to mozna sprawdzié, obliczajgc granice prawostronng w zerze

funkcji In((1 + 2)/*) = (Hx) , a nastepnie korzystajgc z cigglosci funkcji wyktadniczej),
wiec otrzymamy w ten sposob funkCJQ ciagla f: [0, +00) — R, rézniczkowalng dla = > 0.

Ponadto, niech g(z) = . Wtedy ¢(0) = 01 ¢'(z) = 1 dla wszystkich x. Aby zastosowaé
Twierdzenie 6.72, obliczamy

fio = (o2

BN )

1/x In x
- (1+2)" .<$($1+1)_ “mj )>. (6.25)
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Twierdzenie 6.72 pozwala teraz sprowadzi¢ istnienie granicy f/g do istnienia granicy

, 1 In(1+ z) . z—(z+1)In(1+2x)
1 — =1 . 2
20+ <x(m +1) z? > 20+ z2(z+1) (6.26)

Niech teraz F(z) = v — (v + 1) In(1 + z), G(z) = 2%(z + 1) = 2% + 2°. Mamy
Flz)=1-In(l4+2)—1=—-In(1+2), G'(z)=32>+ 2z,
wiec F(0) = G(0) = F'(0) = G'(0) = 0, natomiast

1
F// —_ _ 1 — 6 2
(@)=~ G@)=6z+2
tzn. F”(0) = —1, G”(0) = 2 i na mocy Twierdzenia 6.71 otrzymujemy
. 1 In(14+2z)\ 620 .. F(x) twer F"(0) 1
lim - =" lim = =——.
a—0+ \z(z+ 1) x? a—0+ G(z) G"(0) 2

Podstawiajac ten wynik do (6.25) i korzystajgc z réwnosci lim, o4 (1 + x)/?

mujemy teraz, stosujac Twierdzenie 6.72,
1/x
(1+z) e . f(x) . f(x)

lim —%—— = lim —=% = lim = lim f'(z)=—=.
z—0+ x a0t g(x)  a—ot ¢'(x) a:—>0+f( ) 2

= e, otrzy-

Poniewaz —e/2 < —1, wiec otrzymujemy z ostatniego przykladu nastepujacy wniosek.

Whniosek 6.82. Dia wszystkich dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé

SORES
1+—) <e——
n n

Dowép. Dla ciggu z,, = %, przy oznaczeniach z ostatniego przykladu, z pewnoscig zacho-
dzi warunek: f(z,)/g(xz,) < —1 dla wszystkich dostatecznie duzych n (postugujemy sie
definicjg Heinego granicy funkcji i Stwierdzeniem 2.13). Réwnowaznie,

n
a to jest teza wniosku. [

Widzimy zatem, ze ciag a, = (1 + %)" jest zbiezny do swojej granicy, liczby e, dos¢
wolno: odstep e —a,, jest wiekszy od % Do wszelkich celéw zwigzanych z praktycznymi ob-
liczeniami uzywa sie rozwiniecia funkcji wykladniczej w szereg, ktore poznaliS§my w Roz-
dziale 4.

Przyklad 6.83. Logarytm ro$nie w nieskonczono$ci wolniej, niz dowolna funkcja pote-
gowa o wykltadniku dodatnim. Innymi slowy, dla kazdego w > 0 jest
Inz

lim — =0,
z—+o00 ¥

gdyzdla f(z) =Inz1ig(z) = ¥ mamy
fll) 1= 1

= = =0 dla z — oc.
g (x)  wrvl  wav v

Zauwazmy: tym razem chodzilo o nieoznaczonos¢ typu = i skorzystaliSmy z Twierdze-
nia 6.75.
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Zadanie 6.84. Prosze samodzielnie wykazaé, uzywajgc metody z ostatniego przyktadu,
ze dla dowolnych liczb w > 0ia > 1 jest

xw

lim — =0.
z—~4o00 a¥

Ile razy trzeba zastosowac regule de 'Hospitala, zeby uzyskac¢ odpowiedz?

Z ostatniego zadania i ostatniego przykladu wynika ponownie moral, ktéry skadingd
Czytelnik mial szanse poznaé wcze$niej, rozwigzujgc elementarnymi metodami wiele
konkretnych zadan o granicach ciggéw:

Dla v — +o0:
1. Logarytm naturalny dqzy do nieskoriczonosci wolniej, niz dowolna
funkcja potegowa o wyktadniku dodatnim;

2. Funkcja wyktadnicza dqzy do nieskoriczonosci szybciej, niz dowolny
wielomian.

Przyklad 6.85. W ostatnim przykladzie wskazemy granice, ktérg mozna wzglednie 1a-
two okresli¢, stosujac wzor Taylora, natomiast uzywanie reguly de 'Hospitala jest raczej
skazane na porazke. Obliczymy

I (arcsinz — sinx)*?In(1/ cos )
im
z—0 (exp(z — sinz) — 1)2

Korzystajac z rozwinieé¢ Taylora—Maclaurina funkcji trygonometrycznych, exp ¢t iln(1+¢),
ktore poznaliSmy w poprzednim podrozdziale, mozemy dla z — 0 napisaé

x? x?
In(1/cosxz) = —Ilncosx = —In <1 - + 0(x2)> =3 + o(z?);

exp(x —sinz) — 1 = exp <x - (:U - :c63 +O(I3))> —1= ﬂg} + o(x?).

Funkcja h(z) = arcsin x ma pochodne
W(z) = ——==(1-2%)"12
W () = —%(1 C )2 (L2) = (1 — 2?) B2,
W'(z)=(1-2) 32—z 2(1 —2?) T2 (—2m) = (1—2?) 3% 4+ 32%(1 — 2?) /2,

Zatem h(0) = h”(0) = 0, 4'(0) = K" (0) = 1, i ze wzoru Maclaurina z resztg Peano otrzy-
mujemy
3
arcsinz = h(z) =z + % + o(z?) dla z — 0.
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In[9]:= D[ (AreSin[x] - Sin[x]) “{4/3} *Log[l1/Cos[x]], {x, 3}]

out[o]= {4 [ - Cos [x] | Sec[x]? (ArcSin[x] - Sin[x])!3 +
- X
3
8 V‘%—Cos[x}] . 342 )
1-x X
Log [Sec [x]] " 37 (AreSin[x] —Sin[x])5 *3 [ (1 _xz)m + (1 _xz)m +C05[x]]
4 [ L fCOS[x]] (+M +Sin[x])
. _as 1/3 \fl-xz (l—x )
(AreSin[x] - Sin[x]) 3 (AreSin[x] - Sin[x])?/3
28ec[x]? (ArcSin[x] - 8in[x])*? Tan[x] +
2
4 = - Cos [x] ] s
1-x 2 . _as 1/3 X .
5 (Arosisx Siniai7 ¢ 3 (Arosin(x] -sin(x)) [—(1 ) +8in[x] Tan[x]}

Stosowanie reguly de I’'Hospitala nie zawsze jest dobrym pomyslem. Trzecig pochodng funkcji

1
(arcsinz — sinz)*/® - ln(—)
cos

mozna obliczyé, utatwiajgc sobie prace: zalgczony zrzut ekranu pokazuje wynik obliczeri symbolicznych, wy-
konanych przez komputer. Czytelnik powinien sobie teraz wyobrazié, ze przedstawiony wynik ma trzykrotnie
zrézniczkowaé za pomocy kartki i oféwka. Obliczanie granicy z Przykladu 6.85 tylko przy uzyciu reguly de
I'Hospitala jest zajeciem do$¢ absurdalnym.

Stad, poniewaz sinz = = — £ + o(z) dla = — 0,

73

arcsinz — sinz = 3 + o(2?).

Teraz mozemy zakonczy¢ rachunki. Otéz,

(arcsina — sina)*/*In(1/ cos ) (3;,3 + 0(963’)>4/3 : <22 + 0(x2)>

(exp(z — sinz) — 1) <x3 t o >2
=)

= N 3 dlaz — 0
(6+ 3 )

(piszgc drugg réwnosé, po prostu skrécili$my utamek przez %). Dlatego

43 4
(arcsinz — sin z)*3In(1/ cos ) _ (3) 2 _g2.3-4/39-1 _ o 52/3

lim 5 5
=0 (exp(z —sinz) — 1) <1>

6
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Prosze zauwazy¢: o wartosci granicy wnioskowali§émy, dzielgc licznik i mianownik przez
2%, To oznacza, ze wazne byly wartosci széstych pochodnych licznika i mianownika w ze-
rze! Jednak rézniczkujgc licznik i mianownik, otrzymujemy coraz bardziej skompliko-
wane wyrazenia; nic si¢ wtedy nie upraszcza. ..

Warto zatem pamietac, ze wzor Taylora jest znacznie bardziej uniwersalnym narze-
dziem niz regula de I'Hospitala.

Przyklad 6.86. Wskazemy funkcje, dla ktérej prawa strona wzoru Taylora-Maclaurina
zawsze sklada sie tylko z reszty; wszystkie inne skladniki sg zerami. Niech

— ZL’2 T
f(.%') = { g}jp( 1/ )7 . 7: 87

Latwo sprawdzié, ze f jest ciggla w zerze. Nietrudno tez zauwazyé, a nastepnie wykazaé
przez indukgcje, ze dla = # 0 zachodzi wzér

f(x) = exp(=1/2%) - Wy(1/z),

gdzie W, (t) jest pewnym wielomianem zmiennej ¢ o wspétczynnikach catkowitych. Ko-
rzystajac z tej wlasnosci, nietrudno udowodnié, ze (" (0) = 0 dla wszystkich n € NU {0}.
Istotnie, dla n = 0 wynika to wprost z definicji f, a jesli wiemy juz, ze f((0) = 0, to

Q) — i S @) SO L ep(1/a?) Wallo) o tWalt) _

z—0 x z—0 xT t—00 e

na mocy reguly de ’'Hospitala. Dla tej funkcji uzywanie wzoru Taylora—Maclaurina do jej
przyblizania nic nie daje!



Rozdzial 7
Zbieznos¢ jednostajna

Kilkakrotnie mieli$my juz do czynienia z granicami ciggéw, zaleznych od dodatkowego
parametru, ktéry moégt by¢ liczbg rzeczywistg lub zespolong. PrzyjeliSmy np. definicje
funkcji wykltadnicze;j

oo = f (14 2)" = i S
k=0

Dla kazdego = € C wartos¢ exp(z) funkcji wykladniczej jest wiec granicg wartosci kon-
kretnych wielomianéw. Mozna zada¢ naturalne pytania: jesli, ogélnie, f(z) = lim,, f,(z)
dla wszystkich z z pewnego podzbioru prostej lub plaszczyzny, to ktére wltasnosci wszyst-
kich funkgji f,, (ciggtos§é? rézniczkowalnosé? ... ) dziedziczy graniczna funkcja f? Czy dzie-
dziczy je w kazdym przypadku, czy moze potrzebne sg dodatkowe zatozenia?

W tym rozdziale postaramy si¢ przynajmniej czeSciowo wyjasnié te kwestie.

7.1 Definicje i przyklady

Niech f,,, f: X — R, gdzien =1,2,...,a X oznacza (na razie) zupelnie dowolny zbiér.

Definicja 7.1 (zbieznos$é punktowa). Powiemy, ze ciag funkcji (f,,) jest zbiezny punk-
towo do [ na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € X zachodzi
réwnosé

fa) = lim f(a).

Piszemy wtedy: f,, — f na X.

Definicja 7.2 (zbiezno$¢ jednostajna). Powiemy, ze cigg funkcji (f,,) jest zbiezny jed-
nostajnie do f na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek: dla kazdego e > 0
istnieje ng = np(e) € N takie, ze dla wszystkich = € X i wszystkich n > ng jest

|f(z) = fulz)] <e.

Piszemy wtedy: f, = f na X.

Uwaga. Méwimy, ze szereg funkcji ) ;= r, Jk() jest zbiezny punktowo (odpowiednio: jed-
nostajnie) do funkcji f(x) na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy ciag sum czesciowych

144
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Sp = EZ:kO fr tego szeregu jest zbiezny do f punktowo (odpowiednio: jednostajnie) na
zbiorze X . Zwykle bedziemy mieé do czynienia z sytuacjg ko = 0 lub kg = 1.

Aby ostro uwidoczni¢ réznice miedzy oboma pojeciami, zapiszemy Definicje 7.11 7.2,
uzywajac kwantyfikatoréw, potrzebnych do okreslenia granicy:

Zbieznos$¢ punktowa f, — f na X: Ve >0 3Ing =ng(z,e) >0 VYn > ng

zachodzi warunek |f(z) — f.(z)| < e.

Zbieznos¢ jednostajna f, = fna X: Ve >0 dng=np(e) >0 Yn > ng

zachodzi warunek |f(z) — f,(2)| < e.

Réznica polega na tym, ze liczbe ny w pierwszym przypadku wybieramy, ustaliwszy wcze-
$niej zaréwno x € X, jak i ¢ > 0. Dlatego ny moze zaleze¢ zaréwno od ¢, jak i od punktu
x € X. Natomiast w drugim przypadku najpierw ustalamy ¢ > 0, a potem wybieramy
liczbe ng niezalezng od x € X, tak, aby warunek |f,(x) — f(z)| < € zachodzit dla wszyst-
kich n > ng i wszystkich x € X jednoczesnie.

Zacznijmy od standardowego przyktadu, wskazujgcego, ze r6znica miedzy obiema de-
finicjami jest istotna.

Przyklad 7.3. Niech X = [0,1] C Riniech f,: [0,1] — R bedzie dana wzorem f,(z) = z".
Wtedy

lim fy(z) = lim 2" = f(2): :{ 0 el

n—oo
Innymi slowy, cigg f, jest zbiezny punktowo na [0, 1] do funkgji f. Nie jest to jednak zbiez-
no$é jednostajna: dla kazdego n € N jest

1 1
Fal2) = fTM) = S 0= 2,
a zatem warunek z definicji zbiezno$ci jednostajnej nie zachodzi dla zadnej liczby ¢ < %

Przyklad 7.4. Jak poprzednio, niech X = [0, 1] C R. Pol6zmy

n xk‘

f@)=ewp@),  falr)=) 5. w01, n=12..
k=0

Z Twierdzenia 4.52, orzekajgcego o rownowaznosci dwoéch definicji funkcji wykladniczej,
wynika, ze f, — f na [0, 1], tzn. dla kazdego = € [0, 1] szereg > ;o , " /k! jest zbiezny do

17 podobnym rozréznieniem spotkalisémy sie juz, definiujac cigglosé jednostajna.
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exp(z). Mamy ponadto

o0 I'k o0
@@l = Y e Y o

k=n+1 k=n+1

1 1 1
T (nt 1) (1+n+2+(n+2)(n+3)+”'>

1 1 1 1 nt+2 2
1+ - o) = - <

(n+1)! n+2 (n+42)? n+1)! n+1
Uzyskali$my oszacowanie niezalezne od liczby x € [0,1]. Jesli € > 0, to biorac ng = [2/¢] +
1 > 2/e, otrzymujemy
2 2 2 . .
fl@) = @) < 5 <-<—<e¢ dla wszystkich x € [0,1] i n > ny.
nl " n o ng

Dlatego tym razem f,, = f na [0, 1].
Zauwazmy jeszcze, ze do podobnego oszacowania mozna dojs$¢, postugujac sie wzorem
Taylora—MacLaurina z resztg Lagrange’a:

exp( Z f f nH)(C")a:"“ dla pewnego ¢, € (0,z) C (0,1)
pa (n T 1)' 9 9 )
a zatem, poniewaz w tym przykladzie fU) = f dla wszystkich 7,
B : e +1 €
f(x) = falz) + 1m0, gdzie 1| = T 1)!96 < CEE

Zadanie 7.5. Wykazad, ze cigg funkcji

jest zbiezny jednostajnie do f(z) = exp z
(a) na kazdym ograniczonym przedziale [- M, M| C R;
(b) na kazdym kole domknietym K, = {z € C: |z| < M C C}.

To, ze w poprzednim przykladzie, a takze w ostatnim zadaniu, mamy do czynienia ze
zbiorami ograniczonymi, jest rzeczg istotng.

Przyklad 7.6. Na zbiorze X = R ciag

" .’IJ
= ER, n=1,2,...
];k z n

nie jest zbiezny jednostajnie do funkcji wykladniczej. Udowodnimy to przez zaprzeczenie.
Zalézmy przez chwile, ze dla ¢ = 1 > 0 istnieje n( takie, ze |f,(z) — f(z)| < 1 =¢e dla
wszystkich n > ng i x € R. Ustalmy n > ng. Dla z > 0 jest

+1

@) - Z W n+1)

k=n+1
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)!)1/(n+1)

Wstawiajac do tego oszacowania z,, = ((n +1 , otrzymujemy

xn-ﬁ-l B (n+1)! B
£(@n) = falan)] > (n+1! (n+1)!

L

to zas jest sprzecznosé, bo dla wszystkich = € R, a wiec takze dla « = z,,, powinna zgodnie
z zalozeniem zachodzi¢ nier6wnosé przeciwna. Warunek z definicji jednostajnej zbiezno-
Sci nie jest wiec w tym przypadku spetniony. [

Norma jednostajna. Interpretacja geometryczna zbieznosci jednostajnej

Nietrudno zauwazy¢, ze Definicja 7.2 jest réwnowazna nastepujgce;j:
Cigg [, = f na X wtedy i tylko wtedy, gdy ciqg liczbowy
dp = d(fnv f) = sup ‘fn(x) - f(x)|

rzeX

Jest zbiezny do zera dla n — oo.
Wprowadza sie czasem oznaczenie

19lloo,x = sup [g()]
rzeX

(indeks X opuszczamy, gdy wiadomo dobrze, o jaki zbiér chodzi). Liczbe ||g||, x nazy-
wamy normq jednostajng funkcji g (na zbiorze X).2 Przy takich oznaczeniach,

dn = d(fn, ) = [fn = flloo.x-

Te liczbe mozna traktowacé jak — abstrakcyjnie zdefiniowang! — odlegtos¢ funkcji f,, i f.
Jesli bowiem Y = R¥ jest zbiorem wszystkich funkcji f: X — R, to funkcja

Y XY > (f,g)—d(f,9) =If—gllec,x € Ry U{0}

spelnia trzy naturalne warunki, ktore spelnia np. zwykta odleglos¢ punktéw na plasz-
czyZnie czy w przestrzeni:

1. Dla wszystkich f, g € Y warunek d(f, g) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f = g;
2. Dla wszystkich f,g € Y jest d(f, g) = d(g, f).

3. Dla wszystkich f, g, h € Y zachodzi nieréwnosé tréjkagta
d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Pierwsze dwa warunki sg oczywiste. Trzeci wynika z nieré6wnosci tréjkata w R i definicji
kresu gérnego: dla kazdego = € X jest

F@) = g@)| < |f(@) - h@)] + |h(x) - g(x)
< sup|f(t) — ()] + sup|h(t) ~ g(8)| = d(f. ) + d(h o)

2Qczywiscie ||g]|oo,x < 0o wtedy i tylko wtedy, gdy g jest funkcjg ograniczona.
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biorgc teraz supremum lewej strony wzgledem x € X, otrzymujemy
xE

Moéwi sie krétko, ze d jest metrykq na zbiorze Y. Z ogélnym pojeciem przestrzeni metrycznej
i metryki Czytelnik zapozna sie blizej na II roku studiéw, na zajeciach z Topologii i z
Analizy. Podkreslmy jednak juz teraz dwie rzeczy:

1. Zbieznos$¢ jednostajna f, = f na X jest réwnowazna temu, ze odlegtosé

d(fr, f) = lfn = flloo,x =0 dla n — oo.

Traktujemy zatem funkcje tak jak punkty zbioru Y = R¥X; zbieznosé jednostajna
fn = f to zbiezno$é (odpowiednio okreslonej) odleglosci punktéw f, i f w zbiorze
Y = R¥ do zera.

2. Warunek
d(f,9) =IIf = gllex = sup [f(z) —g(z)| <e
xe
jest oczywiscie r6wnowazny nastepujgcemu:
f@)—e<g(x) < f(x)+e dla wszystkich x € X.

Oznacza to, ze d(f,g) < ¢, gdy wykres g zawiera si¢ w krzywoliniowym pasku o

wysoko$ci 2¢, narysowanym woko6t wykresu funkceji f (patrz rysunek).

Ciaglos$é granicy jednostajnie zbieznego ciggu funkcyjnego

Zakonczymy ten wstepny podrozdzial prostym, ale waznym twierdzeniem, ktére wyjasnia
jeden z powodow wprowadzenia pojecia jednostajnej zbieznosci ciggéw funkcyjnych.
Twierdzenie 7.7. Zatozmy, ze P C R jest dowolnym przedziatem. Niech f,: P — R bedg
funkcjami ciqglymi na P. Jesli f, = f na P, to [ jest ciqgta na P.

Dowép. Ustalmy x € P oraz dowolng liczbe € > 0, a takze liczbe 1 > 0, ktérg dobierzemy
do ¢ pod koniec dowodu. Wskazemy liczbe § > 0 taka, ze

If(x) = fly)l<e dlaye P,y —zf <. (7.1)

(Na mocy Stwierdzenia 5.27, wyniknie stad cigglo$é f w punkcie x € P.)
Poniewaz f,, = f, wiec istnieje ng € N takie, ze |f,,(t) — f(t)| < n dla wszystkich ¢t € P.
Ustalmy jakgkolwiek liczbe n > ng. Z nieréwnoSci tréjkata,
[f@) =)l < [f(@) = fal@)] + [ fal@) = fu@)] + [faly) — F()]
< n+[fal@) = fa@) + 1 =20+ fu(2) = fa(y)].

Funkcja f,, jest ciagla w = € P. Istnieje zatem liczba § > 0 taka, ze |f,(z) — fn(y)| < ndla
wszystkich y € P, spelniajgcych nieréwnosé |z — y| < 0. Dlatego

|f(z) = f(W)] < 2n+ [fulx) — fu(y)] < 3n.

dlay € P takich, ze |y — z| < §. Wybierajgc n = £, otrzymujemy warunek (7.1) i koriczymy
dowod. O
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f)+e

f)-¢

a X b
Warunek d(f, g) = ||f — 9]l < € 0znacza, ze wykres g miesci si¢ w “pasku o wysokosci 2¢” wok6l wykresu f.

Uwaga 7.8. Udowodnili§my w istocie nieco wiecej: jesli f,, = f na przedziale P i wszyst-
kie funkcje f, sg ciggle w zp € P, to f jest ciagta w z.

Uwaga 7.9. Oméwiony wezesniej przyklad ciagu f,,(x) = 2", zbieznego na [0, 1] punktowo
(ale nie jednostajnie!) do funkeji f = x[o,1) nieciaglej w zp = 1 wskazuje, ze zalozenie
Jjednostajnej zbieznosci jest w tym twierdzeniu istotne.

Uwaga 7.10. Moze si¢ zdarzy¢, ze cigg funkcji f,,: R — R jest zbiezny punktowo (ale
nie jednostajnie) do funkgcji ciggltej f: R — R. Oto przyklad takiej sytuacji: f(z) = 1 jest
funkcjg stalg. Wybieramy g: R — R ciagla i taka, ze

g(x) =0 dlaz e (—oo0,—1]U[1,00), g(z) >0 dlaze (-1,1), supg=1.

Nastepnie, kladziemy f,(z) = 1+ g(x —n) dla x € Rin € N. Wykresy funkgcji f,, wygla-
dajg jak garby, przesuwajgce si¢ w rownym tempie w strone +oo (patrz rysunek). Przy
ustalonym z € R mamy po prostu f,(z) = 1 = f(x) dlan > x + 1. Nietrudno sprawdzi¢,
ze w tej sytuacji oczywiécie f,, — f na R, ale || f, — fllcor =supg =1, czyli f,, A& f.

Uwaga 7.11. Tak samo definiuje sie zbiezno$é jednostajng ciggéw funkcji f,: X — C
(modul oznacza wtedy wszedzie po prostu modut liczby zespolonej). Prawdziwe jest na-
stepujgce twierdzenie:

Jesli ciqg funkcji ciqglych f,: C C X — C jest zbiezny jednostajnie do funkcji
f: X = C, to f jest cigglta na X.

Dowéd jest taki sam, jak w przypadku rzeczywistym.
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n n+1
“Wedrujacy garb”: ciag funkcji g, — f punktowo, ale d(gn, f) = ||gn — f|lcoc = const > 0 dla wszystkich n.

7.2 Najprostsze kryteria zbieznos$ci jednostajnej

Stwierdzenie 7.12. Niech f,: X — Rdla n = 1,2,.... Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(@) Ciqg (f,) jest zbiezny jednostajnie na X do pewnej funkcji f: X — R;

(b) Cigg (f,) spetnia jednostajny warunek Cauchy’ego: dla kazdego ¢ > 0 istnieje ng € N
takie, ze dla wszystkich m,n > ng i wszystkich x € X zachodzi nieréwnosé

|fn(x) - fm(x” <e.

Dowob. Cale rozumowanie polega na zastosowaniu warunku Cauchy’ego dla ciggow licz-
bowych (patrz Twierdzenie 2.37) i uwaznej lekturze definicji. Oto szczegéty.

Czesé I. (a) = (b). Ustalmy liczbe £ > 0. Poniewaz f,, = f na X, wiec istnieje ng € N
takie, ze | f,(v) — f(x)| < § dla wszystkichn > ngiz € X. Zatem, dla wszystkich m,n > ng
i wszystkich x € X otrzymujemy z nieréwnosci tréjkgta

Fa(@) = Funl@)| < 1fa(@) = F@)] + [ F(2) = fun(@)] < 5 + 5 =

Czesé I. (b) = (a). Zalézmy, ze (f,) spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego b. Wtedy
dla kazdego x € X ciag liczbowy (f,,(z))n=1.2,.. spelnia warunek Cauchy’ego, a wiec na
mocy Twierdzenia 2.37 ma granice w R. Oznaczmy te granice f(x). Ustalmy liczbe € > 0
i zastosujmy (b) do liczby ¢/2: istnieje takie ng (zalezne tylko od ¢!), ze dla wszystkich
m,n >ngiz € X jest |f,(x) — fn(z)| < 5. Ustalmy teraz liczbe n i przejdzmy do granicy
m — oo. Poniewaz w granicy zachowujg sie¢ nieréwnosci nieostre, wiec otrzymamy

|fn(z) — f(x)] < g <e dla wszystkich n > ngiz € X.

Zatem istotnie f, = fna X. O

Stwierdzenie 7.13 (kryterium Weierstrassa). Niech f,,: X — Rdlan=1,2,.... Jesli

|fn(2)| <a, dlaneN,
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a szereg liczbowy > 7 | a, jest zbiezny, to wowczas szeregi funkcyjne

an(x) oraz Z‘fn(x”
n=1 n=1

sq zbiezne jednostajnie na X.

Uwaga terminologiczna. W takiej sytuacji mowimy, ze szereg > _ f,,(z) jest zbiezny jed-
nostajnie i bezwzglednie.

Dow6p. Niech

@) = 3 1ful@)
n=1

oznacza m-tg sume czeSciowg szeregu Y | f,|. Z zalozenia |f,,(z)| < an, a wigc gdy m, k € N
im >k, to

|Sm(z) — Sk(x)| = Sm(z) — Sk(z) < agy1 + a2+ -+ am dla wszystkich z € X.

Szereg liczbowy zbiezny > a, spelnia warunek Cauchy’ego dla szeregéw, patrz Stwier-
dzenie 4.4. Zatem dla ustalonego ¢ > 0 istnieje ng = no(¢) takie, ze

A1+ Qg2 + o+ A = |agy1 + apra + o Fap| <e
dla wszystkich m > k > ny. Stad
|Sm () — Sk(x)] < g1+ agso+ -+ am <e dla wszystkich z € X im > k > ny.

Ciag funkcyjny (S,,) spelnia wiec jednostajny warunek Cauchy’ego na X, tzn. na mocy
poprzedniego stwierdzenia jest jednostajnie zbiezny. Z definicji, oznacza to zbieznosc jed-
nostajng szeregu ) -, | fn(x)| na zbiorze X.

Dowéd jednostajnej zbieznosci szeregu > ., fn(x) jest analogiczny. Trzeba tylko za-
uwazyé¢, ze dla m > k jest

m

m
< Z |[fr(@)] < agy1 +agso+ -+ am .
n=k+1

n=k+1

k
1 n=1

n=

Latwo stad (podobnie, jak w pierwszej czesci dowodu) wywnioskowaé, ze cigg sum cze-
Sciowych szeregu > f, spelnia jednostajny warunek Cauchy’egona X. O

Uwaga 7.14. Oba stwierdzenia przenoszg si¢ bez zmian na przypadek funkcji o warto-
$ciach zespolonych.

7.3 Twierdzenia Weierstrassa i Diniego

Oznaczenia. Niech P C R. W dalszym ciggu symbolem C(P) bedziemy oznaczali zbiér
wszystkich funkgcji cigglych f: P — R.

Udowodnimy teraz fundamentalne twierdzenie, ktére ma liczne zastosowania w Ana-
lizie Matematycznej. Niektore z nich poznamy wkrétce.
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Twierdzenie 7.15 (Weierstrass). Jesli a,b € Ri f € C([a, b)), to istnieje cigg wielomia-
now P, o wspélczynnikach rzeczywistych taki, ze P,, = f na |a,b|.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy udowodni¢ twierdzenie w szczegélnym przypadku:
dla @ = 0ib = 1. Dla innych przedzialéw uzyskamy wtedy teze, skladajac odpowiednie
funkcje z funkcjami liniowymi

0,1]5t+—ax=a+tb—a) € |a,b].

Istotnie, przypus$émy, ze dla dowolnej f € C([0, 1]) istniejg wielomiany P, takie, ze P, = f
na [0, 1]. Dla ustalonej g € C([a,b]) niech f(t) = g(a+t(b—a)), gdzie t € [0,1]; f jest funkcjg
ciggla na [0, 1]. Wybierzmy ciag wielomianéw P,, = f na [0, 1] i pot6zmy

Qu(z) =Pu(7—2)  dlaz e [a0)

b—a

Wtedy Q,, sg wielomianami i Q,, = ¢ na [a, b], gdyz ||Q, — gHoq[a,b] =P, — f”oo,[o,l}-
Dlatego ograniczymy sie do dowodu nastepujgcego twierdzenia.

Twierdzenie 7.16 (S. N. Bernstein). Niech f € C([0,1]). Potézmy

Bo(f)(z) = Zn:f(f;) (Z)ﬁu —z)" k. ze0,1, n=12...
k=0

Wéwczas B, (f) = f na [0,1].

Uwaga terminologiczna. Wielomian B, (f) nazywa si¢ n-tym wielomianem Bernsteina
funkcji f.
Dowoép. Najpierw udowodnimy trzy pomocnicze fakty:

(a) Jesli fi ()
(b) Jesli fo(x)

1na [0,1], to B,(f1) = 1 na [0, 1] dla kazdego n € N.

xzna [0,1], to B,(f2)(z) = x na [0, 1] dla kazdego n € N.
(c) Jesli f3(x)

22 na [0,1], to B, (f3)(z) = 22 — £ + £ na [0,1] dla kazdego n € N,
Wtasno$é (a) wynika natychmiast z dwumianu Newtona. Istotnie, jesli f1 = 1, to
- ny n—k n n
Bal@) = 32 (1) -0 = 0 ) =1

Dla dowodu (b) zauwazmy, ze £ - () = % = () dlak >1(adlak =0lewa

strona jest zerem). Dlatego dla funkcji f>(z) = = otrzymujemy

Bn(f2)(z) = Zn: % <Z> (1 —z)" k= zn: % (Z)xk(l )k

k=0 k=1
(-1 g R L A n—1—(k—1)
= Z(k_1>x (1—2x) —J;Zn<k>x (1—2x)
k=1 k=1
n—1

_ (n]_,:[)xj(l—x)"lj _—

J=0
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(Przechodzac do trzeciej linijki, podstawiliSmy j = k£ — 1). Aby sprawdzi¢ (c), piszemy

Ok -k k k(k—1) n—1 k
n? n? n> nn-1) n n

1
n
i rachujemy podobnie jak poprzednio:

B = 325 (F)eka eyt

k=0

= S () () e
- > (Z _ ;) A (L2 B(f)(a)

k=2
—2
n—1 2” n—2\ L9 T 2 oz
— ]‘1_ n—=2—j i 2 v =
- xZ( j )x (1—-2x) o=t

j=

=1 (dwumian Newtona)

Teraz przejdziemy do zasadniczej cze$ci dowodu. Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz f jest Jedno-

stajnie ciggla na [0, 1], wigc istnieje & > 0 takie, ze |f(z) — f(£)| < &, gdy |z — £| < 6.

Réznice miedzy f i jej n-tym wielomianem Bernsteina szacujemy nastepujgco:

70 - 35 (3) (1) e

|f(x) = Bn(f)(2)]

n

- ;<f(x) - f(i)) (Z) AR (7.2)
< Sl - () ()= = it + 0,
k=0

gdzie

dla zbioréw indekséw
k k
Alz{k:O,l,...,n: )x——) <5} oraz AQ:{k:O,l,...,n: ‘:p—f‘ 25}.
n n

(po prostu dzielimy calg sume na dwie inne, odpowiednio dobrane). Oszacowanie sumy
Si(n) jest tatwe: gdy |% — 2| < 6, to | f(z) — f(£)| < § i dlatego

Sl(n)gzz.CD k(1 — g ;gj<> "’”a); (7.3)

keA,

Kluczowy krok to szacowanie sumy S. Niech M = supy ;) | f|. Zauwazmy, ze

k—nx

no

]f 2
5§‘x—— > dlak € As.
n

, stad zas 1< (
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Ponadto, oczywiscie |f(z) — f(£)| < |f(z)| + |f(£)| < 2M = 2sup|f|. Dlatego

n

E—nz\?% /n
< 2M F(1—g)nFk
o = w3 (52 (s
2
IM < [ k2 k n _
S 57 <nQ—2xn+x2> <k>xk(1—x)" F— S3(n)
k=0

(zwiekszamy zakres sumowania z k € A; do wszystkich 0 < £ < n). Ostatnig sume mozna

tatwo wyrazié¢ przez wielomiany Bernsteina funkcji fi(z) = 1, fo(z) = 2 i f3(z) = 22, a

nastepnie obliczy¢, korzystajac z pomocniczych faktéw (a)—(c); prowadzi to do oszacowania

Son) < S3n) = o (Balfs)la) — 2~ Bu(2)(w) + 22 Bo(f1)(x))
- 2;\24<x2—22+z—2x2+x2>
_ 257]\24 . :Ii(ln— 17) < 2%2’ (7.4)

gdyz 2(1 —z) < 1 naR.
Wstawiajac oszacowania (7.3) i (7.4) do (7.2), otrzymujemy

|f(z) — Bn(f)(2)] < % + 2?:‘([52 <e  dla wszystkich x € [0,1]

idlan > ng:= [M/(¢6%)] + 1. To koriczy dowéd. [

Jedno z zastosowan twierdzenia Weierstrassa zobaczymy nieco pézniej w tym roz-
dziale, w dowodzie twierdzenia, orzekajgcego, ze kazda funkcja ciggla f: P — R na prze-
dziale P C R jest pochodng pewnej funkcji F': P — R. Jest to jeden z podstawowych
faktow, wykorzystywanych w rachunku calkowym.

Podamy teraz dwa niezbyt trudne twierdzenia, ilustrujgce zwigzek zbieznosci jedno-
stajnej z monotonicznoscig.

Twierdzenie 7.17 (pierwsze twierdzenie Diniego). Zalozmy, ze funkcje f, f,,: K —
R, gdzien € Ni K C R jest zbiorem zwartym, sq ciggte. Jesli f, — f punktowo na K, a
ponadto

fi<fi<fs<. .. <<, na K,

to wowczas f, = fna K

Dowép. Przypus$émy, ze zbiezno$é f,, — f nie jest jednostajna. Istnieje wtedy ¢ > 0 takie,
ze dla kazdego n € N znajdziemy m > n i punkt x,, € K, dla ktérych

Opuszczajgc modul, skorzystaliSmy z zatozenia o monotonicznosci ciggu (f,,).

Zbiér K jest zwarty, wiec cigg (z,,) ma podcigg zbiezny do pewnego = € K. Przechodzac
do tego podciggu, mozemy bez zmniejszenia ogélnosci rozwazan zalozyc¢, ze po prostu
T — x dla m — co. Wezmy teraz dowolne £ € N. Dla m > k zachodza nieré6wnosci

(7.5)

Te(@m) < fl(xm) < flom) —¢
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i dlatego, dzieki ciggtosci f,
fk(x) = lim fk(xm) < li Oof(xm) —&= f(x> - &

m—o0 m—r
To jednak przeczy punktowej zbieznosci fr — f: granica ciggu liczbowego ( fx(x)) powinna
by¢ réwna f(x). O

Twierdzenie 7.18 (drugie twierdzenie Diniego). Jesli funkcje f,,: [a,b] — R sq nie-
malejqce i ciqg (f,) jest punktowo zbiezny na |a, b] do funkcji cigglej f, to wéwczas f, = f.

Dowép. Niech ¢ > 0i7n > 0. Poniewaz na mocy Twierdzenia 5.57 f jest jednostajnie cigglta
na [a, b], wiec istnieje 6 > 0 takie, ze |f(z) — f(y)| <n, gdy |x — y| < . Podzielmy [a, b] na
N przedziatéw o réwnych diugosciach b_Ta < §. Niech zg, x1,...,x N oznaczajg konce tych
przedzialow. Wybierzmy teraz ng tak, aby

|fu(zr) — f(zr)| <n dla wszystkichn > ngik =0,1,..., N. (7.6)

Niech = € [a,b]. Wtedy = € [z, xk+1] dla pewnego £ = 0,1,..., N — 1. Funkcja f jest
niemalejgca jako ciggu granica funkcji niemalejgcych, wiec dzieki (7.6) otrzymujemy dla
n > ng nieré6wnosci

Fla) < F@) < Faner), ) =0 2 fulan) < fol@) < falznn) < Flane) +17-

monotoniczno$¢ f monotoniczno$¢ fr

Stad juz wynika, ze zaréwno f(z), jak i f,(z), nalezg do przedzialu I o koricach f(zy) —n
i f(zk+1) +n. Odstepy miedzy punktami z; sg mniejsze od 9, wiec dzieki doborowi ¢ do 7
dlugosé przedziatu I jest mniejsza od 37. Biorgc teraz n = ¢/3 otrzymujemy

|f(z) = fu(z)| <3n=c¢ dla wszystkich = € [a,b] i n > ng,

co koniczy dowéd. [

Zauwazmy, ze w dowodzie nie byto potrzebne zalozenie o cigglosci f,,. Istotna jest oczy-
wiscie cigglosé funkcji f oraz monotonicznosé wszystkich rozpatrywanych funkcji.

7.4 Roézniczkowanie ciggow funkcyjnych

Udowodnimy teraz wazne twierdzenie, ktére w wielu sytuacjach pozwala wnioskowaé, ze
funkcja, okreslona jako granica ciggu (lub suma szeregu) funkcyjnego, ma pochodng.
7.4.1 Przypadek rzeczywisty

Twierdzenie 7.19. Zatézmy, ze f,,: R D [a,b] — R, gdzie n = 1,2, ..., sq rozniczkowalne.
Jesli ciqg f], = g na [a,b], a ponadto istnieje taki punkt xy € [a,b], Ze cigg (fn(l‘o)) Jest
zbiezny, to wowczas:

(@) Cigg f, jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji ciqgtej f: [a,b] — R;

(b) Funkcja f jest rézniczkowalna na [a,b] i f' = g.
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Dowép. Najpierw sprawdzimy, ze ciag (f,) spelnia na przedziale [a, b] jednostajny waru-
nek Cauchy’ego.

Lemat 7.20. Niech A, ., = fn — fm: [a,b] = R. Zatoézmy, ze spetnione sq zalozenia Twier-
dzenia 7.19. Wowczas dla kazdej liczby n > 0 istnieje takie ng € N, ze dla wszystkich
n,m > ng i wszystkich x,y € [a,b] zachodzi nieréwnosé

|An,m(33) - An,m(y)| < 77’5” —yl.

Dow6p Lematu 7.20. Ustalmy n > 0. Funkcja A, ,,, jest rézniczkowalna na [a,b] i A, ,, =
1l — fl.. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej wynika, ze

’An,m(x) - An,m(y)| = ‘fT/L(QZ‘J/) - frln(ex,y” |z =yl dla pewnego O,y € (z,y)

(zakladamy bez zmiany ogélnosci, ze = < y). Jednak ciag (f/) jest jednostajnie zbiezny, a
wiec na mocy Stwierdzenia 7.12 istnieje takie ng € N, ze

|fr(t) — fI.()] <n  dla wszystkich ¢ € [a,b] i m,n > ny.

Wstawiajac to oszacowanie do poprzedniego, koriczymy dowéd lematu. [
PrzejdZzmy teraz do zasadniczej czesci dowodu twierdzenia.

Krok 1. Zbieznosé ciggu (f,). Niech e > 0in = ¢/2(b — a). Dobierzmy do 7 liczbe ng z
Lematu 7.20. Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy

[fa(@) = fm(@)] < |fa(z0) = fin(@o)l + | fu(2) = fin(@) = (falwo) = fm(20))|
= ‘fn(xO) - fm(x0)| + ‘Amm(x) - An,m(x())‘
< ‘fn(wO)_fm(xO)’"i_

]
2(b— a) 0

< | fa(wo) = fin(wo)| + g .

Pierwszy skladnik jest niegrozny: ciag (f,(zo)) jest zbiezny, a zatem istnieje n; takie,
ze |fn(w0) — fm(xo)| < § dla wszystkich m,n > n;. Dlatego dla m,n > max(ng,n1) i dla
wszystkich = € [a, b] zachodzi nier6wnosé

Fa(@) = Fanl@)| < [fal@o) = Fn(wo) |+ 5 <&

co oznacza, ze ciag (f,) spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego, a wiec na mocy Stwier-
dzenia 7.12 jest jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji f: [a,b] — R, ktora oczywiscie jest
ciggla (patrz Twierdzenie 7.7).

Krok 2. Rézniczkowalnosé funkcji f. Wykazemy, ze

o £+ 1) = f(a)
h—0 h

= g(x) dla z € [a,b].

Ustalmy w tym celu x € [a, b] i liczby 7, e > 0; znajdziemy § > 0 takie, ze

flz+h) - f(z)
h

—g(x)| <e dla || < 0. (7.7)
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Przeksztalcimy prawg strone nieréwnosci (7.7), prébujac przyblizyé f przez f, i g przez
fl. Mamy

flz+h) - f(z)

Y —g(x)
_ ‘f(w+hi)L— f(@) fn(w+f2)—f(m) n fn(x+h})L— fn(2) ~ o)
fla+h) = falx+h) = (f(@) = ful@) | | |falz +h) — fulz)
< ; + . —g(x)
=: A+ B.

Kazdy ze skladnikéw oszacujemy osobno.
Oszacowanie sktadnika A. Z Lematu 7.20 wynika, ze dla m,n > ny = ny(n) jest

[fm(z 4+ R) = fo(@ 4 h) = (fm(2) = fo(2)] = [Amn(z+h) = Apm()] <nlh|.

Poniewaz f,,(t) — f(t) dla kazdego ¢t € [a,b], wiec przechodzgc do granicy m — oo, a
nastepnie dzielgc obie strony przez |h| otrzymujemy

fl@+h) = falz+h) = (f(@) = fal2))
h

dla wszystkich |h| > 01in > ny.
Oszacowanie sktadnika B. Z nier6wnoéci tréjkata,

B fn($ + h})L — fn(x) _ g(x) _ fn(%‘ + h]i - fn($) - fyll(x) + fé(x) — g(ZL‘)
< | fol@ R = Fa@) ) | fr(2) = g(x)] <n+n=2n,

h

o ile n jest ustalone i dostatecznie duze, a || dostatecznie male. Aby sie o tym przekonad,
ustalmy najpierw liczbe n > ng tak, aby |f,(z) — g(z)| < n dla wszystkich = € [a,b];
mozemy to zrobié, gdyz f] = g. Nastepnie, korzystajac z rézniczkowalnosci f,, w punkcie
x, wybierzmy ¢ > 0 takie, by

folx +h) = fu(x)

- —fi(@)| <y dlalh] <.

Wtedy istotnie B < 2.
Ostatecznie, kladac n = /3 i uzywajac obu oszacowan, otrzymujemy dla 0 < |h| < §
nieré6wnosé
fl@+h)— f(x)
h

Zachodzi wiec warunek (7.7). To koniczy dowdd calego twierdzenia. [

—g(x)| <A+ B<n+2n=3n=c¢.

Oczywiscie, odpowiednik tego twierdzenia zachodzi dla szeregéw funkcyjnych: to tylko
kwestia zmiany jezyka.
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Wniosek 7.21. Zalozmy, ze f,: R D [a,b] — R, gdzien = 1,2,..., sq rézniczkowalne. Jesli
szereg funkcyjny > 2| [} jest zbiezny jednostajnie na [a, b] do funkcji g, a ponadto istnieje
taki punkt xo € [a,b], zZe szereg liczbowy > | fn(x0) jest zbiezny, to wowczas:

(a) Szereg ) .~ fn jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji ciggtej f: [a,b] — R;
(b) Funkcja f jest rézniczkowalna na [a,b] i f' = g.

Przyklad 7.22. Niech g(z) = 1/(1 — ), gdzie |z| < ¢ < 1. Ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego,

_ 1 _ 2 3 _ - n
(@) = —— =l+a+a’+u +---—§%x .
n—

Powyzszy szereg jest na przedziale [—g, ¢] zbiezny jednostajnie. To wynika z kryterium
Weierstrassa (patrz Stwierdzenie 7.13), gdyz |2"| < ¢" na [—q,q|, a > ¢" jest zbieznym
szeregiem liczb dodatnich.

Polézmy f,(x) = 2" /(n+1),n = 0,1,...,x € [—q,q]. Wtedy f/(x) = 2". Stwierdzi-
liSmy juz, ze szereg > f], = > a" jest na [—q, q| zbiezny jednostajnie. Szereg >_ f, jest
zbiezny (co najmniej) w jednym punkcie: dla xy = 0 wszystkie skladniki sg zerami. Dla-
tego, na mocy Wniosku 7.21,

> n+tl ! 0 1
= "= dla wszystkich |z| < q.
Zn—i—l ngox T2 wszystkich [z| < ¢

n=0

. . 2 n+1 . P <
Innymi stowy, nieskoriczong sume ) 7 wolno na tym przedziale rézniczkowaé tak

samo, jak sume skonczong: pochodna sumy jest sumg pochodnych. Nalezy jednak pa-
mietad, ze bez zalozenia zbieznosci jednostajnej szeregu pochodnych to nie musi
byé¢ prawda! Przyklad takiej sytuacji zobaczymy w nastepnym podrozdziale.

Zauwazmy jeszcze, ze funkcje f(z) = > fu(z) = > % oraz p(z) = —In(1 — z) majg
na przedziale [—g¢, ¢] te samg pochodng, réwng 1/(1 — x). Dlatego (f — ¢)’ = 0 na [—q, ¢,
wiec [ — ¢ = const = f(0) — ¢(0) = 0 — 0 = 0. Ostatecznie,

o0 $n+1
> = —In(1—x)  dla wszystkich |z| < 1,
—n +1

gdyz cale rozumowanie mozna przeprowadzi¢ na [—q, g] dla dowolnego ¢ < 1. O

Przyklad 7.23. Niech f,(r) = n~larctg(z/n), » € R, n = 1,2,.... Dla g = 0 mamy
fn(zo) = 0 dla kazdego n, wiec szereg funkcyjny > f, jest zbiezny w z(. Pochodna f
spelnia nieréwnosci

1 1 111
n 1+ (z/n)2 n n2+a2 " n2’

0< folz) =

Poniewaz szereg liczbowy >~ 1/n? jest zbiezny, wiec z kryterium Weierstrassa wynika, ze
szereg > f/ jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [a,b] C R. Dlatego szereg

= — to —
fx) n§:1 narc g -
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jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [a, b] € Ri dla kazdej liczby x € R zachodzi
wzor
1
!/
F@ =2 oy

Uwaga 7.24. Jesli cigg (lub szereg) funkcyjny jest zbiezny jednostajnie na wszystkich
zwartych podzbiorach pewnego ustalonego podzbioru P C R (bgdz P C C), to méwimy,
ze jest zbiezny niemal jednostajnie na P. W ostatnim przykladzie mieliémy do czynienia
wlagnie z takg sytuacja.

7.4.2 Przypadek zespolony

Uwazny Czytelnik spostrzegl by¢ moze, ze w dowodzie Twierdzenia 7.19 postuzyliSmy sie

twierdzeniem Lagrange’a o wartosci Sredniej, ktére nie zachodzi dla funkcji o wartosciach

zespolonych, patrz Przyklad 6.41. Dlatego zespolona wersja twierdzenia o r6zniczkowaniu

ciggéw funkcyjnych wymaga nieco innego dowodu, ktéry pokrétce naszkicujemy.
Ustalmy najpierw terminologie.

Definicja 7.25. Zbiér Z C C nazywa sie domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ciggu zbieznego (z,) C Z jest z = lim z, € Z.

Przyktad: kolo domkniete {z € C: |z| < R} jest zbiorem domknietym (nieréwnosci
nieostre zachowujg sie po przej$ciu granicznym), a kolo otwarte {z € C: |z| < R} nie
jest zbiorem domknietym (nier6wno$ci ostre moga po przej$ciu granicznym zmienic¢ sie
W nieostre).

Definicja 7.26. Zbiér Z C C nazywa sie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy Z zawiera
sie w pewnym kole.

Twierdzenie 7.27. Zalozmy, ze W jest domknietym, wypuklym i ograniczonym podzbio-
rem C, a funkcje f,: C O W — C, gdzien = 1,2, ..., sq rézniczkowalne (w sensie zespolo-
nym). Jesli ciqg f] = g na W, a ponadto istnieje taki punkt 2y € W, zZe ciqg ( fn(zo)) Jest
zbiezny, to wowczas:

(a) Ciqg f, jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji ciqgtej f: W — R;
(b) Funkcja f jest rézniczkowalna na Wi f' = g.

Szkic dowodu. Jedynym miejscem w dowodzie Twierdzenia 7.19, gdzie skorzystaliSmy
z faktu, ze mamy do czynienia z funkcjami zmiennej rzeczywistej o wartosciach rzeczy-
wistych, byl Lemat 7.20 (w jego dowodzie skorzystaliSmy z twierdzenia Lagrange’a o war-
tosci $redniej). Podamy “zespolony” odpowiednik tego fragmentu rozumowania. Sformu-
lowanie zespolonej wersji twierdzenia o warto$ci $redniej poprzedzimy technicznym le-
matem.

Lemat 7.28. Niech ¢,v: [0,1] — R bedg ciggte na [0, 1] i rézniczkowalne w (0,1). Jesli
a > 1, to funkcja

a/2

0q(t) = (9*(t) +12(1))

Jest rozniczkowalna w (0,1) i zachodzi nieréwnosé

2,01 < a0+ 20) " (o) + (m)?)
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Dow6p. Przypadek 1. Jesli ©?(t) + ¥2(t) > 0, to rézniczkowalnos$é ®, w punkcie ¢t wynika
z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej. Poniewaz
1/2 1/2
o + 9’| < (02 +92) 7 ()2 + (w)2) Y
z nieréwnosci Schwarza, wiec mamy w takim punkcie
a a_q
[@al = 5 (" +0%)7 2 + ]
a1 1/2 1/2
< a(goQ +w2)2 (SOQ +¢2) / ((80,)24‘ (w/)Q) /
a—1)/2 2 2\ 1/2
_ ‘1(902+7/’2)( )/ ‘((SO/) "‘(@b/) ) '
To jest szukana nier6wnosé.
Przypadek 2. Jesli ¢*(t)+2(t) = 0, to @, (t) = 0. Wykazemy to, postugujgc sie definicjg
pochodnej. W takim punkecie ¢ jest ®,(¢) = 0, a ponadto
(9% + )2 < ol + [,

wiec dla wszystkich dostatecznie matych h zachodzi nier6wnos¢

<I>a<t+h>—<1>a<t)’ B ‘%(Hh)l
h h
< ‘(p<t+h)":;“¢(t+h) . (@2(t+h)+¢2(t+h))(a_l)/2

A

(0]+ [0+ 2) - (22 )+ 03+ 1) 2

Piszac ostatnig linijke, skorzystaliémy z nieréwnosci |o(t + h)|/|h| < |¢'(t)] + 1, ktéra
zachodzi dla wszystkich matych |h|, oraz z analogicznej nieréwnosci dla . Przechodzac
do granicy h — 0, otrzymujemy @/ (¢) = 0, gdyz czynnik

(2(t + ) + 02t + h) 2 S0,
bowiem ©?(t + h) +23(t + h) — ¢@*(t) +¥*(t) =0dlah — 0,amamya > 1. O
Uwaga: w ostatnim kroku jest istotne, ze a > 1!

Wniosek 7.29. Niech p,1): [0,1] — R bedq ciggte na [0, 1] i rézniczkowalne w (0, 1). Jesli
©(0) =(0) = 0 oraz h(t) = p(t) +i(t) dla t € [0, 1], to wowczas

[h(1)] < sup [W'(t)].
te(0,1)

Dowo6b. Przyjmijmy takie oznaczenia, jak w poprzednim lemacie. Poniewaz 1) (0) = ¢(0) =
0, wiec
[h(D)]* = [Pa(1)] = [@4(1) — @ (0)] = [P (c)]

dla pewnego ¢ € (0,1). Wiemy jednak, ze

2,0 < a0 +62@) T ((P@) + (W0)?) "

(a—1)/2
< a- <sup Ih(t)!> - sup |h'(t)].

te[0,1] te(0,1)
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Dlatego

(a—1)/2
h(D)* <a- (sup !h(t)\> - sup |I'(t)];
te[0,1] te(0,1)

przechodzgc do granicy a — 17, otrzymujemy teze wniosku. [

Wniosek 7.30 (twierdzenie o wartosci $sredniej, wariant zespolony). Zatézmy, ze
W C C jest zbiorem wypuktym, a H: W — C funkcjq rézniczkowalng na W. Wowczas dla
wszystkich punktéw z,w € W zachodzi nieréwnosé

|H(2) — H(w)| < |z —w| - sup [H'(¢)].
cew

Dowép. Gdy w = z, nieré6wnos¢ jest banalna: 0 < 0. Zalézmy, ze z # w. Polézmy
h(t)=H(w+t(z —w)) — H(w) dlate]0,1], ¢=Reh, ¢ =Imh.
Wtedy ¢, v i h spelniajg wszystkie zalozenia poprzedniego wniosku. Otrzymujemy zatem

[H(z) — H(w)| = |h(1)]

IN

sup [P/ (t)] = sup |[H'(w+t(z —w))| [z —wl
te(0,1) te(0,1)

|z —w| sup [H'()],
cew

IN

gdyzI ={z+t(w—2):te[0, 1]} cW. O

Wniosek 7.31. Zalozmy, ze spetnione sq zatozenia Twierdzenia 7.27. Niech A, ,, = f,, —
fm: W — C. Wowczas dla kazdej liczby n > 0 istnieje takie ng € N, ze dla wszystkich
n,m > ng i wszystkich z,w € W zachodzi nieréwnosé

|An,m(z) - An,m(w” <nlz —w|.

Dowép Wniosku 7.31 (szkic). Stosujemy poprzedni wniosek do funkcji H = A,, ,,,. Wtedy
H' = Al ., = f), — fi- Otrzymujemy

[Anm(2) = Anm(w)] < |z —w] - sup |£,(¢) — (O]
cew

Poniewaz ciag (f) jest jednostajnie zbiezny na W, wiec dla ustalonego 7, postugujac sie
jednostajnym warunkiem Cauchy’ego, znajdziemy ny € N takie, ze

sup |f1(¢) — f1.(O)] <n dla wszystkich m,n > ny.
cew

To koniczy dowéd wniosku. [

Dalszy cigg dowodu twierdzenia o rézniczkowaniu ciggéw funkcyjnych w przypadku
zespolonym jest, poczgwszy od tego miejsca, taki sam, jak w przypadku rzeczywistym.
Czytelnik, zainteresowany rozumieniem teorii, zechce samodzielnie sprawdzié¢ wszystkie
szczegoly.
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7.4.3 Istnienie funkcji pierwotnej

Udowodnimy teraz zapowiedziane wczesniej twierdzenie: kazda funkcja ciaggla jest po-
chodng pewnej funkcji. Najpierw wprowadzimy tradycyjng terminologie.

Definicja 7.32. Niech P C R bedzie przedzialem, a f: P — R dowolng funkcjg. Funk-
cja rézniczkowalna F': P — R nazywa sie funkcjq pierwotng f wtedy i tylko wtedy, gdy
F'(z) = f(z) dla kazdego x € P.

Stwierdzenie 7.33. Jesli P C R jest przedziatem, a Fy, F>: P — R sq funkcjami pierwot-
nymi tej samej funkcji f: P — R, to wowczas Fy — F; jest funkcjq stalq na P.

Dowép. Wprost z definicji wynika, ze (F} — F»)' = F| — F}, = f — f = 0. Zatem, na mocy
Whniosku 6.43, funkcja F; — F; jest stalana P. O

Twierdzenie 7.34. Niech P C R bedzie (dowolnym) przedziatem. Kazda funkcja ciggta
f: P — R ma funkcje pierwotng.

Dowo6p. Przedstawmy przedzial P jako sume wstepujgcego ciggu przedzialéw domknie-
tych [ag, bx], tzn. niech

P:U[ak,bk], gdzie a12a22a32..., blgbggbg....
k=1

Bez zmniejszenia ogélnosci zatozymy, ze 0 jest punktem wspélnym wszystkich przedzia-
6w [ag,br]. Z Twierdzenia 7.15 wynika, ze istnieje ciag wielomianéw P;: R — R taki,

ze
1

sup [ Py(z) — f(2)] <

, k=1,2,... (7.8)
xe[ak,bk] k

Dla kazdego k znajdziemy wielomian @, taki, ze Q}.(z) = Pi(z) dla wszystkich z € R i
Qr(0) = 0. Istotnie, jesli Py(x) = ap + a1x + asx?® + - - - + a, 2", to podane warunki spetnia

ax®  agax’ anpx"

2 + 3 e n
Ustalmy teraz k. Zauwazmy, ze cigg liczbowy (Q,,(0)),>x jest zbiezny (bo sktada si¢ z
samych zer), natomiast wobec (7.8) ciag (P,),>k, tzn. ciag pochodnych wielomianéw @,
jest zbiezny jednostajnie do f na [a, bi]. Spelnione sg wiec zalozenia Twierdzenia 7.19;
wynika zen, ze ciag (Q),>k jest zbiezny jednostajnie na [ay, bi] do funkeji F, : [ag, br] = R
takiej, ze F,é = f na [ak, bk] i Fk (0) = limn_>oo Qn(O) =0.

Zauwazmy, ze dla m > k uzyskane w ten sposéb funkcje F),, i Fj, pokrywajg sie na
[am, bm] N [ak, bk] = [ak, bk] Istotnie,

Qr(r) = apx +

Fy,(z) = Fi(2) = f(z) = f(z) =0 dlax € [a, b,

wiec I, — F), = const, ale F,,,(0) = F}(0) = 0. Dlatego F,,, = F) na [ag, b;]. Mozna wiec
okresli¢ funkcje F': P = J[ak, bx] — R wzorem

F(z) = Fi(z) dla z € [ay, bg].

SprawdziliSmy, ze prawa strona nie zalezy od wyboru liczby %, a zatem definicja jest po-
prawna. Poniewaz dla wszystkich & jest ] = f na [ay, by], wiec F/ = f. O
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7.4.4 Inne przyklady

Podamy teraz przyklady dwéch funkcji cigglych. Kazda z nich jest okre§lona jako suma
pewnego szeregu funkcyjnego. Jedna z nich nie ma pochodnej w zadnym punkcie, druga
natomiast ma pochodne wszystkich rzedow.

Przyklad 7.35 (van der Waerden; funkcja ciggla nigdzie nierézniczkowalna).
Niech
d(z) = inf{|x —m|: m € Z}, z €R.

Innymi stowy, d(z) jest odlegloscig x od najblizszej liczby calkowitej. Mozna sprawdzic,

ze d(z) = 3 — |z — 3| dlaz € [0,1] i d jest ciaglta, kawatkami liniowa, funkcjg okresowg

o okresie 1. Pochodna funkgcji d istnieje w punktach = # k/2, gdzie z € Z, i jest w nich

réwna +1. Wykres funkcji d jest przedstawiony na rysunku. Mamy inf d = 0, supd = %
Polézmy

dn(z) = 2Ty = SN du(x), zeR.
n=0

4n
Poniewaz |d,(z)| = [4 "d(4"x)| < 47" - %, a szereg geometryczny Y 47" jest zbiezny, wigc
z kryterium Weierstrassa wynika, ze szereg definiujacy funkcje W jest jednostajnie i

bezwzglednie zbiezny na R. Dlatego W: R — R jest funkcjg ciggla.

0.5

-1 -0.5 0.5 1

Funkcje d = do (Srodkowy zygzak), d1 (drobniejszy, dolny zygzak) oraz do +d; +- - - + d7 (nieregularna, czarna
krzywa). W zargonie Mathematiki uzyto definicji d[x_] :=Abs [x-Round [x]].

Wykazemy, ze W nie ma skoniczonej pochodnej w zadnym punkcie. Ustalmy dowolne
x € Rim € N. Funkcja 4 ™d(4™x) jest liniowa na przedziatach dlugosci 47 - %; wy-
bierzmy taki z nich, do ktérego nalezy punkt x. Dobierzmy teraz liczbe h,, tak, zeby spel-
nione byly dwa warunki:

o |hpy| =4"m"1
e W przedziale I o konicach z i = + h,, funkcja d,,,(z) = 47"d(4™x) jest liniowa.

Obliczymy teraz iloraz réznicowy (W (z + hp) — W (2)) /hm.

Ot6z, dp(x + hym) — dim(x) = thy, dzieki doborowi h,, do x. Podobnie, dla wszystkich
n < mjest d,(x+hy)—d,(x) = £hy,, gdyz dla n < m funkcja d,, jest liniowa na przedziale
I, na ktérym liniowa jest funkcja d,,,. Dlatego

dp(x 4+ hp) — dp(x)
P

=41, n=20,1,...,m. (7.9
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Natomiast dla n > m funkcja d,, ma okres 4 n. Liczba |h,,| = 4 ™1 = 477 . gn-m—1
jest wtedy wielokrotnoscig 4~ ", wiec takze jest okresem d,,. Dlatego w tym przypadku
dp(x + hp) = dy(x). Zatem

dp (T 4 hp) — dp(x)
himn

Z bezwzglednej zbieznosci szeregu definiujgcego W (x) wynika, ze

=0, n=m+1,m+2, m+3,.... (7.10)

W(:C + hm) - W(w) = dn(w + hm) - dn(-r) (7.10) - dn(x + hm) - dn(l') (7.9) -

Jednak suma parzystej liczby sktadnikéw +1 jest parzystq liczbg catkowitq, a suma nie-
parzystej liczby +1 jest nieparzystq liczbg catkowitg. Dlatego cigg (W(:c +hpy)— W(x)) /hm
ma na przemian wyrazy parzyste i nieparzyste i z pewnoscig nie spelnia warunku Cau-
chy’ego, a wiec nie moze by¢ zbiezny do granicy skoriczonej. [

Przyklad 7.36. Niech?
ft) =) exp(-n’t),  t>0. (7.11)
n=1

Woweczas funkcja f ma na (0, co) ciggle pochodne wszystkich rzedéw. Wykazemy przez

indukcje, ze
O (@) = (=1)Fn?* exp(—n’t), t>0, k=0,1,2,.... (7.12)
n=1

Niech 0 < ¢ < M < oo bedg dowolne. Wystarczy sprawdzié, ze wzor (7.12) zachodzi
na [, M]. Dla k = 0 mamy na tym przedziale 0 < exp(—n?t) < (e~°)" = ¢". Liczba ¢ =
e ¢ € (0,1), wiec na mocy kryterium Weierstrassa szereg (7.12) jest dla £ = 0 jednostajnie
zbiezny na [, M|, a jego suma f jest funkcjg ciggla.

Zalézmy teraz, ze (7.12) zachodzi dla pewnej liczby k. Rézniczkujgc kolejno sktadniki
prawej strony, otrzymujemy szereg o wyrazach

4
dt
Na przedziale [¢, M] jest

4
dt

((—1)’%% exp(—n%)) = (—1)FH1R20H) exp(—n2t) | (7.13)

((_1)kn2k eXp(_th)>‘ = 2+ exp(—n2t) < n2(k+1)(€fs)n

i dlatego szereg zbudowany ze sktadnikéw (7.13), tzn. pochodnych skladnikéw szeregu
(7.12), jest, na mocy kryterium Weierstrassa®, jednostajnie zbiezny na [, M]. Sam szereg
(7.12) tez jest zbiezny na calym przedziale [, M]; to jest zalozenie indukcyjne. Z twierdze-
nia o r6zniczkowaniu ciggéw i szeregéw funkcyjnych wynika teraz, ze wzor (7.12) zachodzi
takze dla liczby & + 1.

Na mocy zasady indukcji zupelnej, (7.12) zachodzi dla wszystkich £k € N. [

3W pézniejszym okresie studiéw matematycznych Czytelnik zobaczy, ze podobne szeregi pojawiaja sie we
wzorach na rozwigzania ré6wnan rézniczkowych, opisujgcych proces rozchodzenia sie ciepla.

4Czytelnik zechce przypomnieé sobie Przyklady 4.15-4.16, gdzie bytla mowa o zbieznosci szeregéw liczbo-
wych 3" n*q", gdzie k € N jest ustalone, a ¢ € (0,1).
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7.5 Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Udowodnimy w tym podrozdziale wazne twierdzenie, okreslajgce warunki konieczne i do-
stateczne na to, aby z kazdego ciggu funkcyjnego, zawartego w pewnej rodzinie funkcji
cigglych .# mozna bylo wybraé podcigg jednostajnie zbiezny, ktorego granica tez nalezy
do rodziny .%. Najpierw wprowadzimy kilka definicji.

Definicja 7.37 (§-siec). Niech ¢ > 0. Powiemy, ze podzbior A; zbioru A C R jest §-siecig
w A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € A istnieje y € A; takie, ze |x — y| < J.

Przyklad 7.38. Zbiér A; = {k/2: k € Z} jest §-siecig w A = R dla kazdej liczby § > 1.
Zbior liczb wymiernych A; = Q jest J-siecig w A = R dla kazdej liczby ¢ > 0.

Definicja 7.39. Zbiér niepusty A C R nazywa sie catkowicie ograniczony wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej liczby 6 > 0 w A istnieje skoriczona J-siec.

Lemat 7.40. Kazdy niepusty zbior zwarty K C R jest catkowicie ograniczony.

Dowép. Przypusémy, ze lemat jest falszywy. Niech K C R bedzie niepustym zbiorem
zwartym, w ktérym dla pewnego 6 > 0 nie ma skonczonej §-sieci. WezZmy dowolne z; € K.
Zbioér {x;} nie jest J-siecig w K, wiec istnieje zo € K takie, ze |xo — 21| > 0. Zbibr {1, z2}
nie jest §-siecig w K, wiec istnieje z3 € K takie, ze |x3 — x;| > ¢ dla j = 1, 2. Postepujac
dalej w taki sposéb, znajdziemy cigg punktéw (z,) C K taki, ze |x;—x;| > § dla wszystkich
i # j. Zaden podciag ciggu (z,) nie spelnia warunku Cauchy’ego, wiec zaden podciagg
ciggu (z,) nie jest zbiezny. To jest sprzecznosé: kazdy cigg (z,) C K powinien zawieraé
podciag zbiezny, gdyz K jest zwarty. [

Wprowadzimy teraz kilka okreslen, opisujacych wlasnosci rodzin funkcji. Zanim po-
damy twierdzenie Arzeli—Ascoliego, zilustrujemy te wtasnosci prostymi przykladami.

Definicja 7.41. Rodzina .% C C(K) nazywa sie zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy z dowol-
nego ciggu funkcji (f,) C .# mozna wybra¢ podciag (f,;) zbiezny jednostajnie na K do
pewnej funkgcji f € Z#.

Okazuje sig, ze jesli K C R jest zbiorem zwartym, to zwarto$¢ dowolnej rodziny funkcji
F C C(K) mozna dos§¢ latwo scharakteryzowaé. Kluczowym pojeciem, stuzgcym do tego
celu, jest rewnociggtosc.

Definicja 7.42. Powiemy, ze rodzina .# C C(K) jest réwnociqgta® wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie § > 0, ze dla kazdej funkcji f € % i wszystkich
punktéw z,y € K, |z — y| < J, zachodzi nieréwnosé | f(z) — f(y)| < e.

Czytelnik zechce zwrdéci¢ uwage na kolejnosé kwantyfikatoréw w definicji. Chodzi o to,
ze liczbe § > 0 mozna wybracé jednoczesnie dla wszystkich funkcji f € .#.

Przyklad 7.43. Rodzina .# C C(][0,1]) wszystkich funkcji, spelniajacych warunek Lip-
schitza ze stalg 2011, jest rownociggla: dla kazdego ¢ > 0 warunek podany w definicji
spelnia liczba 6 = ¢/2011. Jesli bowiem |z — y| € [0,1], |[x —y| < § = €/2011 1 f jest
jakakolwiek funkcja, spelniajgcg na [0, 1] warunek Lipschitza ze stalg 2011, to

1f(z) — f(y)] < 2011|z —y| < 20110 = ¢.

SMoéwi sie tez zamiennie: jednakowo ciggla.
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Przyklad 7.44. Rodzina funkcji f,(xz) = sinnz, gdzie z € [0,27]in = 1,2,..., nie jest
réwnociagla na [0, 27]. Istotnie, niech ¢ = 1/2. Jesli 6 > 0, a n wybierzemy tak, zeby
7/2n < 0,t0 | fn(0) — fu(m/2n)| = |sin0 —sin 5| =1 > ¢

Definicja 7.45. Powiemy, ze rodzina .# C C(K) jest wspdlnie ograniczona wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje stata A/ > 0 taka, ze || f|loo,x < M dla kazdej funkcji f € .Z.

Przyklad 7.46. Rodzina wszystkich wielomianéw na [0, 1] nie jest wspélnie ograniczona,
gdyz zawiera dowolnie duze funkcje stale. Rodzina f,(z) = sinnz, gdzie x € [0,27] i
n=1,2,...,jest wspdlnie ograniczona przez liczbe M = 1.

Definicja 7.47. Powiemy, ze rodzina .% C C(K) jest domknigta wtedy i tylko wtedy, gdy
granica kazdego jednostajnie zbieznego ciggu funkcji z rodziny .7 tez nalezy do .#.

Przyklad 7.48. Rodzina # wszystkich wielomianéw na [0, 1] nie jest domknieta. Istnieje
bowiem cigg wielomianéw zbiezny jednostajnie na [0, 1] do f(z) = exp(z), tzn. do funkgcji,
nie nalezgcej do 7.

Twierdzenie 7.49 (Arzela, Ascoli). Niech K C R bedzie zbiorem zwartym i niech F C
C(K). Nastepujgce warunki sq wowczas rownowazne:

(i) F jest zwarta;

(ii) .7 jest domknieta, wspolnie ograniczona i réwnociggta.

Dowép. Najpierw wykazemy nieco latwiejszg implikacje (i) = (ii). Niech .# C C(K) bedzie
rodzing zwartg. Domknietosé rodziny .7 jest oczywista: jesli (f,) C # jest jednostajnie
zbieznym ciggiem funkcji, to jego granica f z pewnoscig nalezy do .%, gdyz f jest granicg
kazdego podciggu ciggu (f,).

Udowodnimy teraz, ze .# jest wspdélnie ograniczona. Przypusémy, ze jest przeciwnie.
Wtedy dla kazdego m € N istnieje f,, € % taka, ze || fin|]|c > m, tzn., z definicji normy
jednostajnej, | fmn(zm)| > m dla pewnego x,, € K. Z ciggu (f,,) mozna, dzieki zwartosci
rodziny .7, wybraé podciag f; = f na K. Funkcja f jest cigglta, a wigc jest ograniczona
na K;niech M = sup|f| + 1. Jesli m; > M jest dostatecznie duze, to |f — f,;| < 1na K z
definicji jednostajnej zbiezno$ci. Zatem, z nieréwnosci tréjkata,

|f(l'mj)‘ > |fm](xmj)| - |fm3(l'mj) - f(xmj)| >mj—1> M-1= Sup|f|)

a to jest oczywista sprzecznos$é. Rodzina .% musi wiec byé wspélnie ograniczona.

Wreszcie, sprawdzimy, ze .% jest réwnociagla. Jeszcze raz bedziemy rozumowac przez
zaprzeczenie. Przypusémy, ze rodzina .# nie jest rownociagla. Istnieje wtedy liczba ¢y > 0
taka, ze dla kazdej liczby 4, = % istnieje funkcja f, € # i punkty z,,y, € K takie,
ze |z, — yn| < %, ale |fo(zn) — fulyn)| > €o. Z twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze
Ty — Yn — O.

Poniewaz rodzina .7 jest zwarta, wiec — przechodzgc w razie potrzeby do podciggu
zbieznego — ,0zemy bez zmniejszenia ogélnosci przyjaé, ze ciag (f,) C .Z jest jednostajnie
zbiezny. Funkcja f = lim f,, jest ciggla na K, a wiec na mocy twierdzenia Cantora jest
jednostajnie ciggla. Wybierzmy teraz n tak, zeby || f,, — f|lco < £0/3 dla wszystkich n > ny.
Wtedy, z nier6wnosci trgjkata,

> co-2lfa—fllso >3-
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Zatem z, — y, — 0, ale f,(z,) — f(yn) # 0. To przeczy jednostajnej cigglosci f na K.
Dowdd implikacji (i) = (ii) jest zakoniczony.

Przejdziemy teraz do dowodu ciekawszej i wazniejszej implikacji (ii) = (i). Udowod-
nimy najpierw nastepujacy fakt:

Jesli rodzina % C C(K) jest wspélnie ograniczona i réwnociggta, to z kazdego
ciggu (fn) C .% mozna wybrac podciqg jednostajnie zbiezny.

Z Lematu 7.40 wynika, ze dla kazdego m € N w K istnieje skoriczona %-Sieé. Suma P
tych wszystkich sieci jest zbiorem przeliczalnym. Ponumerujmy punkty poszczegélnych
sieci tak, aby P = {1, 22, 23,24, ...}.

Ustalmy ciag (f,) C .#. Wykazemy, ze z (f,) mozna wybra¢ taki podciag gi = fy,, ze
cigg liczbowy (gk(xm)) w—1o Jest zbiezny dla kazdego ustalonego m € N. (Wykorzystamy
w tym celu metode przek’qytniowq). Nastepnie udowodnimy, ze wybrany podcigg funkcji
jest nie tylko zbiezny w kazdym z punktéw z.,, ale takze jednostajnie zbiezny na K.

Rodzina .# jest wspdlnie ograniczona, wiec cigg liczb f,(x1) jest ograniczony. Po-
stugujgc sie twierdzeniem Bolzano—Weierstrassa, mozna zerh wybraé podcigg zbiezny.
Oznaczmy go fi ,(x1). Aby wybraé nastepny podcigg, zauwazmy, Ze ciag fi1 ,(z2) jest ogra-
niczony, a wiec zawiera podciag zbiezny fs,(z2). Odnotujmy, ze ciag fo,(x1) tez jest
zbiezny, gdyz jest podciagiem zbieznego ciggu f1 ,(z1). Zalézmy teraz, ze dla pewnej liczby
k wybraliSmy juz podciagi f; ,, gdzie i = 1,...,k, o nastepujacych wlasnosciach:

e Gdy j > i, to (f;) jest podciggiem (f;);

e Ciagi liczbowe ( fin(z:)) , gdzie i = 1,2,...,k, sg zbiezne.

n=1,2,...

Rozpatrzmy teraz ciag ( fkm(xkﬂ))n:mw. Jest on ograniczony, wiec ma podcigg zbiezny
( fk+17n($k+l))n:1,2,...‘ Podciag fx11., jest oczywiscie podciggiem kazdego z ciggéw f; ,, dla
i < k, wiec wszystkie ciggi liczbowe ( f’““v”(wi))n:lz,..
Kontynuujgc te procedure, otrzymamy nieskonczenie wiele podciggéw f ,, wyjsciowego
ciggu (fn); k-ty z tych podciggoéw, fi ., jest zbiezny w punktach xz,...,z;. Wygodnie jest
zapisac te podciggi w nieskoniczonej tabeli

,gdziei=1,2,...,k+1, sg zbiezne.

ko1 2 3

Jii fer o f3n
fiz fo2 f32

fiz fa3 f33

Cigg w k-tej kolumnie jest podciggiem kazdej z wczesniejszych kolumn i jest zbiezny w
punktach z1,. .., z;. Polézmy teraz g, = f,, . (Jest to ciag funkcji, wypisanych na gtéwne;j
przekatnej powyzszej tabeli). Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego m ciag g, () jest,
poczgwszy od m-tego miejsca, podciggiem fy, ,,(x.,). Dlatego granica lim,, g, (z,,) istnieje
dla kazdego m € N.

Wykazemy teraz, ze cigg g, jest jednostajnie zbiezny na K. W tym celu udowodnimy, ze
(g9n) spelnia na K jednostajny warunek Cauchy’ego. Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy do /3 > 0
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liczbe § > 0, korzystajgc z definicji réwnocigglosci. Ustalmy teraz N tak duze, aby wsréd

punktow x1, ...,z zbioru P znalazla sie¢ pewna d-sie¢ w zbiorze K. Jest to mozliwe, gdyz
zbiér przeliczalny P byt sumg skoniczonych %—sieci dla K.
Poniewaz ciagi g,(z;) sg zbiezne dla kazdego j = 1,..., N, wiec — na mocy warunku

Cauchy’ego dla ciggow liczbowych — istnieje n( takie, ze
lgn () — gm(xj)] < % dla wszystkich m,n > ng i wszystkich j =1,...,N. (7.14)
Niech = € K. Istnieje j € {1,..., N} takie, ze |z — z;| < d. Zatem, dla n, m > ny,

19 () — gm (@) < [gn(®) = gn(@))] + 19n(25) = gm(@5)| + |gm () — gm(2)]

Dwa skrajne skladniki oszacowaliSmy, korzystajgc z réwnociggltosci i doboru § do £/3,
srodkowy za$ — korzystajgc z (7.14). Otrzymujemy ostatecznie |g, — 9| < € na K dla
wszystkich m,n > ng, wiec ciag g,, tzn. podciag f, wybrany metoda przekgtniows, jest
zbiezny jednostajnie na K.

Z domknietosci rodziny .# wynika, ze granica ciggu g, tez nalezy do .%. 0O

Bardzo czesto jest w analizie uzywany natychmiastowy wniosek z powyzszego dowodu.
Wniosek 7.50. Zatozmy, ze K jest zbiorem zwartym w R, a rodzina funkcji % C C(K)

Jest wspolnie ograniczona i réwnociggta. Wowczas kazdy ciqg (f,) C ¥ zawiera podciqg
jednostajnie zbiezny.



Rozdzial 8

Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym o srodku w punkcie zy € C i wspélczynnikach a,, € C nazywamy
szereg

Z an(z — z0)", (8.1)
n=0

gdzie z € C. Z szeregami tego typu mieliSmy juz do czynienia, omawiajgc funkcje wyklad-
niczg, sinus i cosinus.

W tym rozdziale, wyposazeni w wiedze o zbieznosci jednostajnej, oméwimy ogdlne
wlasnosci funkcji, ktére mozna definiowaé wzorami typu (8.1).

8.1 Dygresja: granica gorna i dolna

Niech (b,) bedzie ciggiem liczb rzeczywistych.

Definicja 8.1. Granicg gérng ciggu (b,,) nazywamy element zbioru R U {+oc}, okreslony
nastepujgco:

lim sup b,, := inf <sup bm> .

n—00 neN m>n

Granicg dolng ciggu (b, ) nazywamy element zbioru R U {00}, okre§lony nastepujgco:

lim inf b,, := sup (inf bm) .

n—00 neN \m=>n

Symbole ‘lim sup’i ‘lim inf’ pochodzg od laciriskich nazw limes superior oraz limes inferior.

Uwaga. Nietrudno sprawdzié, ze zachodzg réwnosci

limsupb,, = inf <sup bm) = lim <sup bm> , (8.2)
n—00 neN \m>n n=00 \m>n
lim inf b,, = sup ( inf bm) = lim <inf bm> ) (8.3)
n—00 neN m>n n—oo \ m>n

Istotnie, cigg B,, = sup,,>,, b jest nierosngcy (zwigkszajac n, obliczamy kres géorny mniej-
szego lub tego samego zbioru). Dlatego ciag B,, ma granice (wtasciwg lub niewlasciwa:
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nie wiemy wszak, czy B, jest ograniczony), ktéra zarazem jest kresem dolnym wszyst-
kich liczb B,,. (Patrz Twierdzenie 2.22, Wniosek 2.23 i Twiredzenie 2.28). To dowodzi
pierwszej z podanych réwnosci; druga mozna sprawdzi¢ analogicznie.

Inna definicja granicy gérnej i dolnej. Granice czesciowe

Réwnowazna definicja granicy gérnej i dolnej jest nastepujaca. Oznaczmy literg B zbiér
wszystkich tych podciggéw ciagu (b, ), ktére sg zbiezne do granicy wtasciwej lub niewta-
Sciwej. Niech I' oznacza zbiér wszystkich granic podciggéw (b,,) € B. Inaczej méwiac,
element c € R nalezy do I' wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = lim b,,, dla pewnego podciggu (b,,, )
ciggu (by,).
Tak okreslony zbiér I nazywamy zbiorem granic czesciowych ciagu (b,,). Zachodzg row-
no$ci
limsup b, =supl’, liminf b, = infI. (8.4)

n—00 n—00

Ich sprawdzenie w oparciu o Definicje 8.1 pozostawimy jako nietrudne zadanie dla Czy-
telnika.

Przyklad 8.2. Cigg b, = (—1)" ma granice gérng 1 i granice dolng —1. Zbiér granic
czeSciowych tego ciggu to zbiér dwuelementowy {—1,1}. Cigg

o2 1231203 4

273 3 4 4 4 5 5 5 5

ma granice gérng 1 i granice dolng 0. Zbiér granic czesciowych tego ciggu to przedziat
[0,1].

0, 1,

Zadanie 8.3. Niech (b,,) bedzie ciggiem liczb rzeczywistych, a I' zbiorem granic czescio-
wych tego ciggu. Wykazaé, ze jesli ciag (g,) C I’ ma granice (wlasciwg lub niewtasciwg)
g,togel.

Postugujac sie wnioskiem 2.35, nietrudno udowodnié, ze ciag liczb rzeczywistych jest
zbiezny (do granicy wtasciwej lub niewlasciwej) wtedy i tylko wtedy, gdy jego granica
gorna i dolna sg réwne.

Zanotujmy jeszcze jedng wlasnos$¢ granicy gérnej, ktérg wykorzystamy w tym roz-
dziale.

Stwierdzenie 8.4. Jesli limsup,, , . b, = b, to dla kazdego V' > b istnieje ny € N takie, ze
b, <V dla wszystkich n > ny.

Dowép. Wiemy, ze b = limy, o0 (SUDy,>,, bm); patrz (8.2). Jesli b > b, to dla dostatecznie
duzych n jest sup,,>, bm < V', tzn. b, < V' dla wszystkich dostatecznie duzych m. O

8.2 Promien zbieznosci; cigglosé sumy szeregu potegowego
Rozpatrzmy szereg potegowy

S(z) = Z anz" (8.5)
n=0

o srodku w punkcie zy = 0.
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Stwierdzenie 8.5. Zatozmy, ze szereg S() jest zbiezny w pewnym punkcie £ € C\ {0}.
Jesli 0 < o < [¢], to w kole domknietym D, = {z € C: |z| < p} szereg S(z) jest zbiezny
Jjednostajnie i bezwzglednie.

Dowép. Z warunku koniecznego zbieznos$ci szeregu wynika, ze a,£" — 0, a wiec istnieje
liczba M taka, ze |a,£"| < M dla wszystkich n. Jeéli z € D,, to
Qn
|an2"| < anlo™ = lanl"| - - < Mq",

[
gdzie ¢ = o/|¢] € (0,1), gdyz 0 < o < |{|. Szereg o wyrazach Mq" jest wiec zbieznym

szeregiem liczbowym (po prostu: szeregiem geometrycznym). Teza stwierdzenia wynika
z kryterium Weierstrassa. [J

Stwierdzenie 8.6. . Zalozmy, ze szereg S(&) jest rozbiezny w pewnym punkcie £ € C\ {0}.
Jesli |z| > [€|, to szereg S(z) jest rozbiezny.

Dowép. Przypus$émy, ze jest przeciwnie i szereg S(z) jest zbiezny. Poniewaz |{| < |z|, wiec
z poprzedniego stwierdzenia wynika wtedy, ze zbiezny jest szereg S(§), sprzecznosé. [

Z obu powyzszych stwierdzen wynika, ze szereg potegowy (8.5) jest zbiezny w pewnym
kole otwartym {z € C: |z| < R} i rozbiezny poza kolem domknietym o tym samym pro-
mieniu, tzn. na zbiorze {z € C: |z| > R}. Okazuje sie, ze liczbe R, nazywang promieniem
zbieznosci szeregu (8.5), mozna wyznaczyé, znajac wspoélczynniki a,, tego szeregu.

Twierdzenie 8.7 (wzér Cauchy’ego-Hadamarda). Niech (a,) bedzie dowolnym cig-

giem liczb zespolonych i niech

1

— = limsup {/|ay] . (8.6)
R n—o00

Wtedy szereg potegowy S(z) jest, dla kazdego o < R, zbiezny bezwglednie i jednostajnie w
kole D, = {z € C: |z| < p}, oraz rozbiezny w punktach zbioru {z € C: |z| > R}.

Dowép. Rozpatrzymy najpierw przypadek R > 0. Ustalmy o < R. Wybierzmy liczby rze-
czywiste Ry, R tak, aby o < R; < Rs < R.Niech ¢ bedzie (jakimkolwiek) punktem okregu
YR, = {w € C: |w| = R, }. Poniewaz 1/Rs > 1/R, wiec na mocy Stwierdzenia 8.4 istnieje
takie ng, ze dla wszystkich n > ng jest

lanl < =
Ry
lub réwnowaznie |a,| < (R2)~". Dlatego

Ry

|and"| = lan|RY < ( ) dla n > no,
Ry

a wiec na mocy kryterium poréwnawczego szereg S(¢) jest zbiezny (nawet bezwglednie).
Ze Stwierdzenia 8.5 wynika teraz pierwsza czes¢ tezy: S(z) zbiezny bezwglednie i jedno-
stajnie w kole D, = {z € C: |z| < p}.
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Niech teraz |z| > R. Ustalmy R3 € R tak, aby mie¢ R < R3 < |z|. Z definicji granicy
gérnej wynika, ze istnieje podciagg n; taki, ze |anj\1/ " — 1/R > 1/Rs. Dla dostatecznie
duzych n; jest wige |a,,| > Ry, a zatem

|an, 2" > Ry |2[" > Ry Ry =1.

Przeto szereg S(z) nie moze byé zbiezny, gdyz pewien podcigg ciggu jego wyrazéw nie
dazy do zera: nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu.

Wreszcie, gdy R = 0, to po prostu dla kazdego z # 0 szereg S(z) jest rozbiezny. Aby to
sprawdzié, Czytelnik zechce przesledzié ostatni fragment rozumowania, wpisujac wsze-
dzie R=0,1/R=00. O

Definicja 8.8. Kolo {z € C: |z| < R}, gdzie liczba R jest dana wzorem Cauchy’ego—
Hadamarda (8.6), nazywamy kofem zbieznosci szeregu (8.5).

Wiemy z poprzedniego rozdzialu, ze suma szeregu jednostajnie zbieznego na pewnym
podzbiorze plaszczyzny C (lub prostej R) jest na tym zbiorze funkcjg cigglyg. Poniewaz na
kazdym kole domknietym D, zawartym we wnetrzu kota zbieznosci szereg potegowy jest
zbiezny jednostajnie i bezwzglednie, wiec otrzymujemy natychmiast nastepujgcy wnio-
sek.

Wniosek 8.9. Suma S(z) szeregu potegowego (8.5) jest funkcjq ciagtq wewngtrz kota {z €
C: |z] < R}, gdzie liczba R jest dana wzorem (8.6). (Jesli 1/R = 0, to S(-) jest funkcja
ciqgtq na calej ptaszczyznie C.)

Przyklad 8.10. Szereg

o) Zn
exp(z) = Z )
n=0
ma promien zbieznosci R = oo, gdyz a,, = 1/n!,
lim sup |an |/ = lim sup = lim L
n—00 " n—00 Olnl/n n—o0 Olwl/n

Ostatnig ré6wnos$é mozna otrzymad, postugujac sie tezg Zadania A.6, albo (znacznie mniej
subtelnym) oszacowaniem (n!)? > n", z ktérego wynika, ze

1 1
< —.

)" = Vn

Mozemy wiec — niezaleznie od tego, co znacznie weze$niej udowodniliémy w zupelnie inny
spos6b — stwierdzié, ze funkcja exp(z) jest ciggla na calej plaszczyznie C.

0<

Przyklad 8.11. Szereg
2n—1

sin(z) = Z(—mﬂﬁ

n=1
tez ma promien zbieznosci R = co. Zauwazmy, ze tym razem a,, = 0 dla n parzystych. Dla
n nieparzystych mamy do czynienia z podciagiem ciggu (n!)~'/", ktéry rozpatrzylismy w
poprzednim przyktadzie.
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Przyklad 8.12. Niech £ € N. Kazdy z szeregow

0o o0 kn o n
Six) =D " Sl =3 S =)
n=0 n=0 n=0

ma promien zbiezno$ci R = 1. Nietrudno to stwierdzi¢, postugujac sie réwnoscig

lim n'/™ =1.

n—oo
Zauwazmy jednak, ze szereg S jest rozbiezny we wszystkich punktach okregu |z| = 1.
Szereg Ss jest zbiezny bezwzglednie we wszystkich punktach tego okregu, gdyz dla |z| = 1
jest [2"/n?| = 1/n%. Szereg Sy (¢) jest rozbiezny, gdy ¢* = 1 (bo wtedy jego sumy cze-
Sciowe sg sumami czesciowymi rozbieznego szeregu » %) i zbiezny — warunkowo, ale nie
bezwzglednie — w pozostalych punktach okregu jednostkowego. Aby udowodni¢ ostatnig
wlasno$é, mozna postuzy¢ sie kryterium Dirichleta; zrobiliémy to w istocie w Przykla-
dzie 4.44 (prosze do niego zajrzeé i podstawié z = ¢F).

Wida¢ wiec, ze zachowanie szeregu potegowego na brzegu kola zbieznosci jest rzeczg

delikatng: bez szczegétowego badania wspétczynnikéw nic naprawde ogélnego nie da sie
tu powiedzieé.

8.3 Roézniczkowalnosé sumy szeregu potegowego

Szeregi potegowe majg bardzo wygodng wlasnosé: ich sumy majg pochodne wszystkich
rzedow, ktore wolno obliczaé tak samo, jak pochodne wielomianéw — rézniczkujgc kolejne
skladniki sumy.

Twierdzenie 8.13. Zatozmy, ze R > 0 jest promieniem zbiezZnosci szeregu potegowego

S(z) = i anz".
n=0

Wtedy funkcja S ma pochodng w kazdym punkcie z € {w € C: |w| < R} i zachodzi wzor

S'(2) = Z na,z" 1. (8.7
n=1

Dow6p. Przy dowolnym ustalonym z, szereg po prawej stronie wzoru (8.7) jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg o wyrazach na,, z". (Mnozymy po prostu szereg

(8.7) przez ustalong liczbe). Poniewaz n'/" — 1 dla n — oo, wiec
1
lim sup \nanll/" = lim sup \anll/n = —.
n—o00 n—o00 R

Dlatego szereg > oo, na,z""!, tzn. szereg utworzony z pochodnych kolejnych sktadnikéw

szeregu S(z), jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie na kazdym kole D, = {z: |z| < o},
gdzie o < R. Z twierdzenia o r6zniczkowaniu ciggéw funkcyjnych (stosujemy jego wariant
zespolony — wolno to zrobié, gdyz koto jest zbiorem wypuklym) wnioskujemy, ze istotnie
zachodzi wzoér (8.7). O
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Przyklad 8.14. Korzystajac z powyzszego twierdzenia, obliczamy

n=1
B S T N N T S
2 en—nr - &Y @Ry

(PodstawiliSmy wyzej k = n — 1.)

Poniewaz pochodna sumy szeregu potegowego wyraza sie przez nowy szereg potegowy
o tym samym promieniu zbiezno$ci, wiec ostatnie twierdzenie oczywiscie wolno stosowaé
wielokrotnie.

Wniosek 8.15. Zatozmy, ze R > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego

S(z) = i anz".
n=0

Funkcja S ma w kole = € {w € C: |w| < R} ciggte pochodne wszystkich rzedow. Zachodzi
wzor

SWE) = "n-(n=1)-...-(n—k+1anz""*. (8.8)
n==k
Dla kazdego k € NU {0} jest k! aj, = S*)(0).

Dowo6b. Ogélny wzor (8.8) otrzymujemy, stosujac k-krotnie poprzednie twierdzenie. Pod-
stawiajgc w (8.8) z = 0, otrzymujemy po prawej stronie tylko jeden niezerowy sktadnik
sumy (dla n = k), réwny wlasnie kla. O

Wniosek 8.16 (jednoznaczno$é rozwiniecia w szereg potegowy). Zatozmy, ze sumy
dwdch szeregow potegowych,

S(z) = Zanz” oraz T(z) = Z bpz",
n=0 n=0

sq rowne w pewnym kole |z| < o. Wtedy a,, = b, = S(m) (0)/n! dla wszystkich n =0,1,2,...
Innymi stowy, zadnej funkcji nie mozna przedstawi¢ w postaci zbieznego szeregu po-
tegowego o §rodku w zerze na dwa istotnie rézne sposoby.

Dowép. Skoro S(z) = T'(z) w kole |z| < p, to promien zbieznosSci obu szeregow jest przy-
najmniej taki, jak o. Ponadto, z poprzedniego wniosku wynika, ze S*¥)(z) = T®*)(2) dla
wszystkich |z| < ¢ i wszystkich k, a w szczegélnosci

_ SM )  T™M(0)

n! n!

an

Dowdéd jest zakoniczony. [
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8.3.1 Pojecie funkcji analitycznej

Uwaga 8.17. Wszystko, co powiedzieliSmy do tej pory w tym rozdziale, przenosi sie
bez zmian na szeregi potegowe zmiennej rzeczywistej o wspétczynnikach rzeczywistych.
Trzeba tylko zastgpi¢ kolo zbieznosci |2| < R przedzialem zbieznosci |z| < R. Wzér na
promien zbieznosci R, a takze wzory na pochodne sumy szeregu potegowego i jego wspol-
czynniki, nie ulegajg zmianie.

Uwaga 8.18. Zauwazmy, ze wzory na wspoétczynniki szeregu potegowego funkcji S, tzn.
réwnosci a, = S (0)/n!, otrzymane we Wnioskach 8.15-8.16, s takie same, jak wzory
na kolejne wspétczynniki Taylora—Maclaurina. Jednak wzér Taylora z resztg w postaci
Peano (lub innej) ma charakter lokalny; jak widzieliSmy w Przykladzie 6.86, funkcja

fla) = { Sfp(_l/xz)’ N ig (8.9)

ma na prostej pochodne wszystkich rzedéw i £ (0) = 0 dla wszystkich n. Zatem f nie
Jest sumg zadnego zbieznego szeregu potegowego — gdyby f(z) = > a,z", to musialoby
byé a, = f(0)/n! = 0, tzn. f = 0, ale przeciez f wcale nie znika tozsamosciowo.

Niech P bedzie otwartym przedzialem w R. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia.

Ck(P): zbiér wszystkich funkcji f: P — R, majgcych w P cigglte pochodne
do rzedu k wlacznie;

C>®(P): zbiér wszystkich funkcji f: P — R, majgcych w P cigglte pochodne
wszystkich rzedow;

C¥(P): zbiér wszystkich funkcji f: P — R, dla ktérych dla kazdego a € P
istnieje R, > 0 takie, ze f(z) =" an(z —a)", gdy |z — a| < R,.

Funkcje f € C*°(P) nazywamy gtadkimi, a funkcje f € C*(P) — analitycznymi (w sensie
rzeczywistym). Sg to istotnie rézne pojecia: analitycznosc to cos wiecej, niz gladkosé.

Wniosek 8.19. Dia kazdego przedziatu otwartego () # P C R jest C¥(P) & C*(P

Dowép. Niech a € P. Funkcja f(z — a), gdzie f jest dana wzorem (8.9), jest gladka w P,
ale nie jest sumg zadnego szeregu potegowego » . a,(r —a)”, wiec f ¢ C¥(P). O

Sprawdzimy jeszcze, ze funkcja, ktora jest sumg szeregu potegowego > a,,2", zbiez-
nego w kole {z € C: |z| < R}, rozwija si¢ w szereg potegowy wokoét kazdego innego punktu
20, nalezgcego do tego kola. Najpierw udowodnimy pomocniczy lemat, ktéry pozwala za-
mieniaé kolejno$é dwoéch nieskoniczonych sum.

Lemat 8.20. Niech a;; € Cdla i,j € N. Zatozmy, ze

olayl=b dlai=12,..., Y b<+oo. (8.10)

=1 i=1
Wowczas

ZZ% —ZZ%'

=1 j=1 7j=11:=1
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Dowép. ! Niech E = {x¢, z1,x2,...} C R.Zalézmy, ze x; sq parami rézne i lim,, oo z,, = 0.
Zdefiniujmy funkcje f;, g: R nastepujaco:

fi(zo) = Zaij dlai e N,
filen) = Zaij dlai,n € N,

glz) = Y filz) dlazeF.
i=1

Wprost z definicji sumy szeregu wynika, ze fi(z,) — f(z¢) dla n — oo. Zatem kazda
z funkgcji f; jest cigglta w z¢ € E. Poniewaz |f;(x)| < b; na E, wiec na mocy kryterium We-
ierstrassa i zbieznosci szeregu > b; szereg definiujacy funkcje g jest zbiezny jednostajnie
na E. Wynika stad, ze g jest cigglta w zy. Dlatego

Zzam *Zfz 330 =49 xO) - hm g($n>

=1 j=1
oo 00
=i 3o = i (3 ) = Jim (353 ) =2
=1 j=1 7j=1 =1 7j=11i=1

Przedostatnia r6wnosé wynika z wlasnosci sumy skoriczenie wielu szeregéw, patrz Stwie-
rdzenie 4.6. [

Twierdzenie 8.21. Zatézmy, Ze szereg

z) = Z an2" (8.11)
n=0

Jest zbiezny w kole Kp = {z € C: |z| < R}. Niech £ € Kpg. Funkcje S mozna rozwingé
w szereg potegowy, ktory ma srodek w punkcie £ i jest zbiezny w kazdym punkcie z takim,
ze |z — | < R — |¢|. Zachodzi przy tym réwnosé

X g(n)
S =" g Log<r-p. (8.12)

|
=0 n:

Dowo6b. Podstawiajac z = (z — &) + £ we wzorze na S, otrzymujemy

S(z) = gan((z —&)+¢)"
_ iané (Z) (2 — £)ken—h (8.13)
()0

= (ozn.) ¢y,

Patrz Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej, rozdzial 8.
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Piszac ostatnig rownosé, zmieniliSmy kolejno$é sumowania; sprawdzimy, ze dla |z — &| <
— |¢| mozna to zrobié dzieki Lematowi 8.20. Po pierwsze, wzér

(Z) B n(n—l)--l;:!(n—k—f-l)

pozwala okresli¢ symbol Newtona dla wszystkich k£ = 0,1,2,...; mamy (Z) =0dla k > n.

Wobec tego
zzan(z) £)ken zzan( ) £ =S Janl (12 — €] + JE)"
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

Podstawmy ¢ = |z — £| + |£|. Szereg ), |a,|t" ma taki sam promien zbieznosci, jak wyj-
Sciowy szereg S(z); dlatego szereg podwdjny po lewej stronie ostatniego wzoru jest zbiezny
dlat = |z — & + |€] < R i wtedy, poslygujgc sie Lematem 8.20, mozna zmienié kolejnos¢
sumowania we wzorze (8.13). Wzory na wspétczynniki szeregu funkcji S wokoét punktu &,
tzn. réwnosci ¢, = S*)(¢)/k!, wynikaja z jednoznaczno$ci rozwiniecia w szereg potegowy
(patrz Wniosek 8.16). [

Czytelnik zechce samodzielnie sformulowac¢ ‘rzeczywisty’ wariant ostatniego twier-
dzenia i sprawdzi¢, ze podany dowéd przenosi si¢ bez zmian.

Uwaga 8.22. Moze si¢ okazaé, ze szereg (8.12) w poprzednim twierdzeniu jest zbiezny
na zbiorze wiekszym, niz kolo {z € C: |z — ¢| < R — [¢|}. Oto prosty przyklad. Mamy

o
= Zz", |z| < 1.
n=0

Nietrudno rozwing¢ te funkcje w szereg potegowy o Srodku w innym punkcie ¢ kola jed-
nostkowego. Otoz,

I 1 71'171'002,_&71700'_
l—2 1-¢-(2-¢ 1-¢ 1-2=5 1-¢ nzzo<1_§> _nz:()bn ¢

1-¢£

gdzie b, = (1 — &) 1. Otrzymany szereg potegowy jest znéw szeregiem geometrycznym,
zbieznym, gdy liczba |{=; §| < 1,tzn. gdy |z — ¢ < |1 —&|. Np. dla & = 1/2 otrzymujemy
wiec promien zbieznosci 1/2, ale dla & = —1/2 szereg jest zbiezny wtedy, gdy |2+ 5| < 3/2,
tzn. w kole otwartym o §rodku —1/2 i promieniu 3/2, ktére zawiera cate koto |z| <1li
wiele punktéw spoza niego. Czytelnik zechce zrobi¢ odpowiednie rysunki i zobaczy¢, ze
w kazdym przypadku punkt zy = 1, w ktérym funkcja 1/(1 — z) przestaje by¢ okreslona,
lezy na brzegu kola zbiezno$ci odpowiedniego szeregu.

8.4 Przyklady

Przyklad 8.23. Zastosujemy wzor (8.8), aby obliczyé sume szeregu

oo
:Zan”, |z] < 1.
n=1
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Poniewaz n? = n(n — 1) + n, a szereg T jest zbiezny bezwzglednie na kazdym kole |z| < o
(gdzie o < 1), wiec

T(z) = Zn(n —1)2" + an”
n=2 n=1

oo

¢]
= 22 Z n(n—1)2""2 4z Z nz"t
n=2 n=1

@ (5 (5)

n=0 n=0

- () ()
1—2z 1—=z
222 z 2+ 22

2P T (1—22 (-2

Prosze zauwazyé: wykorzystaliSmy jedynie wzér na pierwszg i drugg pochodng szeregu
potegowego, a nastepnie dwukrotnie zrézniczkowaliSmy funkcje 1/(1 —2). O

Przyklad 8.24 (wzér Bineta na liczby Fibonacciego). Skorzystamy z jednoznaczno-
§ci rozwiniecia w szereg potegowy, aby wyznaczy¢ jawnym wzorem liczby Fibonacciego
(ap=a1 =1, anio = ant1 +a,dlan=0,1,2,...). Niech

O(x) = i anz" .
n=0

Latwo sprawdzié, ze 0 < a, < 2" dla wszystkich n € N. Dlatego % = limsup ]anll/ "<
2 i szereg okreslajgcy funkcje ¢ jest zbiezny (przynajmniej) w kole |z| < % Wewnatrz
tego kota wszystkie rachunki, ktére bedziemy prowadzié¢, majg sens dzieki bezwzglednej
zbieznos$ci odpowiednich szeregéw.

Zauwazmy, ze

Z(I)(Z) = aoz+a122+a223+a3z4+...7

20(z) = ap?? + a1z + a2+ .

Dodajgc te réwnosci stronami i korzystajgc z rekurencyjnej definicji ciggu Fibonacciego,
otrzymujemy

(z+ 22)<I>(z) =z4 (a1 + a0)22 + (a2 + a1)23 + (as + ag)z4 + -

= az+a+az fagzt+ = d(2)—1.

Stad ®(z) = 1/(1 — z — 2?). Tréjmian kwadratowy 7'(z) = 1 — z — 22 ma pierwiastki
z1 = —(v/54+1)/2, 2 = (v/5—1)/2. Latwo sprawdzié (rozwigzujac uktad réwnan liniowych
z niewiadomymi a, b), ze
1
(2) = S b dla a=-b=—

1l—2—22 z21—2 29—z

5~
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Stosujac, podobnie jak w Uwadze 8.22, wzér na sume szeregu geometrycznego, zapisu-
jemy teraz ®(z) jako

1 1 n 1 1
avhl—2%  »Vbl-2

1 > z\" 1 > z\"
= — _ + J—
21v5 = (Zl) 20V/5 = <Zz>

d(z) =

Dzieki jednoznacznosci rozwiniecia ¢ w szereg potegowy o Srodku w zerze,

an = \}g(zg”‘l — 5 = %((\/5; DT 2‘/5)“1) . n=0.1,...

Jest to tak zwany wzor Bineta. [

Podobnymi metodami mozna znajdowac jawne’ wzory na wyrazy innych ciggéw, okre-
Slonych liniowymi wzorami rekurencyjnymi.

Uwaga 8.25. Wzoér Bineta mozna takze wyprowadzié¢ metodami algebry liniowej. Ot6z,
definicje rekurencyjng ciggu Fibonacciego mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

Uny2) _ 1 1 [ On41
Gnt1 10 an |’

lub krétko v, 11 = Mwv,, gdzie

. An+1 . 11
() =)
Przez indukcje otrzymujemy natychmiast v,.1 = M"vy. Potegowanie macierzy M nie

jest zajeciem pouczajgcym. Jednak w bazie zlozonej z wektoré6w wlasnych przeksztalcenie
M : R? — R? ma macierz diagonalng

! _ )\1 0
e (i 2)
Wystarczy wiec wyrazié vy jako kombinacje wektoréw wtasnych u, w przeksztalcenia M,
vo = au + fw. Wtedy

vy, = M"(au + fw) = aXfu + SAjw.
Zainteresowany Czytelnik zechce uzupelnié nietrudne rachunki (trzeba znalezé¢ wartosci

i wektory wlasne M, oraz dobrac state o, 8 tak, aby vy = au + Sw), a nastepnie odczytac
z podanego wyzej wzoru na v,, Wzor na a, (czyli na drugg wspélrzedng wektora v,,).
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8.5 Twierdzenie Abela o granicach katowych

Widzieli§my juz proste przyklady, wskazujace, ze na brzegu kota zbieznosci |z| < R szereg
potegowy moze byé zaréwno zbiezny, jak i rozbiezny. Udowodnimy teraz klasyczne twier-
dzenie, ktére méwi, jak zachowuje sie suma szeregu potegowego w poblizu tych punktow
okregu |z| = R, gdzie szereg jest zbiezny.

WprowadZmy najpierw odpowiednie oznaczenia. Niech a € (0, §). Pol6zmy

T(l,a)={zeC: |z|<1, 1—z=re? dlapewnychd e (—a,a),r>0}. (8.14)

Nietrudno jest sprawdzié, ze 7'(1, «) stanowi czes¢
wsp6lng dysku jednostkowego K; = {z: |z] < 1}
oraz kata o rozwartosci 2a, wierzchotku w punkcie
1 € C oraz dwusiecznej pokrywajgcej sie z pélpro-
stg (—oo, 1] na osi rzeczywiste;j.

Definicja 8.26. Powiemy, ze funkcja f: K; = {z €

1 C:|z] < 1} — C ma w punkcie 1 granice katowa
réwng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego o €
(0, 5) funkcja

= :T(1 — C
fo= 1], TLa)
ma w punkcie 1 granice réwng g; réwnowaznie,
f: K1 ={z € C: |z] < 1} — C ma w punkcie 1
granice katowg réwng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego kata a € (0, §) i kazdego
e > 0 istnieje takie 6 > 0, ze jesli z € T'(1,«0) i |z — 1] < 4, to wéwezas |f(z) — g] < e.

Definicja 8.27. Funkcja g: K = {|z| < R} — C ma granice katowg r6wng g w punkcie
20 € vr = {|z| = R} wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) = g(z - z0) ma granice kagtowa ré6wna g
w punkcie 1.

Twierdzenie 8.28 (Abela o granicy katowej). Niech

- 1
= apz" dl R, dzie — = li LS
g(z) nz:()a z alz| < gdzie imsup |a,|

n—o0

Zatozmy, ze szereg potegowy definiujgcy funkcje g jest zbiezny w pewnym punkcie zy nale-
zqcym do okregu yr = {|z| = R} C Ci ma w tym punkcie sume rowng S. Wowczas g ma
w punkcie zy granice katowq rowng S.

Dowép. Postugujac sie definicjg granicy kgtowej mozna bez zmniejszenia ogélnosci zato-

zy€, ze R =11 2y = 1; szereg
oo
g9(z) = Z anz"
n=0

jest zbiezny wewnatrz kota jednostkowego, tzn. dla |z| < 1, a ponadto

S=g(1)=> a, € C.
n=0
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Bedziemy szacowac |g(z) — S| dla z bliskich 1 i nalezgcych do T'(1, ). Ustalmy liczbe ¢ > 0
ikat a € (0, 5). Niech > 0. Konkretng wartos¢  dobierzemy do « i € na koricu dowodu.

Krok 1. Niech

p+q 00
Vpq(2) = Z an(z" = 1), Pp(2) = Z an(z" —1).
n=p+1 n=p+1

Wykazemy, ze istnieje taka liczba py € N, ze dla wszystkich p > py zachodzi nieréwnos¢

1- 2|
1— |z’

() < - 2| <1. (8.15)
W tym celu udowodnimy, ze analogiczny warunek zachodzi dla v, ,(z) przy dowolnym
g € N. Oznaczmy Sy = ny:o an. Ze wzoru na réznice n-tych poteg otrzymujemy?

p+q
Upa(z) = (2=1) D an(l+z4+22 442"
n=p+1

= (2_1){(Sp+q_sp)‘1+(Sp+q_Sp)‘Z+"'

+ (Sp+q - Sp) 2P 4 (Sp+q — p+1) . ZP-H 4+ (S’erq _ p+q71) . Zp+q—1} .

SN sg sumami czeSciowymi szeregu zbieznego. Z warunku Cauchy’ego wynika, ze istnieje
takie po, iz dla wszystkich k,I > py zachodzi nier6wnos¢ |Sx — Si| < 7. Z nieréwnosci
tréjkgta otrzymujemy zatem dla p > py i dowolnego g € N

p+q—1 00 |1 _ Z|

Upa(2) <lz=1-m- Y |2f <|z=11-n-> |2} =n-
: : 1—|z]
7=0 7=0
Przechodzac teraz do granicy ¢ — oo, otrzymujemy warunek (8.15).
Krok 2. Oszacujmy réznice g(z) — S nastepujaco:

oo

o) =51 = [ L= S ] = [Canlen 1)
n=0 n=0 n=0
p (o)
< Zan(zn—l)‘Jr >, an(?f"—l)‘
n=0 n=p+1
P ®8.15) | 1—-
- Zanw—l)]ﬂwp(z)! < Zan@”—l)’*""l—yj'
n—0 n=0

Liczba p > po jest odtad ustalona. Wielomian W (z) = >0 _ a, (2" — 1) jest ciggly i mamy
W (1) = 0. Dlatego istnieje liczba ¢; > 0 taka, ze |IW(z)| < ndla |l — z| < 0;. Zatem

11— 2|

dla |z| <1, |1 — z| < 4;. (8.16)
1=z

lg(z) =S| <n+n-

2Prosze sobie przypomnieé¢ dowéd kryterium Abela: tam wykonywalismy podobny rachunek.
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Krok 3. Jedli o € (0, §), to istnieje taka liczba d2 > 0, ze

|1 — z| 2
<
1—|z] = cosa

dlaz € T'(1,a), |1 — 2| < 2. (8.17)

Istotnie, niech 1 — z = re', gdzie wobec definicji zbioru T'(1, ) kat 0 € (—a, o). Mamy
Z2=2-z2=(1- rew) (11— re_w) =1—2rcos+r?
Stad

1—z  Jl—z(Q+]z])  r(1+1z])  1+|2]
11—z 1—z[? ~ 2rcosf —1r2  2cosf —r
2

2cosf —r

dla z=1-re? eT(1,0).

Niech d2 = cosa. Dla 6 € (—a, ) jest cosf > cosa > 0. Jedli |1 — z| = r < d2 = cosa, to
wtedy
2cos —r > 2cos —cosa > cosa.

Dlatego

|1—,2'|< 2 2
1—|z] = 2cosf —r ~ cosa’

ze€T(1l,a), |1—2z|<dy=cosa
Otrzymali$my wiec (8.17).

Krok 4. Zakoriczenie dowodu. Niech § = min(61,02). Gdy |1 — 2| < § i 2z € T(1, ), mozemy
jednocze$nie korzystac z oszacowan (8.16) i (8.17). Otrzymujemy dla takich z nier6wnos¢

2
1+ )<6,
cos &

(8.16) 11— 2| 61D
9() - 5| ~ 2 (

L—1]z] =

€ 2 -1
n=—--11+ .
2 Ccos &

Dowéd twierdzenia Abela jest zakonczony. [
Jest oczywiste, ze stosujgc twierdzenie Abela do funkcji analitycznych zmiennej rze-
czywistej, otrzymujemy nastepujacy fakt.

o ile np.

Wniosek 8.29. Niech a,, c Rdlan=0,1,2,...i niech

g(z) = Zana:” dlax € (—R,R) , gdzie L lim sup [an| /™ .
n=0 kr

n—0o0

Zatozmy, ze szereg potegowy definiujqcy funkcje g jest zbiezny w ktoryms koricu przedziatu
(=R, R) i ma w nim sume réowng S. Wowczas g ma w tym koricu przedzialu zbieznosci
granice jednostronng réwng S.

Inaczej méwigc, zachodzi nastepujacy wniosek.
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Wniosek 8.30 (cigglosé szeregu potegowego w koncu przedzialu zbieznosci). Za-
tozmy, ze szereg potegowy
(e}
g(z) = Z anz"”
n=0

o wspolczynnikach rzeczywistych ma promien zbieznosci rowny R. Jesli suma g(R) =
Y oo2 o anR™ jest skoriczona, to funkcja g jest ciggta na (—R, R).

Przyklad 8.31 (suma szeregu anharmonicznego). Rozwazmy szereg potegowy

2?2 2% ot

Latwo sprawdzié, ze ma on promien zbieznos$ci 1. Ponadto, rézniczkujac wyraz po wyrazie
otrzymujemy
1
) =1— 2_ 34 = .
g'(x) x4zt —a°+ Tz

Dlatego g(z) = In(1+x) na (-1, 1): pochodna réznicy tych funkcji znika, wiec réznica jest
stala, ale dla x = 0 jest rowna 0, wiec jest r6wna zero dla wszystkich |z| < 1. (Podobny
argument widzieliSmy w Przykladzie 7.22).

Dla z = 1szereg g(1) =1—+1 — 2+ jest zbiezny (kryterium Leibniza). Na mocy
Wniosku 8.30 jest wiec

0 (_1)k+1
——— =g¢g(1) = lim g(z) = lim In(1+2z)=1In2.
1 z—1- z—1—
.. . . . . . 2 1 1 1
WykorzystaliSmy wigc twierdzenie Abela, zeby obliczy¢ sume 1 -5 +5—;+---. O

Przyklad 8.32 (szereg Leibniza o sumie 7). Niech

() AN 2| < 1
r)=2r——+———=+--- z .
g 35 7 ’
Podobnie jak poprzednio, sprawdzamy, ze
1
M) =1 — 22— 6 = .
g () o+ at — a4 a2

Mamy tez (arctgz)’ = 1/(1 + 22) i arctg0 = g(0) = 0. Wnioskujemy, ze g(x) = arctgz
dla |z| < 1. Jednak dla = = 1 szereg definiujacy funkcje g jest szeregiem zbieznym (znéw
wolno uzyé kryterium Leibniza). Dlatego na mocy Wniosku 8.30
1 1 1
1—§+g—?+~--:g(1):xli>r?ig(x) :xlir{liarctgm:arctglz Z

Szereg po lewej stronie nie nadaje sie w praktyce do obliczania 7, gdyz jest zbiezny bardzo
wolno. Obliczajgc np. sume 1000 poczagtkowych wyrazow, otrzymujemy przyblizenie m ~
3,14059. . ., réznigce sie od 7 juz na trzecim miejscu po przecinku.

Zadanie 8.33. Wykazad, ze istnieje taka stata ¢ > 0, ze

T~ (DM e
4 2k — 1 N
k=1

> dlaN=1,2,...
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8.6 Rozwijanie funkcji w szereg potegowy

Do tej pory omijaliSmy nastepujacy ogélny problem. Niech f: Kr = {z € C: |z| < R} - C,
lub f: R D (—R, R) — R. Kiedy f rozwija si¢ w szereg potegowy, zbiezny do f w pewnym
otoczeniu zera?

OdpowiedZ na to pytanie jest inna w przypadku zespolonym, inna zas§ w przypadku
rzeczywistym. W dziedzinie zespolonej warunkiem koniecznym i dostatecznym rozwijal-
nosci funkcji w szereg potegowy jest istnienie f’; Czytelnik pozna ten zaskakujgcy na
pierwszy rzut oka fakt, uczgc sie teorii funkcji analitycznych. Natomiast w przypadku
rzeczywistym zalozenie f € C'* jest koniecznym warunkiem rozwijalnosci w szereg po-
tegowy, ale nawet ono nie wystarcza: wspomnieliémy o tym, omawiajgc funkcje (8.9).

Jesli f jest w pewnym otoczeniu zera gladka, tzn. ma pochodne wszystkich rzedéw, to
dla dowolnego n € N mozemy napisa¢, postugujgc sie np. wzorem Taylora,

' (n)
f(z) Zf(0)+fl(!0)$+"-+fn!(0):z”+rn(x). (8.18)

Lemat 8.34. Niech f: (—R,R) — R bedzie funkcjq klasy C*°. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne.

(@) f(x)=>,"nana" w przedziale |x| <n < R;

(b) Dla kazdego x € (—n,n) reszta r,(z), okreslona wzorem (8.18), dqzy do zera dla
n — oQ.

Dowob. Jesli f jest na przedziale (—n, ) sumg zbieznego szeregu potegowego, to r,, réwna

réznicy f i n-tej sumy czeSciowej tego szeregu, dazy do zera, gdy n — oo. Na odwrét, gdy
rn(x) — 0 dla n — oo, to przechodzac do granicy n — oo we wzorze (8.18), otrzymujemy

o S®(0)

Przyklad 8.35 (szereg dwumienny). Niech a € R. Wykazemy, ze funkcja

k; n—oo

o= i S IO = ) i o) = 1.
k=0

flz)=(1+2x)% R>z> -1,

jest suma szeregu potegowego zbieznego na przedziale (—1, 1). Pol6zmy

(a> _ala=1)-..(a=n+1) 6.19)

n n!

(Dla a € N, a > n, definicja jest taka sama, jak definicja wspélczynnika dwumianowego,
z ktorg spotykali$émy sie wczesniej). Wykazemy, ze

(1+a)=3" (Z) 2", | < 1. (8.20)
n=0

Dla a € NU {0} wzér (8.20) wynika wprost z dwumianu Newtona. Wspéiczynniki dwu-
mianowe (8.19) sg wtedy zerami dla wszystkich n > a i suma w (8.20) jest skoriczona.
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Ustalmy liczbe a € R\ {0,1,2,...}. Niech a, = (¢). Wtedy
a—mn
n+1

ala—1)-...-(a—n) n!

an+1 . ’:
(n+1)! ala—1)-...-(a—n+1)

Qn

‘—> 1, gdyn — oo.

Dlatego ]an|1/ " — 1, gdy n — oo (patrz Przyklad A.5). Szereg po prawej stronie (8.20) ma
wiec promien zbieznosci 1. Obliczajgc pochodne funkeji f(z) = (1+x)%, tatwo stwierdzamy,
ze

fMz)y=ala—1)-...-(a—n+ 1)1 +z)*" (8.21)

i dlatego

n! n! n

f™0) ala—1)-...(a—n+1) <a>
Wiemy juz zatem, ze jesli f rozwija sie wokét zera w szereg potegowy, to jest to szereg
(8.20). Pozostaje sprawdzi¢ warunek z ostatniego lematu, tzn. zbieznos¢ reszty r,(z) do
zera dla n — oo. Posluzymy sie w tym celu wzorem na reszte w postaci Schlomilcha—

Roche’a,

n_ (g (n+1) (g
OEY 10 ro(z) 2% w(l — o) tlpgntl 9 = gz m,p) € (0,1).

4! nlp

j=0
(Patrz Twierdzenie 6.59, wzoér (6.18) — uzyliSmy numeru n zamiast k, a punkt 2o = 0.)
Bedziemy pracowac z p = 1; w tym przypadku reszta Schlomilcha—Roche’a nazywa sie
resztq Cauchy’ego. Podstawiajac f(z) = (1 + x)* i p = 1, otrzymujemy dzieki (8.21)
ala—1)-...-(a—n)(1+ 0z)r""1

— n,n+1

= (a - 1)95" ca(1+ 0z) "L (1 — 9)"

= (n >1‘ (1—1—03:) ax(l+0x)* .

Przeanalizujmy teraz zachowanie kazdego z trzech czynnikéw w ostatnim wyrazeniu.
Ustalmy = € (—1,1). Po pierwsze,

(a_1>x”—>0 dla n — oo.

n
Jest to warunek konieczny (zbadanej wcze$niej) zbieznosci szeregu po prawej stronie
(8.20) dla parametru a — 1 (zamiast a). Po drugie, (1 —6)/(1 + 0x) € (0,1), gdy x > —1
i6 € (0,1). Dlatego

n
<11+_99x) €(0,1) dla wszystkichn € N, z € (—1,1).
Po trzecie wreszcie, mamy 2 > 1+60z > 1—0|z| > 1—|x| > 0. Dlatego czynnik az(1+60x)2~!
tez jest ograniczony,® gdyz funkcja t — t*~! jest ograniczona na przedziale [1 — |z|,2].
Reszta r,(z) jest zatem (przy ustalonym z) iloczynem czynnika, ktéry zbiega do zera
przy n — oo oraz dwoéch czynnikéw, ktére sg ograniczone. Mamy wiec r,(x) — 0; to
koniczy dowéd wzoru (8.20). [

3Wprawdzie w zapisie tego czynnika nie widaé jawnej zaleznosci od n, ale pamietajmy, ze liczba 6 zalezy
iod z,iodn.



Rozdzial 9

Calka

W tym rozdziale zajmujemy sie calkowaniem. Jest to, obok rézniczkowania i znajdowania
wszelakich granic, jedna z najwazniejszych operacji w catej analizie matematyczne;j.

Méwige niezbyt precyzyjnie, catkowanie jest operacjg odwrotng do rézniczkowania.
Dlatego wiele regul i twierdzen, opisujgcych wtasnosci rézniczkowania, mozna natych-
miast, bez zadnego trudu, przetozyé na odpowiednie wlasnosci calkowania. Jednak, o ile
rézniczkowanie funkcji elementarnych jest zajeciem mechanicznym (wystarczy nauczy¢
sie pewnej liczby wzoréw i uwaznie je stosowad), o tyle catkowanie funkcji elementar-
nych wymaga wiekszej bieglosci i wigze sie (czasem) z ré6znymi utrudnieniami, o ktérych
jeszcze wspomnimy.

Zobaczymy, ze obliczanie calki (oznaczonej) polega w istocie na usrednianiu wartosci
funkcji (na pewnym przedziale). Taki jest podstawowy sens operacji calkowania. Dzieku
temu catkowanie przydaje si¢ m.in. w geometrii, do obliczania dlugosci krzywych oraz
pol i objetosci réznych figur i bryl, a takze wszedzie tam — np. w fizyce i matematycznych
metodach finanséw i ekonomii — gdzie trzeba znalezé srednig wartos$é jakiej$ wielkosci,
ktéra zmienia si¢ np. wraz z biegiem czasu.

9.1 Calka nieoznaczona

Definicja 9.1. Niech f: P — R, gdzie P C R jest dowolnym przedziatem. Catkq nieozna-
czong funkcji f nazywamy rodzine wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f.

Przypomnijmy, ze F jest funkcjg pierwotng f na P, gdy F’' = f na P. Wiemy juz,
ze kazda funkcja ciggla f: P — R ma funkcje pierwotng (patrz Twierdzenie 7.34) i ze
dowolne dwie funkcje pierwotne Fi, F»: P — R tej samej funkcji f réznig sie o stalg
(patrz Stwierdzenie 7.33).

Uzywa sie zwykle zapisu

/f(x) dx = F(x) + const, 9.1)

gdzie F jest dowolnie wybrang funkcjg pierwotng f na danym przedziale.

Uwaga 9.2. Jesli naturalng dziedzing f nie jest przedzial, tylko suma dwéch lub wiecej
rozlgcznych przedzialéw, to wtedy réznica dwdéch funkcji pierwotnych f nie musi by¢ stala.

186
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Niech np. f(z) = —1/sin?z dlaz € U = R\ {kr: k € Z}. Wiemy, ze Fy(x) = ctgx jest na
zbiorze U funkcjg pierwotng f, bo (ctgz)’ = —1/sin? z. Niech

Fy(z)=ctgz+k dlaze (kr,(k+ 1)), keZ

(Na kazdym z przedzialéw (k:7r, (k + 1)77) przesuwamy wykres cotangensa o inng stalg).
Wtedy takze Fj(z) = —1/sin® z, ale F»— F nie jest funkcjg stalq na dziedzinie cotangensa,
tylko funkcjg statq na kazdym przedziale zawartym w dziedzinie cotangensa. O takich
funkcjach moéwi sie czasem, ze sg lokalnie state.

Warto zatem interpretowaé litere C' we wzorze (9.1) jako funkcje lokalnie statq. Jesli
dziedzina f jest przedzialem, chodzi po prostu o stala.

Przyklad 9.3. Dzigki wzorom na pochodne wybranych funkcji elementarnych otrzymu-
jemy natychmiast dtugg liste wzoréw na calki nieoznaczone:

" xa—i—l
zdr = T + C, a#—1; 9.2)
/i‘” = Infz|+C, 9.3)
/ez dr = " +C, 9.4)
/ sinzdr = —cosz+C, (9.5)
/ cosxdr = sinxz+C, (9.6)
d
/ cosa; - = tga+C, 9.7)
/ \/;%72 = arcsinx + C, (9.8)
—x
/ 1jl_$2 = arctgr+ C. 9.9)
x

Wzér (9.2) wolno stosowaé na kazdym przedziale, na ktérym mozna okreslié¢ funkcje z¢
— w szczeg6lnosci, dla wymiernych a = p/q, gdziep € Ziq € N, ¢ = 2k + 1 dla pewnego
k € N, wzér ten ma sens na calej proste;j.

Postugujac sie wzorami (9.3) i (9.7), nalezy pamietad, ze litera C moze oznacza¢ inng
stalg na kazdym z przedzialow, ktérych suma stanowi dziedzine calkowanej funkcji. Mamy
tu do czynienia z tym samym zjawiskiem, o ktérym byla mowa w Uwadze 9.2.

Powyzsza lista wzoréw nie jest kompletna. Nie ma na niej np. wzoru na caltke z tan-
gensa czy z logarytmu naturalnego, bo tg i In nie znalazly si¢ wsréd wynikéw wzoréw
na pochodne w podrozdziale 6.2. Aby obliczy¢ takie calki, trzeba nauczyé¢ si¢ kilku do-
datkowych regul. Wspomnijmy jednak, ze bywa i tak, ze calki z funkcji elementarne;j
nie mozna wyrazié¢ przez funkcje elementarne (choé wiadomo z Twierdzenia 7.34). Naj-
wazniejszy przyktad takiej sytuacji to [ exp(—2?) dz, ktéra nie wyraza si¢ przez funkcje
elementarne, tzn. przez skonczong liczbe operacji algebraicznych i sktadania na wielo-
mianach, funkcji wykladniczej, funkcjach trygonometrycznych i funkcjach odwrotnych
do nich.



188 ostatnie poprawki: 28 wrzesnia 2012

9.1.1 Wlasnosci calek nieoznaczonych

Stwierdzenie 9.4 (liniowosé calki). Jesli f,g: P — R sq ciggle, zas a,b € R, to

/(af(:r)—i—bg(x)) dx:a/f(x)dx—i—b/g(:p)dx.

(Dzigki powyzszemu wzorowi mozna oblicza¢ np. catki wszystkich wielomian6w.)

Dowép. Stosujemy wzoér na pochodng sumy: jesli F/ = fi G’ = g, to dla wszystkich statych
a,b € Rjest (aF +bG) =af +bg. O

Stwierdzenie 9.5 (wzér na calkowanie przez czesci). Jesli f,g: P — R sq roznicz-
kowalne, to

/f(x) g (x)dx = f(z)g(z) — /f’(x) -g(x)dx.

Dowép. Calkujemy obie strony wzoru na pochodng iloczynu, (fg)' = f¢'+ f'g, a nastepnie
jedng z calek przerzucamy z prawej strony na lewg. O

Przyklad 9.6. 1. Obliczymy [ Inxdz. Niech ¢'(z) =1, f(z) = Inz, g(z) = z (uwaga w
nawiasie: funkcja ¢ nie jest okreslona jednoznacznie przez wybodr ¢’; ustalamy g w
spos6b najwygodniejszy z mozliwych) oraz f’'(z) = 1/x. Zatem

/lnxdmz:z:ln:z:/1:Edac:xlnx/1dx::1:ln:1:x+0. (9.10)
T

2. Obliczymy catki I = [sin®z dz oraz J = [ cos? z dz. Zastosujmy wzor na catkowanie
przez czesci do I. Biorge f(z) = sinx i g(z) = — cos z, otrzymamy

/sinzxdx = /f(x)-g/(:z) dr = f(x)g(z)—/f’(x).g(x) dr = —sinxcosx+/cos2 dz,

tzn. ] — J = —sinzcosz = —% sin 2z. Natomiast

I+J:/(sin2$+6052x)dx:/1d:1::x+C.

Dodajgc otrzymane réwnania stronami, otrzymujemy 2/ = = — % sin 2z + C'. Zatem

_— L
/Sin%cdx::;:—SIH4$+C7 /cosQa:dx:;+bm4x+C‘

(ZmieniliSmy oznaczenie stalej, ale to przeciez nam wolno.)
Inne zastosowania wzoru na catlkowanie przez czesci bedziemy widywac regularnie.

Stwierdzenie 9.7 (wzér na calkowanie przez podstawienie). Niech f, g bedq ciggle
i niech F bedzie funkcjq pierwotng f. Wtedy

[ Hotang @ ds = Fg() + €.
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Uwaga 9.8. Dla pelnej precyzji, nalezatoby zakladagé, ze g, ¢’ sg ciggle na pewnym prze-
dziale I, zas§ f = F' i F sg ciagle na przedziale J = g([).

Dowoép. Stosujemy wzoér na pochodng ztozenia: (Fog) = (F'og)-¢'=(fog)-¢. O

Przyklad 9.9. Niech f(y) = 1/y, g(x) = cosz oraz F(y) = In |y|. Otrzymujemy

/tg:cdm:/Sinmdas:—/f(g(a:))g/(a:)dsz(g(ﬂs))+C:1n]cosa:|+C'.

COS T

Latwo sprawdzié, ze takg samg metodg otrzymamy nieco ogélniejszy wzor

FE e
/f(x) de = In|f(x)| +C. 9.11)

(Dla dowodu, mozna tez po prostu zrézniczkowaé obie strony).

Zanim om6wimy kolejne przyklady zastosowan wzoru na catkowanie przez czesci i cal-
kowanie przez podstawienie, wspomnimy o tradycyjnych obyczajach, zwigzanych z robo-
czym zapisem rachunkoéw takich, jak w ostatnim przyktadzie.

Uwaga 9.10 (tradycyjny sposéb manewrowania symbolami dz, dy). Nie wyjasnili-
$my dotad znaczenia symbolu dx. Samo oznaczenie pochodzi jeszcze z czaséw Newtona
i Leibniza i wigze sie¢ z geometryczng interpretacjg calek oznaczonych, ktérg poznamy
niedlugo.

Jesliy = g(z), gdzie g: I — g(I) C R jest rézniczkowalna na przedziale I, to bedziemy
pisaé¢ dy = ¢'(x) dz. Zauwazmy, ze jesli funkcja g jest réznowartosciowa, a jej pochodna ¢’
nie znika, to wtedy » = ¢~ '(y) i zgodnie z przyjeta przed chwilg konwencjg

1, Stw.eis 1

g (z)

dr = (g~ (y)) dy

dzieki wzorowi na pochodng funkcji odwrotnej. Jest wiec tak, jakby wzor dy = ¢'(x)dx
mozna bylo przeksztalcac tak, jak rownosé dotyczqceq liczb rzeczywistych.
Wzér na catkowanie przez podstawienie zapisuje sie czasem

/f(@) J(z) dz = /f(y) dy = F(y) + C = F(g(x)) + C.
=y =dy

Taki zapis byé moze lepiej wyjasnia nazwe catkowanie przez podstawienie.

Przyklad 9.11. Aby obliczy¢ catke [ zexp(—z?)dz podstawiamy y = z?

rachujemy:

,dy = 2zxdx i

1 1 1

/xexp(—acQ) dx = B /exp(—y) dy = —5 exp(—y) +C = D) exp(—2?) 4 C.
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9.1.2 Calkowanie funkcji wymiernych

Funkcjg wymierng nazywamy kazdg funkcje W(z) = P(z)/Q(x), gdzie P i @ sg wielo-
mianami. Bedziemy zakladaé, ze P i Q majg wspélczynniki rzeczywiste, oraz mowic, ze
W jest funkcjg wymierng zmiennej rzeczywistej. Za dziedzine W uznajemy — przy zalo-
zeniu, ze ilorazu P/ nie mozna skrocié przez zaden czynnik liniowy (z — a), gdzie a € R
— zbiér R z usunietymi pierwiastkami wielomianu Q.

Najwygodniej jest od razu zakladaé, ze wielomiany P i ) sg wzglednie pierwsze, tzn.
nie majg zadnego wspdlnego dzielnika D, ktéry bylby wielomianem dodatniego stopnia.

Okazuje sie, ze calke z kazdej funkcji wymiernej W mozna wyrazi¢ prez funkcje ele-
mentarne, rozkladajgc W na sume odpowiednich sktadnikéw.

Definicja 9.12 (ulamki proste pierwszego rodzaju). Kazda funkcje wymierng

A
(@—aF’

gdzie a, A € Rik € N, nazywamy utamkiem prostym pierwszego rodzaju.
Definicja 9.13 (ulamki proste drugiego rodzaju). Kazdg funkcje wymierng

Cx+ D
(22 + cx + d)F’

gdzie c,d,C, D € R, ¢ — 4d < 0i k € N, nazywamy ufamkiem prostym drugiego rodzaju.
Algorytm calkowania funkcji wymiernych oparty jest na nastepujgcym twierdzeniu.

Twierdzenie 9.14 (rozklad funkecji wymiernej na ulamki proste). Kazda funkcja
wymierna W (zx) = P(x)/Q(x) jest sumqg pewnego wielomianu i skotriczonej liczby utam-
kow prostych pierwszego i drugiego rodzaju. Mianowniki tych utamkow prostych sq dziel-
nikami wielomianu Q).

Uwaga 9.15. Rozklad funkcji wymiernej na utamki proste jest jednoznaczny (z doktad-
noscig do kolejnosci sktadnikéw), jesli zatozyé, ze skladnik o danym mianowniku moze
wystepowac tylko jeden raz.

Twierdzenie o rozkladzie na utamki proste nalezy bardziej do algebry, niz do analizy.
Dlatego nie bedziemy przedstawia¢ jego kompletnego, szczegétowego dowodu.

Szkic powopu TwIERDZENIA 9.14. Krok 1. Wykonujgc dzielenie P przez () z resztg, mozna
zapisa¢ W = P, + (P»/Q), gdzie P; i P, sg wielomianami i stopienn P, jest mniejszy, niz
stopienn (). Wystarczy zatem rozpatrzeé przypadek W = P/Q, gdzie deg P < deg Q. Naj-
wazniejszym narzedziem jest prosty fakt z algebry, ktéry sformulujemy tu jako zadanie.

Zadanie 9.16. Jesli wielomiany )1, Q2 sa wzglednie pierwsze, to istniejg wielomiany
V1, Vo o wspétczynnikach z R takie, ze Vi(2)Q1(x) + Va(z)Q2(z) = 1 dla kazdego = € R.

Wskazéwka. Niech W oznacza zbiér wszystkich wielomianow Vi (2)Q1(z) + Va(z)Q2(x)
(dla réznych V1, V5). Sprawdzié, ze Q1, Q2 € W. Oznaczy¢ przez D taki wielomian w zbio-
rze W, ktéry ma najmniejszy stopieni! i wspétczynnik 1 przy najstarszej potedze x. Postu-
gujac sie twierdzeniem Bezouta, wykazac, ze D dzieli Q; i Q2. Wywnioskowaé, ze D = 1.

W kazdym niepustym podzbiorze N istnieje element najmniejszy.
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Dalszy cigg dowodu Twierdzenia 9.14 jest nastepujacy: jesli Q = Q1Q2, gdzie Q; sa
wzglednie pierwsze, to dobieramy V, V5, o ktérych méwi powyzsze zadanie, i piszemy

P _P-1_ PViQi+%Q2) PW L P
Q Q Q1Q2 Qx Q1
Nastepnie powtarzamy krok 1 dla kazdego z tych utamkoéw. Caly zabieg kontynuujemy

dop6ty, dopéki mianowniki mozna rozkladaé¢ na czynniki, ktére sg wzglednie pierwsze.
(Patrz Wniosek A.13). Po skoniczonej liczbie krokéw dojdziemy do przedstawienia

W 2 9.12
(@) +Z (x —aj ;(x2+cjm+dj)”j 9.12)

gdzie deg Ll,j < k‘j ideg Lz’j < 2’1’Lj.

Dzielgc liczniki Ly ; przez (z—a;), a Lo ; przez (z*+c;x+d;), mozna po skoriczonej licz-
bie krok6w?, ewentualnie zwiekszajgc liczbe sktadnikéw po prawe;j stronie (9.12), dojsé do
sytuacji, gdy wszystkie liczniki L, ; sg stalymi, a wszystkie liczniki L, ; — wielomianami
liniowymi. [

Aby scatkowaé funkcje wymierng, wystarczy rozlozyé ja na utamki proste i scatkowaé
kazdy z nich. Popatrzmy na konkretne przyklady.

Przyklad 9.17. Obliczymy catke

.TG
= [ e

Dzielgc licznik 2% przez (v — 1)(z + 1)? = (22 — 1)(z + 1) = 23 + 22 — 2 — 1, otrzymujemy
wynik 23 — 22 + 22 — 2 i reszte 322 — 2. Dlatego

, 322 -2
52?4+ 22—2)d /d
(2 — 2"+ 22 —2)dx + G- 1)@+ 1) x

1ot 32 —1)+1
:m_w+x2_2x+/((x )+1

~
I
—

4 3 x—1)(z+1)2
4 .3
T z 9 dx dx

- — 2% +3 e
TR S /x+1+/(x—l)(x—|—1)2
oz

= —3+:1:2—2J:+3ln|x+1|+/ da
43 (x —1)(z+1)2

= (0;1.) J

Pozostaje obliczy¢ catke J. Znajdziemy w tym celu stale a, b, c € R takie, ze

a n b n c B 1
r—1 24+1 (z+1)2 (z—1)(z+1)2

(Ogélnie, jesli (z — a)* dzieli mianownik funkcji wymiernej, to przewidujemy, ze w roz-
kladzie na ulamki proste znajdg si¢ A;/(x — a)’ dla wszystkich j = 1,2,...,k). Sprowa-
dzajgc sktadniki lewej strony do wspélnego mianownika (z — 1)(x + 1)2, dodajac utamki i

2Jedli L(x) = K(x)(x — a) + R, gdzie deg K < deg L, to L(z)/(z — a)¥ = R/(x — a)* + K(2)/(x — a)*".
Potem dzielimy K () przez = — a itd. Podobnie robimy ze skladnikami drugiej sumy w (9.12).
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przyréwnujac otrzymany licznik do licznika prawej strony, otrzymujemy — z poréwnania
wspétezynnikéw przy =2, = i 20 = 1 — uktad réwnan:

a+b=0, 2a+c=0, a—b—c=1.

Stad a = —b (pierwsze réwnanie) i 3a — b = 1 (suma drugiego i trzeciego ré6wnania), tzn.

a:i,b:—%,c:—Qa——f Zatem

1 dx 1 dx 1 dx (9.2), (9.3) 1. Jz—1 1 1
J=- - = —— | — 1 — - C.
4/35—1 4/x+1 2/(x+1) \x+1\+2 x+1+

Ostatecznie wiec

33‘4 l‘g
ot 2, 11 1 11

= — = —2r+ —1 I|+=-Inlz—1+=-—— :
13 + T+ nlx+ |+4n|x y+2 x+1+C

Przyklad 9.18. Znajdziemy catke nieoznaczong funkcji 1/(1 + z*). Rozt6zmy mianownik
na czynniki. Otéz, z* + 1 = (22 +1)? — 222 = (22 — 2v2 + 1)(2? + V2 + 1). (Czytelnik
moze takze rozwigzaé réwnanie 2* + 1 w C i pogrupowaé w pary liczb sprzezonych jego
pierwiastki, zeby wyznaczyé ten rozklad nieco inng metoda).

Spodziewamy sie zatem, ze

o Ax + B n Cx+ D
T+zf 22 2v24+1 2242241

Jak w poprzednim przykladzie, dodajac utamki i poré6wnujgc wspétczynniki licznikéw
obu stron przy z* dla k = 3,2, 1,0, otrzymujemy uktad réwnan

A+C=0, B+D+V2A4-C)=0, A+C+V2(B-D)=0, B+D=1.

Z pierwszego i trzeciego r6wnania otrzymujemy B — D = 0, wiec dzieki czwartemu réow-
naniu jest B =D = 1. Dalej, A = —C i z réwnania drugiego 1 + v2 - (—2C) = 0, a wigc

C = 7 = —A. Zatem
1 2\[$+2 ;Wm-i-%
1= + . (9.13)
L+at 22 —2v24+1 224+ 2v2+1

Scatkujemy drugi utamek. Sprowadzajgc tréjmian w mianowniku do postaci kanonicznej,
a nastepnie zapisujgc licznik jako kombinacje pochodnej mianownika i stalej, otrzymu-

jemy
T+
#daz — / x+\f dz
2+ 22+ 1 2\[ )+
B /2x+\f )+V2
4\[ x-ﬁ—f

2

V2 1y 1 dx
. mln((wr2)2+2)+4/($+ﬁ)2+%.
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Ostatnig catke tatwo obliczamy przez podstawienie, piszgc

dx 2 dt
J:2/ :/:\/§-arctgt+C':ﬁ«arctg(mﬁJrl)JrC’.
2,2 2) 2 +1
<\/§(x+\2[)) +1 vz
—

Dodajac otrzymane wyrazenia, otrzymujemy

1 1
P _l’_, \/§
2\/595 2
—= _ —  dx = —lnaf +r+1)+ Llarcte (V2 + 1)+ C.
/x2+xﬂ+1 wa ™ )+ et )

Drugi z ulamkéw w (9.13) mozna albo scatkowaé tak samo, albo (lepiej!) zauwazajgc, ze
podstawienie —x = y, —dx = dy pozwoli skorzysta¢ z juz wykonanych rachunkéw:

1 1
/zf“?dx _ _/myﬂ y
22 —2v2+1 v +yv2+1
= ——ln(yz—i—y\@—l-l)—Qarctg(y\/ﬁ—i-l)%-(}’
42 4
1 2
= —mln(xQ—x\/ﬁ—i— 1)—\4[arctg (—x\/§+ 1)+C

Dodajac calki z obu utamkoéw prostych i korzystajgc z nieparzystosci arcus tangensa,
otrzymujemy wynik

2
/ de 1 In = +x\[+1+\/§(arctg(x\[+ 1) + arctg (z 2—1)>+C. (9.14)

1+2% 42  22—2v2+1

Oto drugi, nieco inny sposéb obliczenia tej samej catki. Mamy

2 _1—m2+1—|—x2
1424 1424 14247

Zajmijmy sie drugim skladnikiem. Jest

1+22 272+1 (x — 2=ty

1+zt 2422 (z—z1)242°

Dlatego, stosujgc podstawienie y = v — 27!, dy = (z — 27 !) dz, otrzymujemy

1+ 2?2 dy
Tradr= | o=
1+x ye 42

Teraz, podstawiajgc y = t1/2, znajdujemy

\f/ V2 y

—arctgt+C = —arctg —= + C,
21 arcg+ 2arcg\/§+

co, po powrocie do zmiennej x, daje wynik

14z V2 T 1
/1+$4dx—2arctg(\/§—m\f> +C.
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Podobnie mozna obliczy¢ catke funkeji (1 — 22)/(1 + z*). Tym razem warto skorzystaé z
podstawienia y = z + 271, dy = (1 — 272) dx. Stosujac je, dostaniemy

1 — 22 dy 1 y+V2 1 224+ z2v2+1
1+z v -2 2v2 |ly—v2 2V2 22 —zv2+1

(Srodkows réwnosé otrzymujemy, rozktadajgc 1/(y? — 2) na sume ulamkéw prostych o
mianownikach y + 1/2). Dodajac oba wyniki, otrzymamy tym razem

2/ dx 1 1x2+xﬂ+1 V2 (x 1

= + —arctg(—=— ——=) +C. 9.15
1+ a4 2\/§nx2—x\@+1 g I8 V2 a:\/i) ( )

Na pierwszy rzut oka, ten wzér rézni sie od (9.14). Formalnie biorgc, prawa strona nie
jest okreslona dla = = 0, choé¢ wyjsciowa funkcja byla ciggla na R, a wiec powinna mieé
na calej prostej funkcje pierwotng.

Zadanie 9.19. Udowodnié tozsamosé

t+ s
1—ts

arctgt+arctg3:arctg< ), t,seR, t-s#1.
Sprawdzi¢, ze wzory (9.14) i (9.15) dajg w istocie ten sam wynik. Jak nalezy intepretowa¢é
wzoér (9.15) w punkcie z = 0?

Pokazemy jeszcze, jak oblicza sie calki z ulamkoéw prostych drugiego rodzaju, ktérych
mianownik jest k-tg potega tr6jmianu kwadratowego dla jakiego$ k£ > 1. Mozna to zrobié
rekurencyjnie, w nastepujacy sposéb.

Po pierwsze, calkujgc przez podstawienie (y = 1 + 2?) otrzymujemy

2z dx dy 1 1-k 1 1
Jk:/ :/:y +C = : L +C.  (9.16)
(1+22)" b (1-k) L=k (1422)"
Jest
A B A
(1+2?) 2 (1+22)

Pozostaje zobaczyé, jak sie oblicza I;. Piszemy, catkujac przy przejsciu do drugiej linijki
przez czesci, z wykorzystaniem wzoru (9.16),

2 .2
I = /Wﬂgdwsz_l_/ AN
(14 22) 2 (1+2?)
=f S
:g’
T 1 1 1 1
- I’“*l_z(l—k)'(uﬁ)k—l +2/(1—1<:>'(1+x2)‘f-1 o

=fyg
T 1
= (1 Iio1 — : .
< +2—2k> LT — k) (1+22)

Po skoniczonej liczbie takich krokéw dojdziemy do calki I, tzn. do calki z pochodnej ar-
cus tangensa. Catkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju z mianownikiem innym,




© MIM UW, 2010/11 195

niz x? + 1, mozna sprowadzi¢ do powyzszego, zapisujgc tréjmian z mianownika w postaci
kanonicznej i dokonujgc liniowych zamian zmiennych. Wiaénie tak postepowali$émy, cal-
kujac wzér (9.13).

Uwaga 9.20. Jak widzieliSmy, nie zawsze warto rozkladaé funkcje wymierng na utamki
proste. Czasem calkowanie przez podstawienie szybciej prowadzi do wyniku. Oto jeszcze
jeden przyktad takiej sytuacji:

620 dy
I= dr= [ —— =1In|l C=In(1+2%+C.
[ gtr= [ =m0 =m0+ +

Zastosowali§my podstawienie 2% = y, 62° dz = dy.

9.1.3 Podstawienia Eulera, podstawienia trygonometryczne

Szereg calek mozna za pomocg odpowiednich podstawien sprowadzié do catkowania funk-
¢ji wymiernych.

Definicja 9.21. Wielomianem dwéch zmiennych o wspétczynnikach rzeczywistych nazy-
wamy funkcje
P(.ﬁE,y) = Z al]xzij :EvyER'
0<i<n
0<j<m
(Przyjmujemy umowe 2 = 1 = ¢".) Funkcjg wymierng dwéch zmiennych nazywamy
funkcje R(z,y) = P(z,y)/Q(x,y), gdzie P i ) sg wielomianami dwo6ch zmiennych.

Okazuje sie, ze jesli R jest funkcjg wymierng dwéch zmiennych, to obliczenie kazdej
z nastepujacych catek:

Ax + B
- ie AD — .
/R (a:, Ot D) dx gdzie AD — BC # 0, 9.17)
/R(a:, vax? 4+ bx + c> dz , (9.18)
/R(cos x,sinz) dx (9.19)

mozna za pomocg odpowiednich podstawien sprowadzié¢ do calkowania funkcji wymier-
nych jednej zmiennej.

Caeka (9.17). Wykonujemy podstawienie

Ar + B
”C’:U—FD_t' (9.20)

Stad t?(Cx + D) = (Ax + B), wiec

Dt* - B
rézniczkujgc, otrzymujemy
2 2 _ _
dr — 2Dt(A — Ct?) + 2Ct(Dt* — B) g — 2t(AD — BC) it 9.22)

(A-ct2)? (A-ct2)?
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Wstawiajac (9.20)—-(9.22) do calki (9.17), otrzymujemy caltke z funkcji wymiernej, ktorg
mozna obliczy¢, stosujgc algorytm opisany w poprzednim podrozdziale.

Caexka (9.18). Do tej catki mozna zastosowaé wiele podstawien. Najpierw opiszemy tak
zwane podstawienia Eulera.

Pierwsze podstawienie Eulera. Jesli a > 0, to podstawiamy

t+ava=vVax?+br+ec (9.23)

(mozna uzy¢ zaréwno plusa, jak i minusa). Po podniesieniu obu stron réwnania do kwa-
dratu zredukuje sie sktadnik az? i wyznaczymy

t2 —c t2
var?+br+c=t++va - ———— (9.24)

—C
x_b:FQt\/&’ b¥2tya’

Widaé, ze zaréwno z, jak i pierwiastek z tréjmianu kwadratowego ax? 4 bx + ¢ wyrazajg
sie przez funkcje wymierne zmiennej ¢; ponadto, rézniczkujgc prawg strone pierwszego z
réwnan (9.24), otrzymujemy

o 2t(bF 2t\/a) £ 2y/a(t? — ) gt F2t2\/a + 2tb F 2c\/a "
(b 2tv/a)” (bF2tya)” |

Wstawiajac (9.24) i (9.25), otrzymamy catke z funkcji wymiernej jednej zmienne;j.

(9.25)

Drugie podstawienie Eulera. Jesli ¢ > 0, to podstawiamy

tr —ve=+Var?2+bxr+c (9.26)

Tym razem po podniesieniu obu stron réwnania do kwadratu zredukuje si¢ wyraz wolny
¢, a nastepnie obie strony bedzie mozna skrécié przez x. Otrzymamy po takim zabiegu

b+ 2t\/c
rT=—.
2 —a

22 — 2t\/c = ax + b, tzn. (9.27)
Dalej postepujemy tak, jak w poprzednim przypadku: widzimy, ze dz = W (t) dt, gdzie
W jest funkcjg wymiernag, ktéra jest pochodng prawej strony drugiego réwnania (9.27).
Czytelnik zechce sam uzupelnié szczegoty.

Trzecie podstawienie Eulera. Jeéli tréjmian ax? + bz + c ma pierwiastki rzeczywiste r, s,

to
Var? +br+c=+(x—r) a-27°

r—rT

(znak zalezy od przedzialu). Zatem, jak juz widzieliémy, mozna skorzystac z podstawienia

T — S
t=4/a-

) (9.28)
xr—7T
Dla porzadku dodajmy, ze wszystkich szczegotéw rachunkow (9.23)—(9.28), zwigzanych
z podstawieniami Eulera, nie warto pamietaé. Dobrze jest wiedziec, na jakiej sztuczce
oparte jest dziatanie kazdego z tych podstawien, tzn. znaé wzory (9.23), (9.26) i (9.28) i
rozumieé, ze kazdy z nich pozwala wyznaczyé x jako pewng funkcje wymierng zmiennej
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t. Reszte rachunkéw i tak zwykle wykonuje sie w razie potrzeby dla konkretnych danych
liczbowych.

Carka (9.18), INNA METODA. Zapisujac tr6jmian kwadratowy pod pierwiastkiem w postaci
kanonicznej i uzywajac liniowych zamian zmiennych y = oz + 3, mozna sprowadzi¢ catke
(9.18) do postaci

Ri(y,v/ ... )dy
/

gdzie R, jest funkcjg wymierng, a drugim argumentem jest (w zaleznosci od a, b i c) jeden

z pierwiastkow: (1) /1 + 42, (2) /1 — y?, lub wreszcie (3) \/y? — 1. Mozna wtedy uzy¢

funkcji trygonometrycznych, a takze tzw. funkcji hiperbolicznych, zdefiniowanych naste-
pujaco:

coshx = cos(iz) = — (9.29)
sinhz = —isin(iz) = ? . (9.30)

Jak latwo sprawdzié,
cosh? z — sinh?z = 1 dla wszystkich = € R. (9.31)

Dzigki tej tozsamosci, dla y = sinhw jest y/1 + y2 = coshw. Zachodzg tez wzory na po-
chodne
(coshw) = sinhw, (sinhw) = coshw,

z ktorych otrzymujemy dy = cosh w dw. Zatem

I= /Rl(y, V1+y?)dy = /Rl(sinhw,coshw) coshw dw = /Rg(ew)dw,

gdzie R jest pewng funkcjg wymierng jednej zmiennej. Podstawiajgc teraz = = e, otrzy-
mujemy dz = ¢ dw = z dw, co daje wynik

I—/Rg(z)ciz.

Teraz mozna np. zastosowaé wiadomy algorytm calkowania funkcji wymiernych.
Zadanie 9.22. Podstawiajac y = tg ¢, sprowadzié | R;(y, /1 + y?) dy do calki typu (9.19).

Aby pozby¢ si¢ pierwiastka /y? — 1, stosujemy podstawienie y = cosh w. Reszta ra-
chunkéw jest podobna; Czytelnik moze wypisaé je samodzielnie. Mozna takze uzyé pod-
stawienia y = 1/ cos ¢, ktére sprowadzi catke [ R (y, /y?> — 1) dy do postaci (9.19).

W ostatnim z trzech przypadkéw, gdy mamy do czynienia z pierwiastkiem /1 — 32,
mozna stosowacé podstawienie y = sin p. Pokazemy jego dzialanie na przykladzie.

Przyklad 9.23. Obliczymy caltke

/mdx.



198 ostatnie poprawki: 28 wrzesnia 2012

Dla wygody ustalmy, ze funkcje podcatkowa rozpatrujemy na przedziale [0, 1]. Niech z =
sin @, gdzie 0 € [0, 7/2]. Wtedy dx = cosfdf i V1 — 22 = cosf. Zatem, ze wzoru na calko-
wanie przez podstawienie i tozsamosci cos 20 = 2cos? 0 — 1,

1 2 in 2
/\/l—xQdaz _ /c032«9d0:/+cosed9:9+8m % ¢

2 2 4
arcsinz  sin(2arcsinz)

pu— C
> 1 7

1
= 3 (arcsinx—i—x\/l —1'2) +C.

(Wyznaczajac [ cos® 6 df, mozna tez uzy¢ Przykladu 9.6, tzn. catkowaé przez czesci).

Czytelnik moze sprébowac zastosowaé do obliczenia tej calki trzecie lub drugie pod-
stawienie Eulera. Oba prowadzg do znacznie gorszych rachunkéw i wyniku zapisanego
w innej postaci.

Carxka (9.19) 1 UNIWERSALNE PODSTAWIENIE TRYGONOMETRYCZNE. Calke z funkcji wymiernej
dwdéch zmiennych cos z i sin x mozna zawsze sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej jed-
nej zmiennej ¢, podstawiajgc ¢ = tg(z/2). Zauwazmy, ze wtedy

cos2Z —gin?Z 1—t2 2cosZsink 2t
cosx = 2 2 — sinx = 2 2 —
cos2Z +sin? % 1+t% cos?Z +sin? L 1412

a ponadto

1 €T 1412
dt:f(l tg? ) d = dz |
g\- T8 g )dr=—o—ar

tzn. dz = 2(1+t2)~! dt. Podstawiajgc te zaleznosci do catki (9.19), rzeczywiscie otrzymamy
calke z funkcji wymiernej jednej zmiennej. Wiecej przykltadéw mozna znalezé w drugim
tomie ksigzki Fichtenholza.

Na tym zakonczymy przeglad metod obliczania calek nieoznaczonych. Wiecej przykta-
déw Czytelnik zobaczy z pewno$cig na ¢wiczeniach.

9.2 Calka Newtona

Definicja 9.24. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjg cigglg. Calkg oznaczong funkcji f na
przedziale [a, b] nazywamy liczbe

/b f(z)dx = F(b) — F(a), (9.32)

gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f.

Uwaga 9.25. Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru funkcji F' pierwotnej dla
f:jesli Fy jest inng funkcjg pierwotng f, to F; = F + const (Stwierdzenie 7.33) i dlatego
Fi(b) - Fi(a) = F(b) - F(a).

Zgodnie z rozpowszechniong konwencjg, wzoér (9.32) bedziemy uznawac za definicje
calki oznaczonej takze w przypadku b < a.
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Ze znanych juz wlasnosci calek nieoznaczonych natychmiast otrzymujemy nastepu-
jace stwierdzenia. Latwe dowody (por. podrozdziat 9.1.1) pominiemy.

Stwierdzenie 9.26 (liniowo$¢ calki oznaczonej). Jesli f,g: [a,b] — R sq ciggle, zas
a,B8 €R, to

/ab(af(a?) + Bg(x)) dx = a/abf(a;) da:+,3/abg($) de

Stwierdzenie 9.27 (wzoér na calkowanie przez czesci dla calek oznaczonych). Je-
$li f,g: [a,b] — R sq klasy C, to

b b
/f(iv)'9’(96)6556:f(b)g(b)—f(a)g(a)—/ fl(@) - g(x)dz.

Oznaczenia. Stosujac ten wzor i definicje calki oznaczonej, bedziemy czasem pisaé

=F@)-F(a), [y

a

= f(b)g(b) = f(a)g(a).

a

Stwierdzenie 9.28 (wzér na calkowanie przez podstawienie dla calek oznaczo-
nych). Niech g: [a,b] — [g(a), g(b)] bedzie funkcjq klasy C' i niech f bedzie ciggla na
przedziale [g(a), g(b)]. Wowczas

b g9(b)

[ #o@ng@de= [ f(e)dt = Flg(t) - Flgta)).
a g(a)

gdzie F oznacza dowolng funkcje pierwotng f.

Calka oznaczona jest szczegdlnie wazna z uwagi na swojg interpretacje geometryczng.
Zanim o niej powiemy, udowodnimy $cisle kilka kolejnych prostych wlasnosci calki.

Stwierdzenie 9.29 (addytywnos$é calki jako funkcji przedzialu). Zatézmy, ze f jest
ciggla na przedziale I C R i niech a,b,c € I. Wtedy

/abf(:r)dx:—/ba f(z)dx, (9.33)
/abf(x) d:c+/bcf(az) dr = /:f(:p) dz . (9.34)

Dowép. Niech F' bedzie funkcjg pierwotng f na I. Wzér (9.34) wynika z réwnosci
F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a),
natomiast (9.33) to kwestia interpretacji definicji calki oznaczonej. [

Stwierdzenie 9.30 (monotonicznosé calki). Jesli f,g: [a,b] — R sq cigglei f > g na

[a, b], to . .
Aﬂwmzém@w.

Jesli dodatkowo f > g na (a,b), to fab f(z)dz > fabg(x) dzx.
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Dowép. Niech ¥ bedzie funkcjg pierwotng f — g na [a,b]. Poniewaz ¥ = f — g > 0, wiec
VU jest niemalejgca. Dlatego

b b b
0< W)~ (@) = [ (70) -~ g(@) dz = [ f@)do~ [ glo)ds.

Jesli dodatkowo f > ¢ na (a,b), to z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej wnio-
skujemy, ze V¥ jest (Scisle) rosngca na [a, b]; dlatego w tym przypadku nier6wnosé miedzy
calkami jest ostra. [

Wniosek 9.31. Niech f: [a,b] — R bedzie ciqgta. Wowczas

b
(b—a) [mbf} f< / f(z)dx < (b—a)sup f, (9.35)
a, a [a,b]

a ponadto, dla pewnego punktu § € (a,b), jest

b
1€ =5 [ ra)de.

Dowép. Nieréwnosci (9.35) otrzymujemy, stosujgc dwukrotnie poprzednie twierdzenie do
f i funkcji statych g1 = inf f < f oraz go = sup f > f. Trzeba tylko zauwazyé¢, ze dla
dowolnej stalej m € R jest ffmdx = mx‘z =m(b—a).

Drugg czes¢ wniosku otrzymujemy, zauwazajgc, ze

1 _ F(b)— Fl(a)
b—alfmmx_b—a

gdzie F jest funkcjg pierwotng f. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika,
ze prawa strona jest rowna f(¢) dla pewnego ¢ € (a,b). O

Wniosek 9.32. Niech f: [a,b] — R bedzie ciqgla. Wowczas

/abf(a:) dx

Dowo6p. Poniewaz f < |f]|, wiec f: f(x)dx < ff |f(z)| dx (Stwierdzenie 9.30). Podobnie,

[ 1@a= [ Croys [l
O

b
< / 1£(2)| de. (9.36)

Stad juz wynika teza.

Twierdzenie 9.33 (przyblizanie calki sumami calkowymi). Niech f: [a,b] — R be-
dzie ciggta i niech ¢ > 0. Istnieje taka liczba 6 > 0, Ze jesli

a=x9 <21 <x2<...< Ty =0>, T, —xi_1 <0 dla wszystkichi=1,2,...,n,

oraz t; € [ri—1,z;]dlai=1,2,...,n, to

<e. (9.37)

b n
[ f@de =3 )@ - wi)
a =1
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Dowép. Ze wzoru (9.34) przez indukcje otrzymujemy

b n z;
/a fz)de = Z;/xl flz)dx.

Zatem, z nier6wnosci trojkata,

b n
[ #@de =3 it - wioa)
a i=1

> / Y f@yde =3 F(t) @i — i)

i=1 Y Ti—-1 i=1

S i
=1

Aby oszacowaé A, skorzystajmy z jednostajnej cigglosci f na [a, b] i wybierzmy liczbe 6 > 0
tak, aby [f(s) — f(t)| <n=¢/(b—a), gdy |s — t| < . Z Wniosku 9.31 wynika, ze

=A.

/xl f($) dl’ — f(tl)(fl,‘l — 1'1;1)

/ Z f(z)dz = f(&)(zi —xi-1)  dla pewnego £ € (zi—1, ;).
Ti—1
Poniewaz przedzial [x;_1, z;] jest krétszy, niz 6, wiec dla dowolnego t; € [z;_1, z;] mamy

'f(tz')(ﬂﬁi —@i-1) — /m flx)dx| = |f(t:) — fE)l(zi — zim1) < (zi — @iz1).

Przeto

[ re)dn - pit) e - i)

< nZ(wZ —xzi—1) =nb—a)=c.
i=1

n
A=)
i=1
Uzyskana nieré6wno$é konczy caty dowéd. [

Interpretacja geometryczna calki jako pola

W udowodnionym twierdzeniu kryje sie istota geometrycznej interpretacji catki oznaczo-
nej jako pola pod wykresem funkcji. Przypus$émy, ze f jest ciggla i dodatnia na [a, b]. Suma
> f(ti)(z; — x;—1) to suma pdl prostokatow, ktére majg wysokosci réwne f(t;) i odcinki
[x;—1, ;] za podstawy. Gdy podzial odcinka [a, b] punktami z; jest odpowiednio ‘drobny’, to
intuicja podpowiada, ze suma pé6l takich prostokgtéw powinna z dobrym przyblizeniem
dawaé pole pod wykresem f, tzn. pole figury, ograniczonej osig z-6w, prostymi x = a i
x = b oraz wykresem funkcji (patrz rysunek).

Najpowazniejszy klopot z pelnym usciS§leniem tej intuicji jest nastepujacy: nie dys-
ponujemy $cisty definicjg pola figury. Jednak w §wietle powyzszych wyjasniert mozna
zdefiniowac pole pod wykresem funkcji (cigglej, dodatniej) jako catke z tej funkcji po od-
powiednim przedziale.

Mozna tez postapi¢ odwrotnie i zdefiniowa¢ calke oznaczong jako granice odpowied-
nich sum catkowych > f(¢;)(x; — z;—1), otrzymanych dla coraz drobniejszych podzialéw
odcinka [a,b] punktami z;. W taki sposéb okresla sie tzw. catke Riemanna. Dla funkcji
cigglych pokrywa sie ona z catkg Newtona, ale nad nig pewng przewage. Dla calki Rie-
manna obszerniejsza jest klasa funkcji catkowalnych; mozna wygodnie catkowaé takze i
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\ -
Fa—— 4 A /

a Xi-14 X

Suma > 7" | f(t:)(xs — xi—1) to suma pél prostokgtéow. Dla duzych n, gdy podstawy wszystkich prostokatéw
2 2 . . . . . b . .
sg male, wartosé tej sumy jest dobrym przyblizeniem catki [’ f(x) dx, tzn. pola zacieniowanego obszaru.

(niektoére) takie funkcje, ktére nie majg funkeji pierwotnej, np. funkcje schodkowe.? Po-
wiemy o tym wiecej w podrozdziale 9.3.

Przyklad 9.34 (pole kola). Posluzymy sie geometryczng interpretacjg calki i obliczymy
pole P kota jednostkowego. Cwiartka tego kota stanowi obszar pod wykresem funkcji
y = V1 — 22 na przedziale [0, 1]. Zatem

1 1
1
P:4/ \/1—x2dx:4-§(arcsinx—i—:r\/l—:ﬂ)
0

0

= 2(arcsin 1 — arcsin0) = 7.

(Postuzyliémy sie wzorem na caltke nieoznaczong funkcji y = V1 — 22, znalezionym wcze-
$niej, w Przykladzie 9.23).

Zapiszmy jeszcze wniosek, ktory tatwo wynika z Twierdzenia 9.33.

Wniosek 9.35. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjq cigglq. Wowczas

i Y (o) = [

Dowép. Punkty 2, = a + kb’Ta, gdzie £k = 0,1,...,n, dzielg [a,b] na n réwnych czesci.
Wystarczy skorzystacé z definicji granicy ciggu i zastosowaé Twierdzenie 9.33 wlasnie dla
tych konkretnych x, przyjmujac ponadto t;, = zx. O

3Funkcja schodkowa, tzn. funkcja przedzialami stala, nie ma oczywiscie wlasnosci Darboux (chyba, ze w
ogole jest stala), a wiec nie jest pochodng zadnej funkc;ji.



© MIM UW, 2010/11 203

Przyklad 9.36. Korzystajac z ostatniego wniosku, mozna (czasem) obliczaé granice cig-
gow, ktorych n-ty wyraz jest sumag n skladnikéw s, = f(k/n), gdzie 1 < k < n.

1. Niech
1 1 1

+ +o :
n+l n+2 n+n

Cp =

Nietrudno zauwazyé¢, ze ¢, jest ograniczony (z géry przez 1, z dolu przez %) irosnacy,
wiec jest zbiezny. Mozemy zapisaé

B N S Ly f(k)
Cyp — — = — —
"a\14L 0 142 1+2)  n n/’

n

gdzie f(z) = 1/(1 + z). Na mocy Wniosku 9.35,

1

=In2.
0

1
d
lim cn:/ :c =In(1+ )
0

n—00 1+2x

2. Niech
n n n

iR Ty T T

n

Tym razem, skracajgc liczniki i mianowniki przez n?, otrzymujemy

1 1 1 1 1<~ [k
dn:n< 127L 92 ++1+ >:nkZ:1f(n)7

1+45 1+%

n?
7'L2

gdzie f(r) = 1/(1 + x2). Na mocy Wniosku 9.35,

1

0

im d = [~ et
e T

9.2.1 Calka Newtona a zbieznos¢ jednostajna

Ponizsze twierdzenie ma zaréwno znaczenie teoretyczne, jak i praktyczne (pozwala przy-
blizaé¢ calki oznaczone z dowolnych funkcji cigglych np. catkami oznaczonymi z wielomia-
néw, albo z funkcji kawalkami liniowych).

Twierdzenie 9.37 (o przejsciu granicznym pod znakiem calki). Zatozmy, ze funkcje
fn:[a,b] — R sq ciggle i f, = f na przedziale [a,b]. Wtedy

n—oo

lim /ab Fol@) do = /abf(x) da

Dowép pierwszy. Dla n = 1,2,... wybierzmy funkcje pierwotne F,,, I’ funkcji f,, f tak,
aby F,(a) = F(a) = 0 dla kazdego n. Poniewaz cigg pochodnych (f,) = (F)) jest zbiezny
jednostajnie na [a,b], a cigg funkcji F), jest zbiezny w jednym punkcie zy = a, wiec —
na mocy Twierdzenia 7.19 o rézniczkowaniu ciggéw funkcyjnych — ciag F;, jest zbiezny
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jednostajnie na [a,b] do funkcji G, ktérej pochodna jest réwna f. Musi tez byé G(a) =
F,(a) =0= F(a), astad G = F. Dlatego F,,(b) — F(b) dlan — oo, a wiec

b b
/ f(@)dx = F(b) — F(a) = F(b) = lim F,(b) = lim (F,(b) — Fy(a)) = lim fn(x)dx.

n—oo n—o0 n—oo a

Dowép pruat. Ustalmy € > 0. Dobierzmy ny € N tak, aby |f.(z) — f(z)| < ¢/(b— a) dla
wszystkich n > ng i z € [a, b]. Oznaczmy

b b
In:/ fn(x)dx, I:/ f(z)dz.
Na mocy Wnioskow 9.311 9.32, dla n > ng jest

b
I, —I| = /(fn(a:)—f(a:))da?

b
2 @ - @) da
< (b

—a)sup|fn — fl < (b—a)-

a,b
Zatem, wprost z definicji granicy ciggu, lim[,, = 1. O

Definicja 9.38. Powiemy, ze g: [a,b] — R jest kawatkami liniowa, jesli g jest ciggta na
[a, b] 1 przedzial [a, b] jest sumg skoniczenie wielu przedzialow [z;_1, z;], na ktérych g(x) =
a;x + fB; dla pewnych «;, ;.

Zadanie 9.39. Wykazaé, ze kazda funkcja ciggla f: [a,b] — R jest granicg jednostajnie
zbieznego na [a, b] ciggu funkcji kawalkami liniowych.
9.2.2 Wzoér Wallisa i wzoér Stirlinga

W 1655 roku angielski matematyk John Wallis, profesor Uniwersytetu w Oksfordzie*
udowodnil znany wzdér na liczbe .

Twierdzenie 9.40 (wzor Wallisa). Niech

Wowcezas lim,,—soo Ay, = .

Dowép. Oznaczmy
w/2
I = / (sinz)* dz .
0
Calki I, mozna obliczyé, catkujgc przez czes$ci. Wykazemy, ze zachodzi wzér rekurencyjny

k—1 T
I,_o, dlak>2 Iy = —
L k—2 a = & 0 27

I, = L =1 (9.38)

4Wallis zyl w latach 1616-1703. Ciekawostka: podczas wojny domowej w Anglii pracowat takze jako kryp-
tograf.
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Rownosci Iy = w/2 oraz I; = 1 sg oczywiste. Dla k > 2 jest, na mocy wzoru na catkowanie
przez czesci dla calek oznaczonych,

w/2
I, = / (sinz)* 1. (= cosz) dx
0

/2 /2 /
+/ ((sinx)k_l) - cos x dx
0 0

/2
= 0+ (k- 1)/ (sinz)"~2 cos? z da
0

= (k—=1)(Iy—2—I1),

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliSmy z ré6wnosci cos
niewiadomg [}, otrzymujemy (9.38).
Z rekurencyjnej zaleznosci (9.38) wnioskujemy, ze
1 17 31 « (2n—1)-...-3-1
2

L= == T
2790 9 gy 1Ty ’ 2n m-... - 4-

= —cosz(sinz)*!

22 = 1 — sin? 2. Wyznaczajgc stad

il
2 )
natomiast dla nieparzystych indekséw

(n-2)-...-4-2 . (20-2)-..-4-2
2n—1)-...-5-3 " (@2n—-1)-...-5-3"

Iop—1 =

Zatem

Ion_1 2 ((2n—2)-...-4-2\* 1 2-4-...2n 2
- =7-2n.-—- =— .
Ioy, T \(2n—-1)-...-5-3 n\l-3-...-(2n—1)

Aby zakoniczyé dowéd wzoru Wallisa, wystarczy wiec wykazadé, ze ciag a,, = I,—1/I2, ma
granicg réwng 1. Dla z € [0, 3] jest sinz € [0, 1]; dlatego (sinz)**! < (sinz)* dla kazdego
k € N. Zatem ciag I} jest, na mocy Stwierdzenia 9.30, nierosngcy. Dzielgc nier6wnos¢

Ipp < Iop—
przez liczbe dodatnig I, otrzymujemy

1<aq — Ion—1 (9.38) 2n Iany < 2n
- I, n—1 Iy — 2n—1"

gdyz Is,—1 < I5,_o. Wobec twierdzenia o trzech ciggach, a,, — 1 dla n — co. Dowéd wzoru
Wallisa jest zakoniczony. [J

Korzystajac ze wzoru Wallisa, wyprowadzimy wzér Stirlinga,® opisujacy tempo wzro-
stu n!. Jest on przydatny w wielu zastosowaniach, m.in. w rachunku prawdopodobiern-
stwa.

Twierdzenie 9.41 (wzor Stirlinga). Istnieje taki ciqgg liczb dodatnich p,, ze

nl = (E)n V21N - pp, lim p, =1. (9.39)
e n—oo

James Stirling zyt w latach 1692-1770. Wzér Stirlinga pochodzi z okolic roku 1730. Sa historycy mate-
matyki, ktérzy utrzymuja, ze mniej wiecej w tym samym czasie niezaleznie wykazal ten wzér inny brytyjski
matematyk, Abraham de Moivre.
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P"_ﬂ_ﬂa

In (k+1) /

Ink In2b

k+1 n 2

Pole pod wykresem logarytmu (skala na osi pionowej znieksztalcona, dla wiekszej czytelnosci rysunku) przy-
blizamy przez sume pdl trapezéw o wysokosci 1. Indeks k we wzorze (9.42) spetnia 1 < k < k + 1 < n. Blad,
tzn. suma pél malych “piérek”, jest ograniczony przez stalg In2 niezaleznie od liczby trapezéw. To grube
szacowanie.

Dowép. Krok 1. Zaczniemy od wykazania, ze cigg

a, = 2 (ﬁ)"-\/ﬁ (9.40)

nl\e

ma skoniczong granice g > 0. W tym celu obliczymy dwoma sposobami catke oznaczong
[ nzda.

Sposéb pierwszy. Z definicji,

n

/lnxdx = (xlnx—x)
1

= nlnn—n—i—lzln(ﬁ)n—i-l. (9.41)
e

1

Sposob drugi. Podzielmy obszar pod wykresem Inz dla = € [1,n] na (n — 1) paséw sze-
rokosci 1, prowadzac pionowe proste o réwnaniach = = ¢, gdzie k = 1,2,...,n. Kazdy z
paséw sklada sie z trapezu® o wysokosci 1i o podstawach In(k — 1) i In k oraz z waskiego
“piérka”, ograniczonego lukiem wykresu funkcji i sieczng wykresu (patrz lewy rysunek).
Dzieki geometrycznej interpretacji catki, numerujac trapezy od 1 do n — 1, otrzymujemy

n
/ Inzxdr = suma pél (n — 1) trapezéw + suma pdl (n — 1) piérek
1

|
—

n—1

Ink+In(k+1)
5 +Zpk

n

k=1

M- 1M

n—1 n—1
1 n!
Ink— =1 =In— 42
n 2nn+k2_1pk n\/ﬁJrkE_lpk, (9.42)

b
Il

1

6Pierwszy trapez jest zdegenerowany, tzn. jest tréjkatem



© MIM UW, 2010/11 207

gdzie p oznacza pole k-tego piérka. Poré6wnujgc prawe strony (9.41) i (9.42), otrzymujemy

réwnosé
n—1
n\m n!
ln<7) =14
e vn
k=1
tzn. rownowaznie, zgodnie z oznaczeniem (9.40),

n—1

Ina, = -1+ Zpk . (9.43)
k=1

Zauwazmy teraz, ze szereg »  pj jest zbiezny. To wynika z wklestosci logarytmu. Istotnie,
wszystkie piérka mozna, dokonujgc przesunieé réwnoleglych (wzdtuz siecznych), umiescic
w prostokacie P, ograniczonym prostymi z = 1, x = 2, y = 01y = In2 jako obszary roz-
tqczne, patrz prawy rysunek.” Poniewaz przesuniecie zachowuje pole figury, wiec suma
p6l wszystkich piérek nie przekracza pola prostokgta P i dlatego

[o@) n
> v =lim Y pp€(0,n2].
k=1 k=1

Wobec (9.43), ciag a,, ma granice g = exp(—1+ Y ;2 px) > 0.

Krok 2. Wyrazimy liczbe g w jawny sposoéb, postugujac sie¢ wzorem Wallisa. Pot6zmy b,, =
(an)?/az,. Poniewaz lim a,, = g > 0, wiec ciag b, ma granice g?/g = g. Sprawdzamy, ze

b (an)? 1 n?n (2n)! e 1 (2n)! n
oam (n)? e 20 02 \on o (p)?.an V2
N
=(an)2 =1/a2n

Niech ¢, = 47"(2n)!/(n!)?; wtedy

n
bn = Cp * 5 .
Mamy
2n+2)2n+1)(2n!)  2n+1 2l 1
Cntl = = Cn, cg=—==.
et Aln +1)2- (n!)24n 2n+2 " T4 T2

Zatem, przez indukgje,
_2n—1 2n-3 1

T Ton Ton—2 2

1, 1 24om
2 7 n\1-3-...-(2n—-1)) °

n

a wiec

Ze wzoru Wallisa, patrz Twierdzenie 9.40, otrzymujemy lim,, ,o,(1/b2) = 2, stad za$
g = limy,_,o b, = lim,, o a, = 1/v/27. Ostatecznie wiec

an\/27r:l<ﬁ)n-\/27m—>1 dla n — oo.

n! \e

Kladac 1/p, = anV/2m, otrzymujemy wzor Stirlinga (9.39). O

"Piérko o numerze k, gdzie k = 2,3, ..., nalezy przesungé réwnolegle o wektor (—k + 1, —In k).
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rang (%) o 3: i)

jw — 0D
ju — 0D

7w — (D
gw — &

Skan fragmentu pracy Lamberta (Zrédlo: Wikipedia).

9.2.3 Niewymiernos¢ liczby 7. Informacje o liczbach przestepnych.

W 1761 roku niemiecki matematyk Johann Heinrich Lambert udowodnit niewymiernosé
liczby 7. Jego dow6d® opieral sie na rozwinieciu funkcji tangens w utamek tancuchowy
(patrz rysunek) i rzadko jest dzi§ przytaczany w ksigzkach, bo wykazywanie zbiezno$ci
tego rozwiniecia do tangensa wymaga wysitku, a znane sg prostsze dowody. Opiszemy tu
jeden z nich.

Zaczniemy od nietrudnego, pomocniczego lematu.

Lemat 9.42. Niech w(z) = L2"(1 — z)" dla = € [0, 1]. Wowczas

— n!
1. 0 <w(x) <47"/n! < 1/n!dla kazdego x € (0,1);

2. w(x) = % Zqin cpx®, gdzie wszystkie wspétczynniki ¢, sq catkowite;

3. Liczby w®(0) i w*®) (1) sq catkowite dla kazdego k = 0,1,...; ponadto, w® (0) =
w®) (1) = 0 dla wszystkich k < nik > 2n.

Dowép. Dla x € (0,1) jest 0 < z(1 — z) < 1/4. Podnoszac te nieréwnosé do n-tej potegi i
dzielgc przez n!, otrzymujemy pierwszy punkt tezy. Drugi punkt tezy wynika natychmiast

z réwnosci .

nlw(z) =a2"(1 —z)" =2" ;(—l)l (TZ) a!
(wspétczynniki dwumianowe Newtona sg calkowite). Aby wykazaé trzecig wlasno$é wie-
lomianu w, zauwazmy, ze w(z) = w(l — z) i dlatego w® (z) = (=1)*w®) (1 — z), tzn.
w®) (1) = £w®) (0). Wystarczy wiec zbadaé liczby w(*) (0). Z drugiego punktu tezy wynika,
ze w(0) =0dlak < nik > 2n(dlak > 2n funkcja w¥) = 0, gdyz w jest wielomianem
stopnia 2n). Natomiast dla k € {n,n +1,...,2n} mamy

k!
® ) =
w'(0) = jCk €z,

gdyz wtedy n! jest dzielnikiem k!. [
Zanotujmy tez oddzielnie inny nietrudny fakt, ktéry przyda si¢ nam nie tylko do do-
wodu niewymiernosci .

8Zainteresowanych odsytam np. do pracy: M. Laczkovich, Lambert’s proof of the irrationality of 7, Amer.
Math. Monthly 104, no. 5 (1997), 439-443.
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Lemat 9.43 (wzér na wielokrotne calkowanie przez czesci). Niech f,g: [a,b] — R
bedq funkcjami klasy CN. Wéwczas

/b f($)g(N)(x) dr = (fg(Nl) _ f/g(N—2) NI (_1)N1f(N1)g>

b
N / S (@2)g(z) da

Dowép. Stosujemy N-krotnie wzér na catkowanie przez czesci, przerzucajac w kazdym
kroku jedno rézniczkowanie z g na f:

b
/ f@g™M(@yde = fg™D / £(@)g ™V () da

- (fg<N1>—f'g<N2>) [ rO@ D s

b
(9.44)

a

— <fg(N 1) fl (N-2) ~—|—(—1)N1f(N1)g>

b a
+ (DN / £ (@)g(x) d

b.

b

k) g(N—k=1)

Caltkujemy zawsze funkcje typu f*) ¢g(N—*) i dlatego pojawia sie sktadnik + f(
nietrudno zauwazyé i wypisac regule, okreslajacg znaki kolejnych sktadnikéw. O

a

Twierdzenie 9.44. Liczba 7 jest niewymierna.

Dowo6bp. Bedziemy dowodzic¢ tezy przez zaprzeczenie. Przypu$émy, ze 7 = [/m dla pewnych
I,m € N. Rozpatrzmy liczbe

1
A, = m"7r2”+1/ w(z)sinmx dr,
0

gdzie
1 n n
w(z) = wy(x) = s (1—2)

oznacza wielomian z Lematu 9.42. Wykazemy, ze lim,,_,, 4, = 01 A,, jest liczbg catkowitg
dodatnig dla kazdego n. Ta oczywista sprzecznosé zakonczy dowéd.

Krok 1. lim,, ,, A, = 0. Istotnie, z nieré6wnosci 0 < sinwx < 1, pierwszego punktu tezy
Lematu 9.42 i monotonicznosci calki wynika, ze

()"

n!

(mm?)"

1 1
1
0<An§7r(m7r2)n/ —'sinﬂwdmzw /sinﬂmdzgﬁ
o 0

n!

Ciggy"/n! — 0 dlakazdegoy € R, gdyz szereg potegowy funkcji wykladniczej jest zbiezny
na calej proste;j.
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Krok 2. Liczby A, sa catkowite dodatnie. Wiemy juz, ze A,, > 0 dla kazdego n. Aby stwier-
dzié, ze A, € Z, posluzymy sie wzorem na wielokrotne calkowanie przez czesci, biorge
przedzial [a,b] = [0, 1], liczbe N = 2n + 1, f(z) = w(x), oraz

¢M(z) = 7 sinwz = F (cos rz) V) tzn. g(x) = Fcosmz.

(Znak nie bedzie odgrywatl istotnej roli w rachunkach). Poniewaz w = wy, jest wielomia-
nem stopnia 2n, a N = 2n + 1 > 2n, wigc w™) = 0 i catka [ wN)gdz po prawej stronie
wzoru (9.44) znika. Dlatego

1

Au = (gD gD g (1N T D) (9.45)

0
1

- m" <(_1)n,w(n)g(an) + (_1)n+1w(n+1)g(N7n72) 4ot (_1)N1w(2n)g>

)

0

gdyz w*) znika w punktach 0i 1 dla k < n (patrz Lemat 9.42, punkt 3). Sprawdzimy teraz,
ze kazdy skladnik w nawiasie jest liczbg wymierng postaci p/m?*, gdzie p € Z, natomiast
s €{0,1,...,n}. Stad juz wyniknie teza A,, € Z.

Pochodne funkcji w w punktach 0 i 1 sg calkowite (Lemat 9.42). Mamy tez

199 (2)] = 7¥| sin 7| dla s nieparzystych,
g | 7| cosmz] dla s parzystych.

W drugiej linii wzoru (9.45) wystepuja pochodne ¢(*) dlas = 0,1,2,..., N —n—1, tzn. dla
s =0,1,2,...,n. Funkcje +sin7z i £ cosmx przyjmujg w punktach 0,1 wartos$ci 01 +1.
Dlatego ¢(*)(z) przyjmuje w tych punktach wartosci

S

l
0, +rf=+—, $=0,1,2,....n
m

Noczyny m™ - (£wN=179)(2)g*)(z)) sq wige, dla = € {0,1}, calkowite. Liczba A,, ktéra
jest sumag takich iloczynéw, tez wiec jest catkowita. [

Uwaga 9.45. W podobny sposéb mozna wykazaé niewymiernosé liczby 2 (patrz np.
ksigzka: M. Aigner, G.M. Ziegler, Dowody z ksiegi), a takze niewymierno$é wszystkich
liczb r, dla ktérych cosr jest liczbg wymierng.

Niewymierno$¢ drugiej z najwazniejszych stalych, z ktérymi Czytelnik spotyka sie w
analizie matematycznej, liczby e, mozna udowodnié znacznie tatwiej: gdyby e = p/q dla
pewnych p, ¢ € N, to mieliby§my

q 1 q q
x::q!<€—zn)_pq—1 Zil

n=0

gdyz n! dzieli ¢! dla n < ¢; z drugiej strony, poniewaz e = >_° ;1/n!, wiec

0< ! ijl i LU S S S L
r=qlle=> — | = i B
1 “— nl ~ nl g+l (¢+1)2 (¢+1)3 q

To jest sprzecznosé, gdyz w (0, 1) nie ma zadnej liczby catkowite;j.
Przytoczony dowod niewymiernosci 7 jest duzo miodszy od oryginalnego dowodu Lam-
berta. Podobny charakter ma dowdéd przestepnosci liczby e.
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Definicja 9.46. Liczba z € C nazywa sie algebraiczna, jesli dla pewnych ag, aq,...,a, €
Z, n € N zachodzi r6wnos¢
ag+aiz+---+apz" =0.

Liczba zespolona, ktéra nie jest algebraiczna, nazywa sie przestepna.

Latwo zauwazyd¢, ze wszystkie liczby wymierne sg algebraiczne: x = p/ge Q CR C C
jest rozwigzaniem réwnania liniowego p — gz = 0 o wspélczynnikach calkowitych p, q.
Zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny, gdyz dla kazdej z przeliczalnie wielu wartosci
n = 1,2,... istnieje tylko przeliczalnie wiele wielomianéw ag + a1z + - - - + a,2" 0 wspoél-
czynnikach catkowitych, a kazdy z nich ma co najwyzej n pierwiastkéw rzeczywistych.
Jednak R jest zbiorem nieprzeliczalnym, wiec w R istniejg liczby przestepne. Pierwszy
konkretny przyklad takiej liczby,

[e.e]

1
2 o

n=0

podatl w latach 40-tych XIX wieku Joseph Liouville. W 1873 roku Charles Hermite udo-
wodnit przestepno$é e.

# Dodatek roboczy: reszte tego podrozdzialu przy okazji spisze nieco
inaczej, w sposéb blizszy przedstawionemu na wyktadzie, wyodrebniajac w
postaci oddzielnego Lematu wiasnoSci pomocniczego wielomianu W, uzywanego w
dowodzie przestepnosci e.

Twierdzenie 9.47. Liczba e jest przestepna.

Dowo6p. Bedziemy dowodzié przez zaprzeczenie. Przypusémy, ze
ao+aje+aze’ + -+ ane” =0

dla pewnych a; € Z (1 =0,1,...,n).

Krok 1. Niech W oznacza dowolny wielomian zmiennej rzeczywistej, stopnia m. Spraw-
dzimy, ze jesli catka I(x) okreslona jest wzorem

I(x) = /90 e "W (u) du, (9.46)
0
to . .
I(z)=e"Y» W)=Y Wwiz). (9.47)
j=0 J=0

Istotnie, calkujac przez czesci, przekonujemy sie, ze

I(z) =€ /0 "W () du = € <—6“W(u)

—i—/ e "W (u) du>,
0 0

stad za$ przez indukcje (pamietajmy, ze W ("1 = )

I(z) = —e*¢ (W(u) FW () + W () + -+ W(m)(u)>
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Mozna réwniez dowie$¢ (9.47), stosujac od razu wzér na wielokrotne calkowanie przez
czesci.
Krok 2. Niech p bedzie dostatecznie duzg liczbg pierwsza.?. Potézmy

W(z)=a? Y z—1)P ... (x—n)P (9.48)
i rozpatrzmy catke

J=> a(k),
k=0

gdzie liczby a; sg catkowitymi wspélczynnikami wielomianu znikajgcego w punkcie e.
Niechm = (n+1)p — 1 = deg W. Ze wzoru (9.47) otrzymujemy

J = znj arl(k) = ) ax <ek Em: W) (0) — Em: W(j)(k)>
k=0 j

k=0 §=0 §=0

_ Z”: Zm: WO (k) (9.49)

k=0 j=0

gdyz 3" ape’ = 0 z zalozenia o algebraicznosci e.
Krok 3. Aby zbadaé wartos$é J, wyznaczymy pochodne W w punktach 0,1,...,n. Postu-

gujac sie wzorem Leibniza na wyzsze pochodne iloczynu dwéch funkcji, latwo otrzymacé
nastepujace zaleznosci:

wWUlk)y=0 dlaj<pik=12,...,n, (9.50)
wlo)y=0 dlaj<p-1. (9.51)
Dla przykladu sprawdzmy réwnosé (9.50). (Tak samo sprawdza sie (9.51).) Jest W (x) =

f(x)-g(x) dla f(z) = (z — k)P i g(x) zdefiniowanego jako iloczyn pozostalych czynnikéow
po prawej stronie (9.48). Dlatego, ze wzoru Leibniza,

i,
(@) () Stw.6.50 TN £ (1) gU= () =
W (k) ; ()f (k)9 (k) =0,
gdyz fO(k) =p(p—1)...(p—i+1)(x—k)P~!| _, =O0dlakazdegoi=0,1,...,5,gdyj <p.
Zauwazmy jeszcze, ze dla k > 0 jest f®) (k) = pli fU)(k) =0dlaj > p, a wiec £ (k) jest
liczbg podzielng przez p!.

Nietrudno teraz wywnioskowaé, zedla j = 0,1,2,...,mik=0,1,...,n
WU)(k) € Z jest liczbg podzielng przez p!, chyba, ze j =p — 1, k = 0; (9.52)
natomiast
we=(0) = (p — 1)Y(—=1)"P(n!)?. (9.53)

Ostatnig réwnos$é tez mozna sprawdzié, posltugujgc si¢ wzorem Leibniza, podobnie jak
(9.50). Dla liczb pierwszych p > n liczba W®~1)(0) jest wiec podzielna przez (p — 1)!, ale
niepodzielna przez p!.

9Szereg odwrotnosci liczb pierwszych jest rozbiezny, wiec liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele
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Krok 4. Niech odtad

p> M = max(n, ‘a0|a ’a1|7' ) ’a’n|) :

Wstawiajac obliczone wartosci pochodnych W do wzoru (9.49) na catke J, sprawdzamy, ze
J jest liczbg calkowitg podzielng przez (p — 1)! i niepodzielng przez p!. To wynika stad, ze
wszystkie za wyjatkiem jednego skladniki sumy w (9.49) sg podzielne przez p!, zas jeden,
aoW®=1)(0), wobec (9.53) dzieli sie przez (p — 1)!, ale wskutek doboru p juz nie przez p!.

Dlatego J # 01i |J| > (p — 1)!. Z drugiej strony, postugujac sie monotonicznoscig catki
i szacujgc dos¢ brutalnie, otrzymujemy

< ) lallz(k)]
k=0
< MY |I(k)|  zdefinicji M
k=0
< Me"» k- m[%)]i} |W ()| z definicji I(k) oraz (9.36)—(9.35)
re
k=0 ’

< Mn2e™ - max |W(z)|

z€[0,n]

< Mn2e™ - nPIn™ = A. BP,

gdzie stale A = Mne™i B = n"*! zalezg od n i wspétczynnikéw a;, wielomianu, zerujgcego
sie w e, ale nie od liczby p. Poréwnujac uzyskane oszacowania calki J, otrzymujemy

(p—D!<|J|<AB-B"Y,

lub ré6wnowaznie

p—1
1<aB. B
(p—1)!

To jest sprzecznoéé dla duzych p, gdyz B*/k! — 0 dla k — oo i kazdego B ¢ R. [

Rok po dowodzie Hermite’a Georg Cantor wprowadzil pojecie mocy zbioru i wyka-
zal, ze zbidr liczb przestepnych jest nieprzeliczalny. Niecate 10 lat pézniej, w roku 1882,
Ferdinand von Lindemann'® wykazal, ze liczba 7 jest przestepna. Wynika stad, ze kwa-
dratury kota nie mozna przeprowadzi¢ za pomocg cyrkla linijki. Dow6d przestepnosci 7
jest zblizony do dowodu przestepnosci e, cho¢ wymaga minimalnie glebszej wiedzy z alge-
bry. Zainteresowany czytelnik odnajdzie go w ksigzeczce Alana Bakera Transcendental
number theory.!!

Uwaga 9.48. W 1900 roku David Hilbert umiescit na swojej stynnej liscie 23 probleméw
matematycznych (jako problem nr 7) pytanie o to, czy o jest przestepna, gdy o > 0
jest liczbg algebraiczng, zas 3 liczbg algebraiczng i niewymierng. Twierdzaca odpowiedz
podali Gelfond i Schneider w 1934 roku.

1sromotor prac doktorskich Davida Hilberta i Hermanna Minkowskiego
Cambridge University Press, 1975 r.; dostepna w bibliotece MIM.
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9.2.4 Wzor Taylora z reszta w postaci calkowej

W poprzednich podrozdziatach wykorzystaliSmy wzér na wielokrotne calkowanie przez
czesci do dowodéw niewymiernosci m i przestepnosci e. Teraz wskazemy jeszcze jedno
zastosowanie tego wzoru, bardzo przydatne (takze do analizowania funkcji wielu zmien-
nych, z ktérymi Czytelnik wielokrotnie zetknie si¢ w p6zniejszych swoich studiach).

Twierdzenie 9.49 (wzér Taylora z resztg caltkows). Niech g € C**1([a,b]), a < z < b.
Wowczas

g(z) = g(a) + Z g j'( >(m —a)l + / (]dﬂg(k+1)(t) dt . (9.54)
=1 7 a -

Dowép. Ustalmy =z € (a,b). Obliczymy caltke we wzorze (9.54), postugujac sie wzorem
(9.44) z Lematu 9.43 na przedziale [a,z]. Niech N =k + 1, f(t) = (x — t)*/k!. Przy takich
oznaczeniach

x k x
[ wa = [ g a
— <fg(N—1) f/g(N_2) + .. +( 1)N_1f(N_1)g> T
+ (=N ' FN () g(t) da (9.55)

gdyz fN = 0, bowiem f jest wielomianem stopnia k¥ < N = k + 1. Rézniczkujac f, otrzy-
mujemy

(2 — t)kI

f(j)(t):(_l)JW7 j=0,1...,k.

Dlategodla0 < j < k=N —1 jest

(1 f g1 = B0 veagy oy = @m0 ey

a k— )

k =

natomiast dla j = k = N — 1 otrzymujemy f*) = (—1)% i

(~1)? DGV 1D = (@) - g(a)

Podstawiajgc te wyrazenia do wzoru (9.55), znajdujemy wartosé ostatniej sumy i spraw-
dzamy, zZe

T (g —t)k k T —a
[ 0= g0 - o0 - 35

(wygodnie jest zmieni¢ indeks &k — j na 7 i dopasowaé granice sumowania). Dowdd jest
zakoniczony. [
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9.3 Calka Riemanna

Omoéwimy teraz inne podejscie do definicji catki oznaczonej. Z grubsza biorac, chodzi o to,
ze definicje mozna oprzeé o geometryczng interpretacje calki, oméwiong przez nas wcze-
$niej, przy okazji dowodu Twierdzenia 9.33. Takie podejscie pozwala rozszerzy¢ klase
funkcji, dla ktérych catka jest okreslona, o pewne funkcje nieciggle. Dla funkcji cigglych
oba podejscia (catka Newtona, zdefiniowana jako przyrost funkcji pierwotnej, oraz catka
Riemanna) dajg identyczny wynik. Definicja catki Newtona jest w teorii catki Riemanna
twierdzeniem, natomiast o poprawnos$ci definicji catki Riemanna funkcji cigglej przesa-
dzajg oszacowania sum calkowych, ktore poznali§émy wlasnie w Twierdzeniu 9.33.

Ustalmy przedzial [a, b] osi rzeczywistej. Bedziemy rozwazaé funkcje ograniczone (ale
niekoniecznie ciggle) f: [a,b] — R.

Definicja 9.50 (podzial przedzialu). Podzialem P przedzialu [a,b] nazwiemy kazdy
skonczony cigg punktow (zg, x1, ..., x,) taki, ze

a=x0<x1<...<x,=0.

Piszemy Az; = x; — x;—1,1 = 1,...,n. Zbiér wszystkich podzialé6w odcinka [a, b] bedziemy
oznaczacé literg &2. Bedziemy tez milczgco przyjmowadé, ze napis (xo, z1,...,2,) 0znacza
w tym podrozdziale ciag niemalejgcy

Definicja 9.51 (sumy calkowe Riemanna). Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjg ograni-

czong, a P = (zg, z1,...,x,) € & — ustalonym podziatem [a, b]. Sumy
G P, = S <A iy D P, = inf <A i
(P,f)=)_ sup f-Az (P =) b f- A

i=1 [wi—lwi] =1
nazywamy odpowiednio gérng i dolng sumg Riemanna funkgcji f dla podzialu P.

Interpretacja geometryczna gérnych i dolnych sum Riemanna funkcji ograniczonej,
nieujemnej f jest do§é oczywista: suma gérna jest sumg pél prostokgtéow, ktérych pod-
stawy sg odcinkami podziatu P, a wysokosci dobrane zostaly tak, zeby suma prostokgtow
przykryla (jak najoszczedniej) caty zbior Z = {(z,y): 0 < y < f(x),z € [a,b]} punktéow
pod wykresem f. Obliczajgc sume dolng, dobieramy wysokosci tak, aby jak najlepiej przy-
blizy¢ zbiér Z od wewnatrz.

Definicja 9.52 (gérna i dolna calka Riemanna). Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjg
ograniczong. Liczby

inf G(P, f), sup D(P, f)

Pe>» Pcop

nazywamy odpowiednio gérng i dolng caltkg Riemanna funkcji f na odcinku [a, b].

Zauwazmy, ze definicja jest poprawna: jesli M = sup |f|, to dla dowolnego podziatu
P e & jest
gdyz na kazdym odcinku podzialu —M < f < M; mnozac te nier6wno$é¢ przez Az; > 0

i sumujgc, otrzymujemy oszacowanie sum dolnych i gérnych. Wobec aksjomatu cigglosci,
oba kresy, o ktérych mowa w powyzszej definicji, istniejg.
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Definicja 9.53 (funkcje calkowalne w sensie Riemanna). Jesli f: [a,b] — R jest

ograniczona i

inf G(P, f) = D(P
s (P, f) sup, (P, f),

to méwimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna. Kladziemy wéwczas

b
/a fla)de = nf G(P.f) = sup DP. ).

Zbiér wszystkich funkcji calkowalnych w sensie Riemanna na przedziale [a, b] oznaczymy
Z(la, b)).

Pytanie o to, ktére funkcje ograniczone sg calkowalne w sensie Riemanna, jest dosé
subtelne. Zacznijmy od prostych przygotowan natury technicznej. Powiemy, ze podziat
Py jest zageszczeniem podzialu P, jesli kazdy punkt podzialu P jest takze punktem P;
(inaczej: P, powstaje z P przez dorzucenie skonczenie wielu punktow).

Stwierdzenie 9.54. Jesli P, jest zageszczeniem P, a f funkcjq ograniczong na [a,bl, to
D(Pvf)SD(Plaf)a G(Plvf)SG(Pvf)

Inaczej mowigc, zageszczanie podzialu zwieksza dolne sumy Riemanna i zmniejsza
sumy gorne. Dla kogos, kto rozumie geometryczng interpretacje sum catkowych, ten fakt
powinien by¢ praktycznie oczywisty.

Dowép. Dla porzadku wykazemy pierwszg nier6wno$c. Jesli P, powstaje z P przez do-
rzucenie jednego punktu y do odcinka [z;_1, 4], to

mp:= inf f> inf f=:m, mg = inf f > inf f=:m,
[xs—lyy] [xS—17IS] [y@s} [x.9—17x5:|

gdyz kres dolny funkcji nie spada, gdy zawezamy jej dziedzine. Sumy calkowe D(P, f)
i D(Py, f) réznig sie tylko skladnikami, odpowiadajacymi podzbiorom odcinka [zs_1, x].
Dlatego
D(Py, f) = D(P, f) = mi(y —xs-1) + ma(zs —y) — m(rs — T5-1)
> m(y —as—1+ 15—y — (25 —25-1)) = 0.

Jesli P; powstaje z P przez dorzucenie k& punktéw, to powyzsze rozumowanie nalezy po-
wtorzyc¢ k razy. Dowdéd drugiej nieréwnosci jest analogiczny. [

Wniosek 9.55. Catka dolna Riemanna funkcji ograniczonej nie przekracza catki gornej

tej funkcji.

Dowép. Niech P, P, € & iniech P; bedzie zageszczeniem zaré6wno P, jak i P> —np. niech
P; sklada sie z punktéw obu podziatéw P; i P». Z ostatniego stwierdzenia otrzymujemy

D(Plvf)SD(P37f)SG(P37f)§G(P27f)7

stad zas D(Py, f) < G(P., f) dla wszystkich podzialéw P, P» € . Biorgc najpierw —
przy ustalonym P, — kres dolny prawej strony wzgledem P, € £, nastepnie zas kres
gorny lewej strony wzgledem P, € &2, otrzymujemy teze wniosku. [
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Wniosek 9.56. Funkcja ograniczona f € %([a,b]) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje podziat P € & taki, ze G(P, f) — D(P, f) <e.

Dowép. Niech I, oznacza catke gérng, zas I; — catke dolng funkcji f. Jesli I, = I;ie > 0,
to wobec definicji kresu gérnego i dolnego znajdziemy podziaty P, P, € & takie, ze
€

9 9
Id—§<D(P1,f)§Id:Ig§G(P2,f)<Ig+§:Id+2

Niech P; bedzie zageszczeniem zaréwno P, jak i P,. Wtedy, wobec Stwierdzenia 9.54,
€ €
la—35 < D(Py, f) < D(Ps, f) <G(Ps, f) S G(P, f) < Lo+ 5

zatem liczby G(Ps, f) > D(Ps, f) nalezg do tego samego przedzialtu, krétszego niz <. To
koniczy dowdd implikacji =-.

Implikacja < jest tatwiejsza: jesli dla kazdego > 0 istnieje podzial P, dla ktérego
sumy goérna i dolna réznig sie mniej, niz o €, to wprost z definicji kresu gérnego i dolnego

0<I,—I;<ce
dla kazdego ¢ > 0. Zatem I, = I,. O

Twierdzenie 9.57. Kazda funkcja f € C([a,b]) jest catkowalna w sensie Riemanna. Jej
catka Riemanna i catka Newtona sq rowne.

Dowép. Wykazemy najpierw, ze kazda funkcja ciggta spetnia réwnowazny warunek catko-
walnos$ci w sensie Riemanna, podany w poprzednim wniosku. Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy,
korzystajac z jednostajnej cigglosci f na [a, b], liczbe § > 0 tak, aby |f(s) — f(¢t)| <e/(b—a)
dla wszystkich |s — t| < §, s,t € [a,b]. Niech P bedzie takim podziatem [a,b], ze Az; < §
dla kazdego i = 1,...,n. Wtedy liczby

m; = inf]f, M;:= sup f

[£i-1,2: [zi—1,%i]

dla kazdego i = 1,...,n réznig sie mniej niz o /(b — a), gdyz sq wartoéciami'? funkcji f
na przedziale krétszym niz §. Zatem

n

OgG(P,f)—D(P,f):Z(Mi—mi)-Axi< biG-ZA:Ci:bfa-(b—a):zs.
=1 =1

Na mocy poprzedniego wniosku, f € Z([a,b]).
Pozostaje wykazaé ro6wnosé obu catek: Newtona i Riemanna. Oznaczmy je odpowied-
nio Iy i Ip. Jesli P = (xg,z1,...x,) € &, to znajdziemy s;,t; € [z;_1,x;) takie, ze

D(P,f) =) fls)Azi,  G(P,f) = f(si)Ax
=1 =1

2Funkcja ciggla osigga swoje kresy na kazdym odcinku domknietym, wyznaczonym przez dwa sasiednie
punkty podziatu P.
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(jeszcze raz korzystamy z faktu, ze funkcja ciggla f osigga swoje kresy na kazdym od-
cinku domknietym). Ustalmy dowolne ¢ > 0. Z Twierdzenia 9.33 o aproksymacji sumami
Riemanna wynika, ze jesli podzial P jest odpowiednio drobny, to

Iy —D(P,f)| <e,  |In—G(P.f)|<e.

W pierwszej czesci dowodu sprawdziliSmy, ze jesli podzial P jest odpowiednio drobny, to
odpowiadajgce mu suma gérna i dolna réznig sie¢ mniej, niz o . Zatem wszystkie liczby

D(Pvf)_€<IN<G(P>f)+E7 D(P7f)7 G(P7f)

sg wtedy w pewnym przedziale J krétszym niz 3e. Liczba I lezy miedzy D(P, f) i G(P, f)
dla kazdego P € . Stad, takze Ir € J. Przeto, |In — Ir| < 3¢, a wiec Ir = Iy wobec
dowolnoscie. [

Twierdzenie 9.58. Jesli f jest monotoniczna na [a,b], to f € %([a,b]).

Dowép. Wykazemy, ze f spelnia warunek catkowalnosci z Wniosku 9.56. Ustalmy ¢ > 0.
Dla ustalenia uwagi niech f bedzie niemalejgca.!® Wybierzmy podziat (z¢, z1, z2, ..., z,)
odcinka [a, b] na n réwnych czesci. Wtedy Az; = x; — 2,1 = (b — a)/n. Poniewaz funkcja
niemalejgca przyjmuje na kazdym odcinku kres gérny w prawym koncu tego odcinka, za$
kres dolny — w jego lewym konicu, wiec dla podzialu na réwne czesci jest

b ; a i(f(xz) — f(xz—1)) _ (b—a)(f(b) — f(a)) e

; n
=1

jesli n jest dostatecznie duzg liczbg. O

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze jest bardzo wiele funkcji nieciggtych, ktére sg cal-
kowalne w sensie Riemanna. Jesli f = g — h, gdzie g i h sg niemalejace, to f € Z([a,]).
Taka funkcja moze mie¢ nieskoniczony (przeliczalny) zbiér punktéw niecigglosci. Czytel-
nik latwo skonstruuje konkretne przyktady takich funkcji.

Okazuje sie, ze zbiér funkcji catkowalnych w sensie Riemanna jest jeszcze bogatszy.
Bez dowodu przytoczymy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 9.59. Zalézmy, ze f: [a,b] — R jest funkcjqg ograniczong. Nastepujgce wa-
runki sq wowczas réwnowazne:

(i) f e %Z(a,b));
(ii) Zbior Z € [a,b] wszystkich punktow nieciggtosci funkcji f ma nastepujgcq wlasnosc:

dla kazdego ¢ > 0 istnieje przeliczalna rodzina {I;: j = 1,2,...} przedziatéw do-
mknietych I; C [a,b] taka, Ze

o0 o0
zclJn, D ILl<e,
j=1 j=1

gdzie |I;| oznacza dtugosé przedziatu I;.

13Dla funkcji nierosnacych dowéd jest w pelni analogiczny.
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Uwaga 9.60. Kazdy zbiér Z C R, ktéry ma wlasno$¢ podang w punkcie (ii) Twierdze-
nia 9.59, nazywamy zbiorem miary Lebesgue’a zero, lub krétko: zbiorem miary zero. Kazdy
podzbiér zbioru miary zero tez oczywiscie jest zbiorem miary zero.

Nietrudno zauwazyé, ze zbiér Cantora K, tzn. zbiér zwarty K C [0, 1] opisany w Przy-
ktadzie 5.63, jest zbiorem miary zero. Istotnie,

gdzie zbiory K1 C Ky C ... C K i K; sklada sie z 277! odcinkéw dlugosci 3'~!. Laczna
dtugosé odcinkéw wchodzacych w sklad K; dazy wiec do zera dla j — oo i dlatego K jest
zbiorem miary zero. Zbiér Cantora jest nieprzeliczalny, a zatem zbiér miary zero moze
by¢ nieprzeliczalny.

Zadanie 9.61. Skonstruowa¢ funkcje ograniczong f: [0,1] — R, ktora jest nieciggla we
wszystkich punktach zbioru Cantora i ciggla poza tym zbiorem.

Wskazowka. Taka funkcja moze byé stata na kazdym odcinku w uzupelnieniu zbioru
Cantora. Okresdli¢ f tak, aby (powiedzmy) f > 2/3 na odcinkach usuwanych w kroku
2j+ 11 f < 1/3 na odcinkach usuwanych w kroku 2;.

Wsréd funkeji caltkowalnych w sensie Riemanna sg wiec funkcje nieciggle na pew-
nych zbiorach nieprzeliczalnych. Na drugim roku studiéw Czytelnik zobaczy, ze w wielu
sytuacjach wygodniej jest poslugiwaé sie jeszcze inng definicjg calki, tak zwang catkq
Lebesgue’a. W teorii tej calki twierdzenia o przejsciu do granicy pod znakiem calki sg
znacznie wygodniejsze i mocniejsze. Naturalne uogélnienia wzoru na calkowanie przez
czesci (obejmujgce funkcje z niecigglymi pochodnymi, a takze funkcje ciggle, ktére sg w
pewnych punktach nierézniczkowalne), przydatne np. w teorii réwnan rézniczkowych i jej
konkretnych zastosowan, rowniez wygodniej jest rozpatrywaé w teorii calki Lebesgue’a.

Réznice miedzy catkami Newtona i Riemanna oraz catkg Lebesgue’a mozna zobrazo-
wac pogladowo za pomocg nastepujacej analogii. Przyblizajgc calke Riemanna (a takze
nadajgc sens geometryczny calce Newtona), dodajemy pola kolejnych prostokgtnych stup-
kow, ktore mogg na przemian byé wysokie i niskie. Gdy rozdrabniamy podzial odcinka,
wysokosci stupkéw nasladujg wszelkie wahania catkowanej funkcji. To tak, jakbySmy ob-
liczali sume pieniedzy w portfelu, utozywszy wiele banknotéw w zupelnie przypadkowym
porzadku, mieszajgc nominaly. Kazdy wie jednak, ze prosciej jest ulozyé banknoty nomi-
nalami i dopiero wtedy liczy¢ pienigdze. Catka Lebesgue’a wykorzystuje wlaénie takie po-
dejscie. Z grubsza biorac, najpierw dzielimy dziedzine funkcji na zbiory, na ktérych funk-
cja przybiera z dobrym przyblizeniem mniej wiecej te samg warto$é. Obliczamy ‘sume
pol stupkow’, ktorych podstawy moga byé¢ dosé dziwnymi zbiorami, a potem wykonujemy
przejscie graniczne. Doprecyzowanie tej nieco metnej intuicji, a takze wyznaczenie bar-
dzo szerokiej klasy funkcji, dla ktérych takie podejsScie ma sens, wymaga jednak glebszego
wnikniecia w strukture podzbioréw prostej rzeczywistej (i ogélniej, przestrzeni R"™).

Zaletg calek Newtona i Riemanna, ktére wystarczaja do wielu praktycznych zasto-
sowan rachunku calkowego, jest prostota definicji. W subtelniejszych zastosowaniach, a
takze w teorii, bardzo przydajg sie silne narzedzia z teorii catki Lebesgue’a, za ktoére
trzeba jednak zaptaci¢ dtuzszym szykowaniem pojec tak zwanej teorii miary.

Warto, zeby Czytelnik o tej réznicy wiedzial juz teraz i pamietal o niej w przysztosci.
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9.4 Geometryczne zastosowania calki

Wiemy juz, ze dla funkcji f: [a,b] — (0,00) cigglej, albo ogdlniej catkowalnej w sensie
Riemanna, liczba ff f(x) dz jest polem obszaru {(z,y) € R?>: a < 2 < b,0 <y < f(z)}.
Opiszemy w tym rozdziale kilka innych geometryczny zastosowan catki, m.in. do oblicza-
nia dlugosci krzywej, a takze objetosci i p6l powierzchni bryt obrotowych.

Nie bedziemy precyzyjnie definiowaé objetoéci ani pola powierzchni bryt w R3. Poprze-
staniemy na do$é naturalnych intuicjach, a do tematu wrécimy podczas wyktadéw analizy
matematycznej na drugim roku studiéw. Wtedy oméwimy go znacznie glebiej i $cislej, nie
ograniczajgc sie tylko do bryl obrotowych.

9.4.1 Dlugosc¢ krzywej

Bedziemy rozpatrywac krzywe ptaskie, bedgce wykresami funkcji jednej zmiennej y =
f(x) na pewnym przedziale, a takze krzywe opisane ré6wnaniami parametrycznymi,

o la,b] 2t — (e1(t), p2(t),. .., en(t)) € R, (9.56)

Dla n = 2,3 sg to krzywe na plaszczyznie i w przestrzeni. Na przyktad, obrazem prze-
ksztalcenia [0, 27] > t — (cost,sint) € R? jest okrag jednostkowy na plaszczyznie z karte-
zjanskim ukladem wspoéirzednych.

Bedziemy na razie zakladaé, ze funkcja (9.56) jest réznowartosciowa, tzn. z geome-
trycznego punktu widzenia krzywa pozbawiona jest samoprzecie¢. Dla prostoty, zajmiemy
sie szczegotowo przypadkiem n = 2. Przypadek n > 3 jest w pelni analogiczny.

Definicja 9.62. Lamang wpisang w krzywa ¢: [a,b] — R? nazwiemy sume ¢ odcinkéw
o koricach (¢1(t;), ¢2(ti)), zwanych wierzcholtkami tamanej, gdzie i = 0,1,...,n, za§ P =
(to,t1,...,t,) nalezy do zbioru & wszystkich podzialéw odcinka [a, b].

Zbiér wszystkich tamanych wpisanych w dang krzywg bedziemy oznaczaé literg 7 .

Definicja 9.63. Dlugoécig lamanej ¢ € # o konicach (¢1(t;), v2(ti)), gdzie i = 0,1,...,n
oraz P = (tg,t1,...,ty) € &, nazywamy liczbe

d(t) = i \/ (016) 1)) + (s2(t0) — ea(tin)) 9.57)
=1

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze kazdy skladnik sumy (9.57) rzeczywiscie jest
dlugoscig odcinka, tgczgcego dwa sgsiednie wierzchotki tamane;j.

Definicja 9.64 (dlugoéé krzywej). Niech ¢: [a,b] — R?. Dlugoscig krzywej ¢ nazywamy
kres gérny dlugosci wszystkich famanych wpisanych w te krzywa, tzn. liczbe

d(p) = sup d(¥), (9.58)
e

Prosze zauwazyd, ze ta definicja jest zgodna z naturalng intuicjg: odpowiednio gladkg
krzywa mozna z dobrg dokladnoscig zmierzy¢ linijka, przyblizajgc dtugos$é¢ krzywej dtu-
goscig lamanej o wielu wierzchotkach. Dlugosé lamanej nie bedzie wieksza od diugosci
krzywej.
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Twierdzenie 9.65 (wzér na dlugosé krzywej). Zatézmy, ze funkcja ¢: [a,b] — R? jest
réznowartosciowa i klasy C*'. Wtedy

)= | S0 + 02 dr. (9.59)

Twierdzenie wyraza jasng intuicje fizyczng: parametryzacja ¢ to opis sposobu, w jaki
poruszamy sie po danym torze ruchu, zas ¢ i ¢}, to skladowe wektora predkosci. Liczba
v(t) = /()2 4+ ©h(t)? jest dlugoscig wektora predkosci w chwili ¢, czyli chwilowg szyb-
koscig ruchu. Dla fizyka iloczyn v'(t) dt to przyrost drogi, uzyskany w czasie dt. Dla kogos,
kto tak mysli, wzér na dtugos$é krzywej to po prostu zalezno$¢ miedzy czasem, predkoscig
i drogg; poniewaz predko$é nie jest stala, wiec dzielimy przedzial czasu na mniejsze od-
cinki i przyblizamy catke sumami Riemanna.

Podobnie jest w przestrzeni R3. Dtugosé krzywej ¢ = (o1, 02, ¢3): [a,b] — R3, gdzie
or € Cldla k = 1,2,3, okreslona jako kres gérny dtugosci tamanych, wpisanych w te
krzywa, wynosi

b
) = [ @ + b0+ dhie2dr.

Dow6b. Krok 1. Oznaczenia i plan dowodu. WprowadzZmy oznaczenia

b b
o(t) = /o (02 + 1), telat], T= / oft) dt = / o ()2 + gyt dt

Wybierzmy dowolng tamang [ € W, odpowiadajacy jej podzial P = (to,t1,...,t,) odcinka
[a,b], oraz liczbe ¢ > 0. Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze jesli podzial P, powstaje z P
przez zageszczenie, to odpowiadajgca mu tamana ¢; ma dtugosé d(¢1) > d(¢).

Wykazemy, ze podzial P mozna wybraé tak, aby uzyskaé

A0y <d(t) <I+e, |I—df)|<e. (9.60)

Nastepnie, przechodzac do granicy ¢ — 0, otrzymamy d(¢) < I, co wobec dowolnosci ta-
manej { oznacza
d(p) =supd(f) <1I.
tew
Z drugiej nieré6wnosci (9.60) wynika jednak, ze istniejg tamane ¢, € #/, dla ktérych liczba
d(¢;) moze znajdowaé sie dowolnie blisko liczby /. Zatem nie moze zachodzié¢ ostra nie-
réwnosé d(¢) < I; musi zachodzié réwnosé d(p) = I. Pozostaje tylko wykazaé (9.60).

Krok 2. Nieréwnosci (9.60). Niech n > 0. Liczbe 1 dobierzemy do ¢ > 0 p6zniej. Doko-
nujac zageszczenia podzialu P i nie zmniejszajac dtugosci odpowiadajgcej mu tamanej,
przyjmiemy odtad, bez zmniejszenia ogélnosci, ze P = (o, t1,...,t), gdzie

0< At; =t; —t;j—1 <6, i=1,...,n.

Liczbe § > 0 dobierzemy za chwile. Rozpatrzmy i-ty skladnik we wzorze (9.57) na dlugosé
lamanej. Poslugujac sie¢ dwukrotnie twierdzeniem Lagrange’a o wartosci $redniej, dla
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funkcji o1 i @2, otrzymujemy

2

\/(801(%') - @1(ti—1)>2 + (@2@') - @2(%—1))

N \/(@1@1) —A:l(til))z n <902(tz‘) ;:2(7511))2

= At;- \/(90/1<Sz>)2 + (go’z(ui))Z, gdzie tic1 < si,u; < t;.

= (OZI'l.) W(Si ,ui)

Sprawdzimy teraz, ze jesli liczba 6 > 0 jest dostatecznie mata, to [W(s,u) — v(s)| < e dla
wszystkich s, u € [a, ] takich, ze |s — u| < J. Jesli W(s,u) = 0, to 6w fakt fatwo wynika z
cigglosci o). Jesli W (s, u) # 0, to mamy

(a2 A ()2 ’ /
Wis,w)— ()] = EEES A < ) gy BOIEISE
= (ozn.) A
< Jeh(u) — @h(s)|-vV2  (gdyz wobec nier. Schwarza A < /2)

< V2

o ile, korzystajac z jednostajnej cigglosci ¢}, na [a, b], dobierzemy § > 0 tak, aby |¢5(s) —
5 (u)| < n dla wszystkich |s — u| < §. Rozwazmy teraz dwie sumy,

i=1 i=1

Z Twierdzenia 9.33 o aproksymacji catki / = fabv(s) ds sumami Riemanna wynika, ze
|I — S| <e/2,gdy ¢ > 0 jest dostatecznie mate. Natomiast

1S —d(0)] < AGIW (si,ui) — v(si)| < nvV2) Aty =nvV2(b - a) < /2
i=1 i=1
np. dlan =¢/(4(b—a)). Z nieré6wnosci tréjkata, |I — d(¢)| < . Dowéd jest zakoriczony. [J

Uwaga 9.66. Kluczowej technicznej trudnosci w dowodzie dostarczato to, ze stosujac
twierdzenie Lagrange’a do wyrazenia wzoru na dlugo$é tamanej za pomocg pochodnych,
uzyskiwaliSmy wartosci pochodnych ¢} i ¢}, w réznych punktach s;,u; kazdego odcinka
podziatu. Dlatego potrzebny byt fragment z szacowaniem réznicy W (s, u) i v(s).

Whniosek 9.67. Jesli f: [a,b] — R jest funkcjq klasy C, to dtugosé wykresu tej funkcji jest
réwna catce )
/ V1+ f(z)?dx.

Dowép. Stosujemy twierdzenie do funkeji ¢y (z) = 2 i o = f. O

4 7Zainteresowany teorig Czytelnik zechce udowodnié¢ ten wniosek bezposrednio. Dowéd jest prostszy, niz
dowdéd Twierdzenia 9.65.
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Zbiér punktéw {(t—sin¢, 1—cost): ¢t € R} to cykloida. Zaznaczonych zostalo 11 polozen toczacego si¢ okregu (z
ustalonym punktem na obwodzie i promieniem o koricu w tym punkcie), odpowiadajgcych r6wnym odstepom
czasu /5. Widaé, ze punkt toczgcego si¢ okregu nie przemieszcza si¢ weale po cykloidzie ze stalg szybkoscig.
To jasne:

v(t) = Vi ()2 + ph(t)2 = /2 — 2cost, infv =0, supv = 2.

Uwaga 9.68. Warto zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie stosuje sie takze do takich krzy-
wych, dla ktérych obraz ¢([a,b]) odcinka [a,b] nie jest wykresem funkcji klasy C*, tylko
ma “dziobki”. Przyktad: biorac

o(t) = (t —sint, 1 — cost), teR,

otrzymujemy cykloide, krzywa, jakg zakresla ustalony punkt okregu jednostkowego, to-
czgcego sie po linii prostej bez poslizgu i ze stalg predkoscig. Pochodne parametryzacji
to | (t) = 1 —cost i ph(t) = sint. W punktach ¢ = 2kr, k € Z, tzn. tam, gdzie cost = 1,
stosunek ¢}, /)| ma granice lewostronng ré6wng —oo, a prawostronng réwng +oo (prosze
spojrzeé na znak sinusa). Dlatego w tych punktach cykloida ma “dziobki.”

Przyklad 9.69 (dlugosé okregu). Obliczymy dlugos$é okregu jednostkowego, tzn. krzy-
wej p(t) = (cost,sint), t € [0, 27]. Mamy

2
\/‘P1 )"+ oh(t 2:\/sin2t+cos?t:1; zatem d(cp):/ 1dt =27.
0

Mozna zrobié to samo inaczej. Cwiartka okregu to wykres funkcji f(z) = V1 — 22, gdzie

; _ T _ 1
V14 fl(z)? = +1—x2_m

(i teraz jest jasne, dlaczego wybraliSmy akurat taki przedzial: na [0, 1] otrzymany wzoér
nie okresla funkcji cigglej, z uwagi na zero mianownika w jedynce). Dlatego

1d( ) /ﬁ/2 4 i
— QD = ——— = arcsinx
4 —v2/2 V 1— 22

Przyklad 9.70 (dlugos$é jednego luku cykloidy). Obliczymy dlugo$é jednego tuku
cykloidy. Niech p(t) = (t —sint, 1 — cost) dla t € [0, 27]. Wtedy

V2/2

_l’_

,\/5/2

™
B .

PP
PP

IN

N | =+
IN
3

t
v(t) =1/ @) ()2 + P (t)? :\/2—200875:251115, 0
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Obracajgc potozony w plaszczyznie (x,y) wykres funkcji y = f(z) (klasy C") wokét osi  w R?, otrzymujemy
pewng powierzchnie obrotowg. Bliskie, r6wnolegle ptaszczyzny x = x;_1 i x = x; wycinajg z tej powierzchni
czesé, ktora jest bardzo bliska powierzchni bocznej stozka Scigtego o promieniach podstaw r1 = f(zi—1),
To = f(wl) iwysokoéci h = A.Tz =T; — Tij—1.

(Postuzylismy sie jedynka trygonometryczng i wzorem cost = 1 — 2sin? %.) Dlatego

27 27 t ¢ 27
d(cp):/ v(t)dt:2/ sin-dt =—4cos-| =4+4=8.
0 0 2 2|
Co ciekawe, wynik jest liczbg wymierng. Dtugosé tuku cykloidy znali Gilles de Roberval
i Christopher Wren w XVII wieku.

9.4.2 Objetosé bryly obrotowej. Pole powierzchni obrotowej

Zalézmy, ze funkcja f: R O [a,b] — (0, 00) jest klasy C'. Obracajac wykres f wokét osi
x-0w, otrzymujemy powierzchnie obrotowg (patrz rysunek). Powiemy, nie wnikajgc nad-
miernie w klopotliwe szczegély techniczne, zwigzane z formalnym definiowaniem objeto-
$ci i pola powierzchni, jak znaleZé objetosé bryty, ograniczonej w R? powstalg powierzch-
nig oraz dwiema plaszczyznami x = a, x = b, a takze pole powierzchni bocznej tej bryty.
Objetosé V takiej bryly wyraza sie calkag

b
V=n / f2(z)de. (9.61)
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Z intuicyjnego punktu widzenia jest to dosé jasne. Dzielac odcinek [a,b] na n réwnych
czesci punktami xy, = a+k- b;—“, k=0,1,...,niprowadzac plaszczyzny = = xj prostopadte
do osi z-6w, potniemy bryte na plastry. Sktadnik

T - f(l'z)Q . AHJZ‘

wyraza objetosé walca o promieniu podstawy f(z;)? i wysokosci Ax;. Suma objetosci ta-
kich walcéw, czyli suma Riemanna calki = ff f(x)? dz, tym lepiej przybliza catke — a wiec
objetosé bryty — im gesciej prowadzimy plaszczyzny cieé.!®

Przyklad 9.71 (objetosé kuli). Niech f(z) = V1 — 22 dla z € [-1,1]. Wykres f jest
potéwka okregu; obréciwszy go, otrzymujemy powierzchnie kuli jednostkowej. Objetosé
tej kuli jest rowna

V:W/_llfQ(x)dx:W/_ll(l—:L'z)dx:w(x—f)

Objetosé kuli o promieniu » wynosi 4773 /3, gdyz objetosé bryt podobnych jest réwna sze-
$cianowi skali podobienstwa.

1

=21 =— = —.
_1 3 3

Pole A powierzchni bocznej takiej bryly wyraza sie catkg

b
A=or / F@)I1T f@)da. 9.62)

Aby to zrozumieé, zauwazmy, ze dwie bardzo bliskie plaszczyzny © = x; i x = z;_1 wyci-
naja z takiej powierzchni obrotowej fragment, ktéry w bardzo dobrym przyblizeniu jest
powierzchnig boczng stozka $cigtego o promieniach o promieniach podstaw r = f(z;_1),
ro = f(x;) i wysoko$ci h = Ax; = x; — x;—1 (patrz rysunek). Jak widzieliSmy, obliczajgc
dlugosé krzywej, tworzgca takiego stozka ma dlugo$é r6wna, z bardzo dobrym przyblize-
niem, Az;-+/1 + f'(x;)2. Dlatego pole powierzchni bocznej takiego stozka $cietego wynosi,
z zaniedbywalnym w granicy Ax; — 0 btedem, tyle, co pole prostokgtnego paska o bokach
27 f(x;) (obwod okregu) i Ax; - /1 + f/'(x;)?, a wiec

27rf(xi) Az /1 + f’(mi)2 .
Sumujgc i przechodzgc do granicy, otrzymujemy catke (9.62).

Przyklad 9.72 (Pole powierzchni sfery jednostkowej). Jak wczesniej, niech f(x) =
V1—2z?dlaz e [-1,1]. Wtedy
1
2nf(x)/1+ f'(2)? =27V 1 — 2% =
— X
jest po prostu funkcjg statg. Wynikajg stad dwa wnioski. Po pierwsze, pole powierzchni
sfery jednostkowej w R3 jest réwne

1 1
A:27r/ f(:):)\/l—i—f’(:v)2dx:27r/ ldx =47
-1 -1

15Czytelnik powinien zdawaé sobie sprawe, ze to intuicja dobra i naturalna, ale jednak nie do korica $cisla,
z dwéch powod6w. Po pierwsze, nie powiedzieliSmy, czym jest objetosé. Po drugie, szkolny wzoér na objetosé
walca, bedgcy uogélnieniem wzoru na objeto$¢ graniastostupa, przyjeliSmy tu “na wiare”.
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Zatem, pole sfery jest réwne polu powierzchni bocznej opisanego na niej walca.

Po drugie, zauwazmy, ze obracajgc tuk okregu, krzywa f(z) = v1 — 22 dla x € [a, ],
gdzie —1 < a < b < 1, otrzymujemy fragment, wyciety ze sfery dwiema réwnolegltymi
plaszczyznami x = a i z = b. Pole powierzchni tego fragmentu,

b b
A:27r/ f(x)\/l-f—f’(x)zdx:%r/ ldx =27(b—a),

zalezy tylko od réznicy b — a, nie zas od liczb a i b z osobna. [

Wiedzial to wszytko juz Archi-
medes ponad 2200 lat temu. Do-
szed! do tego wniosku bez uzycia ra-
chunku catkowego we wspélczesnej po-
staci, wykonujgc jednak de facto pewne
przejécia graniczne i stosujgc metode,
nazywang catkowaniem starozytmnych
lub metodq wyczerpywania. (Czytelnik
moze dowiedzie¢ sie wiecej o tej meto-
dzie, czytajac np. Wykiady z historii
matematyki Marka Kordosa).

Stosowanie tej metody wymagato
znacznie wiekszej pomystowosci, niz
proste i mechaniczne obliczenie kon-
kretnych catek, ktérymi postuzyliSmy
sie¢ w tym podrozdziale, zeby wyzna-
czy¢ objetosé kuli oraz pole sfery. (Aby
zrozumieé sens tego zdania, prosze ob-
liczyé pole figury, ograniczonej pro-
stg i lukiem paraboli, nie postugu-
jac sie naszg dzisiejszg notacja i poje-
ciem calki. Mozna rozpatrzec sumy Rie-
manna wprost, ale to nie jest szczegél-
nie wygodne.)

Wspomniana wlasnosé sfery (patrz
tez rysunek obok) nazywana bywa cza-
sem twierdzeniem Archimedesa:
pole powierzchni obreczy, ktérg wycieto
ze sfery o promieniu r dwiema réwno-
leglymi ptaszczyznami, zalezy tylko od
odstepu h tych ptaszczyzn i jest réwne 27rh. Na rysunku oba ciemne fragmenty sfery,
a takze jasniejsza, pélprzezroczysta obraczka, wycieta przez dwie plaszczyzny z po-
wierzchni bocznej opisanego na sferze walca, majg réwne pola.




Rozdzial 10

Calki niewlasciwe. Funkcje ['i B
Eulera oraz ich zastosowania

W tym rozdziale oméwimy pojecie catki niewlasciwej. Zajmiemy sie tez dwoma bardzo
waznymi konkretnymi typami takich calek: funkcjamiI" (gamma) i B (beta) Eulera, ktére
stanowig, odpowiednio, naturalne uogélnienie silni oraz wspéiczynnik6w dwumianowych
Newtona na wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie.

10.1 Calka niewlasciwa

Definicja 10.1 (calka niewlasciwa na przedziale nieskonniczonym). Zat6zmy, ze fun-
kcja f: [a,00) — R jest ciagla. Jesli istnieje skoriczona granica

lim ! f(z)dx, (10.1)

Yy—00 a

to nazywamy ja catkq niewtasciwg funkcji f na przedziale [a, ) (albo: od a do nieskon-
czonosci) i oznaczamy
o0
a

Mowimy wtedy, ze calka niewlasciwa f na [a,c0) jest zbiezna. Jesli granica (10.1) nie
istnieje, to méwimy, ze catka faoo f(x) dzx jest rozbiezna.

Analogicznie definiujemy caltke niewtasciwg funkcji f: (—oo, a] — R, a takze catke nie-
wlasciwg takiej funkeji f: [a,00) — R (odpowiednio, f: (—o0,a] — R), ktéra dla kazdego
a < b < oo (odpowiednio, kazdego —co < b < a) jest calkowalna w sensie Riemanna na
przedziale domknietym o konicach a, b.

Spéjrzmy na proste przyktady.

Przyklad 10.2. Niech f(z) = e * dla z € [0,00). Dla dowolnej liczby y > 0 jest

Yy y
/ e ¥dr=—e"
0

=1—-eY.
0
Ponadto, 1 — e ¥ — 1 dla y — +oo. Dlatego
oo
/ e tdr=1.
0
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Przyklad 10.3. Niech f(z) =1/2% z > 1, s € R. Wowczas

lna:‘y =lny dla s =1,
Y Y do 1
= 1 1.
1—sh 1-s dla s #

Jesli s = 1, to granica catek fly fdx przy y — oo jest nieskoniczona, gdyz Iny — oo dla
y — oo. Catka niewlasciwa [ (1/x) dx jest zatem rozbiezna.

Jesli s # 1, to granica calek fly fdx przy y — oo jest skoriczona wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja potegowa 3! ~* ma granice skoriczong dla y — oo, a wiec wtedy i tylko wtedy,
gdy wyktadnik 1 — s < 0. Dla takich s mamy

> q 1—5_1 1
/ T~ fim 2 = (s >1).
1

xs y—oo 1—s s—1

Dla wszystkich pozostalych s € R calka floo x~ % dz jest rozbiezna.
Przyklad 10.4. Niech f(z) = 1/(1 + 2?), x > 0. Dla kazdego y > 0 jest

y p Y dr y
x)dr = —— =arctgx| = arct .
e = [T = aretga] —aretgy

*  dx o ; oo
y 14a?  yoee CBY TG

Dlatego

7 uwagi na parzystosé funkcji podcalkowej, mamy takze

/0 dx lim ( tg) T
= 11m —arc = —
oo L+ 2 y——00 &Y 2

/°° dx /0 dx +/°O dx
_ = —_— =T
o 12?1422 fy 1422

Uwaga 10.5. Jedli istnieje calka [ ° f(z) dx, to dla kazdego b > a istnieje [,° f(z)dx
i zachodzi réwnos¢

Zatem,

/aoof(JJ)dx:/abf(x)dx+/boof(x)dx. (10.2)

Istotnie, dla kazdego y > b mamy przeciez

/ayf(:z:)dx:/abf(x)dx+/byf(x)dx.

Dlatego lewa strona ma granice wtedy i tylko wtedy, gdy prawa strona ma granice. Za-
chodzi tez ré6wno$é tych granic, czyli réwnosé (10.2).

Twierdzenie 10.6 (warunek Cauchy’ego dla calek niewlasciwych). Catka niewta-
Sciwa faoo f(x) dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujgcy warunek Cau-
chy’ego dla catek: dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie M > a, ze dla wszystkich yo > y3 > M
zachodzi nieréwnosé .
| s
vi

<e.
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Dowob. Jesli faoo f(z) dx jest zbiezna, tzn. istnieje granica

Yy
g=lim I(y), gdde I(y)= / f(x) dz,
Y—00 a

to zgodnie z definicjg (Cauchy’ego) granicy dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie M > 0, ze dla
wszystkich y > M jest |I(y) — g| < /2. Zatem, dla y, > y; > M jest

Y2
f(x)dx

1

= I(y2) = I(y1)| < [I(y2) —gl+ 19— I(y1)| <e.

Na odwrét, zalézmy, ze zachodzi warunek podany w twierdzeniu. Niech (a,,) C [a,o0)
bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do nieskonczono$ci. Warunek Cauchy’ego dla calek
jest po prostu warunkiem Cauchy’ego dla ciggu liczbowego I(a,,). Zatem, istnieje granica
tego ciggu, pewna liczba g = lim I (a,,) € R.

Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy do ¢/2 liczbe M > a tak, aby warunek Cauchy’ego dla
catek zachodzit dla wszystkich y» > y; > M z liczbg /2 zamiast ¢ po prawej stronie
nieré6wnosci. Niech y > M. Wybierzmy m € N tak, aby a,, > y oraz |I(a,) — g| < /2.

Wéwczas,
am
/ f(z)dx
y
Zatem, wprost z definicji granicy I(y) - gdlay — co. O
Zajmiemy sie teraz nieco blizej zwigzkiem calek niewlasciwych z szeregami.

E €
<-4 =-=c¢.

1) =51 = o) = [ o)z =5 < 10 ol + c 2

Definicja 10.7 (calkowalnos$é bezwzgledna i calkowalno$é warunkowa). Niech
f: la,00) — R. Méwimy, ze calka [° f(x)dx jest zbiezna bezwzglednie, a funkcja f jest
bezwzglednie catkowalna na [a, 00), wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest calka

| iwlay.

Jesli catka faoo f(x) dx jest zbiezna, ale nie jest zbiezna bezwzglednie, to méwimy, ze jest
zbiezna warunkowo. Méwimy wtedy, ze f jest warunkowo catkowalna na [a, o).

Wniosek 10.8. Jesli f: [a,00) — R jest bezwzglednie catkowalna na [a,0), to catka
[.° f(x) dx jest zbiezna.

Dowép. Stosujemy kryterium catkowalnosci z Twierdzenia 10.6 i nier6wnosé tréjkata dla
catek,

Y2
f(z) da

Y1

< /:Q‘f(x)‘dx

Jedli calki z prawej strony nieréwnosci sg (dowolnie) mate dla wszystkich y» > y; do-
statecznie duzych, to i calki z lewej strony sg (dowolnie) mate dla wszystkich yo >
dostatecznie duzych. [

Jest wiec podobnie, jak dla szeregéw: bezwzgledna zbieznosé implikuje zwykly zbiez-
no$¢. Nie musi by¢ odwrotnie: spéjrzmy na klasyczny przyktad.
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Przyklad 10.9. Niech f(z) = r lsinzdlaz > 0i f(0) = 1. Wtedy funkcja f jest cigglta
na [0, ), gdyz 3£ — 1 dla z — 0. Wykazemy, ze calka niewlasciwa funkcji f, tzw. catka

Dirichleta ’ -
/ Saledly (10.3)
0 X

jest zbiezna tylko warunkowo, tzn. zbiezna, ale nie bezwzglednie zbiezna.

—_

1
n

<G .-

0 T 2

Na przedziale (k, (k + 1)7) jest [sinaz| > 1/((k + 1)m).

Zacznijmy od rozbiezno$ci calki niewtasciwej z funkcji | f(x)| = |sinz|/z. Niech n € N,
0 < k <n. Mamy
| sin z| | sin z|
dl km, (k+1
. it ) aze (km,(k+ 1))

i dlatego

n

(n+)m | o (k417 | o
/ | sin z| dr = Z/ | sin z| i
0 Z =0 7 kT T

n

1 (k+1)m '
Z m / ’ Sin .’13| dx
k=0 km

1 T
= EW/O sinz dx

v

— 400 dlan — oo,

gdyz szereg harmoniczny > % jest rozbiezny. Zatem catka f0°° | f(x)| dx jest rozbiezna.
Oznaczmy teraz

(k+1)7 s
Ik:/ MY e, k=0,1,2,...
k

T T

Aby wykazaé zbiezno$é calki Dirichleta (10.3), sprawdzimy najpierw, ze szereg liczbowy
> i I jest zbiezny. Postuzymy sie w tym celu kryterium Leibniza (Wniosek 4.42). Za-
uwazmy najpierw, ze dla kazdego k =0, 1,2,... jest

Iy, > 0> Doy
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To tatwo wynika z monotonicznosci calki i faktu, ze sinus jest dodatni na przedzialach
(2km, 2km+7), a ujemny na przedzialach (2k7 +m, (2k +2)7). Ponadto, poniewaz w kazdej
z calek I}, funkcja podcaltkowa ma staly znak, wiec dla kazdego £k = 0,1, 2, ... jest

(k+1)7 | o 1 (k+1)m
k| :/ |sinz] de > / | sinz| dx
k k

1 /(k+2)7f . (k+2)m ‘ Sil’ly|
= — |smy|dy2/ dy = [Tj11] -
(k+ 17 Jgpy1)r (k+)x Y -

Skorzystaliémy tu z okresowosci modulu sinusa ($rodkowa ré6wno$¢) oraz z nieréwnosci
1 1 1
>

;Zm_g dla wszystkich 0 < kr <z < (k+ 1)7 < y.

Zatem, znaki liczb I}, zmieniajg sie na przemian, za$ ciag |Ix| jest malejacy. Z wypisanych
oszacowan wnioskujemy ponadto, ze |Ix11| < ¢/(k + 1) dla ¢ = 2/7. Spelnione sg wiec
wszystkie zalozenia kryterium Leibniza; na mocy tego kryterium szereg > _ I, jest zbiezny.
Niech S oznacza sume tego szeregu.

Ustalmy teraz liczbe ¢ > 0. Wybierzmy M € N, tak, aby spetnione byly dwa warunki:

n—1
Zlk—8‘<; dlan > M
k=0

oraz )
< dlaz> M.
T 27

Niech y > M7 in = [y/n]. Wtedy, z wlasnoSci entier, 0 < y — nm < 7. Mozemy wiec

oszacowac

/ysina:dx_s‘ _
0 xr

Y
ZIH/ Smxdm—S‘
nm x

n—1

_
ka—5‘+/ |Smx’d:v<;+(y—n7r)2€<z—:.
— e T T

IN

(Idea jest bardzo prosta: dla duzych y catka fé’ f dx rézni sie bardzo niewiele od odpowied-
nio dobranej sumy czesciowej szeregu catek Ij).
Otrzymali$my wiec rowno$¢

00 o Y o o (k+1)7 o
/ smfcdx: lim Smxdx:S:Z/ Sln])d:p'
0 k

X —00 X X
Y 0 =07k

Uwaga 10.10. Mozna wykazaé, ze

Dla funkcji nieujemnych zbiezno$é catek niewtasciwych mozna bardzo wyraznie po-
wigzac ze zbieznos$cig szeregéw. Dla uproszczenia przyjmijmy a = 0 (przedzial calkowania
zawsze mozna tak przesuna¢, aby jego koniec znalazt si¢ w zerze).
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Twierdzenie 10.11. Niech f: [0,00) — [0,00) bedzie funkcjq ciqglq. Nastepujqce wa-
runki sq wéwczas réwnowazne:

(i) Catka niewtasciwa [;° f(z) dx jest zbiezna.

(i) Dla kazdego rosngcego ciqggu liczb nieujemnych (a,,) dgzqcego do +oo szereg

& aAm+1
S = Z / f(z)dx
m=1"Y%m

Jest zbiezny.

(iii) Dla pewnego rosngcego ciggu liczb nieujemnych (a,,) dgzqcego do +oo szereg

& Am+1
S=> / f(z) dx
m=1"Yam

Jest zbiezny.

Dow6b. (i) = (ii). Niech (a,,) bedzie jakimkolwiek ciggiem rosngcym liczb nieujemnych.
Mamy

Ak41

/Oam“ f(x)dx:/oalf(w)dx+é/ak f()dz.

Z warunku (i) wynika, ze lewa strona ma skonczong granice dla m — oco. Zatem prawa
strona tez ma skonczong granice, a to oznacza, ze cigg sum czesciowych szeregu S jest
zbiezny.

(i) = (iii). To jest oczywiste.

(iii) = (i). Zalézmy, ze szereg S jest zbiezny. Niech ¢ > 0. Z kryterium Cauchy’ego dla
szeregow wynika, ze istnieje M € N takie, ze dla wszystkich N > M jest

N Qg1 N Ak+1
f(@)de = f(z) d

k=M
(pamietajmy, ze f > 0). Niech teraz ys > y; > aps bedg dowolne. Wybierzmy N > M tak,
aby anyi1 > y2. Wéwczas, dzieki monotonicznosci calki,

Y2 aN N Ak+1
= f(z)dx < f(z)dx = flz)de <e.
/, J fow=2 .

Zachodzi wiec warunek Cauchy’ego dla catek niewlasciwych, podany w Twierdzeniu 10.6.
Dlatego calka [;° f(x) dx jest zbiezna. [

<e€

Y2
f(z)dx

Y1

Czytelnik moze sprawdzié, ze analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji nieujem-
nych, ktore sg catkowalne w sensie Riemanna na kazdym przedziale skoriczonym [0, b].

Twierdzenie 10.12. Niech f: [a,00) — [a,00), gdzie a > 0, bedzie funkcjq nierosngcq.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(i) Catka niewtasciwa / f(x) dx jest zbiezna.

(ii) Szereg S = Z f(n) jest zbiezny.
n=[a+1]

Szkic powopu. Poniewaz f jest nieujemna i nierosngca, wiec dla n > a + 1 mamy

n n+1

/ f(x)de >1- inf f=f(n)=1- sup fZ/ f(z)dx.
n—1 [n—1,n] [n,n+1] n

Sumujgc takie nieré6wnosci wzgledem n, fatwo poré6wnujemy (z gory i z dotu, z doktadno-

Scig do stalych skladnikéw) sumy czesciowe S, szeregu S z catkami I(m) = [ f(z) da.

Zar6éwno sumy S,,, jak i catki I(m), tworzg ciggi rosngce. Zatem jeden z tych ciggéw jest

zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest drugi z nich. (Patrz takze rysunek). [

Jedli f jest funkcjg malejaca np. na [1, o), to dla kazdego n jest

SICE JRCEESSICE

Uwaga 10.13. Czytelnik zauwazyt by¢ moze, ze w ostatnim twierdzeniu nie zaktadali-
Smy, ze f jest ciagla (lub chocby catkowalna w sensie Riemanna na przedziatach ograni-
czonych). To nie jest potrzebne: zbiér punktéw niecigglosci funkcji nierosngcej jest co naj-
wyzej przeliczalny, wiec z twierdzenia charakteryzujgcego funkcje caltkowalne w sensie
Riemanna wynika, ze funkcja nierosngca jest calkowalna w sensie Riemanna na kazdym
przedziale skoriczonym.

Zadanie 10.14. Skonstruowaé przyklad funkcji ciaglej f: [0,00) — [0,00), dla ktorej
catka niewlasciwa [ f(x)dz jest zbiezna, ale f nie ma granicy dla z — +ocoisup f =
|inf f| = 4o0.
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Aby podkresli¢ zwigzki catek niewlasciwych z szeregami, sformulujemy jeszcze dwa
kryteria zbieznoSci takich calek.

Stwierdzenie 10.15 (kryterium poréwnawcze dla calek niewlasciwych). Jesli f, g
sq nieujemne i ciggle na przedziale [a,00) i istniejg a1 > ai C > 0 takie, ze C - f(x) > g(x)
dla wszystkich x > aq, to ze zbiezZnosci catki faoo f(z) dx wynika zbieznosé catki faoo g(z) dz,
natomiast z rozbieznosci catki [ ° g(x) dz wynika rozbieznoscé catki [° f(x) da.

Dowdéd pozostawiamy zainteresowanemu Czytelnikowi. Jest nietrudny i bardzo po-
dobny do dowodu kryterium poréwnawczego dla szeregow.

Podamy tez odpowiednik kryterium Abela i Dirichleta. W tym celu najpierw wyka-
zemy pomocnicze twierdzenie o wartosci $redniej dla catek.

Twierdzenie 10.16 (drugie twierdzenie o wartosci sredniej dla calki).

1. Zatoimy, ze f,h € C([a,b]) i h > 0. Wowczas istnieje taki punkt & € [a,b], ze

e [ " (e)do = / " fe)h(a) da

2. Zalozmy, ze f,g € C(]a,b]), a ponadto g jest funkcjqg monotoniczng. Wowczas istnieje
taki punkt & € [a,b], Ze

/ F()g(a) di = g(a) / * f@) o+ g(b) /5 ' fa) de

Dowép. Najpierw udowodnimy pierwszy punkt. Poniewaz h > 0, wiec dla kazdego = €
[a,b] mamy h(z)inf f < f(z)h(x) < h(x)sup f. Dlatego, z monotonicznoéci calki,

b
mff/h dx<I—/f x)dr <supf [ h(z)dx.

[a,b] [a,b] a

Jesli f; h(z)dz = 0,to fh = 01ijako { mozna wybraé dowolny punkt przedziatu [a, b]. Jesli

[P h(z)dx # 0, to liczba
(/abf(x)h(w> dw) - (/abh@:) dx> -

nalezy do przedzialu [inf f,sup f], a wiec na mocy wlasnosci Darboux jest warto$cig funk-
¢ji f w pewnym punkecie ¢ € [a, b]. To koniczy dowéd punktu pierwszego.

Aby wykazaé¢ drugg cze$¢ twierdzenia, potézmy F'(z f f(t)dtdlaz € [a,b]. Funkcja
F znika dla x = a i jest funkcjg pierwotng f.

Dla utatwienia zatézmy, ze g jest funkcjg klasy C' i ¢’ > 0 (wpp. mozna g pomnozyé
przez —1). Calkujgc przez czesci, otrzymujemy

b b
/ f@)g@)de = F(b)g(b) - / F(a)d(x)dr  gdyz F(a) =0

= F(b)g(b) — F(&) /b ¢ (x)dr  namocy punktu 1.

a

= F(b)g(b) — F(£)(g(b) — g(a))

b £
- /f F(a) di + g(a) / f(z) da
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Niech teraz g bedzie dowolng funkcjg cigglta monotoniczng. Znajdziemy cigg wielomianéw
gn zbiezny do g jednostajnie na [a, b]. Mozna bez zmniejszenia ogélnosci zaktadaé, ze kazdy
z wielomianéw g,, jest monotoniczny na [a, b]. (To nietrudno wywnioskowac np. z faktu, ze
wielomiany Bernsteina funkcji f zalezg w sposéb monotoniczny od f). Zatem, dla kazdego
n istnieje &, € [a, b] takie, ze

b én b
/ f@)gn(x)de = gn(a) | f(z)de+ gn(b) : f(x)dz.

a

Ciag &, nie musi wprawdzie by¢ zbiezny, lecz ma podciag zbiezny; przyjmiemy wiec, zeby
nie komplikowac oznaczen, ze &, jest po prostu zbiezny. Przechodzgc w powyzszej réwno-
Sci do granicy n — oo i korzystajgc z Twierdzenia 9.37 (o przejsciu do granicy pod zna-
kiem calki), zeby wykonac przejScie graniczne po lewej stronie, otrzymujemy teze punktu
drugiego w ogélnym przypadku (bez zalozenia rézniczkowalnosci g).

Dowdéd catego twierdzenia jest zakonczony. [

Twierdzenie 10.17 (kryterium Abela-Dirichleta dla calek). Zatozmy, ze
fyg:la,00) = R
sq ciggle, a ponadto:
1. Funkcja g jest monotoniczna i ma granice réwng zero dla x — +oo.

2. Istnieje taka liczba M > 0, ze dla wszystkich x5 > 11 > a jest

/x TQ (@) dz

/ " f@)g(x) da

<M.

Wowczas catka

Jest zbiezna.

Dowé6p. Sprawdzimy warunek Cauchy’ego dla calek niewtasciwych. Ustalmy ¢ > 0. Do-
bierzmy K > a tak, aby mieé |g(z)| < ¢/(2M) dla wszystkich x > K. Z drugiego twierdze-
nia o wartosci §redniej wnioskujemy, ze dla dowolnych y» > y; > K znajdzie sie punkt
€ € [y1,y2] taki, ze

<2~L-M:€.

F@)g(w) da —

Y1

13 Y2
:‘g(yl)/ f(@)dz +g(y2) [ f(x)dx

Y1 13

(SkorzystaliSmy po prostu z nieréwnosci tréjkata dla sumy. Obie calki z f szacujg sie
przez M, a warto$ci g w punktach y; — przez ¢/(2M); sg dwa takie skladniki). O

Przyklad 10.18. 1. Z podanego kryterium raz jeszcze mozna wywnioskowac zbiez-
nosé calki Dirichleta
/ © sinx
dx .
0 X
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038
0.6
04

0.2

Funkcje Fresnela
S(z) = / sin(t*) dt, C(x) = / cos(t?) dt .
0 0
Czarny kolor odpowiada funkcji S(z), gdyz S’(0) = 0, C’(0) = 1 > 0 (skale na osiach sg rézne).

Oczywi$cie mozna ograniczy¢ sie do badania funkcji podcatkowej na I = (1,00).
Funkcja g(x) = 1/x jest na tym przedziale ciggla i monotonicznie maleje do zera,

natomiast
Y2
/ sinxdx| = |cosys — cosyi| <2
y1

dla wszystkich v, yo.

2. Calki Fresnela
/ sin(z?) dz / cos(z?) dz
0 0

sg zbiezne, choé¢ funkcje podcatkowe nie majg w ogéle granicy w nieskonczonosci!
Znéw, sprawdzimy, co sie dzieje na przedziale [1, c0). Zamieniajgc zmienne (t = /),

otrzymujemy
/ sin(z?) dx = / SRE gt
1 12Vt

Funkcja g(t) = 1/2+/ jest monotoniczna i ma w nieskonicznonosci granice 0. Ogra-
niczono$é calek sinusa na dowolnym przedziale sprawdziliSmy wyzej. Tak samo
mozna postapié¢ z drugg catky. (Tempo zbieznosci obu calek jest powolne).

Calki niewlasciwe na przedziale skonczonym

Z bardzo podobng sytuacjg mamy do czynienia, gdy funkcja f: (a,b] — R jest ciggla (lub
ograniczona i calkowalna w sensie Riemanna) na kazdym przedziale [a + ¢, b, gdzie 0 <
e < b — a, ale nie mozna jej przedluzyé do funkcji cigglej (odpowiednio: ograniczonej
i catkowalnej w sensie Riemanna) na [a,b], gdyz np. f ma w a granice nieskoriczong,
lub w ogéle nie ma granicy w punkcie a, ani nie jest ograniczona w zadnym otoczeniu
tego punktu. Méwimy wtedy, ze catka niewlasciwa f; f(x) dx jest zbiezna, gdy istnieje
skoniczona granica

51—i>%1+ /:rs f(z)dz =: /ab f(z)dx

Jesli ta granica nie istnieje lub jest nieskoniczona, to méwimy, ze calka jest rozbiezna.
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1
/ z % dx
0

jest zbiezna dla s < 11 rozbiezna dla s > 1. Istotnie, mamy

Przyklad 10.19. Catka

1 1
Inz| =In— dlas =1,
1 1 R c
/ z % dr = lim+ z %ds = . )
0 e—0 =51 1 _gl-s
¢ v — - dlas#1.
1—sle 1—s

Gdy s = 1, to In(1/e) — +oo dlae — 0*. Dla s # 1 zbieznosé rozpatrywanej catki jest
réwnowazna istnieniu skoriczonej granicy ! ~* przy ¢ — 07, tzn. dodatniosci wyktadnika
1—-s. O

Badajac zbiezno$¢ calek niewtasciwych z nieograniczonych funkcji nieujemnych na
przedziale ograniczonym, wolno oczywiscie postugiwac sie kryterium poréwnawczym: je-
§li C'f(x) > g(x) > 0 dla pewnej stalej C' > 0 i wszystkich x € (a,b), to ze zbieznosci catki
fab f(z) dz wynika zbieznosé catki fab g(x) dz i na odwrét, z rozbieznosci catki z funkgji g
na (a,b) wynika rozbieznos¢ calki z f na tym przedziale.

Przyklad 10.20. Catka
/ 11— cosz
W
0 X

jest rozbiezna. Istotnie, 1 — C2x? > cosx na (0, 1), gdy C > 0 jest dostatecznie matg liczbg
(wystarczy np. wzigé C = 1/7; Czytelnik zechce to sprawdzié). Dlatego 1 — cosz > Cz?
i funkCJa podcalkowa jest nie mniejsza od g(x) = C/z, za$ calka z tej ostatniej funkcji,
fo x)dr=C fo ~1 dx jest oczywiscie rozbiezna.

Uwaga 10.21 (wzory rachunkowe dla calek niewlasciwych). W poprzednim roz-
dziale zetkneliSmy sie z kilkoma wzorami rachunkowymi dla calek oznaczonych, np. wzo-
rem na calkowanie przez czesci i wzorem na calkowanie przez podstawienie. Odpowied-
nikami tych wzoréw mozna sie¢ postugiwac takze dla calek niewlasciwych, tylko trzeba
pamietac, ze po obu stronach mamy do czynienia z granicami pewnych catek. Stosujemy
po prostu odpowiedni wzér na mniejszym przedziale i przechodzimy nastepnie do odpo-
wiedniej granicy z konncami przedzialu. Np. majgc do czynienia z wzorem na calkowanie
przez czesci dla calek niewlasciwych, piszemy

| t@)d@de=so "~ [ @) o) do
interpretujac kazdg catke jako catke niewtasciwg i przyjmujac, ze
fol = lim f®)g(t) - fagla).
a —r OO

Podobnie postepujemy z catkami niewlasciwymi na przedziatach skonczonych: stosujemy
odpowiedni wzér nie na [a, b], tylko na mniejszym przedziale [a + ¢, ], a nastepnie prze-
chodzimy do granicy e — 0.

Przy pewnej dozie ostroznosci mozna po prostu catkowacé przez czesci i przez podsta-
wienie praktycznie tak samo, jak dla zwyklych catek oznaczonych. Spotkamy sie kilka-
krotnie z taka sytuacjg w nastepnym podrozdziale.
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10.2 Funkcjel'i B
Definicja 10.22. Dla a > 0 ktadziemy
I'(a) = / t" et dt . (10.4)
0

Calke (10.4) nazywamy funkcjg gamma Eulera.

Nietrudno przekonac sieg, ze definicja jest poprawna, tzn. catka jest zbiezna dla kaz-
dego parametru a > 0. Istotnie, poniewaz e~ < 1 dla t > 0, wiec

1 1 e
/ et dr < / Ry
0 0 a

Dlat >1ik>a—1jesttez

|
=~ <o00. (10.5)

0 a

k -1
/2 s (t/2) S
= kKl T k2K
(poréwnujemy funkcje e z k-tym wyrazem jej szeregu potegowego, a nastepnie korzy-
stamy z monotonicznosci funkcji wykladniczej o podstawie ¢ > 1). Dlatego

/ et g < k:!-2k/ e tet2qt = k! 2’f/ e 24t = k! 2k 1e 12 < 5o (10.6)
1 1 1

Calka okreslajgca funkcje gamma jest sumg catek (10.5) i (10.6), wiec jest zbiezna.

Stwierdzenie 10.23. Funkcja I' ma nastepujgce wtasnosci:

ra) =1, I'(a+1)=al'(a) dla wszystkich a >0, (10.7)
I'(n)=(n-1)! dla kazdego n € N. (10.8)

Dowép. Liczbe I'(1) wyznaczamy wprost z definicji (patrz takze Przyktad 10.2):

o0 o0
ra) = / e tdt = / e tdt = —et
0 0

Calkujac przez czesci, sprawdzamy, ze

00
=1.
0

oo ta
I(a) = / t7 et dt = —et
0 a

" [T Ceanos T
0 0 a a

Otrzymali$§my wiec (10.7). Réwnosé (10.8) latwo udowodnié przez indukcje: dla n = 1
wzor (10.8) zachodzi,ijeSliI'(n) = (n — 1), toT'(n+ 1) =nl'(n) =n-(n—1!=nl. O

Widzimy wiec, ze funkcjaI': (0,00) — (0, 00) jest jednym z mozliwych przedluzen funk-
¢ji n — n! ze zbioru liczb naturalnych na liczby dodatnie. Oczywiscie wszystkich takich
przedluzen jest nieskonczenie wiele. Funkcje I' wyréznia sposréd nich jedna wlasnosé:
okazuje sie, ze InT': (0,00) — R jest funkcjqg wypuktq. Wyjasnijmy ten fakt mozliwie sta-
rannie.

Definicja 10.24. Niech [ bedzie przedzialem w R i niech f: I — (0, 00). Méwimy, ze f
Jest logarytmicznie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy In f: I — R jest funkcjg wypukis.



© MIM UW, 2010/11 239

Réwnowaznie, f: I — (0, 00) jest logarytmicznie wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych z,y € I oraz \ € [0, 1] zachodzi nier6wnosé

FOz+ (1= Ny) < f@) ).

Logarytmujac te nieré6wno$¢ stronami, co wolno zrobié, gdyz In jest funkcjg rosnaca, otrzy-
mujemy nieré6wnos¢ Jensena dla funkgcji In f (patrz Definicja 5.67).

Stwierdzenie 10.25. Iloczyn funkcji logarytmicznie wypuktych jest funkcjq logarytmicz-
nie wypukiq.

Dowép. Suma funkcji wypuklych jest wypukta. Dlatego, jesli In f; jest funkcjg wypuklag
dlai = 1,2, to In(f; f2) tez jest funkcjg wypukla. O

Logarytmiczng wypuklo$¢ funkcji I' mozna sprawdzi¢ na kilka sposobéw. My przypo-
mnimy w tym celu nieréwnos¢ Holdera dla sum skoniczonych, a nastepnie wyprowadzimy
z niej tatwy wniosek: nier6wnosé¢ Holdera dla catek. Jak pamietamy (patrz Twierdze-
nie 5.73), jesli p,q > 11i % + ¢ = 1, to dla dowolnych z1,...,2, > 0 oraz yi,...,y, > 0

jest
Zn:x'y < <§n::r’-’> 1/1?' <§": y‘.7> 1/‘1. (10.9)
i=1 o = =

Latwo stad otrzymadé

Stwierdzenie 10.26 (nier6wnoéé Holdera dla calek). Jesli p,q > 11 %—F% =1, todla
dowolnych funkcji f, g catkowalnych na przedziale |a,b] zachodzi nieréwnosé

/abf(t)g(t) dt‘ < </b |f(t)|pdt>1/p (/ab |g(t)|th> l/q. (10.10)

Szkic powopu. Z nieréwnosci Holdera dla sum wynika, ze dla kazdego podzialu P =
(to,...,tn) odcinka [a, b] i punktéw posrednich s; € [t;_1,t;] jest

n

> fsigt) At

=1

< Z |f(si) | (At) P - g(si)|(At;)

=1
n 1/p s n 1/q
< (Sueor-an) " (Ll an)
=1 i=1

gdzie At; =t;—t;_1dlai =1,...,n.Ztakich nieré6wnosci dla sum catkowych otrzymujemy
po przej$ciu granicznym nieré6wnos¢ Holdera dla calek. O

Uwaga 10.27. Nieréwnosé Holdera (10.10) zachodzi takze dla catek niewtasciwych. Wy-
starczy wypisa¢é jg na mniejszych przedzialach (tam, gdzie calki oznaczone sg wlasciwe),
a nastepnie przejsé do granicy z odpowiednim konicem (lub dwoma konicami) przedzialu.

Wniosek 10.28. Funkcja T jest logarytmicznie wypukta.
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Dowép. Ustalmy =,y > 0 i liczbe A € (0,1). Posluzymy sie nieré6wnoscig Holdera z wy-
ktadnikamip = 1/Aig¢=1/(1 - X). Wtedy 1/p = A, 1/g = 1 — X i warunek } + = 1 jest
spelniony. Prosty rachunek daje

I(Az+(1-Ny) = / Aot I=Ny=le=t gt
0

_ /OO Ala—1) =Mt (12 (1) g~ (=Nt gy
0

< </Ooot$‘1e—tdt)k- </Oooty—1e—tdt)l_A = D(z)* - T(y)' .

Dowéd jest zakoriczony. [

Uwaga 10.29. Nieco inny dowéd logarytmicznej wypuktosci funkcji I' przebiega wedlug
nastepujacego schematu.

1. Najpierw trzeba sprawdzié, ze suma (dwéch) funkcji logarytmicznie wypuklych tez
jest logarytmicznie wypukla. Mozna w tym celu skorzystac z kryterium wypuklosci
funkcji cigglych, patrz Twierdzenie 5.70. Przez indukcje wynika stad, ze suma n
funkcji logarytmicznie wypuktych jest logarytmicznie wypukila.

2. Nastepnie, sprawdza sie, ze sumy calkowe Riemanna,

n

Z ¢ Lt AL,

=1

przyblizajgce caltke
N
In(a) :/ t* et dt
0
sg funkcjami logarytmicznie wypuklymi zmiennej a.

3. Latwo jest wykazaé, ze granica punktowo zbieznego ciggu funkcji logarytmicznie
wypuklych jest logarytmicznie wypukla. Stad i z logarytmicznej wypuklosci sum
Riemanna wnioskujemy najpierw o logarytmicznej wypuklosci catek Iy(a), a na-
stepnie — logarytmicznej wypuktlosci funkeji I'(a) = limy o In(a).

Zainteresowany Czytelnik zechce samodzielnie uzupelnié¢ wszystkie szczegéty takiego ro-
zumowania.

Okazuje sie, ze wtasnosé (10.7) funkcji I', polgczona z jej logarytmiczng wypukloscia,
jednoznacznie identyfikuje te funkcje.

Twierdzenie 10.30 (H. Bohr). Jesli funkcja f: (0,00) — (0,00) jest logarytmicznie wy-
pukta, a ponadto f(1) =11 f(x+1) = z f(x) dla wszystkich x > 0, to wowczas f(z) =I'(x)
dla wszystkich x > 0.

Dowép. Krok 1. Poniewaz f(1) =11 f(x+1) = = f(x), wiec po pierwsze f(n) = (n—1)! dla
kazdego n € N, po drugie zas funkcja f jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje warto-
$ci na odcinku (0, 1]. Podobng wlasnosé ma funkcja I': warunek (10.7) pozwala wyznaczyé
jej wszystkie wartosci, jesli znamy I'(z) dla = € (0, 1]. Dlatego wystarczy sprawdzi¢, ze

f(z) =T(x) dla wszystkich z € (0, 1].
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Krok 2. Ustalmy x € (0, 1]. Skorzystamy teraz z logarytmicznej wypuktlosci f. Niech n > 2
bedzie dowolne. Poniewaz In f jest funkcjg wypukla, wiec na mocy Twierdzenia 5.76 o
monotonicznosci ilorazéw réznicowych otrzymujemy

In f(n) —In f(n —1) < In f(z+n)—Inf(n) < Inf(n+1)—1Inf(n)
1 - x - 1 '

Upraszczajac te wyrazenia z wykorzystaniem warunku f(k+1) = k!, a nastepnie mnozac
obie strony przez x > 0, otrzymujemy

In(n—1)*=zln(n—1)<Inf(r+n)—Inn—1)! <zlnn =Inn".
Przeto
ln((n — 1) (n— 1)“:) <Inf(z+n) < ln((n - 1)!nx) ,
stad zas
(n—Dl(n—-1)" < flx+n) <(n—-1)In".
Jednak f(z+n)=(z+n—-1)f(x+n—-1)=...=(x+n—1)-...-(x+ 1)z f(x). Podstawiajac
te rownos¢ wyzej, otrzymujemy przyblizenie f z géry i z dotu:
(n—1)In"
(x4+n—-1)-...-(x+ 1z

(n—Dl(n—1)
(x4+n—1)-...-(x+1)x < f(z) <

Poniewaz takie nieréwnosci zachodzg dla kazdego n > 2, wiec mozemy po lewej stronie
zastapié¢ n przez n + 1. Zatem

I (2) n!-n® < fla) < (n—1)!In”

T 4 n) (e D T “(z+n—-1)-...-(x+ 1z
B n!-n® Ttn - r+n
S (w+n)-.(z+ Dz n Fu(@) n

Réwnowaznie, dlan > 21z € (0, 1] liczba I'),(z) spelnia

n

f(x)

< Tn(z) < f(2).

‘n +z
Na mocy twierdzenia o trzech ciggach, granica I',(z) dla n — oo istnieje i jest r6wna f(x).
Otrzymali$my wiec konkretny wzér na funkcje f:

xT

O0<zx<1.

nl-n
=
J@) = e D
Jednak funkcja I" tez spelnia zalozenia twierdzenia i dlatego musi wyrazac si¢ tym sa-
mym wzorem. Zatem f = I' na przedziale (0, 1], a wiec (jak stwierdziliSmy wczesniej)
takze na calym zbiorze liczb dodatnich. [
Analizujgc powyzszy dowod, nietrudno stwierdzié¢ nastepujacy fakt.
Wniosek 10.31. Wzor
n!-n®

I'(z) = 71113010 Iy(x), gdzie Ip(z) = Grn) @iz (10.11)

zachodzi dla wszystkich x > 0.
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Dowép. Poniewaz

nl . prtl n

(z+14n) ... (z+1+1)(z+1) (10.12)

wiec jesli granica w (10.11) istnieje dla liczby x, to istnieje takze dla = + 1. Wida¢ takze,
ze g(x) = lim,, I',,(x) spelnia tozsamosé g(x + 1) = zg(x). WidzieliSmy juz, ze g(z) = I'(z)
dla z € (0,1]. Z réwnosci g(x + 1) = zg(z) i I'(x + 1) = 2T'(x) wynika, ze (10.11) zachodzi
dla wszystkich x > 0. O

Wniosek 10.32. I'(1/2) = /7.

Dowéb. Stosujemy poprzedni wniosek;
1 . nt/2
F<f) = lim — nn i il
on+lp) . pl/2

= lim
no01-3-...-(2n+1)

= hm <1§4(2n?ﬁ 1) ;a) Vi o

— VT

na mocy wzoru Wallisa (patrz Twierdzenie 9.40). [

Jak widaé, w ostatnim dowodzie obliczamy po prostu granice pewnego konkretnego
ciggu. Jednak interpretacja tej granicy — tzn. umiejetnosé zauwazenia jej zwigzku z funk-
cja I z jednej strony i ze wzorem Wallisa z drugiej strony — wymaga solidnej znajomosci
rachunku catkowego.

Wniosek 10.33 (calka Poissona). Catka niewtasciwa

/ " exp(—a?) da

—00

Jest zbiezna i réwna /.

Dowép. SprawdZmy najpierw zbiezno$¢ calki. Dla z > 1 jest 0 < e < e, wiec

o0 o0 1
/ exp(—xz?) dx < / et =—.
1 1 €

1 1
/ exp(—z?)dx < —.
e

—00

Przez symetrie,

Stad juz wynika zbieznosé rozwazanej catki (na przedziale [—1, 1] funkcja e—e’ jest ciggta).
Ponadto, dokonujac na przedziale (0,00) zamiany zmiennych z = /%, dv = 1t71/24t,
otrzymujemy

/ exp(—a?) dz = 2/ exp(—27) d :/ 127t gt = F(1> SN
0 0 2

—00



© MIM UW, 2010/11 243

To jest zgdany wynik. [J
Zamieniajgc zmienne (z = t/V2, dz = (1/v/2) dt) w réwnosci [*_exp(—z?)dx = /T,
otrzymujemy

400
\/17 / exp(—2/2) dt = 1. (10.13)
T J—00

Funkcja g(t) = (27r)~ /2 exp(—t? /2) nazywa sie gestosciq standardowego rozktadu normal-
nego. Czytelnik spotka jg na studiach wielokrotnie, na zajeciach z Rachunku Prawdopodo-
bienistwa i ze Statystyki, a takze w opisie rozwigzan réwnania przewodnictwa cieplnego.

Teraz zdefiniujemy funkcje B (beta Eulera) i oméwimy zwigzek, 1gczacy I' i B.
Definicja 10.34. Dla a,b > 0 kladziemy

1
B(a,b):/ 1 — ) tar. (10.14)
0

Calke (10.14) nazywamy funkcjg beta Eulera.

Zauwazmy, ze calka B(a,b) jest zbiezna dla wszystkich a,b > 0. Dla a,b > 1 funkcja
podcatkowa jest po prostu cigglta na [0, 1]. Dla pozostalych a, b piszemy

1 1/2 1
/ 71—t dt = / 71—t ar +/ 1 —t)tae.
0 0 1/2

W pierwszej catce osobliwo$é jest tylko w zerze. Mamy

1/2 1/2 1/2 4a
[eramgrtas [Cetasgtase [ eta=2
0 0 0

a

1/2
< 0.

0
Rozpatrywanie drugiej catki sprowadzamy do powyzszego, zamieniajgc zmienne:
1/2,1]2t—s=1—t€[0,1/2],

zatem

1 0 1/2

/ 1 =) dt = / (1—15)271s" 1 (—ds) = / s'71(1 —5)? 1 ds < oo
1/2 1/2 0

dla wszystkich b > 0 (szacujemy jak poprzednio, zamieniajgc a i b rolami).
Lemat 10.35. Dla wszystkich a,b > 0 jest B(a,b) = B(b, a). Ponadto, przy ustalonym a > 0
funkcja B(a,-): (0,00) — (0,00) jest logarytmicznie wypukla.

Szkic powobpu. O réwnoséci B(a,b) = B(b, a) przekonujemy sie tatwo, dokonujac zamiany
zmiennych ¢ — s = 1 — t. Logarytmicznej wypuklosci B(a,-) dowodzi sie tak samo, jak
logarytmicznej wypuklosci funkcji I' — korzystajac z nieréwnosci Holdera. Szczegéty po-
zostawiamy Czytelnikowi jako zadanie. [

Twierdzenie 10.36. Zachodzq nastepujgce wzory:

B(a+1,b) + B(a,b+ 1) = B(a,b) dla a,b>0, (10.15)
b

B(CL7 b + 1) = mB(a, b) dla a, b > 0, (1016)

Ba,b) = B0 a0, (10.17)

I'(a+b)
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Uwaga. Wz6r (10.17) bywa nazywany podstawowym zwigzkiem miedzy funkcjami I'i B.

Dowo6p. Najpierw sprawdzimy wzory (10.15) i (10.16). Ustalmy liczby a,b > 0. Dodajac
calki, otrzymujemy

B(a+1,b) + B(a,b+1) = /1 (tau A Ll t)b) dt
0

. /1 1= )P (e (1= 1)) de = B(ab).

To jest wzoér (10.15). Aby sprawdzi¢ (10.16), calkujemy najpierw przez czesci, zauwazajgc,
ze funkcja g(z) = 2%(1 — z)® ma granice ré6wng zero zaréwno dla z — 0, jak i dla = — 1.
Dlatego w ponizszym rachunku mozna zaniedba¢ wartosci funkcji na konicach przedziatu:

B(a,b+1):/01t“_1(1—t)bdt - /;(:)l(l—t)bdt

__l 1a_ _ \b—1
= /Ot(b)(l 6t dt

a
b

1
b
= | t*(A-t)0ldt=-"B 1,b).
a/o( ) a(a+,)

Zatem,

(1015) b B
0. a(B(a,b) Bla,b+ 1)),

lub réwnowaznie (a + b)B(a,b+ 1) = bB(a, b). To jest wzér (10.16).
Zajmijmy sie teraz wzorem (10.17). Ustalmy a > 0. Niech

B(a,b)T'(a+b)
I(a)

b
B(a,b+1) = —B(a+1,b)
a

F(b) = dla b > 0.

Poniewaz iloczyn funkcji logarytmicznie wypuklych jest funkcjg logarytmicznie wypukta,
wiec f jest logarytmicznie wypukla. Mamy

B(a,1)I'(a+1) 0.7

1
aB(a,1) :a/ 7 ldt =1.
0

Wreszcie, dzieki znanym juz wlasno$ciom funkcji I'i B,

B(a,b+1)'(a+b+1) @on Bla,b+1)(a+b)'(a+b)

Jo+h= Ma) M)
1016) b B(a,b)(a+b)I'(a+b)
 a+b I'(a)
B B(a,b)l(a+b) _
= b T(a) bf(b).

Zatem funkcja f spelnia zalozenia Twierdzenia 10.30, charakteryzujgcego funkcje T

Mamy wiec

B(a,b)T(a +b)
I'(a)

Poniewaz a > 0 byto w calym rozumowaniu dowolne, wigc dowéd jest zakoriczony. [

') = f(b) = dla kazdego b > 0.
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Przyklad 10.37. Sprawdzimy powtérnie, ze I'(1) = \/7. Na mocy wzoru podstawowego,
zastosowanegodlaa =b=1/2,a+ b =1, jest

ra/2 =85 ) =8(g.5) = [P0t [

Aby obliczy¢ ostatnig calke, dokonajmy zamiany zmiennych ¢ = (1 + w)/2. Zmiennej ¢ €
(0,1) odpowiadajg wartosci v € (—1,1); jest dt = %du, a ponadto

Vil — 1) = \/1—u 1+u) = ”17“2

Dlatego
1

= arcsinu| =1.

/ \/ﬁ / m 1

(Jak widaé¢, w ostatnim kroku obliczamy te samg catke, ktorg trzeba obliczy¢, zeby wyzna-
czy¢ dlugosé potokregu o promieniu réwnym 1. To §wiadczy o tym, ze calki niewlasciwe
stuzg nie tylko do teoretycznych rachunkéw, ale takze pojawiajg sie w prostych i natural-
nych zagadnieniach geometrycznych).

r'(1/2)?

10.3 Wzér iloczynowy Weierstrassa i kilka innych wlasno-
$ci funkcji I'

Zasadniczym celem tego i nastepnego podrozdzialu jest po pierwsze uzyskanie pewnej
liczby ciekawych wzoréw, po drugie zas — i to jest cel wazniejszy — przekonanie Czytel-
nika, ze funkcjami, ktére sg zdefiniowane jako calki zalezne od parametru, lub granice
wyrazen zaleznych od parametru, mozna operowacé niemal tak samo, jak dobrze znanymi
funkcjami elementarnymi, prowadzgc swobodnie najrézniejsze obliczenia.

To ilustracja tego, jaka role odgrywa w analizie pojecie granicy i twierdzenia o réznicz-
kowaniu ciggéw funkcyjnych oraz wlasnosciach szeregéw potegowych. Caly ten aparat,
Iacznie z prostymi elementami rachunku rézniczkowego, bedzie obecny w dowodach i obli-
czeniach, jakie nizej przeprowadzimy. Tekst bylby znacznie kroétszy, gdyby nie wyjasniac,
dlaczego mozna wykonaé poszczegélne kroki we wzorach, ktére z formalnego punktu wi-
dzenia sg dosé jasne.

Funkcja I', wazna w analizie, znakomicie si¢ nadaje do przeprowadzenia takiej ilu-
stracji. Zbiezno$¢ jednostajng ciggéw i szeregéow funkcyjnych oraz wtasnosci takich cig-
goéw i szeregéw wprowadza sie i bada miedzy innymi wta$nie po to, zeby méc bez prze-
szkdd operowaé funkcjami zdefiniowanymi w sposéb nieelementarny.

Twierdzenie 10.38 (wzér iloczynowy Weierstrassa). Dla wszystkich x > 0 zachodzi
wzor

- n ke e i
I‘(w) _ e Mim H exp(x/g ) _ € ) H eXp(x/Q ) : (10.18)
T neeo 1+ 7 T I+ %

gdzie vy oznacza tzw. statq Eulera, tzn.

: 1 1
'y—n11_>n010<1+2+"'+n—lnn)
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Dowép. Dokonamy prostych przeksztalcern wzoru (10.11), uzyskanego we Wniosku 10.31.
Mamy

) nl-n
M) = e e e
] n! ezlnn
- nlgglo (x4+n) ...(x+ 1z
_ l i e:):lnn
xn—oo (1+5)(14+£)...(1+%)
T o S 2l ﬁw (10.19)
T n—oo Pl 1+E

Zauwazmy teraz, ze ciag a, = 1+ 3 + - + % — Inn ma granice skoriczong. Istotnie,
nietrudno zauwazy¢, ze dla n > 1 jest

Loyt
2 n—1 "
1

I+-4+-+ ! /nld
== DY p— 7Iﬂ
2 n—1 1

n—1l g4l 1 1
EL)e
k k T

k=1

= 1+

1
by =ap — —
n

Zatem b, jest ciggiem rosngcym; ponadto, dzieki monotonicznosci 1/x, zachodzi nierow-
221
nos¢

Dlatego cigg b, jest zbiezny; liczba lima, = lim(b, + ) = limb, = v nazywa sie¢ stalg
Eulera lub stalq Eulera—Mascheroniego. Mozemy wiec skorzystaé¢ we wzorze (10.19) z
twierdzenia o granicy iloczynu ciggéw zbieznych i napisaé

) | g TR e T S0

1+%2  z  noc 1+ %
=1 Tk w1 ttE

(Zauwazmy: ostatnia granica istnieje, bo istnieje granica pierwszego czynnika, ré6wna
exp(—~x) oraz granica iloczynu obu czynnikéw.) O

Stwierdzenie 10.39 (wzor Legendre’a). Dla kazdego x > 0 jest

r(g)r(“’;l) _ Qﬁr(x). (10.20)

1Czytelnik zechce poréwnaé ten argument z dowodem catkowego kryterium zbieznosci szeregéw, patrz
Twierdzenie krytcalkszer i towarzyszgcy mu rysunek — to takie samo rozumowanie!
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Dowép. Raz jeszcze wykorzystujemy wzoér (10.11). Rozszerzajgc utamek tak, aby zauwa-
zy¢ wyrazenie 'y, (), otrzymujemy

x r+1 . (n!)Q.nfb/?.nr/?.\/ﬁ
r()r(——) =1

(2) ( 2 ) nooo £(Z 1 1) (2 +p) - ZEL(2H 1) (2 4 p)
_ Ly 222 (n!)? - (2n)"V/n
T i@ty @) r )@ +3) . @t 2t D) (10.21)

N S (2n)! - (2n)"/n ‘ ( 2.4....-2n 1 ) dn

2 nseoz(z+1)(x+2)...(x+2n) \1-3-...2n—1) n) z+2n+1

gdyz
2-4-...-2n 1
22n2(p 2 /n = 4n - (2n)! - L
(n)"Vn = dn - (2n) 1-3-...2n—1) n
W ostatnim wyrazeniu we wzorze (10.21) mamy granice trzech czynnikéw. Pierwszy z
nich, 'y, (x) — ['(z) dla n — oo — por. wzér (10.11). Drugi czynnik, rozwazany juz wcze-
$niej w dowodzie Wniosku 10.32, na mocy wzoru Wallisa ma granice /7. Ostatni czynnik,

4n/(x + 2n + 1), ma granice 2. Dlatego

F(%)r(xglyzzz—xr@g-2¢%.

Ta obserwacja konczy caly dowod. [

Dotychczas rozwazalismy funkcje I' tylko dla = > 0. Definicja I'(x) jako calki niewla-
Sciwej fO°° t*~Lexp(—t) dt ma sens tylko dla takich . Gdy = < 0, calka jest rozbiezna, z
uwagi na zachowanie funkcji podcatkowej w poblizu zera.

Wiemy juz jednak (patrz Wniosek 10.31), ze

x

. . nl-n
I(z) = lim Ty(z),  gdzie  TI'n(z)= (x+n)-...(z+ 1)z’

Przypomnijmy: aby wykazac¢ te ré6wnosé, skorzystaliémy z tego, ze granica istnieje dla
z € (0,1] oraz z réwnosci (10.12):

n
Pu(e+1) =alul@) - 97 -
Podstawmy = = ¢ — 1. Otrzymamy
I(t) t+n
ry,(t—1) = - —
n( ) t—1 n

Wzér okreslajacy I'), (t) ma sens dla wszystkich t € R\ {0, —1,—2,...}. Dlatego z powyzszej
réwnosci wynika, ze jeslit # 0, —1,—2,...1iT,(¢t) ma granice dlan — oo, toI',,(t—1) tez ma
granice dla n — co. Wiemy juz jednak, ze granica lim,, I',,(¢) istnieje dla wszystkich ¢t > 0
ijest rowna funkgcji I'. Dlatego nastepujaca definicja jest poprawna i pozwala rozszerzy¢
funkcje I' na caly zbior R\ {0, —1,-2,...}.

Definicja 10.40 (alternatywna definicja funkcjiI'). Dlat € R, ¢ #0,—1, -2, ... przyj-
mujemy
['(t) = lim Tp(¢).
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Wykres funkeji z = (z,y) — [[(z + iy)|, tzn. zbiér punktéw (z,y, |T'(z + iy)|) w R?, gdzie z,y € R,
x #0,—1,—2,.... Widoczne sg osobliwosci (tzw. bieguny) funkcji I w punktach 0, —1, —3. Kolor powierzchni
odpowiada argumentowi liczby I'(z + iy).

Dla ¢ > 0 definicja ta jest rownowazna wczes$niejszej, wykorzystujacej wzor (10.4).

Uwaga. W istocie, funkcje I' mozna zdefiniowaé tak, jak wyzej (albo wzorem iloczynowym
Weierstrassa) dla wszystkich zespolonych ¢ € C\ {0,—1,—-2,...}. Nie bedziemy jednak
badac¢ zachowania I" dla argumentéw spoza prostej rzeczywiste;j.

Stwierdzenie 10.41. Dla wszystkich x € R\ {0,—1,-2,...} jest '(x + 1) = 2T'(z). O

Poniewaz w dowodzie wzoru iloczynowego Weierstrassa i wzoru Legendre’a korzysta-
lismy jedynie z istnienia granicy I',,(z) oraz z cigglosci funkcji wykladniczej, wiec oba te
wzory zachodzg dla wszystkich ¢ € R z wyjatkiem liczb catkowitych niedodatnich.

Stwierdzenie 10.42. Dla wszystkicht € R, t # 0,—1,—2,...zachodzq wzory Weierstrassa
i Legendre’a:

o

o exp(t/k)
rit)="—. : (10.22)
L
tNo(t+1\ YT
r(5)r(=) = 550 (10.23)

Wniosek 10.43. T: R\ {0, —1,-2,...} — R jest funkcjq klasy C.

Dowo6p. Dla z > 0 mamy I'(z) > 0 wobec definicji (10.4) (gdyz I'(z) jest calkg dodatniej
funkcji na niezerowym przedziale). Na mocy wzoru Weierstrassa dla z > 0, dzieki cigglo-
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$ci logarytmu naturalnego, jest

Inl(z) = —vyz—Inzx —l—nli_)rroloznj (% —In (1 + %))
k=1
k=1

Zauwazmy: mamy pewnosc, ze ostatni szereg jest zbiezny, gdyz zbiezny byt iloczyn nie-
skonczony wystepujacy we wzorze Weierstrassa.

Sprawdzimy teraz w standardowy sposéb, ze g(xz) = InI'(z) jest rézniczkowalna w
spos6b ciggly na (0, c0). Wystarczy w tym celu sprawdzié, czy szereg pochodnych, otrzy-
many przez rézniczkowanie szeregu w (10.24) wyraz po wyrazie, jest jednostajnie zbiezny
na kazdym przedziale (0, M], gdzie M < co. Po zrézniczkowaniu otrzymujemy szereg o
wyrazach

(@) 1 k 1 z
ap(xr) = — — =
F c+k k  k(z+k)
Jesli x € (0, M], to
M2
0 < ag(z) = x *

_ < =< — .

k(x+k) k2~ k

Z kryterium Weierstrassa wynika zatem jednostajna zbieznosé szeregu ), aj(x) na kaz-
dym przedziale (0, M], a z twierdzenia o rézniczkowaniu ciggéw funkcyjnych — réwnosé

/ _ r_ _l - x
g(az)—(lnf(x)) = —7 x+;k(:c+k:)'

i ciggtosé ¢’ na (0, 00). Oczywiscie I' = eI = exp og tez jest klasy C'! na przedziale (0, 00).

Dla z < 0, x ¢ Z rézniczkowalnosé I i cigglos$c jej pochodnej IV w punkcie = wynika tatwo
z tozsamosei I'(z) = 10(z +1). O

Korzystajac ze wzoréw Weierstrassa i Legendre’a wykazemy teraz dos¢ prosty (choé
dla niewtajemniczonych zupelnie nieoczekiwany) zwigzek miedzy funkcjg I' i sinusem.
Okazuje sieg, ze zachodzi nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 10.44. Dla x € R\ Z potézmy
o(x) = lI‘(:E)F(l —z)sinmx.
T
Wowczas funkcja ¢: R\ Z — R jest stata i rowna 1.

Dowob. Plan postepowania jest nastepujacy. Sprawdzimy, ze funkcje ¢ mozna dookreslié
w punktach k € Z tak, aby otrzymaé funkcje okresowg klasy C'(R), o okresie 1. Wzér
Legendre’a pozwoli wypisaé pewne réwnanie funkcyjne na ¢. W koricowce sprawdzimy,
ze z tego rownania wynika tatwo, ze In ¢(x) jest funkcjg statg (bo ma pochodng zero). Oto
szczegoly.

Krok 1. Funkcja ¢ jest okresowa i ma okres réwny 1. Istotnie, niech

F@) =T@)I(1—2),  hz) = Smﬂ” .
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Dzigki réwnosciom I'(x + 1) = zI'(z) oraz sin(y + m) = —siny, otrzymujemy dla z € R\ Z
zwigzki

fla+1) =T+ 1)I'Q—-(x+1)) =2I'(x)[(-z) = -T'(x)I'(—z+ 1) = —f(x),
Wz +1) = sinm(x + 1) __sinmz ().

s ™

Stad oczywiscie ¢(z + 1) = f(x + V)h(z + 1) = (=1)2f(2)h(z) = ().
Krok 2. Dla kazdego = € R\ Z zachodzi tozsamos$¢

¢(§)¢(f’“’gl) — $(x). (10.25)

Aby sie o tym przekonaé, skorzystamy (dwarazy: dlat = zit = 1—z) ze wzoru Legendre’a:

o(3)6(5) = (-3 mg
.F<x—|— 1>F(1 —x) <in m(x+1)

2 2 2
1 x4+ 1 1—xz l—-z)+1\ . mz 7wz
- ﬁr(i)r< 2 )T 2 )r( 2 )'Sm?COST
1 Nis T 1 .
= 3 zx_lf(m) : 2(1_m)_1F(1 —x)- 5 sinmz
1
= —I'(z)I'(1 —z)sinmx
s
= ¢(z).
Krok 3. Istnieje granica
lim ¢(z) =1. (10.26)
z—0
Istotnie,
1 : :
é(z) = ~D(2)D(1 — 2)sinmz = aD(2)D(1 — 2) - 2% = D1+ 2)D(1 — ) - 2l L
s T™r ™

Wiemy jednak, ze I' jest ciagta w 1, I'(1) = 11i (siny)/y — 1 dla y — 0. Stad juz wynika
réwnosé (10.26).
Krok 4. Funkcje ¢ mozna przedtuzyé do dodatniej funkcji klasy C'(R), majqcej okres 1.
Bedziemy te funkcje oznaczaé nadal tg samg liters.

Wystarczy po prostu przyjaé

o(k) = lim ¢(x), kelZ.

z—k
Z okresowosci ¢ na R \ Z oraz (10.26) wynika, ze ta granica istnieje i jest r6wna 1 dla
kazdego k € Z. Otrzymana funkcja jest rézniczkowalna w punktach R\ Z, a jej pochodna

¢’ jest na R\ Z ciagla, gdyz I'(x) i I'(1 — x) sg na tym zbiorze rézniczkowalne w sposéb
ciggly. Cigglosé ¢ w punktach Z i jej okresowo$¢ na R wynika wprost z definicji.
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Pozostaje sprawdzié istnienie i cigglosé ¢’ w punktach caltkowitych. Korzystajgc (jak
wyzej) z tozsamosci I'(z + 1) = 2I'(x), a nastepnie rozwijajac w szereg potegowy funkcje
(¢x)~! sin 7z, piszemy

plx) = %F(CU)F(l —a)sinte =T(1+z)I'(1 —x) - Sir;;rx
2,2 4,4
— rrara-a) (1- TR T ) 1097

Ostatni wzér ma sens dla wszystkich z € (-1, 1). Kazdy z trzech czynnikéw prawej strony
jest na tym przedziale funkcjg rézniczkowalng w sposéb ciggly (korzystamy z wlasnosci
I' i z twierdzenia o pochodnej sumy szeregu potegowego). Dlatego ¢'(0) istnieje i ¢’ jest
ciggla w zerze. Dzieki okresowosci, ¢’ € C(R).

Krok 5. Jest ¢/(0) = 0. Istotnie, rézniczkujgc prawg strone wzoru (10.27), otrzymujemy
ze wzoru na pochodng iloczynu

#0)=T'(1)-T(1)-1-T1)-T'(1)-1+T(1)2-0=0.

(pochodna szeregu potegowego w (10.27) znika w zerze, gdyz nie ma wyrazu liniowego).
Krok 6. Wykazemy, ze
L(z) = mé(x)), weR

jest funkcjg stalg, rowng zero.
Funkcja L ma okres 11 jest ciggla. Osigga zatem swdj kres gérny

M =supL =supL = L(a)
R [0,1]

w pewnym punkcie a € [0, 1]. Z (10.25) po zlogarytmowaniu, a nastepnie po zrézniczko-
waniu otrzymujemy

1n¢(§) +1n¢(xT+1) — Ino(z), %L(g) + %mL(m;l) — L(z).
Zatem 1 say 1. ga+1y 1. 1
M:supL:L(a):§L<§>+§lnL( . )§§M+§M:M.

Nieréwno$¢ oczywiscie nie moze by¢ ostra. Dlatego, w szczegélnosci, L(a/2) = M. Przez
indukcje L(a/2") = M. Stad

Z drugiej strony,

L(0) = (In¢(x))’

a=0  0(0)

Przeto, M = sup L = 0.
W pelni analogiczne rozumowanie pozwala sprawdzi¢, ze m = inf L. = 0. Dlatego
L(z) = (Ing(z)) =0, tzn. Inp(z) = const = In¢(1) =In1=0. Stad juzp=1. O
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Wniosek 10.45. Dila wszystkich x € R\ Z zachodzi wzor

1 sin Tx
Frl+2)l(1—2) 7z (1028)

Dowép. SprawdziliSmy, ze

() = %F(x)F(l —z)sinTtx =1 na R.

Stad i z réwnosci 2I'(z) = I'(1 + z) dla = ¢ Z wynika teza wniosku. [

Uwaga. Wz6r (10.28) ma sens takze w punktach = € Z. Wystarczy umoéwic sie, ze I' = oo
w punktach {0,-1,-2,...} i 1/oo = 0. Co wiecej, mozna sprawdzi¢ (co wykracza poza
ramy tego wykladu) ze przy takiej umowie obie strony majg sens dla wszystkich punk-
tow plaszczyzny zespolonej i sg funkcjami analitycznymi zmiennej zespolonej na catej
plaszczyznie.

Wniosek 10.46. Dla wszystkich © € R zachodzi wzor

sintr = 7z lim (1 — ﬁ>7r:): = 7x H (1 — ?> : (10.29)
= k=1

Méwige nieformalnie, powyzszy wzor pozwala patrzeé na funkcje sin 7 tak, jakby byta
wielomianem o nieskoniczonej liczbie miejsc zerowych w punktach catkowitych, ré6wnym
(nieskoniczonemu) iloczynowi czynnikéw 1 + ¥ (znikajgcych w punktach » = Fk, k € N)
oraz czynnika 7x. Podobne przedstawienia funkcji w postaci iloczynéw nieskoriczonych,
zawierajacych czynniki liniowe, znikajgce tam, gdzie dana funkcja ma zera, odgrywaja
wazng role w analizie zespolone;j.

Dowéd Wniosku 10.46 pozostawimy jako zadanie, tatwe przy obecnej wiedzy Czytel-
nika. Trzeba skorzysta¢ ze wzoru na dopelnienie podanego w poprzednim wniosku i wy-
razi¢ funkcje 1/I'(t) wzorem iloczynowym Weierstrassa 10.22, biorgc ¢t = 1 + «.

Przyklad 10.47. Sprawdzimy po raz trzeci, ze P(%) = /7. Ze wzoru (10.28) i wlasnosci
2l'(x) = T'(z + 1) tatwo otrzymujemy

™

MNz)l'l—=z)= re€R\Z.

sinmx’

Dla x = 1/2 dostajemy stad I'(1/2) = /7. O

10.4 Rozwiniecie cotangensa w szereg ulamkow prostych

Z rozwazan poprzedniego rozdzialu wyprowadzimy teraz tozsamosé, jakg spetnia funkcja
ctg mx w punktach R\Z, a nastepnie zastosujemy te tozsamo$¢ do obliczenia sum szeregéw

[e.e]

1
§(2kz):zﬁ, k=1,2,...

n=1
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Twierdzenie 10.48. Dla wszystkich x € R\ Z zachodzi réwnosé

 — 1 1
mgmx+;<x+n+x_n>. (10.30)

Dow6p. Niech M > 0. Mamy

2z
—_n2

AM
n?

1 1
+ =|— < dla |z| < M, n? > 2M? > 2|z|2. (10.31)
xr+n r—n x

Dlatego na zbiorze [—M, M| \ Z szereg w (10.30) okresla funkcje ciagly (korzystamy z
kryterium Weierstrassa). Z dowolnosci M wynika, ze wzér (10.30) ma sens na R\ Z.
Oznaczmy

r+n x—n

SN(:U):i+§:1< ! + ! >, reER\Z.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla = € R\ Z jest

Sn(e+1)= —— 4 ! + ! ot !
N z+1 (x+D+N  (@+1)+N-1 (z+1)+1
+ ! + ! ot !
(z+1)—1 (z+1)—2 (z+1)—N
1 1
= Sy .
Nl(x)+m+N+1+:ﬁ+N

Dlatego limy Sy(z + 1) = limy Sy—_1(x) = limy Sy(x). Prawa strona (10.30) jest wiec
na R \ Z funkcjg okresowg o okresie 1. Lewa strona (10.30) tez ma te wlasnosé. Dlatego
wystarczy sprawdzié r6wnoscé z tezy dla = € (0,1).

Wobec Wniosku 10.46 i nieréwnosci sin 7z > 0, ktéra zachodzi dla x € (0,1), mozemy
dla takich x napisaé

o N z -2)).
1nsm7rx—1n7f+1nl'+kZ:1(ln(1+k3)+ln<1 k‘))

Szereg po prawej stronie jest zbiezny.? Pochodna lewej strony jest réwna = ctg 7z. Réz-
niczkujgc prawg strone wyraz po wyrazie, otrzymujemy

" 1 1
m+;<x+k+x—k>'

Korzystajac z wykazanej wczesniej jednostajnej zbieznosci tego szeregu oraz twierdzenia
o rézniczkowaniu ciggéw i szeregéw funkcyjnych, koiczymy dowéd. O

Przyklad 10.49 (liczby Bernoullego i wartosci funkcji dzeta Riemanna). Opiera-
jac sie na Twierdzeniu 10.48, mozna wyznaczy¢ liczby

((Qm)zl—i—i—i—

22m 327771—’_ +, m:1,2,...,

o

2Mozna to sprawdzié¢ bezposrednio, ale mozna tez po prostu odwolaé sie do udowodnionego juz Wnio-
sku 10.46 i ciggltosci logarytmu naturalnego.
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tzn. wartos$ci w liczbach naturalnych parzystych funkcji dzeta Riemanna, wspomnianej
przelotnie w Przyktadzie 4.21.
Trzeba w tym celu dwoma sposobami rozwingé funkcje

T ctg T, x e (=1,1), z #0,
f(@) =
1, x =0,

w szereg potegowy wokol zera i poréwnac otrzymane wspélczynniki. (Zauwazmy, ze f jest
ciggla w zerze).

Postugujac sie¢ Twierdzeniem 10.48, wzorem na sume szeregu geometrycznego i Le-
matem 8.20 o zmianie kolejno$ci sumowania, otrzymujemy

o0
x T
t =1 E
mrctg T +n1(:c+n+x—n)

> 22
= 1+Zx2—n2
n=1

. 22 1
- 1-9 L -
; n2 (1 — (a:z/nQ))
OOI‘Q e ZL‘2 k
-5 ()

n=1 k=0
oo o 1 oo -

= 1-2) 2 s =123 2P((2m). (10.32)
k=0 n=1 m=1

(przechodzgc do ostatniej linijki, zmieniliémy kolejno§é sumowania, a nastepnie wprowa-
dziliémy nowy indeks m =k +1=1,2,...).

Aby uzyskaé rozwiniecie f w szereg inng metodg, wykorzystamy wiedze o funkcjach
trygonometrycznych i funkcji wyktadniczej, oraz ich zwigzek, okreslony w Definicji 4.58.
Oté6z,

1T _"_ e*’Lﬂ'CL’

COSTL  Def. 458 . e
= (A

T ctg T = X - (niech z = 27ix)

sin T eirT — g—ine
4 %2 +€—z/2
o 5 ' e?/2 — o—2/2
z eF+1 z z
= — . = - . 10.33
2 er—1 2 + er —1 ( )
Zauwazmy, ze funkcja
() =1f(5)-5==
g 2) 2 e -1

jest dobrze okreslona na zbiorze {z € C: |z| < 27}. To wynika z faktu, ze f nie ma oso-
bliwos$ci w zerze, a funkcja wykladnicza przyjmuje warto$é 1 tylko w punktach z = 27ik,
gdzie k € Z (patrz Wniosek 4.72).

Sprawdzimy teraz, ze

z > z >
=S b =124 S b, 10.34
e 1 Z::o : 2+mz_:2 : (10.34)

m
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gdzie wspoélczynniki b, spetniajg zalezno$é

b Lo N=0 (10.35)
= (N+1-m)l |0, N=1,2,... '

N

Istotnie, pierwsza réwnos$é (10.34) jest rownowazna innej,

S - (Sat) (S

} i@wbmn)

Przechodzac do drugiej linii, wypisaliSmy iloczyn Cauchy’ego dwéch szeregéw. Réwnosé
(10.35) wynika z jednoznaczno$ci rozwiniecia w szereg potegowy i porownania wspoél-
czynnikéw. Wypada sie tylko upewnié, ze szereg poteggowy > b,z ma dodatni promien

zbieznoéci.? Jednak z (10.35) otrzymujemy by = 1, b = —2, a nastepnie
py = _ON=1_ bN-o _..._bio
N 2! 3! (N +1)!
Latwo wykazaé przez indukcje, ze |by| < 1. Istotnie, dla N = 0,1 teza zachodzi, a z
nieré6wnosci tréjkata i zalozenia indukcyjnego |bi| < 1dlak =0,1,..., N —1 otrzymujemy
1 1 1
b ek ———=<e—2<1.
T TR F TR

Zatem promien R zbiezno$ci szeregu, wystepujacego we wzorze (10.34), spelnia zaleznosé
R™! = limsupn_,o, Y/|bn| < 1, tzn. R > 1. Podstawiajgc rozwiniecie (10.34) do wzoru
(10.33), otrzymujemy

(o9}
rrctgmr =1+ Z b, (2mix)™
m=2
Jednak lewa strona jest parzystg funkcjg zmiennej x € (—1,1). Dlatego bys+1 = 0 dla
wszystkich s € N (pochodne nieparzystego rzedu funkcji parzystej sg funkcjami niepa-
rzystymi, a wiec znikajg w zerze). Mozemy zatem napisac

rxetgme =1+ Z bom (270)*™(—=1)"2?™ =1 — 2 Z Bzm 27T (—1)m g™ - (10.36)

m=1

gdzie
By, = k!by, k=0,1,2,... (10.37)

Liczby By, nazywajg sie liczbami Bernoullego. Mozna je wyznaczac¢ rekurencyjnie, korzy-
stajac z zaleznosci (10.35). Poréwnujgc prawe strony wzoréw (10.32) i (10.36), otrzymu-

jemy
[e.e]

ZB;m (2m) 2m 1ym+ 2m_2<2m
—1

3To wynika z ogélnego twierdzenia, orzekajgcego, ze jesli g jest nieznikajgca funkcja analityczng zmiennej
rzeczywistej lub zestolonej, to 1/g tez jest funkcjg analityczna. Nie dowodziliSmy jednak tego twierdzenia.
Dlatego wskazemy prosty argument, dostosowany do rozwazanego przypadku.
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n B, n B, n B,

2 é 18 % 34 2577 68';858 367

4 _ 3_:L0 20 _ 1?:36011 36 _ 26315 2711951593109503 477373

6 4_12 22 85:13.';13 38 2929993 9613 841559

8 _ 3_16 24 _ 2362376340091 40 _ 261082 711;@2;49 122 051

10 6_56 26 855: 103 42 1520097 64?;-:;.2 070802691
12 _ % 28 _ 23 7493321 029 44 _ 27833269 5?96:{?1 024 235023
14 % 30 8615 f:é;;ﬁ 005 46 596 451111 592389212 163277961
16 _ 356% 32 _ 7709 3_[23]].‘(;)41 217 48 _ 5609403 368 994?68411?0686 249127 547

Liczby B, Ba, ..., Bas. Tabelke wykonano w programie Mathematica, korzystajac z wbudowanej funkcji

BernoulliB[ -].

Oba szeregi majg dodatni promien zbieznosci; wobec jednoznacznosci rozwiniecia w sze-

reg potggowy,
By (2m)*™
C2m) = =5

Ten wzor znal okolo 1750 roku Leonard Euler. Wyznaczyt zerh wartosci ((2m) dlal < m <
15, obliczajgc odpowiednie liczby Bernoullego. My zauwazmy, ze

(—1)m*t m=12,... (10.38)

b1 bo 1 1 1 1
b2 2 3 4 6 127 2 b2=5%>
S b - BT
n2 2.9 6
n=1
Jest takze
b3 ba by bo 1 1 1 1 1
b—————————:—— _——— = —— B:——
4 of T3 4 B Tt ta8 120 720 4= T30
<~

4

ii () = _B4(27r)4 ~16rt  ow
2-4! 30-2-24  90°

Na tych dwéch wzorach poprzestaniemy, zamieszczajac tabelke z wartoSciami By dla

2k < 48, ktérg program Mathematica produkuje, zuzywajgc okoto 10~* sekundy.

Warto podkreslic, ze o liczbach ((2m + 1) wiadomo znacznie mniej. Dopiero w 1978
roku niewymiernosé ((3) wykazal Roger Apéry. Wsréd liczb ((2m + 1), m = 1,2,3,...,
jest nieskonczenie wiele liczb niewymiernych, ale tozsamosci podobne do (10.38) nie sg
znane.



Rozdzial 11

Zakonczenie: eliptycznosé orbit

PHILOSOPHIA

NATURALIS

PRINCIPIA
MATHEMATICA.

Acre;‘sw:u/row:( Gl Con. S Maleloos
Lucafiano, & S Rgl Sodali.

IMPRIMA TUR:
S PEPYS, RgSec. PRESES
Julii 5. 1686,

no\’lDCLXXXVIl

Opiszmy na zakonczenie jeden z najwiekszych historycznych
sukces6w rachunku roézniczkowego: dowdd, ze pod dziala-
niem sily grawitacji planety poruszajg sie po elipsach.

Zgodnie z prawem grawitacji, dwa ciala o masach M i m
przyciagaja sie z silg skierowang wzdluz 1gczacej je prostej
i proporcjonalng do iloczynu mas oraz odwrotnie proporcjo-
nalng do kwadratu odleglo$ci cial. Cialo o masie M (Stonce)
umiescimy w poczgtku uktadu wspétrzednych w R3. Zmienna
t > 0 to czas. Milczgco zalozymy, ze wszystkie funkcje wyste-
pujace w rachunkach sg rézniczkowalne.

W chwili ¢ > 0 planeta o masie m jest w punkcie y(t) € R3.

Storice przyciaga ja z sitg

_GM
F= 3m Y,
|yl
gdzie |y| oznacza dtugoéé wektora y € R3. Z drugiej zasady dynamiki wiadomo, ze sita F
nadaje przyspieszenie a = y” i zachodzi r6wno$é F' = ma. Dlatego

y' = GMy
ly[?
Matematykowi wolno przyja¢é, ze wskutek doboru jednostek iloczyn GM = 1. Réwnanie
rézniczkowe, opisujgce ruch planety wokét Storica ma wtedy postaé

"n_ _ Yy

e (11.1)

Twierdzenie 11.1 (Newton). Wszystkie rozwigzania rownania (11.1) sq krzywymi plta-
skimi. Jedyne krzywe zamkniete, spetniajgce (11.1), to elipsy (o ognisku w zerze).

Dowép. Najpierw wykazemy, ze ruch odbywa sie w jednej ptaszczyznie. W tym celu roz-
patrzymy iloczyn wektorowy y x 3’ i obliczymy jego pochodng:

" (1é1)

a(yXy’)zy’Xy’erXy”:z/Xy 0.

257
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(Latwo sprawdzié, ze wzér na pochodng iloczynu wektorowego funkcji f,g: I — R? jest
taki sam, jak zwykly wzér na pochodng iloczynu; ponadto a x a = 0i dlatego otrzymujemy
kolejne r6wnosci). Zatem

y x y = const =: h € R3, (11.2)

to zas oznacza, ze plaszczyzna rozpieta na wektorach y, v jest w kazdej chwili prostopadla
do wektora h. Zatem y,y’ L hiruch odbywa si¢ w ustalonej ptaszczyznie.

Odtad wiec, obréciwszy uklad wspélrzednych,
mamy prawo zakladagé, ze y = y(t) € R?. Wprowadzmy
w R? wspélrzedne biegunowe r, §. Bedziemy pisaé

e, = (cosf,sin), eg = (—sinb, cos ),

oraz

Wspétrzedne biegunowe. Wektor y(t) y=r-e, gdzer=ly|. (11.3)

Jestiloczynem wektora jednostkowegoer  Qczywiscie, 7,0: (0,7) — R s3 funkcjami czasu t,
;éisil()))l]e;l: d'é’ L‘T.Sﬂa 1 PrZySpIeszenie & gkreslonymi tak dlugo, jak dtugo odbywa sie ruch. Wy-

razmy przyspieszenie w tym ukladzie wspéirzednych.
Ze wzoréw na pochodne sinusa i cosinusa wynika, ze (e,)’ = 6'eg i (eg)) = —6'e,.. Dlatego
po prostym rachunku, rézniczkujgc dwukrotnie, otrzymujemy

y =r'e, +r(e) =r'e, + 10y, (11.4)
y// _ (T” _ 7“(0,)2)67’ + (T@” + 27"9/)69. (11.5)
Jednak z réwnania (11.1) wynika, ze wektor 3" jest réwnolegly do y, tzn. do wektora

jednostkowego ¢,. Wspélrzedna w kierunku ey musi wiec znikaé. Przeto

rd" +2r'0' =0, r? 4+ 2r'0 = %(ﬂe’) =0, 720’ = const = L. (11.6)

Wspomnijmy o interpetacji geometrycznej ostatniej réwnosci: wynika z niej, ze caltka

o(t) .2
A(t) = /9 ;e) do

ma stalg pochodng A'(t) = L/2. Jest to tzw. drugie prawo Keplera — predkos$¢ polowa
planety jest stata (inaczej: w réwnych odcinkach czasu promierr wodzgcy planety zamiata
figury o réwnych polach). Czytelnik zechce samodzielnie pomysleé, dlaczego catka A(t)
jest réwna polu odpowiedniej figury.!
Zréwnan (11.5)1 (11.6) otrzymujemy " = (" —r(0')?) e, = ("' —r(¢')?) 7. Poréwnujgc
to wyrazenie z réwnaniem (11.1), sprawdzamy, zZe
1 1

" N2 _ —
T —7"(9) ——W——ﬁ

Jednak wobec réwnosci (11.6) jest (/)% = L?/r3, wiec

T B (11.7)

!Trzeba znaé wzér na pole tréjkata i umieé postugiwaé sie sumami Riemanna.
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Aby rozwigza¢ to ré6wnanie, uzyjemy sztuczki. Niech «(0) := 1/r(¢t(0)), gdzie t = ¢(0) jest
funkcjg odwrotng do 6 = 6(t). Ze wzoréw na pochodng zlozenia i (11.6) otrzymujemy

d 1 dr dt 1, d? 1 d%r dt r?
Sau=— 2 L =88 __ T 11.8
0T 2 a0 L aet T L ae a1z’ (11.8)
Stad
d%u r2 ,  lain 1

Mozna wykazac¢ — prosze sprébowacé zrobié¢ to samodzielnie — ze jedynymi rozwigzaniami
réwnania u” + u = L~2 sg funkcje

1 1 L?
tzn. r=—

u(6) cos(f + B) + T2 u 1+ AL2cos(0 + B)

Gdy stata AL? € (0,1), ostatnie réwnanie jest parametrycznym réwnaniem elipsy. Czytel-
nik zdota to sam sprawdzié. Dla AL? > 1 funkcjar = r(f) nie jest ograniczona. Trajektoria
jest wtedy parabolg lub hiperbolg. [

W swoich Prinicipia Mathematica Newton wykazal takze, ze jesli wszystkie orbity
zamkniete sg elipsami, to wielko$¢ sily musi by¢ odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odlegloéci cial. Stata AL? jest mimosrodem elipsy.

Przyblizone mimosrody orbit planet w Ukladzie
Slonecznym sg nastepujace:

Merkury | Wenus | Ziemia | Mars
0,205 0,007 | 0,017 | 0,093

Jowisz | Saturn | Uran | Neptun
0,048 0,054 | 0,047 | 0,009

Orbity odbiegajg wiec od kolowych bardzo nie-
znacznie. Mimo to, na podstawie danych obserwacyj-
nych, ktére zgromadzil astronom Tycho Brahe, Kepler
zdotal w 1609 roku wysung¢ przypuszczenie, ze orbity
planet sg elipsami.

Czytelnik zgodzi sie jednak, ze czym innym jest
Okrag (linia przerywana), elipsa o mi- gy pozycja, wysnuta z obserwacji, czym innym za$ do-
mosrodzie takim, jak orbita .Zien,li (cia- wod, stwierdzajacy, ze przy pewnych zalozeniach or-
gla linia czarna) i elipsa o0 mimosrodzie . e .
orbity Marsa (linia czerwona). Srodek bity muszq by¢ elipsami. (To zresztg tylko rozsgdne
okregu i jedno z ognisk kazdej elipsy s przyblizenie rzeczywistosci, gdyz naprawde na ruch
w tym samym punkcie. kazdej z planet wokoét Slorica wpltywa sita przycigga-
nia pozostalych planet, znikoma w poréwnaniu z przycigganiem Slorica, ale przeciez nie-
zerowa. Dlatego orbity sg elipsami jedynie w pewnym przyblizeniu, a ich mimosrody pod-
legajg wahaniom.)

* * *

Sita Analizy Matematycznej tkwi wiec zaré6wno w zastosowaniach, jak i w subtelnej
teorii. Warto o tym pamietac.



Dodatek A

Dygresje: dodatkowy material,
omawiany na wykladzie

A.1 Twierdzenie Stolza

Ponizsze twierdzenie pozwala w wielu przypadkach obliczaé granice ciagéw a,, /b, gdy
U, by — +00, i stanowi dla ciggéw odpowiednik tak zwanej reguly de 'Hospitala.!

Twierdzenie A.1 (Twierdzenie Stolza). Zatézmy, ze cigg (b,) jest Scisle monotoniczny
oraz b, # 0 dla n € N. Jesli (a,) C R i istnieje granica

. Anp+1 — ap
1 —_—m g7
n—00 bpt1 — by

a ponadto zachodzi ktorys z nastepujgcych warunkow:

(i) lim a, = lim b, =0,

n—oo n—oo

(ii) lim b, = +oo,
n—oo

to wowczas ciqg (a,/by) jest zbiezny, a ponadto

lim — =g.
oo by 0

Dowo6b. Bez zmniejszenia ogélnosci zalozymy, ze cigg b, jest rosngcy (zawsze mozna roz-
patrze¢ —a,, i —b,). Niech € > 0 i niech n € (0,1/2]; konkretng wartosé  dobierzemy do ¢
p6zniej. Ustalmy k € N tak, aby

As+1 — As .

g—nN< —— < g+n dla wszystkich s > k.

bs+1 - bs
Ciag (b,) jest rosnacy, wiec bsy1 — bs > 0. Mnozac obie nier6wnosci przez te liczbe, otrzy-
mujemy

(bs+1 = bs)(g —n) < asy1 — as < (bst1 — bs)(g +n), s > k.

1Jesli Czytelnik nie zna tej nazwy, niech sie nie martwi; jesli zas zna jg ze slyszenia, to niech nie stosuje
bezmyslnie nieodpowiednich narzedzi, szczegélnie wtedy, gdy nie jest pewien, skad sie one wlasciwie wziely.

260
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Niech n > m > k. Dodajgc powyzsze nieréwnosci dla s = m,m + 1,...,n — 1, a nastepnie
dzielgc wynik przez liczbe dodatnig b,, — b,,, sprawdzamy, ze
apn, —

g—n< # <g+n dla wszystkich n > m > k. (A1)

Od tego momentu rozumowanie jest nieco inne w kazdym z dwéch przypadkéw.
Przypadek (i): lim,_,~ a, = lim, o b, = 0. Ustalmy w nieréwnosciach (A.1) liczbe m >

k i przejdzmy do granicy n — oo. Korzystajac ze Stwierdzenia 2.13 i arytmetycznych
wlasnosci granicy, otrzymujemy

g—n< lim S 0m _0m oy

n=-00 by — b b
Jesli wiec n > 0 jest jakgkolwiek liczbg z przedzialu (0, ¢), powiedzmy n = ¢/2, to
am

7 g‘ <n<e dla wszystkich m > k,

m

co konczy dowéd twierdzenia Stolza w przypadku (i).
Przypadek (ii): lim,,_, o b, = +00. Ustalmy w nier6wnosciach (A.1) liczbe m = k
Uwaga. Cala reszta dowodu w tym przypadku jest formalizacjg nastepujgcego intuicyj-
nego i niescistego spostrzezenia: (a,+1 — an)/(bp+1 — bn) = g dla duzych n, wiec przyrosty
ciqgu a, sq z grubsza, z doktadnosciq do statego czynnika, takie, jak przyrosty ciggu b,,.
Zatem utamek a, /by, ktory dopiero chcemy zbadaé, powinien roznié sie mato od utamka
(an, — ag)/(by, — by); spodziewamy sie, ze dla n znacznie wiekszych od k liczby ay, i by, sq
mado istotnymi dodatkami do a, i b,.

Sprébujmy te intuicje doprecyzowaé. Obliczmy w tym celu réznice liczb a,, /b, oraz
(an — ag)/(by, — by). Prosty rachunek daje

Ap  Gn — Ak an(bn — br) — bp(an — ag) _ —apby, + bpag
bn bn - bk; bn(bn - bk) B bn(bn - bk;)
an, by ak
— |, A2
bn‘ [ R T a— (4.2
< Z”‘n—l—n dlan > ny =ni(k,n) > k.

(Prosze zauwazy¢: b,, — +o0o, wiec przy ustalonym k mamy by, / (b, —by), ax/ (b, —bi) — 0dla
n — oo, zatem wartosci bezwzgledne obu tych utamkow sg mate, gdy » jest dostatecznie
duze). Zatem dla dostatecznie duzych n

an an  an — ai an — aj an
ool = 1on o —bp | |ow—bi| =[BT O,
stad zas
2
dn §M§2|g|+4n§2\g\+2::M, n > ni.
bn 1—n

Mozemy wiec nier6wnosé (A.2) przepisa¢ w postaci

an an — ag

b by — by

< (M+1)77, n>ni.
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Zatem, dzieki warunkowi (A.1), dla n > n; jest

Gnp, Qp — Ak

b, bn —bg

Ay — AL

by, — bg;

+

an_'g

g‘ < (M + D)+ = (2lg] + 4.

Wystarczy teraz dobraé n < min(3,e/(2|g| + 4)); otrzymamy wtedy |(an/b,) — g| < ¢ dla
wszystkich n > nq. O

Cwiczenie A.2. Analizujgc starannie powyzsze rozumowanie, sprawdzié¢, ze ostatnie
twierdzenie wolno stosowacé takze wtedy, gdy ¢ = +oo (tzn. do obliczania granic nie-
wlasciwych).

Przyklad A.3. Wykazemy, ze dla kazdego k € N jest

Ak g2k b 1
lim = .
n—00 nk+1 kE+1

Zastosujemy Twierdzenie Stolza dla a,, = 1% 4+ 2F + ... + n* i b, = n**!. Ciag b, jest
rosngcy i rozbiezny do +o00; to potowa zalozen twierdzenia. Sprawdzmy wiec jeszcze, ze
(an-‘rl - an)/(bn-‘rl - bn) - 1/(k + 1), gdy n — oo. Mamy

Unp+1 — an _ (’I’L + 1)k
bn+1 _ bn (n + 1)k+1 — pkt+1

Korzystajgc ze wzoru na réznice (k+ 1)-szych poteg, a nastepnie dzielgc licznik i mianow-
nik przez n*, otrzymujemy

k
1
an41 — Gn (n+1)k _ (1+E>
— o k k—1 k k k—1 :
bnt1 — bn (n+1)F+(n+1)nt-+n (1_,_%) +<1+%) NI |

Z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy nietrudno wywnioskowaé, ze dla
n — oo licznik ostatniego utamka jest zbiezny do 1, a mianownik (w ktérym jest k + 1
sktadnikéw) do k£ + 1. O

Przyklad A.4. Jesli ciag z,, jest zbiezny do granicy x, to cigg srednich arytmetycznych

An:$1+l‘2+"'+$n

n

tez jest zbiezny do granicy x. Istotnie, biorgc w twierdzeniu Stolza a, = z1 +x2+ -+ xp,
b, = n, otrzymujemy
Anp+4+1 — anp _ Tn+1
bn-l—l_bn (n—i-l)—n

=Tpy1 — T,

a zatem takze
Qn
A, = — —=x.
bn,
Przyklad A.5. Jesli cigg liczb dodatnich z,, jest zbiezny do granicy = > 0, to cigg $rednich

geometrycznych

Gn = Yrizo... 20
tez jest zbiezny do granicy x. Szczegoty dowodu, ktéry mozna przeprowadzi¢, korzystajac
z poprzedniego przykladu oraz cigglosci funkcji wykladniczej i logarytmu, pozostawimy
Czytelnikom. O
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Zadanie A.6. Wykazad, ze
Ni/n
lim (n) ! )
n—00 n €
Wskazéwka. Zauwazyé, ze x,, = n"/(1+n)" ma granice 1/e i skorzystaé z poprzedniego

przykladu.

Przyklad A.7. Implikacji, ktéra jest trescig twierdzenia Stolza, nie mozna odwracic.
Jeslinp. a,, = 3n— (—-1)", b, = 3n+ (—1)", to tatwo zauwazyé, ze b, roSnie monotonicznie
do +o00 i, oczywiscie,

by 3L LT 3

ale nietrudno sprawdzié, ze a,+1 —a, = 3+ 2 (—=1)", bpy1 — by, = 3 —2 - (—1)", wiec
ciag (ant+1 — an)/(bnt1 — by,) ma na przemian wyrazy réwne 1/5 i 5, a to znaczy, ze jest
an—an—1

. . . . s . . .
rozbiezny. Nie nalezy wiec bez zastanowienia pisa¢ lim gt =lim == =, gdyz moze
sie okazaé, ze pierwsza granica istnieje, a druga — nie.

A.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Bardzo waznym twierdzeniem, wykorzystywanym w réznych dzialach matematyki, jest
nastepujacy wynik.

Twierdzenie A.8 (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy rézny od stalej wielo-
mian zmiennej zespolonej o wspétczynnikach zespolonych ma w ciele C co najmniej jeden
pierwiastek.

Podamy tu — opowiedziany we wspélczesnym jezyku — dowod tego twierdzenia, wy-
korzystujacy wlasnosci funkcji cigglych i podany przez C.F. Gaussa na przelomie XVIII i
XIX wieku. Dow6d wykorzystuje dwa lematy. Pierwszy z nich orzeka, ze kazdy wielomian
zespolony osigga kres dolny swojego modutu. To nie jest fakt catkowicie oczywisty, gdyz
plaszczyzna C nie jest zbiorem zwartym.

Lemat A.9. Jesli P(z) =ag+aiz+ -+ apz" dla z € C, gdzien > 1, ap,a1,...,a, € Ci
an 7 0, to istnieje punkt zy € C taki, ze

P(0)| = in |P(2)]

Dow6p LEmatu A.g9. Bez zmniejszenia ogélnosci, mnozac w razie potrzeby wielomian
przez stala, przyjmiemy, ze a,, = 1. Niech R > 1 bedzie duzg liczba, ktérej konkretng
wartos¢ dobierzemy za chwile. Niech M/ = 1+ nmax;—o,. n—1|a;|. Dla wszystkich |z| > R
otrzymujemy po prostym rachunku, korzystajgc z nier6wnos$ci trojkata,

ap—1 agp |an_1| \a0|
P _ n |1 n ‘ > n(q
> |2 (1 |Gn1|+é..+|ao) gdyz |2[" > [z|" 1> ... > 2| > R>1

M
> R" <1—R> gdyz |z| > Ri M > |ap—1| + - + |ag]

RTL
> - > |ag| +1 = |P(0)| + 1,
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pod warunkiem, ze liczba R > 1 zostala wybrana tak, aby

M 1
& <3 oraz R> {/2(Jag| + 1),

co latwo mozna zagwarantowaé. Zatem, poza kotem domknietym Kp = {z € C: |z| < R}
funkcja | P| przyjmuje wartosci wieksze od liczby |P(0)| + 1. Poniewaz 0 € Ky, wiec

inf [P(z)| <|P(0)| < |P(0)|+1< inf [P
Jnf [P <[PO)<|PO)]+1< inf |P(2)

i dlatego

inf |P(z)| = inf |P(2)|.
zler;(Rl ()] ;gcl (2)]

Koto domkniete K jest zbiorem zwartym, a | P|: Kr — R jest funkcjg ciaglta. Z twierdze-
nia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw (patrz Twierdzenie 5.64 i Uwaga 5.66) wynika,
ze istnieje taki punkt 2z € Ky, iz

P = inf |P = inf |P . O
P(e0)| = inf [P()| = inf |[P(2)
Lemat A.10. Jesli P(z) =ag+ai1z+ -+ apz" dla z € C, gdzien > 1, ag,a1,...,a, € Ci
an £ 0, a zg € C jest punktem takim, ze

|P(20)| = inf |P(2)],
zeC

to wowczas P(zy) = 0.
Dow6p LEmaTu A.10. Dla wielomianéw stopnia 1 lemat jest oczywisty: kazdy taki wielo-

mian ma pierwiastek zy i w nim osigga kres dolny swojego modulu.
Niech wiec P bedzie wielomianem zespolonym stopnia n > 1. Przypu$émy, ze

|P(20)| = inf |P(2)] >0
zeC

Rozpatrzmy wielomian pomocniczy Q(z) = P(z + 29) - P(20) (przesuwamy wielomian P
i mnozymy go przez stalg). Mamy Q(0) = P(z) - P(20) = |P(20)|?> > 0, wigc Q spelnia

zaleznos¢

Q0) = Q(0) = inf [Q(2)] > 0. (A.3)
Wyréznijmy teraz najnizszg dodatnig potege z, ktéra w (Q wystepuje ze wspétczynnikiem
réznym od zera, tzn. wybierzmy k € {1,2,...,n} tak, aby

Q(2) = by + bz" + by 25+ 4 b2 = by + b2 + 2Mq(2),

gdzie by = Q(0) > 01 q(2) = bpy12+bpg22? +---+b,2"*. Gdy k = n, to po prostu ¢(z) = 0.
Oszacujemy |Q(z)|, starajgc sie wskazaé punkt z tak, aby otrzymac |Q(z)| < |Q(0)| =
Q(0) = by i uzyskac sprzecznosé, ktora zakonczy dowéd. Na mocy nieréwnosci tréjkata

Q(2)] < [bo + br2"| + |2[*a(2)]

Niech z = re?, gdzie r = |z| > 01t = arg z € R. Ustalmy malg liczbe £ > 0, ktérej wartosé
dobierzemy pézniej.
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Poniewaz ¢ jest (jak kazdy wielomian) funkcjg ciggla i ¢(0) = 0, wiec istnieje § > 0
takie, ze dla wszystkich |z| = r € (0,0) jest |¢(2)| < . Wtedy

Q(2)] < |bo + bzF| + ke

Argument ¢ liczby » wybierzemy tak, aby byz¥ = bpr¥ exp(itk) bylo liczbg rzeczywistq
ujemngq. Zapiszmy b, w postaci by = |b|exp(is), gdzie s = arg by,. Wtedy

bpz® = |by| exp(is) - r¥ exp(itk) = |by|r* exp(i(s + th)) = —|bg|r* < 0
np. dla s + tk = 7, tzn. dla
T—s mw—argbg
ko k

m—arg by

Zatem, dla z = re’, gdzie r € (0,6) it = T=282% jest

t=

Q) < [bo = Ioglr*| + e

= by — |bk\rk + ke gdy r < 61 := min < bo ,5)

Y ‘bk”
b b
= b0—|2krk gdyr<510razs——’2‘

< bp = Q(0) = [Q0)] .
To jest sprzecznosé, gdyz |Q(0)| = inf |Q|. Musi wige byé Q(0) = |P(2)|> =0. O

Czytelnik—koneser zauwazy! by¢ moze, ze w ostatnim dowodzie postugiwaliSmy sie w

gruncie rzeczy rozwinieciem Taylora—Maclaurina wielomianu Q) w zerze, wyodrebniwszy

zen najwazniejszy skladnik b 2*. Wielomian ¢(z) to wynik dzielenia reszty przez z*.

Dowép zASADNICZEGO TWIERDZENIA ALGEBRY. Niech P bedzie réznym od stalej wielomianem
zespolonym. Na mocy Lematu A.9, istnieje zg € C takie, ze

[P(en)| = inf [P(2)].

Z Lematu A.10 wynika, ze P(zy) =0. O

Definicja A.11. Niech k € N. Liczba z; nazywa si¢ k-krotnym pierwiastkiem wielomianu
P wtedy i tylko wtedy, gdy P jest podzielny przez jednomian (z—z)*, ale nie jest podzielny
przez (z — z)*+.

Wniosek A.12 (rozklad wielomianu zespolonego na czynniki liniowe). Jesli P jest
wielomianem zespolonym stopnia n > 1, P(z) = ap + a1z + - - - + an2", a, # 0, to istniejg
liczby z1,...,2m € C takie, Ze zj jest k;-krotnym pierwiastkiem P dla j =1,...,m oraz

ki+ke+ - +kyn=n.

Zachodzi réwnosé
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Dowép. Dla n = 1 teza wniosku jest oczywista. Dla n > 1 tezy dowodzimy przez indukcje,
postugujac sie zasadniczym twierdzeniem algebry. [

Wniosek A.13 (rozklad wielomianu rzeczywistego na czynniki). Jesli P jest wie-
lomianem rzeczywistym stopnia n > 1, P(x) = ag + a1x + - - - + ap2” (gdzie a; € R dla
j=0,1,....nia, #0), to P jest iloczynem czynnikow liniowych i takich tréjmianéw kwa-
dratowych o wspotczynnikach rzeczywistych, ktore nie majg pierwiastkow rzeczywistych.
Niektore z tych czynnikéw mogq byé rowne.

Dowé6bp. Na mocy poprzedniego wniosku,
m

P(z) =ay - H(ZL‘ — 2z reR. (A4)
j=1

gdzie z; sg zespolonymi pierwiastkami wielomianu P. Poniewaz wszystkie wspétczynniki
wielomianu sg rzeczywiste, wiec mamy takze

m

P(z)=Px)=an- [[a-7)", 2z€R.

Zatem: jesli z; € C \ R jest pierwiastkiem P, to i Z; jest pierwiastkiem P. Poniewaz
(= 2)(x — %) = 2° — 2Re zj - x + [z’

jest trgjmianem kwadratowym o wspélczynnikach rzeczywistych, ktérego nie mozna w R
rozlozy¢ na czynniki liniowe (bo pierwiastki sg w C\ R!)), wiec taczac w pary odpowiednie
czynniki prawej strony (A.4), rozlozymy P na pewng liczbe czynnikéw liniowych (odpo-
wiadajacych rzeczywistym pierwiastkom P, liczonym z krotnosciami) i pewnag liczbe czyn-
nikéw kwadratowych (odpowiadajgcym parom pierwiastkéw z;,z; € C\ R wielomianu P,
réwniez liczonym z krotnosciami). Zaden czynnik kwadratowy nie ma pierwiastkéw w R.
O

Zadanie A.14. Wykazad, ze xg € R jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P o wsp6l-
czynnikach rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy

P(xg) = P'(x0) = ... = P* D(zg),  P®(xg) #0.

Wskazowka. Posluzyé sie definicjg, twierdzeniem Bezout (znanym ze szkolnego kursu
matematyki) i wzorem Leibniza na wyzsze pochodne iloczynu dwé6ch funkcji.

Zadanie A.15. Niech

ki _k k
Q(z1,. -y 2m) = Z Ahy kg oy 20 - 272 2m

skorncz.

bedzie r6znym od stalej wielomianem m > 1 zmiennych zespolonych o wspétczynnikach
Aky k. ke, € C. Wykazaé, ze (Q ma co najmniej jeden pierwiastek. Czy zbiér pierwiastkéw
takiego wielomianu moze by¢ skonczony?
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A.3 Metoda stycznych (Newtona)

Omoéwimy w tym podrozdziale prostg wersje tak zwanej metody stycznych Newtona, stu-
zgcej do przyblizonego rozwigzywania réwnan typu f(z) = 0.

Zacznijmy od przytoczenia zadania, ktére w potowie lat 90-tych dwudziestego wieku
pojawilo sie¢ na zawodach drugiego etapu Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie A.16. Dane sg dwa ciggi liczb rzeczywistych, x; = y; = 1 oraz

2 242
ly/”il, Tyl = x;; dlan=1,2,3,...
n n

Yn+1 =

Wykazaé, ze x, 1 = y,» dla wszystkichn = 1,2,3,.. ..

Zadanie ma kilka rozwigzan. To, ktére przedstawimy, nie jest najkrétsze, ale ma te
zalete, ze pozwala glebiej zrozumieé, skad pochodzi problem i co jest w nim istotne.

Rozwiazanie. Wypiszmy tabelke z poczatkowymi wyrazami obu ciggéw.

n 1 2 3 4 5

Yn 1 1,5 1,4 1,416. .. 1,41379...

y2 1 225 1,96 2,006. . . 1,9988. ..

T 1 1,5 1,416... 14142... 1,4142135. ..
2 1 225 2,006... 2,000006... 2,000000000004...

Widaé, ze kwadraty liczb z,, sg coraz blizsze 2 (podobnie zresztg jak kwadraty liczb y,).
Latwo jest zauwazyé, ze gdyby ciqg x,, byt zbiezny, to jego granicq bytaby liczba g = /2.
Dlaczego? Jesli lim z,, = g istnieje, to musi spetniaé réwnosé? 2¢ - ¢ = g% + 2, lub réwno-
waznie ¢ = 2. Poniewaz wszystkie z,, s3 dodatnie, wiec mozliwos§é g = —/2 odrzucamy.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla ciggu y,,. Jesli limy,, = g, to liczba g
spetniataby réwnosé g = (g + 2)/(g + 1) i byta nieujemna, wiec bytoby g = /2.

Pokazemy, ze oba ciggi sg zbiezne do /2. W tym celu wyrazimy zaréwno z,, jak i y,,
jawnymi wzorami.

Zbadajmy, jak zmieniajg sie réznice y,, — /2 i 2, — v/2, gdy zmienia sie liczba n. Ze
wzoru na y,+1 wynika, ze

y 1_\/5 _ yn+2_\/§: yn+2_yn\/§_\/§
m Yn +1 Yn +1

_ V2 ),

yn +1

Gdy do y,,+1 dodamy pierwiastek z dwéch, otrzymamy

n+ V2
o1 +V2=TVE (14 V7).
yn +1

2Mnozymy obie strony wzoru rekurencyjnego przez 2z, i przechodzimy do granicy, korzystajac z twier-
dzenia o granicy sumy i iloczynu ciggéw zbieznych
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(Wystarczy przepisaé poprzedni rachunek, zastepujac wszystkie minusy plusami). Krétko
méwigc,

+/2
yn+1i\/§:u(li\@).
yn +1

Mozna te dwa réwnania podzielié stronami,

Uil = V2 _yn— V2 1-V2
Yni1 +V2 oy V2 1420

i wywioskowac stad, ze cigg

o Yn = V2
" Yn + ﬁ
jest geometryczny, a jego iloraz jest réwny a = (1 — v/2)/(1 + v/2); dlatego
Zppl1=a-Zpn=a-(a-2zp_1)=...=a" -2z =a""L.

Stad tatwo wyliczamy (rozwigzujgc rownanie z jedng niewiadomg):

1 n 1—+2

T gdzie a = T (A.5)

Poniewaz |a| < 1, wiec a” — 0, a zatem y,, — /2.
Z ciggiem z,, postepujemy tak samo: obliczamy z,, | + /2, postugujgc sie w tym celu
zalezno$cig x, 1 od z,. Otrzymujemy tym razem

x2 — 22, /242
2x,

(zn £ V2)?

2,

xn+1i\/§ =

Jak wczesniej, dzielimy te dwa réwnania stronami, zeby pozby¢ sie niewygodnego mia-

nownika: )
Tn4+1 — \/§ ( Tn — \/§>

Tp+1 + \/5 N Tn + \/i
Krétko méwiac, jesli w, = (z, — v2)/(x, + V2), to

Wpy1 = w2 = (w2_)2=... =wi".

Zachodzi wiec r6wnosé
LTn+1 — \/§ _on on
—==w] = )
Tn+1 + \/§
Stad
14 a*" , 1—+2
$n+1:\/§'w, gdz19a: +£

Teza zadania jest prostym wnioskiem z otrzymanych wzoréw (A.5), (A.6). O

(A.6)
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Wykazali§émy wiecej, niz wymagal autor zadania. Zanlezliémy konkretne wzory na
Zn 1 yn. SprawdziliSmy tez, ze kazdy z tych ciggéw sklada sie z wymiernych przyblizen
V2. Ktére przyblizenia sg lepsze? Oczywiscie te, ktére daje ciag x,. Wszak z,,; = Yo -
Z réwnosci w, 1 = w?, ktérg spelniajg liczby w, = (2, — v2)/(z, + v/2), mozna wywnio-
skowaé, ze liczba cyfr znaczacych przyblizenia x, ~ /2 ulega z grubsza podwojeniu, gdy
zwiekszamy n o 1. (Intuicyjnie biorgc, powéd jest taki: w, ~ 0 z duzg doza dokladnosci;
przechodzac do w1, btad przyblizenia podnosimy do kwadratu. Prosze sprawdzi¢, jak
zmienia si¢ przy takiej operacji liczba zer po przecinku.) Postawmy teraz naturalne py-
tanie: no dobrze, ale skqd wtasciwie wziety sie oba ciqgi? Czy to tylko przypadkowy temat
jakiegos olimpijskiego zadania?

Ot6z nie. Ciag y, to kolejne przyblizenia /2 za pomocg ufamkéw taricuchowych. Co to
znaczy? Poniewaz (v2 — 1)(v2+1) =2 — 1 = 1, wiec

1 1
V21 2+ (V2-1)

Postepujac dalej podobnie, tzn. zastepujgc réznice v/2 — 1 utamkiem 1/(2 + (V2 — 1)),
otrzymamy coraz bardziej fantazyjne pietrowe utamki:

V2-1=

VR P

Gdybysmy usuneli nawiasy (v/2 — 1) i zostawili tylko jedynki w kolejnych licznikach,
dwdjki, plusy i kreski utamkowe, otrzymaliby$my liczby y,, —1 (z przesunieciem numeracji
i zapisane w niewygodnej postaci). Mozna to udowodnié przez indukcje.

Natomiast cigg z, to kolejne przyblizenia /2 otrzymywane metodq stycznych.® Jest
to bardzo uzyteczny sposéb, ktéry pozwala szybko i wygodnie znajdowaé przyblizone roz-
wigzania bardzo wielu réwnan — takze i takich, ktérych nie potrafimy rozwigzaé jawnie.

Sformulujmy teraz precyzyjny, ogélny wynik.

Twierdzenie A.17 (metoda stycznych). Zatézmy, ze f: [a,b] — R jest funkcjq cigglq na
[a, b] i dwukrotnie rézniczkowalng w (a,b). Zatozmy takze, ze f(a) < 0 < f(b) oraz istniejg
state mq > 01 My > 0 takie, ze

f(x)>m1 >0, 0< f’(x) <My  dlawszystkich z € (a,b). (A.7)

Wowczas ciqg rekurencyjny

f'(xn)

Jest malejgcy, a jego granica ¢ = lim x,, jest jedynym punktem przedziatu [a,b] takim, ze
f(¢) = 0. Ponadto, zachodzi oszacowanie

x1 =b, Tp4+1 = Tn —

M-
]c—xn+1|§2—2]c—xn|2, n=12.... (A.8)
my
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Metoda stycznych: f jest rosngca i wypukla na (a,b), wewnatrz tego przedzialu ma jedno miejsce zerowe.

Uwaga A.18. Nietrudno zauwazyé, ze x, 1 jest miejscem zerowym stycznej do wykresu
f, poprowadzonej w punkcie (z,, f(x,)); ma ona réwnanie

y = f(zn) + f'(2n)(@ — z0),

a zatem y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = — z,, = —f(z,)/f (x,), a wiec wtedy i tylko
wtedy, gdy z = x,11. (Patrz takze zamieszczony rysunek, ktéry utatwia zrozumienie
calej sytuacji).

Dowo6b. Z zalozerr wynika, ze f jest rosngca i Sci§le wypukta na [a, b]. Poniewaz f(b) >
0 > f(a), wiec f ma w (a,b) doktadnie jedno miejsce zerowe c (jedyno$¢ wynika z mono-
tonicznos$ci, a istnienie z wlasnosci Darboux).

Funkcja f jest $cisle wypukla, wiec jej wykres lezy nad dowolng swojg styczng. Ko-
rzystajac z tej obserwacji i z zalozenia f(x1) = f(b) > 0, latwo dowodzimy przez indukcje,
ze f(xn) >0c <z, +1 <z, <bdla wszystkich n € N. Istotnie, b = =1, wiec f(x1) > 0, a
stad xo = 21 — f(z1)/f'(21) < 1, gdyz f' > 0. Wykres f lezy nad styczng poprowadzong
w punkcie (z1, f(x1)), a x2 jest miejscem zerowym tej stycznej, zatem f(z2) > 01ic¢ < .
To jest poczatek indukcji; krok indukcyjny wyglada praktycznie tak samo — szczegély
pozostawiamy Czytelnikowi.

Poniewaz (x,) jest malejgcy i ograniczony z dotu (przez c), wiec ma granice. Z cigglosci
f i f' (zagwarantowanej przez istnienie f”) wynika, ze g = lim z,, spelnia ré6wnosé g =

3Wg. historykéw matematyki, metode stycznych Newton obmyslit ok. roku 1670.
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g—f(g)/f'(g).Stad f(g) = 0, tzn. g = ¢, gdyz wiemy, ze c jest jedynym miejscem zerowym
funkcji f w przedziale (a,b).

Pozostaje wykazaé nier6wnosé (A.8). Wykorzystamy w tym celu wzér Taylora z resztag
Lagrange ’a (patrz Wniosek 6.60). Wynika z niego, ze

0= f(c) = flzn) + fl(zn)(c— zn) + f//(2§"> (c—z,)?  dla pewnego &, € (c, ).
Dzielgc przez f'(x,,), otrzymujemy
_ fl@n) ') e
0= F(wn) +c—x, + 2f’(ﬂsn)(c xn)?,

lub ré6wnowaznie

IEO
f(zn) 2f"(xn)

Poniewaz prawa strona jest ujemna, wiec

f"(&n)

U T

C—Tpp1 =C— Ty + (c—xp)”.

My
(c—zn)* < Tml|c — xp)?.

(SkorzystaliSmy z oszacowan 0 < f” < M i f' > mq > 0). Dowéd jest zakoniczony. [

Uwaga A.19. Ciag z,, jest nie tylko zbiezny do ¢, ale spelnia zaleznos§é
|c_$n+1’§A'|C_xn|27 nENv

gdzie A jest stalg; dlatego tempo zbieznosci jest bardzo szybkie. Aby to zrozumiec, przy-
pu$émy na chwile bez zmniejszenia ogélnosci, ze A > 1. Gdy juz wiemy, ze dla pewnego
n jest |c — z,| < 1/A2, to wéwezas

1 1 1 1
lc—an1| < o3, le—ango| < 5 |C—l‘n+3|<ﬁa 7|C—5En+k|<m7

A3’ A5’
Zatem od pewnego momentu n = ng odstep |c — z,,4 | maleje wraz ze wzrostem k w takim
tempie, jak 1 /A2k+1, czyli znacznie szybciej, niz np. cigg geometryczy 1/A*.

Przyklad A.20. Niech f(r) = 2> —2dlax € [a,b], gdziea = 1ib = 2. Mamy f'(z) = 2z > 2
a (a,b) i f"(xz) = 2, a ponadto f(a) = -1 < 0 < f(b) = 2, wiec f spelnia wszystkie

zalozenia Twierdzenia A.17. W tym przypadku mamy
flen) _ 203 — (23 —2) o} +2

T =Ty — = 1 =2 To =
n+1 n f’(l‘n) 21‘71 an ) 1 ) 2

3
-

Zatem, poczgwszy od z, otrzymujemy wlasnie cigg (z,) z Zadania A.16. Tylko pierwszy
wyraz jest inny, wszystkie nastepne sg identyczne

Uwaga A.21. Zalozenie o monotonicznosci i wypuklosci f jest niezwykle istotne. Ana-
logiczne twierdzenia mozna sformulowac i udowodnié dla funkcji rosngcych i wkleslych,
malejgcychi wypuklych, oraz malejgcych i wklestych. Czytelnik zechce zastanowié sie nad
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Metoda stycznych: f ma kilka miniméw i maksiméw, nie jest ani wklesta, ani wypukla.

sformulowaniami i zmianami w dowodzie. Wazna jest ogélna regula: “rysowanie stycz-
nych nalezy zaczynaé od tego korica przedzialtu, gdzie |f'| jest wiekszy (tzn. wykres ma
wieksze nachylenie”.

Jesli f ma minima i maksima, a takze przedziaty wkleslosci i wypuktoéci, to nie ma
zadnej gwarancji, ze cigg wyprodukowany metodg stycznych (1) w ogéle bedzie zbiezny,
(2) bedzie zbiezny akurat do tego pierwiastka réwnania f(c) = 0, ktory lezy najblizej
punktu z;. Jeden z mozliwych prostych przykladéw takiej sytuacji przedstawiony jest
na rysunku. Pelna i kompletna analiza zachowan takich ciggéw dla réznych wyboréw
x1 i dowolnych funkeji f dwukrotnie rézniczkowalnych jest, w ogélnosci, zagadnieniem
wykraczajgcym poza mozliwosci wspélczesnej matematyki. Takimi problemami zajmuje
sie dziedzina, nazywana teoriq uktadow dynamicznych.



Dodatek B

Pakiety do obliczen
symbolicznych

napisali: Michal Jézwikowski, Stawomir Kolasinski

B.1 Wprowadzenie

B.1.1 Programy typu CAS

Niniejszy dodatek ma na celu zaprezentowanie sytuacji, w ktérych obliczenia kompu-
terowe ulatwiajg rozwigzywanie probleméw matematycznych. Oczywiscie komputer nie
moze zastgpié cztowieka w procesie uzasadniania i dowodzenia réznych twierdzen mate-
matycznych. Moze jednak przeprowadzi¢ za nas zmudne obliczenia. Niekiedy sama obser-
wacja wystarczajgco duzej porcji danych eksperymentalnych pozawala wyciggaé wnioski
natury ogélnej i naprowadza na poprawne rozwigzanie zadania. Zaprezentujemy tutaj
przyktady podobnych sytuacji.

Obecnie mamy do dyspozycji wiele narzedzi do prowadzenia obliczerr na komputerach.
Sa to programy typu CAS - z angielskiego Computer Algebra System. W [2] mozna znalezé
liste istniejgcych narzedzi tego typu wraz z podsumowaniem ich mozliwosci. Wiele z nich
jest dostepnych jako wolne oprogramowanie, a funkcjonalnos¢ wiekszosci jest w zupetno-
Sci wystarczajgca do naszych zastosowan.

W niniejszym skrypcie bedziemy postugiwaé sie dwoma programami: komercyjnym
Mathematica oraz wolnym Maxima. Program Mathematica w wersji 6.0.1.0 jest dostepny
dla studentéw wydziatu MIM w laboratorium komputerowym na maszynie students. Pro-
gram Maxima kazdy moze zainstalowaé na wlasnym komputerze na zasadach wolnego
oprogramowania. Warto tez wspomnie¢ o narzedziu [9] dostepnym za darmo w formie ser-
wisu internetowego. Serwis ten potrafi wykonywac¢ podstawowe operacje matematyczne
jak obliczanie granic funkgcji, rézniczkowanie, calkowanie i wiele wiecej.

Skrypt podzielony jest na czesci, ktérych objetosé powinna odpowiadaé¢ mniej wiecej
jednym zajeciom laboratoryjnym. Na poczatku kazdej czesci podajemy wtasciwy dla niej
zakres materialu, a takze podstawowe polecenia programu Mathematica, ktére Czytel-
nik powinien przyswoi¢. Zazwyczaj nie bedziemy komentowaé tresci i skladni komend,
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uwazajac ze przyklady ich praktycznego uzycia sg same w sobie dostatecznym wyjasnie-
niem. Domyslnie wszystkie obliczenia prowadzimy w Mathematice'. Aby przepisaé je do
programu Maxima nalezy uzyé slownika podanego na poczatku kazdej czesci. Niektore
polecenia nie posiadajg swoich odpowiednikéw, lecz przy odrobinie wysitku mozna je sa-
memu zaimplementowaé. W zadaniach do samodzielnego rozwigzania mogg takze poja-
wic sie nieopisane w skrypcie funkcje. Czytelnik sam bedzie musial znalezé¢ odpowiednie

definicje w dokumentacji dostepnej w internecie, patrz [5] oraz [7].

B.1.2 Obliczenia symboliczne

Nowe umiejetnosci: operacje algebraiczne, obliczenia numeryczne, przeksztalcanie wy-
razen, funkcje elementarne, definiowanie wtasnych funkcji.

Skrypt: Rozdzialy 1.1, 3, 4.4.14.5.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz

2-4"5/7 2-4"5/7 arytmetyka

2 3%7 2%3%7 mnozenie w  Mathematice
mozna zapisac * lub spacja

N[Pi], N[Pi,5] bfloat (%pi), warto§¢ numeryczna liczby

thy Totoy Yoot
Simplify,FullSimplify

Sin[x],Exp[x],Log[x]
Tan[x], ArcSin[x]...
Expand
Collect

Factor
Together
Apart

flx_]:=x"3
Clear [f]

fpprec: 5; bfloat(%pi)
%, hth (D)

ratsimp, trigsimp,
radcan, fullratsimp,
sin(x),exp(x),log(x)
tan(x), asin(x)...
expand

facsum

factor
ratsimp
partfrac

f(x):=x"3
kill(f)

(z ilo$cig cyfr znaczacych)
uzycie poprzednich wynikéw
upraszcza wyrazenie

funkcje elementarne

wymnaza wyrazenie
porzadkuje wyrazenie wzgle-
dem poteg

sprowadza wyrazenie do po-
staci iloczynowe;j

sprowadza utamki do wsp6l-
nego mianownika

rozklada na ulamki proste
funkcje uzytkownika

usuwa definicje zmiennej

W tym rozdziale oméwimy podstawy prowadzenia obliczen, przeksztalcania wyra-
zen i uzywania funkcji w programie Mathematica. Przedstawimy tu w sposéb syste-
matyczny szereg prostych operacji i procedur, ktére bede uzywane w dalszej czesci ni-
niejszego skryptu. Ich stosowanie jest zazwyczaj intuicyjne, dlatego tez pominiecie tego

W wersji 7.0.1.0 dostepnej na wydziale MIM.
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rozdzialu nie powinno mieé wptywu na zrozumienie pozostalych. Niemniej polecamy go
szczegolnie tym Czytelnikom, ktérzy jeszcze nigdy nie uzywali programéw typu CAS.

Prowadzenie obliczerr z uzyciem podstawowych operacji algebraicznych (dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie) jest bardzo naturalne i nie wymaga spe-
cjalnych wyjasnienn. Drobnym niuansem jest fakt, ze w programie Mathematica znak
mnozenia ,*” mozna zastgpié¢ spacja (przez co uzycie jest prostsze i bardziej zblizone do
obliczen ktére wykonujemy na pismie). Przykladowo

5%7 + 4/3 + (2 3 - 1/3)"3

daje w wyniku %?4. Wartos¢ numeryczna tego wyniku to okoto 218.296. Mozemy to obli-

czy¢ wpisujac polecenie
N[%].

Uzyli$my tutaj N[...], czyli funkcji zwracajgcej warto$¢ numeryczng liczby i symbolu 7%,
ktory zastepuje ostatni obliczony wynik. Operacje % mozemy iterowaé, a dokladnos$é nu-
meryczng zwiekszaé?, przykladowo

N[%%,10]

zwroéci wartosé 218.2962963.

Co wazne, programy typu CAS umozliwiajg przeprowadzanie obliczent symbolicznych
na tzw. zmiennych ogélnych. Wpiszmy

57 + 5 x + 3y - (2 x + 3).
Mathematica sama uprosci to wyrazenie do postaci 32 + 3z + 3y. Przy okazji warto za-
znaczyé, ze rachunek symboliczny wymaga pewnej ostroznosci. Poré6wnajmy nastepujace

dwie komendy:

X+x 2
X+x2.

W pierwszym przypadku program zwréci wynik 3z, interpretujgc spacje jako mnozenie.
W drugim Mathematica traktuje napis x2 jako nazwe nowej zmienne;j.

Gdy zajmujemy sie¢ bardziej skomplikowanymi wyrazeniami do uzyskania uproszczo-
nej formy wyniku konieczne moze by¢ uzycie polecenia Simplify lub FullSimplify. Przy-
ktadowo wyrazenie

5¥7 + 5 x +3y - (2x+ 3)/3
nie redukuje sie samoczynnie do prostszej postaci. Ale juz

Simplify [%]

’Domyslnie Mathematica podaje wynik z dokladnoscig do szesciu cyfr znaczacych.
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zwraca uporzgdkowany wynik 34 + 132 4 3y.

Mathematica obstuguje calg palete funkcji elementarnych (Exp, Log, Sin, Cos, Tan, Cot,
Sqrt, ArcSin, Sinh, itd.). Ich nazwy sg albo, jak w wymienionych przykladach, takie same
jak standardowo uzywane oznaczenia, albo tez sg opisem funkcji w jezyku angielskim (na
przyklad Floor, Ceiling, IntegerPart itp.). Podobnie jak z prostymi wyrazeniami symbo-
licznymi, réwniez w przypadku funkcji, komputer potrafi sam, lub po zachecie komendg
Simplify, dokona¢ pewnych uproszczen. Przyktadowo,

Exp[Sin[ArcCos[x]]] + Logl[x~5] + Sin[2/3 Pi]
Simplify[Sin[x]~2-Cos[x]~2].

W powyzszym przykladzie uzyliSmy symbolu Pi na oznaczenie liczby 7. R6wniez inne
wazne stale matematyczne, takie jak liczba urojona i, nieskoriczono$¢ oo, liczba e, czy
liczba Eulera v, oznaczamy w programie Mathematica w sposéb intuicyjny:

I, Infinity, E, EulerGamma

Wracajac do tematu redukcji wzoréw do prostszej postaci, warto pamietac ze niekto-
rych wyrazen Mathematica nie uprosci bez dodatkowych zalozen. Najczestszym powodem
jest fakt, ze dla programu domys$lng dziedzing funkcji jest ptaszczyzna zespolona C, a nie
prosta rzeczywista R. Dodatkowe zalozenia mozemy dodaé na kilka réwnowaznych spo-
sobow. Warto to przesledzi¢ na przyktadach:

Simplify[Sqrt[x~2], Element[x, Reals]]
Simplify[Sqrt[x~2], Assumptions -> {x < 0}]
Assuming[x > 0, Simplify[Log[x~5]1].

Do przydatnych narzedzi rachunkowych nalezg polecenia: Expand, Collect, Factor,
Together i Apart, ktore czesto pomagajg zaoszczedzié nieprzyjemnych rachunkéw zwig-
zanych z przeksztalcaniem wzoréw. Pierwsze z omawianych polecen stuzy do rozwijania
wyrazenia poprzez wymnozenie nawiaséow. Wpiszmy

Expand[(x + y)~3 + (2 x + 5 y)~2].

Dostalismy wynik w postaci sumy. Mozemy go teraz w prosty sposéb uporzadkowaé wzgle-
dem poteg y:

Collect[%,y].

Komenda Factor jest odwrotno$cig Expand i stuzy do sprowadzania wyrazenia do po-
staci iloczynowej (o wspélczynnikach wymiernych). Na przyktad Factor[x~2 + 5 x + 4]
rozlozy dany wielomian na czynniki stopnia pierwszego. Ostatnie dwie z wymienionych
wczesniej komend stuzg do przeksztalcania utamkoéw i funkcji wymiernych. Together po-
zwala sprowadzi¢ wyrazenia do wsp6lnego mianownika, natomiast Apart szuka rozkladu
na utamki proste. Czytelnik moze zaobserwowaé dzialanie tych funkcji wpisujac kolejno
polecenia

a=x+ (x+2)/((x2 - 3) (x72))
Together[al
Apart[a].
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Na koniec warto wspomnie¢ o definiowaniu wlasnych polecen i oznaczen. W poprzed-
nim przykladzie przypisaliSmy zmiennej a wartosé = + % Od tej pory a bedzie
stale przypisana taka wtasnie wartosé, w zwigzku z czym, na przyklad, polecenie

Simplify[x~2 (x72-3) a]

zwréci jako wynik wielomian 2 + = — 323 + 2°. Warto pamigtaé, ze napis ,a=b” nie jest
dla programu Mathematica zdaniem logicznym, tylko operacjg przypisania zmiennej a
wartosci b. Natomiast podwdjny znak réwnosci a==b program potraktuje jako pytanie
o warto$¢ zdania logicznego ,a = b”. Czytelnik moze latwo sprawdzi¢ réznice wpisujgc
polecenia 2=3 oraz 2==3 i poré6wnujgc odpowiedzi programu.

Przypiszmy teraz zmiennej x warto$é 2. W konsekwencji zmianie ulegnie réwniez
zalezna od x warto$§¢ zmiennej a:

x=2
a.

Przypisywanie zmiennym wartosci, a nastepnie traktowanie ich jakby byly zmiennymi
wolnymi to jedna z najczestszych przyczyn bledéw. Przykladowo, jezeli bedziemy chcieli
teraz wykonaé pewng operacje na funkcji zmiennej =, wynik moze nie byé tym czego ocze-
kiwali$my. Procedura

Simplify[Sin[x]~2 - Cos[x]~2]

zamiast oczekiwanego — cos(2x) zwrdéci wynik obliczony w punkcie = = 2. Aby wyczyscié
warto$¢ przypisang zmiennej uzywamy komendy Clear [a] (mozna tez brutalnie zrestar-
towac jadro programu poleceniem Exit[]). Dla unikniecia bledéw przydatne moze by¢
zapytanie 7a, ktore pozwala sprawdzié jaki jest obecny status danego symbolu lub pole-
cenia.

Mathematica pozwala tez definiowaé uzytkownikowi wlasne funkcje i procedury. Oto
skladnia takiej operacji:

flx_]:=x"3+2.

Zdefiniowalismy w ten sposéb funkcje wielomianowg f(z) = 2% + 2. Dalej mozemy swo-
bodnie wykonywac operacje na tej funkcji postugujac sie oznaczeniem f(x). Przykladowo
wielkos$é f [f [y]] bedzie teraz wielomianem dziewigtego stopnia zmiennej y, natomiast
f[1] da w wyniku 3.

B.2 Granice ciaggéw i funkcji

B.2.1 Obliczanie prostych granic

Nowe umiejetnosci: obliczanie granic ciggéow i funkcji, petla for.

Skrypt: Rozdzialy 2 i 5.
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Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz
Limit[Sin[x],x->1] limit(sin(x), x, 1) granica funkcji
For [start,test,krok,ciato]l | for zmienna: start petla for

while test do ciafo;

done

Programy typu CAS §wietnie radzg sobie z obliczaniem granic funkcji elementarnych
w danym punkcie. Dla przykladu, wykorzystujac program Mathematica mozna szybko
obliczyé granice

ot 43224 LoV +1-1
hm e E— oraz hm —_—
z——1 x+1 z—0 2 + 25

wpisujgc

Limit [(x~4+3*x~2-4)/(x+1) ,x->-1]
Limit [(Sqrt[x~2+1]-1)/(Sqrt[x~2+25] - 5),x->0].

Komputer poradzi sobie réwniez z bardziej skomplikowanymi przykladami

im (2T - o) te(m) b tim X
im im(l—x Iz im —m— .
xz—o0o \ 3z + 1 Tzl 8172 z—Z Sinx — cosx

Wystarczy wpisac

Limit[((3x - 1)(3x + 1))~ (2x-5), x->Infinity]
Limit[(1-x)Tan[x*Pi/2], x->1]
Limit [Cos[2x]/(Sin[x] - Cos[x]), x->Pi/4].

Trzeba jednak uwazaé, gdyz odpowiedz podawana przez programy CAS bywa btedna. Np.
wpisujac w Mathematica

Limit [Sqrt[1 - Cos[x]]/Sin[x] , x->0]

otrzymamy odpowiedz %, podczas gdy powyzsza granica nie istnieje®. Latwo to spraw-
dzié, obliczajgc granice jednostronne

fx_]:=Sqrt[l - Cos[x]]/Sin[x]
Limit [f[x], x->0, Direction -> 1]
Limit [f[x], x->0, Direction -> -1].

Zauwazmy, ze dla wygody w powyzszych obliczeniach zdefiniowali§my funkcje f(x) :=

v/ 1—cos(z)

sin(x)

3Domyslnie Mathematica oblicza granice prawostronna.
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Do tej pory obliczaliémy granice funkcji elementarnych, z ktérymi komputery radzg
sobie bardzo dobrze. O wiele gorzej sprawy sie¢ majg gdy przejdziemy do granic funkcji
nieelementarnych. Sprébujmy obliczy¢ granice

. 1
lim | 2]
Whpisujemy Limit [x * Floor[1/x], x->0],lecz to nie daje zadnego rezultatu. Mathema-
tica nie jest w stanie tego obliczyé, podczas gdy kazdy student matematyki w mgnieniu
oka poda poprawng odpowiedz.

Programy CAS nie radzg sobie tez najlepiej z obliczaniem granic ciggéw liczbowych,
gdy parametr z ktérym przechodzimy do granicy przyjmuje tylko wartosci naturalne.
W Mathematica mamy do dyspozycji stowko Assumptions, ktére pomaga nam w takich
sytuacjach

Limit[Sin[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]]
Limit [Cos[2#Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Jednak juz ponizsza granica nie zostanie obliczona prawidtowo
Limit [Cos[Pi*n], n->Infinity, Assumptions->Element[n,Integers]].

Zobaczmy, co sie stanie, gdy poprosimy komputer o obliczenie granicy 11141_1 sin(z?),
T—r+00

ktéra nie istnieje:
Limit[Sin[x~2], x -> Infinity].

W odpowiedzi Mathematica podata przedzial Interval[{-1, 1}] do ktérego nalezg war-
tosci rozwazanej funkcji. Mozna sprawdzié, ze kazda liczba z tego przedzialu jest granicg
ciggu sin(x2) dla pewnego ciggu x,, — +oc.

Dla pelni obrazu wspomnijmy jeszcze o jednym ciggu

an = nsin(2men!) .

Granicy a,, przy n — oo Mathematica nie obliczy. Co wiecej, nawet wypisywanie na kom-
puterze dowolnie wielu kolejnych elementéw tego ciggu nic nie pomaga. Mozna to zrobié
uzywajac petli For oraz polecenia N zwracajgcego wartosé numerycznag liczby:

For[n = 1, n<100, n++;Print[N[Sin[2 Pi E n!']]]]

W wypisanym wyniku nie widaé zadnych prawidtowosci. W tym przyktadzie btedy popel-
niane przez komputer przy obliczaniu wartosci a,, sg na tyle duze, ze nie pomagajg nam
wyznaczyé granicy. Zainteresowany Czytelnik moze sam sprébowac obliczy¢ te granice
wykorzystujgce fakt, ze e = Y 32 4 oraz to, ze sin(2kw + z) = sin(z) dla k € Z.
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Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.1. Obliczy¢ nastepujgce granice wspomagajgc sie oprogramowaniem CAS

N1/n
lim (n) ) lim nsin(1/n), lim /7,
n—o00 n n— 00 x—0

2" 2n)!
lim z/*, lim —= , i ﬂ7
‘ 1/TL
lim (2n)! )
n—0o (n!)2
Zadanie B.2. Obliczyé¢ nastepjgcg granice wspomagajac sie oprogramowaniem CAS
D iy i

lim =~"""——.
w3 i+ D)

Zadanie B.3. Obliczyé nastepjaca granice wspomagajac sie oprogramowaniem CAS

. 1
lim n E 5
n—o00 — n—+1

1=

B.2.2 Ciagi rekurencyjne

Nowe umiejetnosci: badanie ciagéw rekurencyjnych, rozwigzywanie rownan.
Skrypt: Rozdziat 2

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz

Solve[f [x]==0,x] solve (f(x),x) rozwigzywanie réwnan
Reduce[f [x]>g[x],x] | brak rozwigzywanie nier6wnosci
Simplify [formuta] radcan (formuta) upraszczanie wyrazenia

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy jak w programach typu CAS obliczaé¢ granice
prostych funkgcji oraz kiedy nie da si¢ tego zrobié. W tym paragrafie zobaczymy jak wyko-
rzystaé komputer do badania ciggéw zdefiniowanych rekurencyjnie. W tej sytuacji odpo-
wiedni program moze okazac sie niezastgpiony gdyz obserwacja wystarczajgco wielu po-
czatkowych elementéw ciggu czesto pozwala nam wyrobic sobie wlasciwg intuicje i zgad-
ngc rozwigzanie.

Zadanie B.4. Ciag a, o wyrazie poczatkowym a; = % zadany jest rekurencjag

%H=1<%+5>. (B.1)

2 Qan,

Zbadac¢ zbieznosé tego ciggu i obliczy¢ ewentualng granice.
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Rozwigzanie:
Poniewaz zalezno$¢ (B.1) daje sie zapisa¢ w postaci a,+1 = f(ay) zacznijmy od zdefinio-
wania odpowiedniej funkcji

flx_] :=1/2 (x + 5/x).
Dla nabrania intuicji mozemy wypisac¢ kilkanascie pierwszych wyrazéw ciggu.

al1] = 0.2;
For[i=1, i<15, i++, al[i+1]=f[alil]; Print([N[a[i]]l]l].

Jak widzimy wyniki szybko stabilizujg sie blisko liczby 2, 23607. Spodziewamy si¢ zatem,
ze nasz cigg bedzie zbiezny do skoniczonej granicy g ~ 2,23607. Oczywiscie jesli takie g
istnieje, to musi spetniaé réwnanie* g = f(g). By znalezé g wpisujemy

Solve[f [x]==x, x].

Wynikiem sg dwa rozwigzania ¢ = ++/5. Jest jasne, ze startujgc z a; > 0 nigdy nie
dostaniemy a,, < 0, a zatem mozemy odrzuci¢ ujemne rozwigzanie. Zostal nam jeden
kandydat na granice g = /5 ~ 2.23607.

Czesto owocnym pomystem bywa badanie monotonicznoéé rozwazanego ciggu®. Inte-
resuje nas odpowiedz na pytanie kiedy a,,+1 = f(an) > a,?

Reduce [{x>0, x<f[x]}, x].

Okazuje sie, ze ma to miejsce doktadnie wtedy, gdy a,, € [0,/5). Zbadajmy z kolei, kiedy
ten warunek ma miejsce.

Reduce [{x>0, f[x]<Sqrt[5]}, x].

Wynikiem jest False, co oznacza, ze dla wszystkich = > 0 zachodzi f(x) > /5 (Czytelnik
zechce to udowodnié na bazie nier6wno$ci pomiedzy srednimi).

Podsumujmy nasze rozwazania. Wiemy, ze f(x) > /5 o ile tylko = > 0. Wobec tego
wszystkie wyrazy ciggu a,, poczawszy do as = f(a;) bedg nie mniejsze niz /5. Ponadto,
jezeli x > /5 to f(z) < x, a zatem poczawszy od n = 2 bedziemy mieli

Ap4+1 = f(an) < ap.

Ciag a, jest zatem nierosngcy poczgwszy od n = 2 i jednoczesnie ograniczony z dotu (na
przyktad przez 0, ale tez przez \/5), wiec zbiezny. Jego granicg jest oczywiscie g = /5
wyznaczone wczesnie;j.

Na koniec dwie uwagi. Ciekawym pomystem bywa czesto zamiana badanego ciggu a,,

an

na cigg a,, — g lub %", gdzie g jest kandydatem na granice. W rozwazanej sytuacji b,, := N

1 1
by = = (bn+ —
=3 (bt
“Wynika to z cigglosci f.

SPonownie obserwacja empiryczna moze tutaj poméc — sprébuj wypisaé poczatkowe wyrazy ciggu z wiek-
szg dokladno$cig numeryczng.

spelnia rekurencje
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o analogicznych wlasno$ciach jak poprzednio, ale nieco prostszg do badania.

Czesto warto takze zwizualizowac sobie przebieg funkcji zadajgcej rekurencje na wy-
kresie (wiecej na ten temat w podrozdziale B.3.1).

wykres = Plot[{f[x], Sqrt[5], x}, {x, 0, 15}].

Wyznaczone wezesniej wtasnosci funkeji (f(z) > /5, f(z) > = dla z > v/5) do$é tatwo zin-
terpretowaé na powyzszym rysunku. ZaznaczyliSmy tez tam dodatkowo punkty o wspét-
rzednych (ay,,a,+1 = f(a,)) dla kilku poczgtkowych wyrazéw ciggu. Ukladajg sie one na
tamanej zbiegajgcej do punktu (v/5,v/5 = f(1/5). Czy potrafisz zinterpretowaé te lamang?

Zadanie B.5. Zbadac zbieznosé ciggu
ag=a, an+1:ai—4an—|—5

w zalezno$ci od parametru a.

Rozwigzanie:

Majac juz pewne obycie z podobnymi ciggami obserwujemy, ze nasz cigg ma postac a,,+1 =
f(an), gdzie f(z) = 2? — 4z + 5. Spodziewamy sie, ze cigg ten bedzie zbiezny do pewnego
punktu stalego f, tzn. ze granica g bedzie spelnia¢ ¢ = f(g). Oczywiscie jesli a,, jest
zbiezny do skoriczonej granicy g, to musi zachodzié r6wnoéé® g = f(g).

Solve[x~2 - 4x + 5 == x, x].

Mamy dwa rozwigzania, czyli dwéch kandydatéw na granice

5—-+5 545

~ 1.38 oraz

~ 3.61.
2 2

Oczekujemy, ze ustalajgc wartosé ap = a pomiedzy tymi dwoma liczbami uzyskamy cigg
zbiezny do jednej z nich. Postepujgc standardowo musimy pokazaé, ze nasz cigg jest ogra-
niczony i monotoniczny. Zeby oszczedzi¢ sobie trudu, wypiszmy kilka pierwszych wyrazéw
a, dlaag=1,5

6Wynika to z ciagtosci f.
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al0]=1.5

flx_]1:=x"2 - 4x + 5

For[i=1, i<15, i++, alil=flal[i-1]1]1]
For[i=0, i<15, i++, Print[al[i]]].

W wyniku dostaniemy nastepujacy cigg liczb

.5

.25
.5625
.19141
.65382
.11984
.77469
.05077
.90104
.00979
.98051
.00038
.99924

I N N N
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Widac¢ teraz, ze nasz cigg nie jest monotoniczny. Obserwujgc pierwsze 15 wyrazéw mo-
zemy ponadto wyciggna¢ wniosek, ze cigg a,, oscyluje pomiedzy wartoscig 11 2. Zmieniajgc

warto$¢ ap mozemy obserwowac co sie dzieje jesli startujemy z innego miejsca.

Zadanie B.6. Obliczyé warto$¢ pierwszych 20 wyrazéw ciagu a,, dla

e ap=3(5++5)—0.01
e ap=1(5++/5)+0.01
e ap=1(5—+/5)—0.01
e ap=3(5—-+5)+0.01
e ap=13(5-+5)—1-0.01
e ap=1%(5-+5)—1+0.01

Uwaga 1. Przy wypisywaniu wartosci liczbowych warto skorzystaé z funkeji N[...].

W wyniku poczynionych obserwacji mozemy pokusié¢ sie o nastepujgce
Stwierdzenie.

o Jesli ag = %(5 +/5), to cigg a,, jest staly.

o Jesliap € (35— v5)—1,3(5—+5)) U (3(5—V5),3(5+ Vb)), to cigg a, ma dwa
zbiezne podciqgi as, oraz as, 1. Jeden z tych podciggow zbiega do 1, a drugi do 2.
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o Jesli ap < (5 —/5) — 1 bgd# ag > (5 + V/5), to cigg a, rozbiega do +oc.

Oczywiscie nie mamy jeszcze dowodu, a jedynie empiryczne obserwacje. Sciste uzasad-
nienie powyzszego stwierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi. Przydatne mogg by¢ naste-
pujace uwagi:

e Chcac badac ciagi a9, i a2,—1 Warto wykonac¢ nastepujgce operacje

flx_]:=x"2 - 4x + 5
Simplify [f [f[x]]]
Solve[f[f[x]] == x, x].

Pomoze nam to udowodni¢ monotonicznos$¢ podciggoéw as, i agp—1.
e Dla ayp w przedziale (%(5 —/5) — 1, 1) warto obliczyé a; i w ten sposéb sprowadzié
ten przypadek do wczesniej rozpatrzonych.
Problemy do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie B.7. Rozwazmy cigg Fibonacciego F,, zadany rekurencyjnie

Fn+2:Fn+1+Fn

Fn
Fn+1 :

dla warto$ci poczatkowych F; = F, = 1. Zbadacé zbiezno$¢ ciggu z,, :=

Zadanie B.8. Zbada¢ zachowanie ciggu
ap = a, an+1:a%—9an+20
w zalezno$ci od parametru a.

Zadanie B.9. Zbadaé¢ zachowanie ciggu

— _ 3.2 11
ap = a, pt1 = —50, + 5ap — 2

w zaleznosci od parametru a.

Zadanie B.10. Zbadaé zachowanie ciggu
apg = a, an+1=%ai—§an+8

w zalezno$ci od parametru a.

Zadanie B.11. Zbadaé zachowanie ciggu

ag = a, an+1 = 350

%an—l

w zaleznosci od parametru a.
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B.2.3 Rekurencje liniowe

Nowe umiejetnosci: rozwigzywanie ogélnych rekurencji liniowych.
Skrypt: Rozdziat 2.

Ponizsze zadanie postuzy nam jako pretekst do dosé ogélnych rozwazan i wyciggania
wnioskéw na temat rekurencji liniowych.

Zadanie B.12. Znalez¢ wzor jawny na n-ty wyraz ciggu rekurencyjnego

Gnt2 = 20n+1 + 2ay, (B.2)
a) = 1 as = 4. (BS)

Rozwigzanie:
Jedli nie dysponujemy lepszym pomystem mozemy zaczgé od wypisania kilkunastu po-
czagtkowych wyrazéw ciggu. Byé moze patrzac na wyniki wpadnie nam co$ do glowy.

al1l=1, a[2]=4
For[i=2, i<15, i++, al[i+1] =2 a[i]l+2 ali-1];Print[a[i]]].

Podstawowg obserwacjg jaka sie¢ nasuwa jest to, ze ciag a,, szybko rosnie. Sprébujmy
zbada¢ charakter tego wzrostu: czy cigg zachowuje sie¢ podobnie do ciggu n®, czy raczej
jak cigg geometryczny ¢"? Ciekawego spostrzezenia mozemy dokonaé badajgc na przyktad
ilorazy sagsiednich wyrazéw:

For[i=2, i<15, i++, Print[N[a[il/ali-11]11.

Okazuje sie, ze warto$ci tych ilorazéw dos$¢ szybko stajg sie bliskie liczbie 2, 73205. Wi-
dzimy zatem, ze nasz cigg zachowuje sie podobnie do ciggu geometrycznego o przyroscie
2,73205. Postawmy zatem pytanie czy cigg geometryczny a, = ¢ moze spelniaé reku-
rencje postaci (B.2)? Wstawiajgc a,, w powyzszej postaci do (B.2) dostaniemy réwnanie
"2 = 2¢"*! 4 ¢". Po odrzuceniu mato interesujgcego przypadku ¢ = 0 otrzymamy réw-
nanie kwadratowe’

¢ =2q+2,

ktérego pierwiastkami sg ¢; = 1 — /3 = —0, 73205 oraz ¢ = 1+ /3 ~ 2, 73205 (oczywiscie
to réwnanie takze mozna rozwigza¢ za pomocg programu Mathematica uzywajgc funkcji
Solve). Drugi ze znalezionych pierwiastkéw wyglada znajomo — to liczba wyznaczona
do$wiadczalnie przy badaniu ilorazéw sgsiednich wyrazéw w ciggu! Zobaczmy zatem jak
bardzo podobny jest ciag a, do ciggu geometrycznego (1 + /3)"?

For[i=2, i<15, i++, Print([N[a[i]l/(1+Sqrt[3])~i]]1].

"Réwnanie to nazywamy réwnaniem charakterystycznym rekurencji (B.2).
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Jak widzimy powyzsze ilorazy robig si¢ coraz blizsze liczbie % Zbadajmy zatem jak za-
chowuje sie¢ ciag b, := a,, — %(1 +1/3)" powtarzajgc rozumowanie uzyte do badania ciggu
Q.

bln_]:=aln]-1/2(1+Sqrt[3])n
For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[il]1]]
For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[il/b[i-11]11].

Co ciekawe, ciag b,, zachowuje sie podobnie jak ciag geometryczny o postepie —0.732051 ~
1 — /3! Sprawdzmy jak wyglada odpowiedni iloraz:

For[i=2, i<15, i++, Print[N[b[i]l/(1-Sqrt[3])~ill].

7 uzyskanych wynik6w mozna wnioskowaé, ze b, = %(1 —/3)", skad oczywiscie

an = (14 VE) + 2 (1 VA" (B.4)

Rzecz jasna przeprowadzone wyzej obliczenia nie sg dowodem matematycznym, tylko pro-
cedurg pozwalajgcg wyrobic¢ sobie pewne intuicje i znalezé odpowiedniego kandydata na
rozwigzanie. Czytelnik zechce samodzielnie przeprowadzi¢ prosty dowéd indukceyjny, ze
cigg opisany wzorem (B.4) faktycznie spelnia warunki (B.2) i (B.3).

Warto jednak przyjrzeé si¢ postaci wyniku i pewnym elementom naszego rozumowa-
nia. To, co wykazali§my $ciéle, to fakt, ze ciagi ¢ i ¢5 spelniaja rekurencje (B.2). Nato-
miast rozwigzanie (B.4), ktére spelnia dodatkowo warunki poczgtkowe (B.3), jest pewng
kombinacjg liniowg aq}’ + bg} tych szczegélnych ciggéw. Chwila zastanowienia wystarczy,
by wszystko wyjasnié — poniewaz rekurencja (B.2) jest liniowa, wiec jezeli dwa ciagi a,, i
a;l ja spelniaja, to kazda ich kombinacja liniowa tez bedzie jg spelnia¢. Wystarczy teraz
znalezé takg kombinacje, ktéra bedzie spetniala warunki poczgtkowe (B.3)!

Dysponujac powyzszg wiedzg mozemy rozwigzaé pokrewne problemy znacznie szyb-
ciej. Dla przyktadu rozwigzmy rekurencje

Upy2 = 2041 + 2ay,
a] = 1 as = 2.

Wiemy juz, ze rozwigzania nalezy szukaé w postaci a,, = a(14v/3)" +b(1 —/3)", a wspél-
czynniki a i b nalezy dobra¢ tak, zeby spelnione byly warunki poczgtkowe.

Solve[{a(1+Sqrt [3])+b(1-Sqrt[3])==1,
a(1+8Sqrt[3]) ~2+b(1-8qrt[3]) ~2==2},{a,b}]

. . . _ 34+V3 i 1 .
Rozwigzaniem jest a = 5(11v3) ib= 273> a wigc
3+V3 -1
an = ———(14+V3)"+ —(1—V3)".
6(1—|—\/§)( ) 2\&( )

W istocie to co zrobiliSmy wyzej mozna zgrabnie uogélni¢ w nastepujgcy sposéb.
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Twierdzenie 1. Zatézmy, ze ciqg x.,, spetnia rekurencje
Tp+2 = Az + By,
z warunkami poczqtkowymi xi i xo. Zatézmy, Ze rownanie charakterystyczne
¢*=Aq+ B

ma doktadnie dwa rézne pierwiastki rzeczywiste q1 i 2. Wowczas n-ty wyraz ciqgu x,, dany
Jjest wzorem

Tn = aqy + bgy,
gdzie liczby a i b sq rozwiqzaniami uktadu réwnarn liniowych

aqi +bge = x1

aqi + bgs = xo.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.13. Znalezé wzor na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego

Fn+2:Fn+1+Fna
F=FK=1.

Fn

Korzystajac z wyniku obliczy¢ granice ciggu z, := o

zadania z poprzedniego podrozdziatu.

Poréwnaé wynik z wynikiem

Zadanie B.14. Rozwigzaé rekurencje

bn—i—? = 2bn+1 + an - 37
b1 =2 by=5.

Wskazéwka: Rozwazy¢ ciag a, = b, + c i dobraé c tak, aby pozbyé¢ sie wyrazu wolnego
w zaleznosci rekurencyjnej. Zaproponowac ogélng metode rozwigzywania rekurencji po-
staci

Tpy2 = Axpy1 + Bry, + C.

Zadanie B.15. Udowodnié twierdzenie 1.

Zadanie B.16. Co si¢ stanie, gdy w twierdzeniu 1 réwnanie charakterystyczne ma pier-
wiastek podwdjny (na przyktad dla rekurencji a,12 = 2a,+1 — a,)? Czy mozna wtedy
zawsze rozwigzaé rownanie na wspélczynniki a i b? Dlaczego nie? Sprébuj znalezé ogélng
postac rozwigzania w takiej sytuacji. Co sie dzieje gdy rownanie charakterystyczne ma
pierwiastki zespolone (na przyktad dla rekurencji b, 10 = —b, 11 — b,)?

Zadanie B.17. Powtérzyé¢ rachunki z rozwigzania zadania ze strony 285 wypisujac wie-
cej wyrazow ciagow a,, i b, (powiedzmy 50). Zaobserwowad, ze ilorazy bb—fl przestajg byé
bliskie —0.732051 dla n > 20. Dzieje sie tak dlatego, ze liczby b, obliczane sg z pewng
skoniczong dokladno$cig. Poniewaz cigg b,, zbiega do O (i to szybko), w pewnym momen-
cie doktadnosé staje sie poréwnywalna z rzeczywistymi wartosciami b,, i drobne btedy
w wartosci b,, przekladajg sie na duze bledy w ilorazie. Zobacz, ze numeryczne wartosci
ilorazu zmieniajg znak z ujemnego na dodatni, co oczywiscie nie powinno mieé miejsca.
Warto pamietaé o problemach tego typu i nie ufaé bezkrytycznie liczbom podawanym
przez komputer.
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Zadanie B.18. Mathematica dysponuje procedurg RSolve [réownanie,ciqg,indeks], ktéra
stuzy do rozwigzywania rekurencji. Przykladowo, do obliczenia wzoru ogélnego na reku-
rencje rozwazang na poczatku tego rozdziatu sktadnia powinna wygladaé nastepujaco:

RSolve[{a[n+2] ==2 a[n+1]+2 aln], all1]l==1, a[2]==4}, aln], n].
Uzyé powyzszej funkcji do sprawdzenia, czy wyniki uzyskane w poprzednich zadaniach

sg prawidlowe. Sprobowaé uzy¢ tej funkcji do wyliczenia ogélnych wzoréw na rekurencje
rozwazane w poprzednim rozdziale.

B.2.4 Fraktale

Nowe umiejetnosci: okruchy wiedzy o fraktalach.

Nowe funkcje:
Mathematica Maxima Komentarz
While [test,body] for zmienna: start petla while
while test do body; done
Table[expr,{min,max,krok}] | makelist(expr, zmienna, | tworzenie tabeli z wyni-

min, max) kami operacji
ArrayPlot [tabela] Plot2d([discrete,listal, wykres na podstawie
) danych z tabeli/listy

Zbiory fraktalne (albo fraktale) to obiekty cechujgce sie¢ pewnym samopodobienistwem.
Jednym z najbardziej znanych przykladow takich zbioréw jest krzywa tréjkgtowa Sier-
piriskiego — bedgca symbolem polskich Olimpiad Matematycznych. Teoria zbioréw frak-
talnych zaczela rozwijaé sie w latach 70tych w duzej mierze dzieki mozliwo$ciom oblicze-
niowym komputeréw. W tym podrozdziale pokazemy jak tworzy¢ takie zbiory z uzyciem
oprogramowania CAS. Wiecej informacji na temat fraktali znajdzie Czytelnik w mono-
grafii [3].

W podrozdziale B.2.2 widzieli§my jak badaé zbieznos¢ ciggéw zadanych rekurencyjnie,
tzn. zadanych w postaci

ag = a, an = f(an—l) ) (B.5)

gdzie f jest pewng funkcja. Pracujgc z takimi ciggami mozna sie zastanawiaé czy jest
jaka$ ogélna reguta rzadzaca ich zachowaniem. Jednym z nasuwajgcych sie pytan jest:
Jak zmienia sie zachowanie ciqgu, gdy zmieniamy wartosé poczqtkowqg ag = a? Do tej
pory badaliSmy ciggi o wartosciach rzeczywistych ale najciekawsze rzeczy dziejg sie gdy
przejdziemy do ciggéw o wartosciach zespolonych.

Na poczatek ustalmy funkcje f : C — C. Niech to bedzie wielomian stopnia 2, np.
f(z)=2*+c.

Liczba ¢ € C jest parametrem, ktéry bedziemy zmienia¢. Dla ustalenia uwagi pot6zmy
c=1- %(1 +v/5). W programie Mathematica definiujemy powyzszg funkcje nastepujgco
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c=1-0.5*%(1+Sqrt [5])
flz_]:=z"2+c .

Pytamy sie: dla jakich wartosci ay cigg rekurencyjny dany przez (B.5) bedzie zbiezny?
W podrozdziale B.2.2 widzieliSmy, ze w ogélnosci takie ciggi nie muszg by¢ zbiezne ale
mogg oscylowac wokoét pewnych wartosci. MogliSmy sie tez przekonaé, ze przyjmujac za ag
rézne wartosci cigg albo oscylowat albo byl rozbiezny do nieskoriczono$ci. W takim razie
lepiej zmieni¢ nasze pytanie na: dla jakich wartosci ag ciqg a, jest ograniczony? By na
nie odpowiedzieé¢ zastosujemy pewng heurystyke8. Obliczymy kilka (np. 10) pierwszych
wyrazow ciggu a, i uznamy, ze jest on ograniczony jesli modul wszystkich dziesieciu kolej-
nych wyrazéw jest mniejszy niz np. 10. Zdefiniujemy teraz w Mathematica funkcje, ktéra
bedzie sprawdzac, czy dla danego a¢p = a otrzymamy cigg ograniczony

ogrla_]:=(z=a; n=0;
While[Abs[z]<10 && n<10, z=N[f[z]]; ++n];
1-Min[{Abs[z],10}]/10)

Przyjrzyjmy sie powyzszemu poleceniu. Definiujemy funkcje ogr zmiennej a. Funkcja ta
wykorzystuje dodatkowg zmienng z, ktéra bedzie przechowywaé kolejne obliczone war-
tosci ciggu oraz zmienng n, ktéra kontroluje ilo$¢ iteracji petli. Nastepnie wykonujemy
petle, w ktorej dokonujemy podstawienia z = N[f[z]] tak dlugo az z bedzie miato mo-
dut wiekszy od 10 lub az wykonamy 10 powtérzeri. Na koniec funkcja ogr zwraca wartosé
1 - Min[{Abs[z],10}] / 10, czyli 1 minus minimum z modulu z i 10 podzielone przez
10. Taka definicja zapewnia, ze ogr [a] zawsze zwrdci warto$¢ z przedziatu (0, 1). Wartoscé
bliska 0 oznacza, ze ciag jest ograniczony, a wartosé bliska 1 oznacza, ze jest nieograni-
czony.

Zeby zobaczy¢ co sie dzieje dla poszczegélnych punktéw na plaszczyznie zespolonej
wygenerujemy obrazek. W tym celu posluzymy sie¢ funkcjami programu Mathematica
ArrayPlot oraz Table. Pierwsza z nich rysuje obrazek na podstawie danych przekazanych
jako tablica, a druga generuje tablice.

ArrayPlot[Table[ogr[x + I*y], {y,-1,0,0.01},{x,-1.5,0,0.01}]]

Polecenie Table[ogr[x + I*y]l, {y,-1,0,0.01},{x,-1.5,0,0.01}] generuje dwuwymia-
rowg tablice, zawierajgcg wartosci funkcji ogr[x + I*y]. Parametry {y,-1,0,0.01} oraz
{x,-1.5,0,0.01} wskazujg, w jakich przedziatach zmieniajg sie = i y. Tutaj wartosci x
zmieniajg sie w przedziale [—1,5;0], a wartosci y w przedziale [—1;0]. Liczba 0.01 okre-
§la, o ile zmienia si¢ wartos¢ x i y, gdy przesuwamy si¢ o jeden piksel na obrazku. Ten
spos6b generowania obrazkéw jest wysoce nieefektywny i zanim komputer skoriczy pra-
cowac, moze ming¢ dobrych kilka minut. Niemniej jednak po pewnym czasie na ekranie
powinien pojawié sie Rysunek B.1. Brzeg zaciemnionego obszaru jest bardzo nieregu-
larny. Zmieniajgc parametry {y,-1,0,0.01} i {x,-1.5,0,0.01} na {y,-1,0,0.001} oraz
{x,-1.5,0,0.001} mozemy zwiekszy¢ dokladno$¢ (oczywiscie kosztem czasu obliczen).
Zbiér widoczny na rysunku nazywa si¢, w naukowej nomenklaturze, wypetnionym zbio-
rem Julii wielomianu f(z).

8Heurystyka w informatyce to metoda znajdowania rozwigzan, dla ktérej nie ma gwarancji znalezienia
rozwigzania optymalnego, a czesto nawet prawidlowego. Heurystyki uzywa sie jej czesto, gdy algorytm wy-
liczania pelnego rozwigzania nie jest znany, albo jest zbyt kosztowny obliczeniowo.
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Rysunek B.1: Punkt (0,0) znajduje sie¢ w prawym dolnym rogu. Startujac z punktéw
w ciemnym obszarze ciag a,, pozostaje ograniczony.

Zainteresowany Czytelnik moze dowiedzie¢ si¢ wiecej na temat tych zbioréw wybie-
rajac sie na wyklad z Ukladéw Dynamicznych lub zagladajgc do monografii [3]. Tutaj
sygnalizujemy jedynie, ze temat jest ciekawy i wysoce nietrywialny.

Sprébujmy zmienié nieco parametry. Ustawmy ¢ = (¢—2)+(¢—1)i, gdzie ¢ = £ (1+/5)
i wykonajmy nasz program od poczgtku.
phi = 0.5%(1 + Sqrt[5])
¢ = (phi - 2) + (phi - 1)x*I
flz_]:=z"2 + ¢
ogrla_]l:=(z = a; n = 0;

While[Abs[z] < 10 && n < 10, z = N[f[z]]; ++n];
1 - Min[{Abs[z],10}] / 10)
ArrayPlot[Table[ogr[x + Ix*y], {y,-1,1,0.01}, {x,-1.5,1.5,0.01}]]

Na ekranie powinien pojawi¢ si¢ Rysunek B.2.
Czytelnik moze poeksperymentowacé z innymi wartos$ciami parametru c. Proponujemy
wyprébowaé nastepujace wartosci
c=—0,840,1567,
c=10,285+0,01z,
c=—-1,5,
c=1.
W tym kontekscie wypada jeszcze wspomnieé znanym zbiorze Mandelbrota. Jest to

podzbiér plaszczyzny zespolonej C zawierajgcy te liczby ¢ € C, dla ktérych cigg (B.5) z
warunkiem poczgtkowym ay = 0 pozostaje ograniczony.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:
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Rysunek B.2: Kolejny przyklad fraktala.

Zadanie B.19. Narysowa¢ zbiory Julii dla wartosci parametru ¢ sugerowanych wyzej.

Zadanie B.20. Poeksperymentowa¢é z pakietami fractals oraz dynamics w programie

Maxima.

Zadanie B.21. Przy pomocy funkcji julia z pakietu dynamics wygenerowacé obraz zbioru
Julii dla wartosci parametru c sugerowanych wyzej.

Zadanie B.22. Za pomocg oprogramowania CAS narysowa¢ zbiér Mandelbrota.

B.3 Badanie funkcji rzeczywistych

B.3.1 Wykresy funkcji

Nowe umiejetnosci: rysowanie wykreséw krzywych zadanych na rézne sposoby.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz

Plot [funkcja, zakres] plot2d wykres funkcji

ParametricPlot plot2d([parametric,...]) | wykres funkcji danej
parametrycznie

PolarPlot plot2d([parametric,...]) | wykres funkcji danej we
wsp6lirzednych bieguno-
wych

ContourPlot contour_plot wykres poziomic funkcji

Animate [wykres, param.]

brak

(funkcje uwiklane)
dynamiczne wykresy
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Graficzne przedstawienie obiektéw matematycznych pozwala czesto lepiej zrozumiec ich
nature. W tej czesci zajmiemy si¢ obrazowaniem krzywych.

Prosty wykres tworzymy za pomocg polecenia Plot [funkcja,zakres]. Przyktadowo
Plot[x~2, {x, -10, 10}]

daje nastepujacy efekt:

100
80
60
40

20

-10 -5 5 10

Na jednym obrazku mozemy umiesci¢ kilka wykreséw, np. wykonujac komende
Plot[{x, 2 Sin[x]}, {x, -2, 4}].

Wynik wyglada nastepujgco:

ol
Ten sam efekt uzyskaliby$Smy takze za pomocg sekwencji komend:

wykl=Plot [x,{x,-2,4}];
wyk2=Plot[2 Sin[x],{x,-2,4}];
Show [wyk1,wyk2] .

Jesli zalezy nam na bardziej wyrafinowanym wygladzie rysunku, mozemy nakazaé¢ Ma-
thematice zmieni¢ podstawowe parametry wykresu. Oto kilka wazniejszych: PlotRange
okresla zakres wartosci jaki ma by¢ pokazany, AspectRatio definuje stosunek wysoko-
$ci do szerokos$ci rysunku, Filling definiuje kolorowanie, natomiast PlotStyle okresla
styl formatowania wykresu. Szczegélowe informacje, w tym takze oméwienie wielu do-
datkowych opcji wraz z przykladami, mozna znalezé w obszernej dokumentacji programu
Mathematica [5].

Np. efekt
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uzyskamy za pomocg komendy

Plot[{x, 10 Sin[x]}, {x, -10, 10}, PlotRange -> {-15, 10},
AspectRatio -> 0.3, Filling -> {1 -> {2}}, PlotStyle -> {Automatic, Dashed}].

W praktycznych zastosowaniach nie zawsze mamy do czynienia z wykresami funk-
cji opisywalnych prostym wzorem. Czasami chcemy narysowaé krzywa dang w postaci
parametrycznej, albo uwiklanej. Mathematica dysponuje odpowiednimi narzedziami aby
poradzi¢ sobie rowniez w takiej sytuacji. Oméwimy teraz kilka prostych przyktadow.

Krzywa w postaci parametrycznej nazywamy zbiér

C = {(x(t). y(t)) : t € [a,b]},

gdzie x i y sg pewnymi funkcjami zmiennej ¢. Do opisu tego typu zbioréw Mathematica
dysponuje funkcjg ParametricPlot. Przyktadowo

ParametricPlot [{Sin[2 t], Cos[5 t]}, {t, 0, 2 Pi}]

i koncowy efekt:

05+

-1 —0.5 A 0.5 1.0
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Powyzsza krzywa to szczegélny przypadek tak zwanych krzywych Lissajous, ktére po-
jawiajg sie w naturalny sposéb w opisie drgan harmonicznych. Ogélnie zbiory takie majg
postaé z(¢) = Asin(a¢) i y(¢) = B cos(bgp + ¢p). Odpowiada to nalozeniu na siebie dwéch
drgan o réznych czestosciach a i b, réznych amplitudach A i B oraz przesunieciu w fazie o
5 + ¢o. Krzywg zamknietg uzyskujemy wtedy i tylko wtedy, gdy stosunek czestosci 7 jest
liczbg wymierng. Por6wnajmy kilka krzywych tego typu

Table [ParametricPlot [{Sin[k t], Cos[3 t]}, {t, 0, 2 Pi}], {k,1,4,1}]

~ 2 e\ ™ T
[\ VAN /A [N\
0" \ // \ / | \ <
B NS/
\/ \/ |\
( } \ \ ‘ V.
1 * ,@\5 F\;\ ) 10/
[\ /\ /
\ [\ /A /‘/ \
| /o / \\ “os|
‘ \ / \ \(
\\ / \\ / \ / N
v \‘}// \,\\//, W S/ \,,9,///

UzyliSmy do tego celu polecenia Table. Sekwencja {k,1,4,1} okresla zakres jaki prze-
biega parametr k. Sg to klejne liczby od 1 do 4 rosngce co 1.

Przy okazji warto wspomnie¢ o funkcji Animate. Czytelnik zechce wpisa¢ komende
Animate[ParametricPlot [{Sin[k t], Cos[3 t]}, {t, 0, 4 Pi}], {k, 1, 4}].

Za pomocg suwaka mozemy teraz zmieniaé wartosé parametru k na przedziale [1,4] i
obserwowac jak reaguje na to wykres krzywej.

Innym sposobem opisu krzywej jest postaé biegunowa r = r(¢), gdzie r jest odleglto-
Scig danego punktu od §rodka ukladu wspétrzednych, natomiast ¢ to kat pod jakim dany
punkt widzimy wzgledem osi OX.

Posta¢ biegunowa jest specjalng formg postaci parametrycznej, gdzie parametryzu-
jemy za pomocg kata ¢:

Najprostszym przykladem krzywej tego typu jest okrag. Odpowiednie réwnanie to oczy-
wiscie 7 = const.

Krzywa zadang w postaci biegunowej rysujemy za pomocg polecenia PolarPlot. Jako
przyklad uzycia rozwazmy trojlistnik:
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PolarPlot[ Cos[3 Phi], {Phi, 0, 2 Pi}]

0.5~

-05 05 //{)

0.5~

Na koniec zobaczmy jak mozna wykres§la¢ krzywe zadane w sposéb uwiklany jako
rozwigzania pewnego réwnania

flz,y) =c

Stuzy do tego funkcja ContourPlot. Z jej pomocg mozemy narysowac na przyklad krzywa
nazywang lisciem Kartezjusza:

ContourPlot[y~3 + x"3 - 3 x y == 0, {x, -2, 2}, {y, -1.5, 2},
Axes->True, Frame->False]

201

15[ /’\

~05F\

-1.0r-

—15F

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.23. Narysowaé wykres cykloidy (krzywej jakg zakresla punkt na kole toczg-
cym sie po prostej), danej w postaci parametrycznej

x(t) = a(t — Asin(t)), y(t) = a(l — Acos(t)).
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Wielkosé a odpowiada promieniowi toczacego sie kola, natomiast ) - a oznacza odleglos¢é
rozwazanego punktu od $rodka kota. Dla A > 1 méwimy o cykloidzie wydluzonej a dla
A < 1 o skrécone;j.

Zadanie B.24. ZnaleZ¢ postac parametryczng i narysowac wykres epicykloidy, czyli krzy-
wej jakg zakresla punkt kola toczgcego sie po zewnetrznej krawedzi innego kota. Zaob-
serwowaé, ze krzywg zamknietg otrzymamy tylko wtedy, gdy stosunek promieni obu ko6t
jest liczbg wymierng. Czy potrafisz to udowodnic?

Zadanie B.25. Narysowac slimak Pascala dany w postaci biegunowej réwnaniem r =
acos(¢) + L. Slimak Pascala dla parametréw « = [ nazywamy kardioidg. Wykazadé, ze
kardioida to epicykloida powstala przez toczenie punktu na brzegu kota o promieniu a po
zewnetrznej krawedzi kota o takim samym promieniu.

Zadanie B.26. Narysowacé krzywq stozkowq zadang biegunowo zaleznoscig r = H%;S(d)),
gdzie e > —11ip > 0 sg parametrami. Zbada¢ jak zmienia si¢ charakter krzywych w
zaleznosci od parametru e. Sprébuj inaczej opisaé te krzywe dlae = —1, e € (—1,0) i
e=0.

ez 2

Zadanie B.27. Przedstawic lis§¢ Kartezjusza w postaci parametrycznej. Wykazac, ze pro-
sta z +y + 1 = 0 jest asymptotg tej krzywej.

B.3.2 Przebieg zmiennosci funkcji

Nowe umiejetnosci: rézniczkowanie funkcji, badanie ich przebiegu, wyznaczanie eks-
tremoéw, punktéw przegiecia, asymptot, itp..

Skrypt: Rozdzialy 51 6.

Mathematica Maxima Komentarz

D[f[x],x] diff (f(x),x) pochodna funkcji

Factor [expr] factor (expr) rozklad na czynniki

Select [lista,pred] lreduce(lambda([1,e], wybiera z listy te ele-
if pred then cons(e,1) menty, ktore spelniajg pre-
else 1), lista ,[1); dykat pred

Przy badaniu przebiegu zmienno$ci funkcji, oprogramowanie typu CAS okazuje si¢ bar-
dzo przydatne. Dla sporej klasy funkeji f : R — R mozemy automatycznie obliczy¢ po-
chodne, znalezé pierwiastki réwnan f(z) = 0, czy f'(z) = 0, a nawet znalez¢ ekstrema
lokalne i obliczyé granice w nieskoriczonosci. Wymienione operacje mozemy wykonaé za-
réwno symbolicznie jak i numerycznie. Niezmiernie przydatne okazuje sie czesto naszki-
cowanie wykresu rozpatrywanej funkcji. Przy tym wszystkim trzeba jednak pamietac,
ze programy typu CAS to tylko narzedzia, z ktérych trzeba inteligentnie korzystaé. Na-
lezy mie¢ na uwadze, ze obliczenia na komputerze sg zawsze obarczone pewnym bledem,
wynikajgcym z ograniczonej dokladnosci rachunkéw. W szczegdlnosci wykresy funkcji ry-
sowane na ekranie monitora nalezy zawsze traktowacé jako pewne przyblizenie, ktére choé
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zazwyczaj pozwala budowaé prawidlowg intuicje, czasem moze byé zwodnicze. Zacznijmy
od prostego przykladu

Zadanie B.28. Zbada¢ przebieg zmiennos$ci funkcji danej wzorem

fa) 64 — 120z + 7022 — 1523 + z*
€Tr) =
—54 + 45 — 1222 + 23

Rozwigzanie:
Dla ustalenia uwagi przypomnijmy co nalezy zrobi¢:

e znalezé maksymalny podzbior R, na ktérym mozna okreslié f powyzszym wzorem,
e znaleZé zera f,

e znaleZé granice w krancach przedziatéw okreslonosci,

e znaleZé zbiér, w ktérym f jest rézniczkowalna,

e znaleZé przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne

e znaleZé przedzialy wypuktosci i wklestosci oraz punkty przegiecia,

e znalezé asymptoty jesli istnieja,

e naszkicowac wykres.

Funckcja f jest ilorazem dwdéch wielomianéw, wiec maksymalng dziedzing funkcji be-
dzie zbiér tych z, dla ktérych mianownik sie nie zeruje. Nalezy zatem znalezé pierwiastki
réwnania

—54 4+ 45z — 122% + 2 = 0.

Wystarczy wykonaé polecenie:
Solve[-54 + 45x - 12x~2 + x~3 == 0, x].

Dowiemy sie, ze sg dwa rozwigzania x = 3 oraz = = 6, przy czym x = 3 jest podwdjne.
Maksymalng dziedzing naszej funkcji jest zatem zbiér

Domy = (—00,3) U (3,6) U (6,00).
Do znalezienia miejsc zerowych naszej funkcji mozemy postuzyé sie poleceniem Factor
Factor[64 - 120x + 70x~2 - 15x~3 + x~4].

Dowiemy sie stad, ze f(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2 =1, 2 =2, 2 =4 lub z = 8.
Do obliczenia granic na krancach przedzialéw okreslono$ci postuzy nam znane juz
polecenie Limit?

9Uwaga! Przypomnijmy, ze parametr Direction -> 1 oznacza granice lewostronng, a Direction -> -1
granice prawostronng.
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Limit [f[x],x -> -Infinity]
Limit [f[x],x -> 3, Direction -> 1]
Limit [f[x],x -> 3, Direction -> -1]
Limit [f[x],x -> 6, Direction -> 1]
Limit [f[x],x -> 6, Direction -> -1]
Limit [f[x],x -> Infinity].

lim f(x)=—c0 lim f(z)=—o0 lim f(z)=—c0
x%lfoo ( ) Iigf ( ) xi}3+ ( )
lim Tr) = +o0 lim ) = —00 lim ) = 400.
:cl()‘—f() x16+f() xl f()

Dla wyznaczenia punktéw rézniczkowalnosci f nalezy obliczyé pochodng i zobaczyé
gdzie jest dobrze okreslona. W Mathematice wyliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej
jest bardzo proste. Wystarczy napisac

f°[x] albo DI[f[x],x]
Wynik moze nie byé zbyt czytelny, dlatego skorzystamy z funkcji Simplify

fplx_] := Simplify[f’[x]]
fplx]

i dowiemy sie, ze pochodna jest opisana wzorem

() = —1200 4 1608z — 78022 + 182z% — 212 + 2°
B (=6 + x)2(=3 + x)3 '

Od razu wida¢, ze pochodna istnieje wszedzie poza punktami =z = 6 oraz x = 3, czyli f
jest rézniczkowalna w catej swojej dziedzinie.

Poniewaz f jest rézniczkowalna wszedzie gdzie jest okre§lona, wiec do zbadania mo-
notonicznosci mozemy postuzyé sie pochodng. Szukamy miejsc zerowych pochodnej

Solve[fp[x] == 0, x]

co niestety nie daje satysfakcjonujgcego rezultatu. W naszym przypadku pierwiastki row-
nania f'(z) = 0 nie wyrazajg sie zadnym ladnym wzorem. Pozostaje nam zatem operowa¢
na numerycznych przyblizeniach. Piszemy

N[Solvelfp[x] == 0, x]]

i dowiadujemy sie, ze jest dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty, réwny w przyblizeniu
xo = 1,62937. Mozemy go wyluskaé z listy wszystkich rozwigzan przy pomocy polecenia

x0 = Select[x /. N[Solve[fp[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&][[1]].

Zbadamy znak pochodnej na przedziatach (—co, x¢), (xo, 3), (3, 6) oraz (6, o). Wiemy, ze f’
jest ciggla w swojej dziedzinie i zmienia znak tylko w zy, wystarczy wiec wybrac po jednym
punkecie z kazdego z przedzialéow (—oo, x¢), (x0,3), (3,6) oraz (6, c0) i sprawdzi¢ jaki znak
ma f’ w kazdym z tych punktéw. Wezmy punkty 1, 2, 5 i 7. Wykonujemy polecenia
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fpl1]
fpl2]
fp(5]
fpl7]

vV V V V
O O O O

i uzyskujemy odpowiedzi

True
False
True
True.

W takim razie f jest rosngca na przedziale (—oo, (), ma maksimum lokalne w z, a
p6Zniej maleje do —oo, gdy = — 3. Nastepnie, na przedziale (3,6), rosnie od —oco do +o0,
przecinajgc o§ OX w punkcie 4. Podobnie, na przedziale (6,00) ro$nie od —oo do +oo,
przecinajgc o§ OX w punkcie 8.

W nastepnej kolejnosci badamy wypukto$é i wklestosé. Obliczamy w tym celu drugg
pochodng (jesli istnieje). Wykonujemy komendy

folx_] := Simplify[f’’ [x]]
fb[x]

i natychmiast dostajemy odpowiedzZ

144 + 2040z — 128427 + 2822° — 22z

/() (—6+23(-3+2)

Widzimy, ze druga pochodna jest dobrze okre§lona wszedzie poza punktami 3 i 6, wiec ba-
dana funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna w calej swojej dziedzinie i mozemy posltuzyé
sie drugg pochodng do wyznaczania przedzialéw wypuklosci i wklestosci. Jak poprzednio,
wykonujemy

{x1,x2} = Select[x /. N[Solve[fb[x] == 0, x]],Element[#,Reals]&]

i znajdujemy w ten sposéb dwa rzeczywiste miejsca zerowe drugiej pochodnej réwne
w przyblizeniu x1 = —0, 0676635 oraz x5 = 4,49721. Polecenia

fo[-1] > 0
fb[1] > 0
fb[4] > 0
fb[5] > 0
fo[7] > 0

dajg odpowiedzi

True
False
False
True
False
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wiec funkcja f jest wypukla na przedziale (—oco, x;), wklesta na (z1,3) U (3, z2), ponow-
nie wypukla na (z2,6) i wklesla na (6,00). Poniewaz pierwiastki réwnania f”(z) = 0
byly jednokrotne (kazdy wystepowal tylko raz na liScie rozwigzan), wiec od razu mozemy
wnioskowad, ze punkty przegiecia znajdujg sie w x1 i xo.

Wiemy juz o istnieniu dwéch asymptot pionowych w punktach = = 3 i 2 = 6. Pozostaje
sprawdzié, czy f ma asymptoty w co. Obliczamy w tym celu granice

Limit [f[x]/x, x -> -Infinity]
Limit[f[x]/x, x -> Infinity]

i dowiadujemy sie, ze obie istniejg'? i sg réwne 1. Dalej obliczamy

Limit[f[x] - x, x -> -Infinity]
Limit[f[x] - x, x -> Infinity]

uzyskujgc w obu przypadkach odpowiedz —3. W takim razie obie asymptoty istniejg i sg
opisane ré6wnaniem

y=x—3.
20
15
10+
o
! i L~ !
- 5

Rysunek B.3: Wykres funkcji f(z) wraz z asymptotg.

Na koniec naszkicujemy wykres badanej funkcji. Zaznaczymy na nim réwniez obli-
czong asymptote y = x — 3. W Mathematice wystarczy napisaé

YUwaga! Przypominamy, ze z istnienia granicy lim, .. f(x)/z nie wynika jeszcze istnienie asymptoty,
np. f(z) = sin(x).
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Plot[{f[x], x - 3}, {x, -5, 15}, PlotRange -> {-10, 203},
PlotStyle -> {Automatic, Dashed}, Exclusions -> {3, 6}]

by uzyskaé szkic wykresu (zobacz Rysunek B.3). Dodatkowe parametry zostaly wprowa-
dzone po to aby poprawié czytelno$¢ rysunku. Drobnym mankamentem jest to, ze z wy-
kresu trudno bytoby wnioskowaé o istnieniu punktu przegiecia w x;. Poza tymi drobia-
zgamill, wykres jaki uzyskaliémy dobrze odpowiada temu co wiemy o funkcji f.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie B.29. Zbada¢ przebieg zmienno$ci funkcji danej wzorem

_ 182% 43922 — 51z + 12

f(@) 322 + 72 — 6

Zadanie B.30. Zbadac¢ przebieg zmiennosSci funkcji danej wzorem
f@) = l]z|(2* + 2 —2).
Zadanie B.31. Zbadac¢ przebieg zmiennosSci funkcji danej wzorem
fx)=e*(z=5)(z—2)(z*+z+1).

Uwaga 1: Ze wzgledu na ograniczong dokladnosé obliczen, niektore wyliczone przez
komputer wartosci numeryczne mogg mieé malg cze$é urojong podczas gdy powinny by¢
rzeczywiste. Trzeba mie¢ to na uwadze, interpretujgc podawane wyniki. W takim przy-
padku pomocna moze byé funkcja Chop. Prosze zaobserwac jej dziatania na nastepujgcym
przykladzie:

N[Sqrt[5] Coth[2~10 ArcCoth[1/Sqrt[5]]1]]
Chop [%] .

Uwaga 2: Przy szkicowaniu wykresu nalezy umiejetnie postuzy¢ sie parametrami
PlotRange oraz AspectRatio, by na wykonanym rysunku mozna bylo zaobserwowaé eks-
trema lokalne i zmiany w monotonicznosci.

Zadanie B.32. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji danej wzorem
f@) =z =132 — |z = 21*?)(=|z = 3] (z — 4).

Wskazowka: W Mathematice, zamiast uzywaé standardowej funkeji Abs, ktéra jest
zbyt ogélna'?, warto napisaé¢ wlasng funkcje obliczajacg wartosé bezwzgledng z liczby
rzeczywistej

abs[x_] := If[x < 0, -x, x].

Wtedy Mathematica nie bedzie juz miata problemoéw z upraszczaniem wyrazen. Czytelnik
sam moze sprawdzié jaka jest réznica wykonujgc polecenia

1 Aby zaobserwowaé punkt przegiecia mozna narysowaé mniejszy fragment wykresu:
Plot[f[x], {x, 3, 6}, PlotRange ->{-20, 30}].
2Punkcja Abs jest zdefiniowana jako zespolony modut.
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Simplify[abs[x-1]*abs[x-2], 1 < x < 2]
Simplify[Abs[x-1]*Abs[x-2], 1 < x < 2].

Zadanie B.33. Dla funkcji z poprzedniego zadania wykonaé polecenia

Minimize[{f[x], 0 < x < 1}, x]
Maximize[{f[x], 0 < x < 1}, x].

Wykonaé te same polecenia dla funkcji f zdefiniowanej przy pomocy standardowej funkcji
Abs. Jaka jest réznica?

Uwaga: Wykonanie powyzszych komend moze zajgé kilka minut.
Zadanie B.34. Zbadac przebieg zmiennos$ci funkcji danej przez
o) = exp(—2~2) exp(—(z —1)72) jesliz € (—o00,0) U (0,1) U (1, 00),
o jesliz € {0,1} .

B.3.3 Aproksymacja funkcji cigglych wielomianami

Nowe umiejetnosci: przyblizanie funkcji wielomianami.
Skrypt: Rozdziat 7.3.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz
InterpolatingPolynomial | lagrange (wymaga zalado- | przyblizenie wielomianowe
wania biblioteki interpol)

Na wyktadach z analizy matematycznej Czytelnik dowiedziatl sie, ze kazdg funkcje
ciggla na przedziale domknietym mozna przyblizaé¢ wielomianami w sposéb jednostajny
(Twierdzenia 7.15 i 7.16). W tym celu postugiwaliSmy si¢ tak zwanymi wielomianami
Bernsteina. Dla funkgcji cigglej f : [0,1] — R definiujemy przyblizajacy ja cigg wielomia-

now
n

BN =3 () F(E)ka = b,
k=0

Powyzsze wyrazenie jest dosé zawite. Réwniez dowdd, ze cigg B, (f) jest zbiezny jedno-
stajnie do f jest dosé skomplikowany. Czytelnik moze zastanawiac sie czy nie mozna tego
zrobi¢ jako$ prosciej. Narzucajgcym sie pomystem jest tzw. interpolacja przez punkty wy-
kresu.

Wiadomo, ze wielomian stopnia & jest wyznaczony jednoznacznie przez swoje wartosci
w k+1 réznych punktach. Istotnie, wezmy k-+1 punktéw zo, ..., z; i ustalmy k+1 wartosci
Yo, ---» Yx. Kazdy wielomian stopnia k£ ma k + 1 wspétczynnikéw i moze by¢ zapisany
jako W (x) = ag + a1z + ... + apz”. Istnieje dokladnie jeden wielomian W (z) spetniajgcy
zaleznosé W(x;) = y; dla wszystkich ¢ = 0,..., k. Kazde z k + 1 réwnan W (z;) = y; jest
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réwnaniem liniowym wzgledem wspétczynnikoéw ag, ..., ai. Istnienie rozwigzania wynika
teraz z tego, ze odpowiedni wyznacznik Vandermonde’a jest niezerowy o ile tylko z; # z;
dlai # j.

W programach CAS istniejg gotowe funkcje, ktére potrafig znalezé wielomian o zada-
nych warto$ciach w zadanych punktach. Przykladowo, wykonujgc w programie Mathe-
matica polecenie

InterpolatingPolynomial [{{0,0},{1,-1},{2,0}},x]
dostajemy odpowiedz
(-2+x)x .

Latwo sprawdzi¢, ze jest to poprawna odpowiedz — wykres wielomianu W (z) = z(z — 2)
rzeczywiScie przechodzi przez punkty (0,0), (1,—1) i (2,0). W Maximie ten sam efekt
uzyskamy wpisujgc

load(interpol);
lagrange([[0,0],[1,-1],[2,0]1)

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.35. Napisa¢ w Mathematica procedure intpoly[f_,n_], ktéra przyjmuje dwa
argumenty: pewng funkcje f : [0,1] — R oraz liczbe naturalng n, a w wyniku daje od-
powiedni wielomian interpolacyjny stopnia n, ktérego wykres przechodzi przez punkty
(%, f(%)) dla kazdego k = 0,...,n

Wskazowka: Warto postuzy¢ sie tutaj poleceniem Table, by wygenerowaé automatycz-
nie dlugg liste postaci {{0,£[01},{1/n,f[1/n]}, ..., {1,£[11}}.

Zadanie B.36. Za pomocg zdefiniowanej wyzej procedury intpoly wygenerowac wielo-
mian stopnia n dla wymienionych nizej funkcji. Korzystajac z polecenia Plot stworzy¢ wy-
kres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu interpolacyjnego. Czy wielomian dobrze
przybliza dang funkcje? Czy jako$¢ przyblizenia staje si¢ coraz lepsza wraz ze wzrostem
n?

e f(x) = sin(rz) dlan = 3,5, 10, 20,

e f(x) =sin(3rx) dlan = 3,5, 10, 20,

o f(z) = (z+0.01)"tdlan=2,5,10,20,30,

e f(z)=|z—0.5|dlan=2,3,4,5,10,20, 30,

o f(x) =z —0.53%dlan=2,3,4,5,10,20, 30,
f(x) =exp(l — 1/2?) dlan = 2,3,4,5,10, 20.

Zadanie B.37. Napisa¢ w Mathematica procedure bernstein[f_,n_], ktéra przyjmuje
dwa argumenty: pewng funkcje f : [0,1] — R oraz liczbe naturalng n, a w wyniku daje
wielomian Bernsteina stopnia n dla funkgji f.
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Zadanie B.38. Za pomoca zdefiniowanej wyzej procedury bernstein wygenerowac wie-
lomian stopnia n dla wymienionych nizej funkcji. Korzystajac z polecenia Plot stworzy¢
wykres funkcji f oraz odpowiedniego wielomianu Bernsteina. Czy wielomian dobrze przy-
bliza dang funkcje? Czy jakos¢ przyblizenia staje sie coraz lepsza wraz ze wzrostem n?

Uwaga! Zauwaz, ze kolejne wielomiany Bernsteina nie muszg pokrywaé sie z przybli-
zang funkcjg w coraz wiekszej liczbie punktéw. Inaczej ma sie sprawa z wielomianami in-
terpolacyjnymi, ktére z definicji pokrywajg sie z przyblizang funkcjg na coraz wigkszym
zbiorze. Na tym wlasnie polega réznica miedzy interpolacjq, a aproksymacjq. Funkcje
aproksymujgce zadang funkcje sg blisko tejze funkcji (w odpowiednio dobranym sensie)
ale mogg sie z nig nie pokrywaé w zadnym punkcie.

B.3.4 Znajdowanie miejsc zerowych funkcji cigglych

Nowe umiejetnosci: implementacja standardowych metod obliczania miejsc zerowych
funkcji ciggtych.

Skrypt: Rozdziat 5.3 i dodatek A.3.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz
FindRoot [f [x] ,{x,start}] | find_root(f(x),x, numeryczne przyblizanie
start,end) pierwiastka ré6wnania

Z wyktadu analizy (Twierdzenie 5.39) wiemy, ze kazda funkcja ciggta ma tzw. wiasnosé
Darboux: jeSli w punkcie x mamy f(x) = a, a w punkcie y mamy f(y) = b oraz a < b,
to dla kazdej liczby c spelniajgcej a < ¢ < b znajdziemy punkt z lezgcy pomiedzy x i y
taki, ze f(z) = c. Innymi stowy, jesli funkcja ciggla przyjmuje w jakis punktach wartosci
a i b, to musi tez przyjaé kazdg wartosé posrednig. Obserwacja ta pozawala przyblizaé
miejsca zerowe dowolnej funkcji cigglej. Jesli tylko potrafimy znalezé¢ dwa punkty = i y
takie, ze f(x) > 01 jednoczesnie f(y) < 0, to gdzies pomiedzy x i y musi by¢ taki punkt
z, ze f(z) = 0. Mozemy teraz zblizy¢ sie do liczby z wybierajac pewien punkt w lezacy
pomiedzy z i y. Jedli f(w) > 0, to punkt z musi leze¢ pomiedzy w i y, a jesli f(w) < 0,
to z lezy pomiedzy = i w. W kazdym z tych dwéch przypadkéw zmniejszyliémy diugosé
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przedzialu, w ktérym szukamy punktu z. Powtarzajac te procedure mozemy zblizyé sie
do z na dowolnie matg odleglosé.

W zaleznosci od tego w jaki sposéb bedziemy wybieraé punkt w, nasza metoda moze
zbiegaé do z szybciej lub wolniej. Jesli za kazdym razem punkt w wybierzemy w $rodku
przedziatu, tzn. przyjmiemy

w=3(z+y),

to rozpatrywany przedzial bedzie si¢ kurczyt w kazdym kroku dwukrotnie, czyli geome-
trycznie. Metoda ta nazywa sie metoda bisekcji i jest catkiem szybko zbiezna, ale istniejg
metody od niej lepsze.

Przykladowo, mozemy poprowadzi¢ siecznqg wykresu funkcji przez punkty (z, f(z))
i(y, f(y)) i ustali¢ punkt w w miejscu przeciecia sie tej siecznej z osig OX. Daje to naste-
pujacy wzoér
_zfly) —yf(=)

fly) = flz)

Jedli funkcja f jest nie tylko ciggla ale tez rézniczkowalna, to mozemy postepowac ina-
czej. Zaczynajac z punktu z( (o ktérym powinni§my wiedziec¢ a priori, ze jest blisko miej-
sca zerowego), wyznaczamy styczng do wykresu przechodzgcg przez punkt (zo, f(xo)),
a nastepnie ustalamy punkt z; w miejscu przeciecia sie tej stycznej z osig OX. Dalej
powtarzamy te operacje wyznaczajac kolejne punkty z, 3, .... Procedura ta definiuje
nastepujacy cigg rekurencyjny

w

f(xn)

Tn41 = Tn — f/($ ) .
n

Oczywiscie mozemy tak robié tylko jesli pochodna f/(z,,) jest ré6zna od zera, czyli wtedy
gdy styczna do wykresu nie jest réwnolegla do osi OX. Metoda ta nazywa sie metodq
Newtona.

O wielu innych metodach znajdowania miejsc zerowych funkcji cigglych mozna po-
czytaé na stronach Wolfram MathWorld [6]. Czytelnik dowie si¢ tez o nich wiecej z wy-
ktadu z Matematyki Obliczeniowej lub Metod Numerycznych prowadzonych na naszym
wydziale. Polecamy tez zajrzeé¢ do podrecznikéw [1], [4], [8].

W programie Mathematica mamy do dyspozycji funkcje FindRoot, ktéra przybliza
miejsca zerowe danej funkcji metodg Newtona. Mozna tez uzy¢ metody siecznych przeka-
zujgc dodatkowy parametr postaci Method -> "Secant".

Zadanie B.39. Znalezé (w przyblizeniu) wszystkie pierwiastki réwnania 2% = 22

Latwo zobaczy¢, ze réwnanie spelnione jest dla z = 2 oraz = = 4. Czytelnik zapewne
potrafi udowodnié, ze nie ma wiecej dodatnich rozwigzan. W punkcie z = 0 mamy 2° = 1
oraz 0> = 0, wiec lewa strona jest wicksza, ale juz dla + < —1 mamy 2% < 22, wiec
pomiedzy —1 i 0 musi by¢é jeszcze jeden pierwiastek. Pomocny moze by¢é w tym momencie
wykres. Definiujemy funkcje

flx_] := x°2 - 27x

i wykonujemy komendy
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FindRoot [f[x], {x,0}]
FindRoot [f[x], {x,-1,0}, Method -> "Secant"]

Uzyskujemy odpowiedz

{x -> -0.766665}
{x -> -0.766665} .

Mozna skorzystaé z opcji WorkingPrecision oraz AccuracyGoal, zeby uzyskac doktadniej-
szy wynik:

FindRoot [f[x], {x,0}, WorkingPrecision -> 20, AccuracyGoal -> 20]

{x -> -0.76666469596212309311} .

Co ciekawe, metoda siecznych zaimplementowana w funkcji FindRoot nie zawsze daje
wynik z przedzialu podanego na poczatku. By sie o tym przekonaé, wystarczy wykona¢

FindRoot [f[x], {x,-1,1.9}, Method -> "Secant"]

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.40. Obliczy¢ liczbe 7 z dokladnos$cig do 20 miejsc po przecinku wykorzystu-
jac funkcje FindRoot. Wynik mozna poréwnac z warto$cig numeryczng uzywang przez
program Mathematica N[Pi,20].

Zadanie B.41. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania ré6wnania
(z—1)(z+1) = £sin(10z).
Zadanie B.42. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania réwnania
(z—3)(z+1) = {sin(13z).
Zadanie B.43. Znalez¢ (w przyblizeniu) wszystkie rozwigzania réwnania
arctg (50 sin(x)) = 2 cos(z).
Zadanie B.44. Napisa¢ funkcje odw[f_,s_], ktéra przyjmie dwa argumenty: rézniczko-
walng i réznowartos$ciows funkcje f oraz argument s, a zwraca wartosé f~1(s).
Wskazéwka: f~1(s) =t <= f(t)=s.
Zadanie B.45. Przy pomocy funkcji odw zdefiniowa¢ funkcje odwrotng do funkcji

x —Z

e

sinh(z) = —— c

2
Narysowaé wykres tak zdefiniowanej funkcji i poréwnaé z wykresem funkcji arcsinh.

Zadanie B.46. Punkty zbiory A € R? spelniajg réwnanie (y — z)? = z°. Wykorzystujac
FindRoot zdefiniowa¢ funkcje y(z) parametryzujgcg zbior A w otoczeniu punktu (1,0).
Narysowaé wykres. Poréwnaé z wykresem uzyskanym za pomocg funkcji ContourPlot
(por. rozdziat B.3.1)

Zadanie B.47. Dana jest funkcja dwéch zmiennych F(z,y) = exp(zy)(x + y). Wykorzy-
stujgc FindRoot zdefiniowaé funkcje y(x) parametryzujacg poziomice F~1(1) w otoczeniu
punktu (0, 1). Narysowaé wykres.
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B.4 Ciagi i szeregi funkcyjne

B.4.1 Szeregi liczbowe

Nowe umiejetnosci:
Skrypt: Rozdziat 4.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz
Sum [wyr, zakres] sum(wyr,zmienna, od,do) suma
NSum[wyr, zakres] brak sumowanie numeryczne

Rozdzial poswiecony badaniu ciggéw i szeregéw funkcyjnych zaczniemy od krétkiego
oméwienia mozliwosci programu Mathematica w zakresie obrébki sum skoriczonych i sze-
regow liczbowych.

Podstawowg komendg stuzgcg do obliczania sum jest Sum[wyrazenie, zakres]. Zacznij-
my od rozwigzania stynnego zadania Gaussa'® znalezienia sumy wszystkich liczb natu-
ralnych od 1 do 100:

Sum[i, {i, 1, 100}].
To samo zadanie mozemy takze rozwigzac od razu w wiekszej ogélnosci:
Sum[i, {i, 1, n}],

podobnie jak inne zadania podobnego typu, na przyklad problem obliczenia sumy kolej-
nych pigtych poteg 1 +2° + 35+ ... + n’:

Sum[i~5, {i, 1, n}].
Mathematica poradzi sobie takze doskonale z innymi problemami. Bez trudu pozwoli

nam na przyklad wyznaczyé sumy

n

1 o =
E . . , E i“q", czy E sin(kx).
— (4 —1)(4i +3) N —

1=

Wystarczy wpisaé

Sum[1/((4 i - 1) (4 i + 3)), {i, 2, n}]
Sum[i~2 q~i, {i, 1, n}]
Sum[Sin[k x], {k, 1, n}]

13Podobno maly Gauss musial rozwigzaé to zadanie za kare.
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i odczytac odpowiedz.

Uwaga! W niektérych przypadkach wynik moze zasta¢ wyrazony za pomocg funkcji
specjalnych.

Calkiem dobrze poradzimy sobie réwniez z sumami zawierajgcymi symbole Newtona,
na przyktad "}, k*(}) obliczymy bez trudu piszac

Sum[k~2 Binomial[n, k], {k, 1, n}].

Jednak juz w przypadku bardziej skomplikowanej sumy >, (}) - (,,",) wynik zostanie
zapisany w terminach funkcji I, zamiast w prostszej formie (27?) + 1 (Czytelnik moze
sprobowaé samodzielnie udowodnié te réwnosé).

Mathematica pozwala takze na obliczanie sum szeregéw. W tym celu wystarczy uzy¢
omowionego wczesniej polecenia Sum ustawiajgc zakres sumowania na nieskonczonosé
(Infinity). Jako ilustracje obliczymy kilka prostych sum:

“+oo “+00 +oo .
2 n 1 sin(n)
E n-q-, E > oraz E .
n n
n=1 n=1 n=1

Odpowiednie polecenia to:

Sum[n~2 q°n, {n, 1, Infinity}]
Sum[1/n~4, {n, 1, Infinity}]
Sum[Sin[n ]/n, {n, 1, Infinity}].

Zobaczmy jak Mathematica zareaguje w przypadku szeregu harmonicznego %
Sum[1/n, {n, 1, Infinity}].

Odpowiedzig jest komunikat, ze podana suma jest rozbiezna.

Przy bardziej skomplikowanych szeregach Mathematica zazwyczaj nie potrafi podac
sumy, co zresztg nie powinno nas bardzo dziwic jako ze, poza paroma prostymi przypad-
kami, my takze nie potrafimy tego zazwyczaj zrobi¢. W takim wypadku program zwraci
po prostu wyjsciowg formute. Dotyczy to zaré6wno szeregéw zbieznych jak i rozbieznych,
przykladowo

Sum[Sin[1/n~2], {n, 1, Infinity}]
Sum[1/(n Logl[n]), {n, 2, Infinity}].

W takiej sytuacji pomocne moze by¢ polecenie NSum, ktére stuzy do obliczania przybli-
zonej wartosci sumy. W wiekszosci przykladow, z ktérymi Czytelnik spotka sie na ¢wicze-
niach z analizy, NSum zwrdci skoriczong warto$¢é w przypadku szeregu zbieznego i infor-
macje o bledzie w przypadku szeregu rozbieznego. W tym ostatnim przypadku réwniez
uzyskamy wynik liczbowy — bedzie to liczba, ktérg program uzyskal w momencie zasto-
powania algorytmu sumujgcego. Dwa poprzednio rozpatrywane szeregi dobrze oddajg te
prawidlowosé

NSum[Sin[1/n~2], {n, 1, Infinity}]
NSum[1/(n Log[nl), {n, 2, Infinity}].
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Chociaz odpowiedzi NSum w wigkszosci przypadkéw pokrywajg sie z tym, co wiemy
o zbieznosSci rozpatrywanych szeregéw, nalezy je w najlepszym razie traktowac jedynie
jako wskazéwki, a nie jako dowody zbiezno$ci badz rozbieznosci badanych szeregéw. Bar-
dzo wiele zalezy od tego jak opisane sg skladniki naszego szeregu. Generalnie jesli sg
to liczby postaci f(n), gdzie f jest dosé regularng funkcjg (na przykiad monotoniczng)
wowczas mozemy oczekiwaé, ze odpowiedzi programu bedg prawidtowe. Ale w przypadku
funkcji gorzej uwarunkowanych numerycznie program moze nie byé w stanie obliczy¢
ewidentnie zbieznej sumy. Dotyczy to szczegélnie szeregéw postaci > f(n), gdzie f jest

sin

funkcja ,szybko oscylujaca”. Dobrym przykladem moze by¢ szereg > (723) Zobaczmy jak

n
bedzie wyglada¢ odpowiedz programu na zadanie obliczenia jego sumy:

NSum[Sin[n~3]/n"~3, {n, 1, Infinity}]

sin(z3) ,
3

ijak wyglada ,,szybko oscylujaca” funkcja

Plot[Sin[x~3]/x"3, {x, 1, 7}]

-0.05

Podsumowujac, do obliczen programu Mathematica dotyczacych szeregéw nalezy pod-
chodzi¢ z ograniczonym zaufaniem. Nie znaczy to oczywisScie, ze nie da si¢ uzyé¢ kom-
putera, aby zbada¢ zbiezno$¢ konkretnego szeregu. Przyklady takiego postepowania po-
damy w kolejnym podrozdziale.

B.4.2 Wzér Taylora, szeregi potegowe

Nowe umiejetnosci: Rozwijanie funkcji w szereg Taylora, operacje na szeregach pote-
gowych.

Skrypt: Rozdzialy 6.41 8

Nowe funkcje:
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Mathematica Maxima Komentarz

Series[f[x], {x, x0, 10}] | taylor(f(x), x, x0, 10) rozwija funkcje f w sze-
reg wokotl x0 do wyra-
z6w zadanego rzedu

Normal [szereg] taytorat (szereg) ucina reszte szeregu
(wyrazy o(z"))

SeriesCoefficient brak podaje ustalony wspoél-
czynnik rozwiniecia

InverseSeries revert rozwiniecie funkcji od-
wrotnej

ComposeSeries brak sktadanie szeregow

Mathematica dysponuje bardzo przydatnym poleceniem Series sluzgcym do znajdowa-
nia rozwiniecia danej funkcji w szereg potegowy. Jego dziatanie przesledZzmy na prostym
przyktadzie — rozwinmy funkcje wykladniczg do wyrazéw 10 rzedu:

Series[Exp[x], {x, 0, 10}].

Polecenie Series pozwala na znalezienie rozwinigecia danej funkgcji tylko do wyrazéw
ustalonego skoniczonego rzedu, a wiec zastgpienie liczby 10 w powyzszym poleceniu wiel-
ko$cig Infinity albo k nie da zadnych rezultatéw. Czy nie ma zatem sposobu na znalezie-
nie wyrazu ogélnego rozwiniecia funkeji exp(x)? Okazuje sie, ze takim narzedziem jest
polecenie SeriesCoefficient, ktére pozwala znalezé interesujgcy nas wyraz ustalonego
rzedu rozwiniecia danej funkcji. Przykladowo

SeriesCoefficient [Exp[x], {x, 0, k}]

zwroéci wspélezynnik % Zobaczmy jeszcze jaki bedzie efekt, gdy zapytamy sie o 5-ty wsp6t-
czynnik rozwiniecia wokét 1 niesprecyzowanej a priori funkcji f(z):

SeriesCoefficient[f[x], {x, 1, 5}].

W wyniku otrzymalismy & f©®)(1), a wiec ogélny wzér na 5-ty wspélczynnik rozwiniecia
Taylora funkcji f(x).

Mathematica pozwala wykonywac wiele operacji na szeregach potegowych, takich jak
ich mnozenie, skladanie, czy znajdowanie rozwiniecia funkcji odwrotnej. Zobaczmy to
na kilku prostych przykladach. Na poczatek pomnézmy przez siebie dwa szeregi: szereg
x + 222 — 5t + o(x*) i rozwiniecie sin(z) wokét 0 do wyrazéw rzedu 10:

(x+2x"2 -5 x4 + 0[x]"5) Series[Sin[x], {x, 0, 10}].

Program zwrécit wynik 22 +223 — 2° — 162 | 4(;6) a wigc automatycznie zwinal wszystkie
wyrazy wyzszych rzedéw do wyrazu o(z%).

Zobaczmy co sie stanie gdy zastosujemy polecenie InverseSeries do rozwiniecia funk-
cji exp(z) do wyrazéw rzedu 7 wokét punktu 0.

Series[Exp[x], {x, 0, 7}];
InverseSeries[%] .
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W wyniku uzyskali$émy szereg potegowy o wyrazach rzedu 7 wokét punktu 1. Rzut oka
wystarcza by stwierdzi¢, ze to fragment rozwiniecia logarytmu, a wiec funkcji odwrotnej
do exp wokét punktu exp(0) = 1.

Kolejng przydatng funkcjg jest polecenie +ComposeSeries+, stuzgce do znajdowania
rozwiniecia zlozenia dwoch szeregéw. Przykladowo, rozwiniecie zlozenia sin(tg(z)) mo-
zemy wyznaczy¢ albo znanym nam juz poleceniem Series, albo sktadajgc rozwiniecia si-
nusa i tangensa:

Series[Sin[Tan[x]], {x, 0, 5}]
ComposeSeries[Series[Sin[y], {y, 0, 5}], Series[Tan[x], {x, 0, 5}]1].

Na koniec warto oméwié¢ bardzo przydatng funkcje Normal. Ucina ona reszte danego
szeregu i zostawia zwykly wielomian. Dzigki temu mozemy na przyklad narysowac jego
wykres. Zobaczmy, jak wyglada pierwszych 20 wielomianéw Taylora funkecji cos:

Plot[

Evaluate[

Table [Normal [Series[Cos[x], {x, 0, n}]], {n, 20}]
1,

{x, 0, 2 Pi}]

Oto efekt konicowy:

_al
Zadanie B.48. Wyznaczy¢ wszystkie liczby a, b € R, dla ktérych granica

. z—(a+bcosz)sinz
lim
z—0 0

jest skonczona.

Rozwigzanie:

Koncepcyjnie zadanie nie powinno nastreczac zadnych probleméw. Wystarczy tak dobraé
liczby a i b, aby w rozwinieciu licznika wokét zera wystepowaly wyrazy rzedu co najmniej
pigtego. Zobaczmy do jakich warunkéw to prowadzi

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}].
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W wyniku dostali$émy szereg
1
(I1—a—-Dbz+ g(a + 4b)z® + (— — > z° + o(z®).

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest zatem zerowanie sie¢ wspétczynnikéw przy
potegach pierwszej i trzeciej w powyzszym wyrazeniu. Mozna to zrobié elegancko w na-
stepujacy sposoéb:

Series[x - (a + b Cos[x]) Sin[x], {x, 0, 5}] == 0[x]"5;
Solvel%, {a, b}].

. . . 41
Rozwigzaniem jest a = 31b = —3.

Zajmiemy sie teraz zadaniem z kombinatoryki, z pozoru nie zwigzanym z tematem
szeregu Taylora.

Zadanie B.49. Na ile sposobéw, dysponujac monetami 1, 2 i 5-cio groszowymi, mozna
wydaé 99 groszy reszty?

Oczywiscie jednym ze sposobéw rozwigzania powyzszego problemu bedzie rozwaze-
nie wszystkich mozliwo$ci, a wiec 99 groszy mozna przedstawic jako 99 razy 1 grosz, 97
razy 1 grosz i 1 raz 2 grosze, itd. Bedzie z tym sporo pracy, ale w koricu pewnie znaj-
dziemy odpowiedz. Niemniej, powtorzenie tego rozumowania dla wiekszej réznorodnosci
dostepnych monet, albo wiekszej kwoty byloby juz bardzo zmudne. Sprébujmy wiec po-
dej$é do sprawy bardziej metodycznie. Ttumaczgc zadanie na bardziej abstrakcyjny jezyk
stawiamy pytanie na ile sposob6w mozemy przedstawié liczbe 99 w postaci kombinacji

9V=k-1+1-2+m-5, (B.6)

gdzie k, [, m sg elementami zbioru N U {0}.

Zapomnijmy na chwile o ograniczeniu na sume powyzszej kombinacji i rozwazmy
wszystkie mozliwe wyrazenia postaci k- 1+ [ -2 + m - 5. Dokladniej, rozwazmy szereg
potegowy zmiennej x nastepujgcej postaci

S@= 3 gktHzims,
k,l,meNU{0}
Wobec oczywistej réwnosci zF1H2+m5 — gkl 42 3m5 hez trudu dostajemy, ze S(z) jest
iloczynem Cauchy’ego trzech szeregéw (patrz Definicja 4.47 i Twierdzenie 4.48):

o= (2 ) (£,2) (5,7l o e

keNU{0} leNu{0} meNU{0}

Czynniki w powyzszym iloczynie to szeregi geometryczne zbiezne jednostajnie w kole
|z| < 1, a wiec réwniez S(z), jako iloczyn Cauchy’ego, jest zbiezny jednostajnie dla |z| < 1.
Zauwazmy teraz, ze wyraz stopnia 99 w S(z) to dokladnie

Z gRIF2mS 99

k,l,meNu{0}
k-141-24m-5=99
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gdzie agg jest liczbg wszystkich tréjek (k, [, m) spelniajacych (B.6), a wiec interesujgca nas
wielko$cig. Prosze zauwazyé, ze mamy do czynienia z ciekawg (i jednocze$nie do$¢ czesta)
sytuacjg: rozwazanie ogélniejszych trgjek nieograniczonych warunkiem (B.6) pozwolilo
nam rozwigzac¢ problem dla specyficznej wartosci 99.

Oczywiscie nasze rozwigzanie jest na razie czysto teoretyczne: liczba sposobéw to
wspotczynnik przy wyrazach odpowiedniego stopnia w rozwinieciu funkcji
1

SO = - )

Szczesliwie mamy jednak w zanadrzu maszynerie programu Mathematica:

flx_1:=1/((1-x) (1-x~2) (1-x~5));
s=Series[f[x], {x, 0, 99}];
SeriesCoefficient[s, 99].

W wyniku dostali§my 530. Jako ciekawostke mozemy dodaé, ze funkcje f mozna zdefinio-
wac takze nastepujacg eleganckg komenda

flx_1:= 1/Apply[Times, 1 - x~{1, 2, 5}].

Stosujemy tutaj (Apply) operator mnozenia (Times) do wyrazéw postaci 1 —z%, gdzie a jest
elementem listy {1, 2, 53}.

Problemy do samodzielnego rozwiagzania:

Zadanie B.50. Wiedzac, ze

.’L’2 1’3 a:5 .CCG 6

znajdz pigty wielomian Taylora funkcji g(z) jesli

*g(z) = f(sin(z)), ¢ g(z) = f(r)arcsin (z), °g(z) = tg(f(z)).

Zadanie B.51. Obliczy¢ na ile sposob6w mozna przedstawi¢ 100 zlotych za pomoca do-
stepnych w polskim obiegu monet. Uwaga, obliczenia mogg zaja¢ troche czasu. Ilokrotnie
otrzymana liczba przewyzsza odleglos¢ od Ziemi do Storica wyrazong w milimetrach? Ilo-
krotnie zmniejszy sie ta liczba, gdy wycofamy z obiegu monety pieciozlotowe, a ilokrotnie
gdy wycofamy monety jednogroszowe?

Zadanie B.52. Na ile sposob6w mozna przedstawi¢ 99 groszy za pomocg monet 1, 2 i
5-cio groszowych majgc do dyspozycji tylko 5 monet jednogroszowych?

B.4.3 Badanie zbieznosci punktowej i jednostajnej

Nowe umiejetnosci: Badanie zbieznosci jednostajnej i punktowej ciggéw i szeregéw
funkcyjnych, uzywanie kryterium Weierstrassa, uzywanie twierdzenia o rézniczkowaniu
ciggoéw i szeregéw funkcyjnych.
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Skrypt: Rozdzial 7.

Sprébujemy teraz uzyé programu Mathematica aby wspomoéc proces badania zbiezno-
Sci jednostajnej i punktowej ciggow i szeregéw funkcyjnych.

Zadanie B.53. Zbadac¢ zbieznosé punktows i jednostajng ciggu funkcji

nx

o) = ()

na zbiorze [0, +00).

Rozwigzanie:
Zacznijmy od zdefiniowania funkgcji f,:

fln_,x_]:=n x Exp[-n x~2/2].

Zbieznosé punktowg mozemy bez trudu zbadac korzystajac ze znanego nam juz polecenia
Limit:

Limit[f[n,x], n->Infinity, Assumptions->Element[x,Reals]].

Wynikiem jest 0 niezalezne od x, co oznacza, ze f,(x) jest zbiezny punktowo do funkcji
stalej fo = 0. Jest to oczywiscie takze naturalny kandydat na granice jednostajng. Sproé-
bujmy zwizualizowaé sobie zachowanie funkcji f,,. Wygodnie bedzie postuzyé sie znanym
nam juz poleceniem Animate.

Animate[Plot[f[n, x], {x, O, 2}, PlotRange -> {0, 10}], {n, 1, 500}].

Zmieniajgc wartos¢ n w zakresie od 1 do 500 mozemy obserwowa¢é zachowanie funkgcji f,,.

0.0 0.5 10 15 20

Jak widaé mamy do czynienia z ,wedrujgcym pagérkiem”: wraz ze wzrostem n maksima
funkcji f,, rosng i przesuwajg sie w strone 0. Takie zachowanie w oczywisty sposéb wy-
klucza zbieznosé jednostajng funkcji f,, do fy. Sprobujmy to teraz formalnie udowodnié.
W tym celu zbadamy funkcje f,,. Rozwazmy nieréwnosé f, () > 0.
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Reduce[{D[f [n,x],x]>0,x>=0},x]

Okazuje sie;, ze f, (x) > 0 dla z-6w z przedziatu (0, .= ). Wynika stad, ze f,, rosnie na prze-

dziale (0

’ \f
), osigga maksimum réwne *\; w punkcie - il maleje (do zera) na przedziale

’ f
(ﬁ, +00). Poniewaz f,,(z) > 0 dla z > 0, zatem
n
VR sup fu@) = swp [fa@)= s |fale) = 0] = £~ 0]
\/E z€[0,400) z€[0,+00) z€[0,+00)

Wynika stad, ze || f,, — 0| — +o0 przy n — oo, czyli ciag f,, nie ma granicy jednostajne;j.

Rozwigzanie (sposéd 2):
Wykluczy¢ zbieznosé jednostajng mozemy takze prosciej o ile nieco wnikliwiej przyjrzymy
sie funkcjom f,,. Zauwazmy mianowicie, ze

ful@) wﬁmd(f@)JAIw

22

gdzie g(x) = zexp (—7> - Oznaczmy a := sup,¢(o 4o0) 9(y). Mamy teraz

sup ful2) = VA sup g(vaz)=vi sup g(y) = v -a.

z€[0,+00) z€[0,+00) y€[0,+00)

Wobec tego, skoro a > 0, mamy sup,¢(o, o0 fn () - +00.
’ n——+00

Zadanie B.54. Wykazaé, ze funkcja F'(z) = >_°° | \/z exp(—n?z) jest dobrze okreslona i

n=1
ciggla na przedziale (0, +00). Rozstrzygnaé, czy F' jest ciagla w zerze.
Rozwigzanie:
Podobnie jak w poprzednim zadaniu zacznijmy od zdefiniowania rodziny funkgcji f,,(x) =

V@ exp(—n’z)
fln_,x_]:=Sqrt[x] Exp[-n~2 x].

Naturalng strategig w tego typu zadaniach jest uzycie twierdzenia méwigcego, ze gra-
nica jednostajna ciggu funkcji ciggtych jest funkcjg ciggla. Funkcje f,, sa ciggle, sprébu-
jemy zatem zbadac¢ zbiezno$¢ jednostajng szeregu ) f, na przedziale (0,+o00). Narzu-
cajgcym sie podejsciem jest uzycie kryterium Weierstrassa (patrz Stwierdzenie 7.13).
Obliczmy wiec normy || f,| dla poszczegélnych skladnikéw. Zbadamy w tym celu kiedy
pochodna f;L jest dodatnia. Zastosowanie polecenia Reduce do nieréwnosci f;z(x) > 0 nie
przynosi rezultatu, wobec tego musimy postepowaé na raty:

Simplify[D[f [n,x],x]>0].

9,2
Otrzymujemy exp(—n?x) ( \2/2 2) > 0. Poniewaz x > 0, a funkcja wykladnicza przyjmuje

tylko wartosci dodatnie, wystarczy ze zbadamy nieré6wnosé (1 — 2n%z) > 0:

Reduce[(1 - 2 n~2 x) > 0, x].
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Z otrzymanych wynikéw Wynika ze f, ro$nie na przedziale (0, 5~ -15), osigga maksimum w
punkcie 5 5.7, ktére wynosi f exp(—f) imaleje (do zera) na przedziale (2n2 , +00). Wynika
stad, ze szereg > ||f,|| zachowuje sie jak szereg harmoniczny, a wiec nie jest zbiezny.

Podejscie poprzez twierdzenie Weierstrassa nie udalo si¢ zatem.

Zauwazmy jednak, ze tak naprawde obliczyliSmy norme | f,| na calym przedziale
[0, 4+00), podczas gdy interesuje nas tylko cigglosé na przedziale (0, +00). Wystarczy wiec,
ze pokazemy zbiezno$c¢ jednostajng na zbiorach postaci [a, +o0), gdzie a jest dowolng (ale
ustalong) liczbg dodatnig. Wowczas bedziemy mogli wywnioskowad, ze F' jest dobrze okre-
Slone i ciggle na przedzialach [a, +0), a poniewaz zbiorami tej postaci mozna pokry¢ caly
przedzial (0, +00), wynika¢ stad bedzie takze cigglosé¢ F' na (0, +0o0).

7 przeprowadzonej wczesniej analizy znaku pochodnej wynika, ze

sup  fn(z) =

z€la,+00)

{fng,ﬁ) gdy 51, € [a, +00)
)

ful w przeciwnym przypadku.

Poniewaz przy ustalonym a > 0 prawie wszystkie liczby naturalne n spelniajg zaleznosé
ﬁ < a, mamy || fu|lja,400) = fn(a) dla prawie Wszystkich n. Wobec tego zbieznos$é szeregu
norm Y || fullja,+o0) 1 Szeregu > fn(a) = Y /aexp(—n?a) sa réwnowazne. Ostatni szereg
jest oczywiscie zbiezny a zatem, na mocy twierdzenia Weierstrassa, szereg > f,(x) jest
zbiezny jednostajnie nie zbiorach postaci [a, +00), gdzie a > 0. W szczegélnosci funkcja
F(x) jest ciggla na [a, +00) jako granica jednostajna ciggu funkcji cigglych.

Zajmijmy sie z kolei ciggloscig F' w zerze. Oczywiscie F'(0) = 0. Jak wiemy, poprzed-
nio nie udalo si¢ nam uzyé twierdzenie Weierstrassa aby dowies¢ cigglos$ci w zerze. Po-
wodem byt fakt, ze funkcje f,, mialy maksima rzqdu ktére wysumowane tworzg szereg
rozbiezny. Maksima te s3 zlokalizowane w punktach -+ 5.2, a wige skupiajg sig¢ w zerze. Mu-
simy rozstrzygnad, czy wktad funkgcji f,, do sumy jest na tyle maly, zeby F'(x) bylo bliskie 0
oile z jest dostatecznie bliskie 0. Poniewaz odpowiedz nie wydaje sie oczywista sprébujmy
przyjrzeé sie badanemu szeregowi. Narysujemy w tym celu wykresy ciggu sum czescio-
wych F,, szeregu F. Uzycie funkcji Animate pozwoli nam zaobserwowaé zachowanie sie
tego ciggu dla réznych n.

Fln_,x_]:=Sum[f [k,x],{k,1,n}];
Animate[Plot[F[n, x], {x, 0, 1}, PlotRange -> {0, 1}], {n, 1, 100}]

0.8
06}
0.4

02

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Z wykresu widaé, ze sumy czesciowe F),(z) dla z-6w bliskich zera stabilizuja sie blisko
wartosci 0.8, zeby potem gwaltownie spasé do zera. Takie zachowanie sugeruje, ze w
granicy bedziemy mieli do czynienia ze skokiem wartosci funkcji, a wiec F' nie bedzie
ciggla w zerze.

Sprébujmy to udowodnié. W tym celu wystarczy skonstruowac cigg xj zbiezny do 0
i znalezé liczbe a > 0 takg aby F'(zx) > a dla kazdego k. Zauwazmy, ze funkcja f,(z) jest
iloczynem czynnika +/z, ktéry jest maly dla z bliskich zera i czynnika exp(—n2x), ktéry
dla matych z jest bliski jednosci (doktadniej exp(—n?z) ~ 1 dla z = o(n—lg)). Wobec tego
wydaje si¢ dosé naturalne aby dobraé z;, w taki sposéb, zeby exp(—nZ2z;) bylo bliskie 1 dla
duzej liczby n-6w. Wowczas do F'(z)) wkiad bedzie mialo wiele matych przyczynkéw rzedu
Tk, ktére w sumie dadzg duzy wktad. Te strategie bardzo tatwo zrealizowaé biorgc na
przyklad cigg xj = k% Wéwezas!® mozemy tatwo oszacowaé:

: " n> 111
LETED STACTES SHE T CL D o e )
n=1 n=1 1

Poniewaz z;, — 0 ale F'(xy) nie zbiega do F'(0) = 0 przy k — +o00, udowodnili§my, ze F' nie
jest ciggla w zerze.

Zadanie B.55. Wykazad, ze funkcja F'(z) = > 7, xﬁk—iﬁ jest dobrze okreslona i klasy C!
na calej prostej rzeczywistej R.

Rozwigzanie:
Jak wiadomo z wyktadu (patrz Twierdzenie 7.19), jezeli szereg funkcyjny F'(z) = > fu(z)
jest zbiezny w jednym punkcie i szereg pochodnych Y f, () jest zbiezny jednostajnie,
wowczas szereg > f,(x) jest réwniez zbiezny jednostajnie i ponadto funkcja F jest réz-
niczkowalna oraz zachodzi réwnosé F' (z) = 3 f () (inaczej méwigc mozna rézniczkowadé
wyjSciowy szereg ,wyraz po wyrazie”).

Spréobujmy zastosowaé powyzsze twierdzenie do szeregu w zadaniu. Ze zbiezno$cig
badanego szeregu w punkcie x = 0 nie ma najmniejszych probleméw, bowiem F(0) =
>0 = 0. Zajmijmy sie teraz szeregiem pochodnych.

fln_, x_] = x°2/(x"4 + n~4);
D[f[n, x], x];
Simplify[%].
, 4 4
Jak widzimy zachodzi ré6wnosé f,(z) = % Sprobujmy zbadaé zbieznosé jedno-
stajng korzystajgc z twierdzenia Weierstrassa. W tym celu zbadajmy przebieg funkcji

fal2):

pfln_, x_] := (2 x (n74 - x74))/(n~4 + x~4)"2;
Reduce [D [pf [n,x],x]>0,x] .

Z analizy znaku drugiej pochodnej f, () tatwo wywnioskowaé, ze pochodna f,, (x) ma dwa
1

1 1
lokalne maksima — w punktach z,, := — (2 + V%) Y Yn = (2 — /L) 4n. Wartosci w

“Tak naprawde dowolny cigg zbiezny do zera z prawej strony bedzie dobry. Wynika to, oczywiscie, z cig-
glosci F' na przedziale (0, +00).
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tych punktach sg postaci c- %, gdzie c to stata liczbowa niezalezna od n (najprosciej wyli-
czy¢ to za pomocg komend Simplify[pf [n,xn] ,n>0] i Simplify [pf [n,yn],n>0], gdzie xn i
yn to odpowiednio punkty z,, iy,). Poniewaz pochodna f, (z) jest funkcjg antysymetryczna
i jej granice w plus i minus nieskoniczonosci wynosza zero wnioskujemy, ze || f,| = c- %
Szereg norm Y || f,|| jest zatem zbiezny, a zatem Y f,, jest zbiezny jednostajnie. Poniewaz
f, sa funkcjami cigglymi, wiec takze 3 f, (z) = F' (z) jest funkcjg ciagla.

Uwaga! W powyzszym rozwigzaniu gléwng korzyscig korzystania z komputera byto
ominiecie do§é pracochtonnych rachunkéw potrzebnych do znalezienia maksimum po-
chodnej f;l, a w konsekwencji normy || f,ll||. Mozna jednak w prosty sposéb obejsé sie bez
tych wyliczen, za pomocg oszacowania:

2x (n4 — :E4)

2
(n* + z4)2 '

2|z| (n* + 2*) 2] <
(TL4 + 1.4)2 - (TL4 + $4) - n3

fulw)| =

Ostatnig nieréwnos$c¢ zostawiamy jako éwiczenie dla Czytelnika. Poniewaz uzyskane osza-
cowanie nie zalezy od x wnioskujemy, ze

/ 2
Zbieznosé szeregu S || f, || wynika teraz z kryterium poré6wnawczego (poréwnujemy z sze-
regiem ) -%).
Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.56. Zbadac zbieznosé punktows i jednostajng ciggéw
n

" dlaser
fTL($)— (n+x)2 arcixy,

fn(z) = exp (—\/ﬁ(x - %)2) dlaz eR.
Zadanie B.57. Zbadacé zbieznosé punktows i jednostajng ciggu na R
fu(z) = 1 cos(nz) — nsin(z) + cos(z) + nsin (z + 1).
n

Zadanie B.58. Zbadad, czy funkcja dana wzorem

F(z)=Y .

‘= ny/nexp ((nw — 1)2)

jest dobrze okreslona i ciggta na calej osi R. Czy jest klasy C''?

B.5 Calka

B.5.1 Calkowanie

Nowe umiejetnosci: obliczanie calek oznaczonych i nieoznaczonych, catkowanie nume-
ryczne.
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Skrypt: Rozdzial 9.

Nowe funkcje:

Mathematica Maxima Komentarz
Integrate[f [x],x] integrate (f (x) ,x) calka nieoznaczona
Integrate[f [x],{x,a,b}] integrate(f(x),x,a,b) calka oznaczona
NIntegrate[f[x],{x,a,b}] | romberg(f(x),x,a,b) calkowanie numeryczne

Obliczanie calek oznaczonych i nieoznaczonych w programie Mathematica nie nastrecza
wiekszych trudnosci. Przyktadowo wyrazenia

3
/:E5cosa:d:v i /e_:‘:n?’dzv
1

obliczymy wpisujgc polecenia

Integrate[x~5 Cos[x],x]
Integrate[Exp[-x] x~3, {x,1,3}].

Jak wiadomo, obliczenie calek nieoznaczonych z funkcji elementarnych czesto wyprowa-
dza poza klase funkcji elementarnych. Przyktadem takiej sytuacji jest catka

/exp(—xQ) dz .

Programy typu CAS czesto potrafig podac¢ poprawng wartosé catki wyrazong poprzez tka
zwane funkcje specjalne. Przykladowo, wpisujac w Mathematice

Integrate[2/Sqrt [PilExp[-x~2],x]

otrzymamy odpowiedz Erf(x). Funkcja Erf to tak zwana funkcja bledu Gaussa, ktora jest
zdefiniowana jako funkcja pierwotna dla % exp(—2?%). W trakcie pracy z programami
CAS Czytelnik moze spotkac jeszcze wiele innych funkcji tego rodzaju — miedzy innymi
poznane na wykladzie funkcje gamma i beta Eulera (Rozdzial 10). Funkcje te sg dobrze
zbadane i pewne ich wlasnosci sg ,zaszyte” w oprogramowaniu CAS. W szczeg6lnosci
daje sie obliczac¢ przyblizone (czasem tez dokladne) wartosci danej funkcji. Przyktadowo
wpisa¢ w Mathematice

Integrate[Exp[-x~2],{x,-Infinity,Infinity}]
co da poprawny wynik /7. Maxima réwniez poradzi sobie z tg catkg — wystarczy wpisaé
integrate(exp(-x~2) ,x,-minf,inf)

Czasem zdarza sie jednak, ze poszukiwana calka nie wyraza sie zadnym sensownym
wzorem zawierajacym jakiekolwiek funkcje znane naszemu programowi. Prébujac obli-
czy¢ taks calke, dostaniemy w odpowiedzi dokladnie to co wpisaliémy'®. Do obliczania

15Mamy do czynienia z analogiczna sytuacja jak w przypadku szeregéw liczbowych
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konkretnych wartosci calek oznaczonych mozna sie wéwczas postuzyé catkowaniem nu-
merycznym. Przyktadowo, do obliczenia calki

/01 sin(cos(z)) dz
mozemy uzy¢ polecenia
NIntegrate[Sin[Cos[x]],{x,0,1}]

W Maximie analogiczne polecenie wyglada nastepujaco

load(romberg) ;
romberg(sin(cos(x)),x,0,1);

Trzeba mieé jednak swiadomosé, ze nie wszystkie calki daje sie oblicza¢ w ten sposéb.
Calkowanie numeryczne wykorzystuje pewien algorytm, ktéry liczy pole pod wykresem
danej funkcji przy pomocy sumowania pél matych prostokgtéw lub innych, prostych figur.
Funkgje, ktére bardzo szybko oscylujg nie dajg sie scalkowaé w ten sposéb'®. Czytelnik
moze przeprowadzi¢ test prébujgc obliczy¢ wartosci calek

1 o -
/ sin (%) dxr oraz / M dr .
0 0

x
Zadanie B.59. Oblicz catke
/ T sin kx
- dz ,
o sinz

gdzie k € N.

Rozwigzanie (sposéd 1):
Mathematica nie jest w stanie obliczy¢ tej calki dla ogélnego k, nawet przy dodatkowych
zalozeniach. Polecenie

Assuming[Element [k, Integers], Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}]]

nie daje zadnych rezultatéw — program nie jest w stanie skoriczy¢ wyliczen. Sprébujmy
zatem zmieni¢ sposéb postepowania i wypisaé rezultaty dla kilkunastu réznych wartosci
k:

Table[Integrate[Sin[k x]/Sin[x], {x, 0, Pi}], {k, 1, 15, 1}]

W odpowiedzi dostali$émy naprzemienny cigg skladajacy sie z liczb 7 i 0. Spodziewamy sie
zatem, ze warto$é calki dla nieparzystych k& wynosi 7, natomiast dla k parzystych 0. Ten

drugi fakt do$¢ prosto wykazaé. Naszkicujmy wykres jednej z rozpatrywanych funkcji

Plot[Sin[6 x]/Sin[x], {x, 0, Pi}]

167Znéw nasuwa sie analogia z numerycznym sumowaniem
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Widzimy, zZe jest on antysymetryczny wzgledem punktu 7. Jest to réwniez prawda dla
dowolnego parzystego k

flk_,x_]:=Sin[k x]/Sin[x];
Simplify[f[2 k, x] + f[2 k, Pi - x], Element[k, Integers]].

Stad wprost wynika, ze catka z funkcji Sisri‘ff(’;‘)r) po odcinku [0, 7] da zero.

Aby wykazaé, ze calka dla nieparzystych k daje m sprébujmy przeprowadzié dowaéd
indukcyjny. Poczgtek indukcji nie nastrecza probleméw:

s s ™
/ S%n(a:) dx = / ldx = .
o sin(z) 0
Poréwnajmy teraz dwa kolejne wyrazenia przeksztalcajgc wyrazenie za pomocg funkcji
TrigFactor sluzgcej do rozkladania wyrazenia na iloczyn czynnik6éw trygonometrycznych

TrigFactor[f[2 k + 3, x] - f[2 k + 1, Pi - x]].

W wyniku dostaliSmy iloczyn trzech czynnikéw

—2cos (;(1 +2k)(m— ) + %(3 + 2k):c) - Sinl(x) sin @(1 2k (7 — )

1
-—-3+ 2k)x> :
2
Przeksztalémy teraz dwa skrajne czynniki za pomocg funkcji Simplify!”

Simplify[-2 Cos[1/2 (1+2 k) (Pi-x) + 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]]
Simplify[Sin[1/2 (1+2 k) (Pi-x) - 1/2 (3+2 k) x], Element[k, Integers]]

Okazuje sie, ze pierwsze z nich to po prostu (—1)*sin(x), a drugie (—1)* cos(2(k + 1)z).

W konsekwencji badana réznica kolejnych wyrazen to po prostu cos(2(k + 1)x). Latwo
sprawdzié, ze odpowiednia catka znika

/7r cos(2(k + 1)x) dx = 0.
0

1"Uzycie Simplify bezposrednio do calego wyrazenia zwija je do postaci poczatkowe;.
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Rozwigzanie (sposéb 2):
Drugi sposob rozwigzania jest nieco bardziej pomystowy i wymaga uzycia liczb zespolo-
nych. Rachunki bedg na tyle elementarne, ze nie bedziemy potrzebowaé pomocy kompu-

el®_e—iw

tera. Przypomnijmy mianowicie, ze sin(z) = “~—=5—. Wobec tego
sin(kx)  elhr — ik
sin(x)  elT —e-iz

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia otrzymujemy

Sifl(kx) _ kN | k8w | ks L —ilk-)a
sin(x)
Grupujac teraz wyrazy parami i korzystajac z tego, ze cos(z) = W otrzymamy
sin(kx)

()~ sk = D)+ cos(k = 3)a) + cos((k = 5)z) + ...,

gdzie ostatnim wyrazem jest cos(kz) lub 1 = cos(0x) w zaleznos$ci od parzystosci k. Cal-
kujac ostatnig réwnos¢ stronami fatwo dowiedziemy, ze wynikiem jest O dla k parzystych
i 7 dla k nieparzystych.

Problemy do samodzielnego rozwigzania:

Zadanie B.60. Wykorzystujgc oprogramowanie CAS sprébowaé obliczyé¢ funkcje pier-
wotne nastepujgcych funkcji

f(z)=sin (L) oraz g(z)=tgsin(z).
Zadanie B.61. Obliczy¢ catke

/ exp(5) cos(x + 3)® d .
Zadanie B.62. Obliczy¢ calke
/ (sin(22) + cos(x)) (te(x) + 5) da
Zadanie B.63. Niech k,[ € N. Obliczy¢é

2m 2m
/ sin(kx)sin(lx) dr oraz / sin(kx) cos(lx) dx .
0 0

B.5.2 Zastosowania rachunku calkowego

Nowe umiejetnosci: obliczanie dtugosci krzywych, pél powierzchni i objetosci bryt.
Skrypt: Rozdzial 9.4.
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Zadanie B.64. Oblicz pole i dlugo$¢ kardioidy danej we wspétrzednych biegunowych row-
naniem 7(¢) = 1 + cos(¢).

Rozwiagzanie (sposéd 1):
Rozwigzywanie zacznijmy od zdefiniowania pomocniczych funkcji

r[Phi_] :=1+Cos [Phi]
x[Phi_] :=r[Phi] Cos[Phi]
y[Phi_]:=r[Phi] Sin[Phi]

i narysowania wykresu kardioidy

PolarPlot [r[Phi],{Phi,0,2 Pi}]

4

Z rysunku wida¢ od razu, ze kardioida jest symetryczna wzgledem osi OX. Wystar-
czy zatem, ze obliczymy interesujgce nas wielkosci dla jej gérnej potowy — jest to czesé
sparametryzowana przez kat ¢ € [0, 7.

Dlugosé mozemy tatwo wyliczy¢ ze wzoru na dlugos$é krzywej zadanej parametrycznie

p=2 [ o) + @)’
gdzie rézniczkujemy wzgledem ¢. W Mathematice:
L=2 Integrate[Sqrt[D[x[Phi],Phi]~2+D[y[Phi],Phi]~2],{Phi,0,Pi}]

Wynikiem jest L = 8.

Nieco bardziej skomplikowanie przedstawia sie sprawa z polem powierzchni. Spré-
bujmy najpierw wyrazié y jako funkcje x. Widzimy, ze dla pewnych wartosci = zaleznos¢
ta nie jest jednoznaczna. Bedziemy mieli do czynienia z dwoma gateziami funkcji y(z)
(Rysunek B.4)

Z zaleznosci z(¢) = (1 + cos(¢)) cos(¢) latwo sie przekonad, ze x(¢) jest malejaca funk-
cja kosinusa dla cos(¢) € [—1, —1] i rosngcg funkcjg kosinusa dla cos(¢) € [—3, 1]. Punkt
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I I I
05 10 15 20

Rysunek B.4: Dwie galezie funkcji y(z).

graniczny cos(¢) = —% to oczywiscie wierzchotek paraboli (z + 1)z. Odpowiada on ¢ = %71
oraz z(¢) = —%. Ogélniej z € [2,— 1] dla ¢ € [0, 27] oraz z € [-1,0] dla ¢ € [37, 7).
W celu wyznaczenia zaleznoS$ci y(z) wyliczmy najpierw kosinus kata ¢ jako funkcje =.

Solve[x == (1 + Cos[Phi]) Cos[Phi], Cos[Phil].

Otrzymane rozwigzanie cos(¢) = 3(—1 + 1+ 4z) dla = € [—1,2] opisuje gérng galaz,
natomiast cos(¢) = 3(—1 — /I +4x) dla = € [0, —1] dolng galgz wykresu. Korzystajac
z jedynki trygonometrycznej i wstawiajgc wyliczone wartosci cos(¢) do zaleznosci y(¢) =
(1 + cos(¢)) sin(¢) otrzymamy:

niw) = 500~ m)\/l L -VIT )

2

ya(a) = %(1 + M)\/l - i (1+v1+4z)”.

Pole otrzymamy jako réznice odpowiednich calek nieprzyjemne rachunki (po uprzednim
zdefiniowaniu funkgcji y; (x) i y2(z)) zostawiajgc komputerowi

S=-2 Integratelyl[x],{x,-1/4,0}1+2 Integrately2[x],{x,-1/4,2}]1;
Simplify [%]

Wynikiem jest S = 7.

Rozwigzanie (sposéd 2):

Jak widzimy powyzsze rozwigzanie jest dos¢ skomplikowane ze wzgledu na koniecznos¢
wyliczania y jako funkcji x z uwiklanej zaleznosci. Duzo prosciej jest potraktowac y(¢) i
z(¢) jak swego rodzaju zamiane zmiennych. Zaleznosé y(¢) mozemy traktowaé jako zlo-
zenie nieznanej zaleznosci y = y(z) z podstawieniem = = xz(¢). Teraz pole wyliczamy
jako

S:—2/0 yl(x)dx+2/2 o () d =

=

N

0

9 / i (2(6))7 (9) dos + 2 / 1 (2())7' (6) dop =

™

IS

win

™ 0 0
!

y(O)2 () dp+2 | y(d)r (9)dé =2 / y(0) (9) do.

™ m

-2

ww\

win

™
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Zauwazmy, ze tym razem nie musimy przejmowac sie juz jednoznacznoscig funkcji y(z).
W tym przypadku jednoznaczna jest parametryzacja za pomocg kata ¢. Zauwazmy réw-
niez, ze pochodna x/(qﬁ) jest dla katow z przedzialu ¢ € (%W,w) ujemna, co odpowiada
ycofaniu sie” wartosci x i w rezultacie braniu odpowiedniego pola ze znakiem minus —
por. rysunek B.4.

Sprawdzmy jeszcze czy wartosc pola obliczonego drugg metoda zgada sie z tg obliczong
wczeséniej:

2 Integrate[y[Phi] D[x[Phi],Phi],{Phi,Pi,0}]

Zadanie B.65. Oblicz objetosé i pole powierzchni bocznej bryly powstalej przez obrét
petli danej parametrycznie

z(t) = 2t — 2,

B.7
y(t) = 4t — . ®-D

wokoét osi OX.

Rozwigzanie:
Zacznijmy od zdefiniowania odpowiednich funkcji i narysowania wspomnianej petli

x[t_]:=2 t-t~2;
ylt_1:=4 t- t~3;
ParametricPlot [{x[t], y[tl}, {t, -0.3, 2.1}, AspectRatio -> 0.75]

-05 L 0.5 10

Optycznie widaé, ze krzywa zadana réwnaniem (B.7) ma jedyne samoprzeciecie w
punkcie (0,0). Faktycznie tatwo sprawdzi¢, ze 6w punkt odpowiada dwém wartosciom
parametrut = 0it¢ = 2 (oczywiscie moze to tez za nas obliczy¢ komputer). Przypomnijmy,
ze objetosé bryly powstalej przez obrét wykresu funkeji f(x) okreslonej na odcinku [a, b]
woko! osi OX zadana jest wzorem

b
T / y?(x) de.
a

W rozwazanym problemie mogliby$§my wyznaczy¢ dwie gatezie funkcji y = y(x) roz-
wigzujac zalezno$é uwiklang (B.7) a nastepnie odjgé od siebie odpowiednie catki jak w
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pierwszym rozwigzaniu poprzedniego zdania. Zamiast tego potraktujmy parametryzacje
(B.7) jako zmiane zmiennych. Wéwczas

2
Ve—n / (D) (1) dt.
0
Odpowiedni rachunek

Pi Integrately[t]l~2 D[x[t], tl, {t, 0, 2}]
— %

Oczywiscie otrzymany wynik nie ma sensu — objeto$¢ nie moze by¢ przeciez liczbag
ujemng. Blad ktory popelniliSmy tatwo jednak wyjasni¢. Parametr ¢t € [0, 1] odpowiada
x rosngcemu od 0 do 1 wzdluz dolnej gatezi petli, natomiast ¢t € [1,2] malejagcemu = od
1 do 0 wzdluz gornej galezi. Wobec tego obliczona catka obejmuje objetos¢ bryly otrzy-
manej przez obrét dolnej galezi z plusem i objeto$¢ analogicznej bryly dla gérnej galezi z
minusem. W $wietle tych spostrzezen tatwo stwierdzié, ze —g—jw to minus objetosé.

prowadzi do wyniku V' =

Zajmijmy sie teraz obliczaniem pola powierzchni rozwazanej bryly. Przypomnijmy, ze
pole powierzchni bryly powstalej przez obrét wykresu funkeji y(x) nad [a, b] wokét osi =

wyraza si¢ wzorem
b
S = 7r/ y(z)\/1+y' ()2 dt.

Czytelnik moze tatwo sprawdzié, ze podstawienie dane przez parametryzacje (z(t), y(t))
prowadzi do wzoru
t1
5= w/ 2 (02 + o (1) dt.
to
Numeryczna wartos$é tej calki dla parametryzacji (B.7)

Pi NIntegratel[y[t] Sqrt[D[x[t], t]1~2 + D[y[t], t1~2], {t, 0, 2}]
wynosi okolo 10.0269.

Problemy do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie B.66. Obliczy¢ calki 02” V()2 +1'(¢)2do i fOQW r(¢)? d¢ dla krzywych zada-
nych parametrycznie: okregu r(¢) = ro i kardioidy 7(¢) = 1 + cos(¢). Poré6wnaé¢ wyniki
ze znanymi dlugosciami i polami tych krzywych. Sprobuj wykazaé, ze powyzsze wzory
opisujg dlugosé krzywej i pole zakreslane przez kazdg krzywg zamknietg dang w postaci
parametrycznej r = r(¢).

Zadanie B.67. Sprawdzié, ze kardioide mozna opisaé nastepujacym réwnaniem
(2% +y*)* + 20(a” +¢°) = o,

Mozna uzy¢ programu Mathematica do wyliczenia y jako funkcji x i poréwnania ze wzo-
rem wyliczonym wczesniej. Mozna réwniez sprawdzié, ze punkty zadane biegunowo r =
1 4 cos(¢) spelniajg powyzsze rownanie. Narysowac wykres krzywej zadanej w powyzszy
sposo6b korzystajac z funkcji ContourPlot (por. rozdziat B.3.1).

Zadanie B.68. Obliczy¢ objetosc i pole powierzchni bocznej torusa powstalego przez obrét
okregu (z — R)? + y? = r? wokét osi OY. Zaktadamy, ze R > 7.
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