Rozdzial 3

Funkcja wykladnicza i logarytm

Potrafimy juz definiowa¢ potegi liczb dodatnich o wyktadniku wymiernym: jesli a > 0 i
x =p/q € Qdla p,q € N, to naturalnie jest przyjaé

ax:(al/q>p:al/q-...al/q, cfx:aix.
p razy
Zasdadniczym celem tego rozdzialu jest wskazanie, jak mozna okreslac potege a” liczby
a > 0 o dowolnym wykladniku rzeczywistym x — takze niewymiernym, i jak okreslié¢ loga-
rytm, to znaczy funkcje, ktéra dla danych liczb dodatnich y, a, a # 1, wskazuje taka liczbe
r €R,zea” =y.

Poznamy przy okazji caly szereg fundamentalnych wtasnosci tych funkcji. Jak Czy-
telnik by¢ moze zauwazy, w nazwach niektérych z tych wtasnosci figurujg takie slowa
jak ciqgtosc i rozniczkowalnosé. Na razie to tylko terminy; pelng tres¢ nadamy im wtedy,
gdy zajmiemy sie blizej systematycznym badaniem wtasnosci funkcji cigglych i funkcji
rézniczkowalnych.

Uwaga. W jednym z péZniejszych rozdzialéw zajmiemy sie¢ wprowadzeniem funkcji wy-
kladniczej w dziedzinie zespolonej. Do tego jednak przyda sie¢ nam nieco wiecej narzedzi.

3.1 Funkcja wykladnicza

Lemat 3.1 (o ciagach szybko zbieznych do 1). Zatozmy, ze (a,) jest ciggiem liczb
rzeczywistych takim, ze na, — 0 dla n — oo. Wtedy

lim (1+a,)"=1.

n—oo

Dow6p. Poniewaz na,, — 0, wigc |an| < |nayp| < 1/21i |a,| < § < |1 + a,| dla dostatecznie
duzych n; dla takich n skorzystamy dwukrotnie z nieré6wnosci Bernoulliego. (Czytelnik
zechce sprawdzi¢, ze dzigki poprzedniemu zdaniu wszystkie zalozenia tej nieréwnosci sg
spelnione). Po pierwsze,

1 _ (4 an, ”>1 nan,
(14 a,)" l4+a,) ~ 1+a,
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Po drugie,
1 1

< .
(I1+ap)™ ~ 1+ na,

(I1+ap)" >14na, >0, wiec

Zatem, dla wszystkich dostatecznie duzych n,
_ nay < 1 < 1
1+a, — 14+ap)® ~ 14 na,
Poniewaz na,, — 0 (i oczywiscie tym bardziej a,, — 0) dla n — oo, wiec teza lematu tatwo
wynika z twierdzenia o 3 ciggach. [

1

Twierdzenie 3.2 (wlasnosci funkcji wykladniczej). Dia kazdego = € R cigg
a@) = (1+2)",  neN,

Jest zbiezny do granicy a(x) € R, ktéra ma nastepujgce wtasnosci:

(E1) a(z) > 0dla kazdego x € Ria(0) = 1;

(E2) a(z)a(y) = a(z +y) dla wszystkich z,y € R;

(E3) a(x) > 1+ xdla kazdego x € R;

(E4) (Monotonicznosé): a(x) > a(y) dla wszystkich x > y;

(E5) a(z) <1/(1 —x)dla kazdego = < 1;

(E6) |a(z) — 1 — x| < 2|z|* dla kazdego |z| < 3;

(E7) (Ciagtosé): jesli x,, — x € R, to a(x,) — a(z);

(E8) (Rozniczkowalnosé): jesli h,, — 0i h, #0dlan €N, to

lim a(x + hy) — a(z) _ a(x)

n—o00 hn,

Dowo6b. Plan postepowania jest taki: wykazemy, ze granica a(z) ciggu a,(x) istnieje dla
kazdego z, a potem stopniowo bedziemy dowodzi¢ jej wtasnosci.

Krok 1. Najpierw sprawdzimy, ze cigg a,(x) jest monotoniczny od pewnego miejsca.
Ustalmy 2 € R. Rozpatrujemy odtad tylko n > |z|; wtedy (n+z)/n =147 > 0ia,(z) > 0,

zatem
n+1
<1 +x )
An+1 n+1

pil 2 G = ?Zl = NS
1-1-*)
(1+3

Zapiszmy iloraz poteg, wystepujgcy w ostatnim wyrazeniu, w postaci (1 + ---)"*! i sko-
rzystajmy wtedy z nier6wno$ci Bernoulliego:

n

>

1
1+ n+ax

z
n

(”nil)nﬂ (n+ 1+ \""! z "
()T (svmsn) = 0 wrvmes)

gdyz (n+1)(n+z)—x=Mn+1+z)n

x n
1- - .
(n+z) n+z

v
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(Dla « < 0 oczywiscie wolno bylo nieréwno$é Bernoulli’ego stosowaé; dla =z > 0 jest

)\ < Gty < - Zatem istotnie cigg an(z) jest niemalejacy dla n > |z|.

| (n—l—l)z(n—l-x

Krok 2. Niech z < 0. Wtedy dla n > |x| zachodzg nieréwnosci
0<1+2 <1, o<an(x):(1+f)n<1,
n n

a to znaczy, ze cigg a,(x) jest ograniczony. Poniewaz jest niemalejgcy od pewnego miejsca,
wiec jest zbiezny, a jego granica a(x) > 0, bo dzieki monotonicznosci a(z) > an,(z) > 0 dla
m > |z|.

Krok 3. Dla x > 0 postuzymy sie sztuczka. Mianowicie, 1 — i—z =(1-3)(1+7), azatem
dla n > |z| mozemy napisaé
)
1==3
n

wl = e a)

Z lematu o ciggach szybko zbieznych do 1 wiemy, ze licznik jest zbiezny do 1, a z poprzed-
niego kroku dowodu — ze mianownik jest zbiezny do a(—xz) > 0. Zatem, z twierdzenia o
granicy ilorazu ciagéw, a,(r) — a(x) = 1/a(—x) > 0. Dla = = 0 oczywiscie a,(0) =1 — 1.
To daje istnienie a(z) dla kazdego = i wtasnosé (E1).

Krok 4. Teraz udowodnimy, ze wlasnosci (E2)-(E6) istotnie przystugujg a(x).
7 twierdzenia o granicy ilorazu

n
<1+x+y+xy>

a(x)a(y) ) n n? ) = "
——"C = lim a— = lim | 14+ —"
a(z +y) noeo <1+x+y> n—00 14 &
n M
= (ozn.) an

Latwo zauwazy¢, ze na,, — 0, wiec z lematu o ciggach szybko zbieznych do 1 otrzymujemy
a(z)a(y)/a(x + y) = 1, czyli wlasnosé (E2).

Poniewaz, dzieki nieré6wnosci Bernoulliego, a,(x) > 1 + z dla wszystkich n > |z| i
wszystkich = € R, wiec na mocy stwierdzenia o szacowaniu granic takze a(x) > 1+ x. To
daje wlasnosé (E3).

Sprawdzimy monotonicznosé, czyli wlasnosé (E4). Niech = > y. Korzystajac z (E1)—
(E3) piszemy

E2) B (E1), (E3)
a(r) —a(y) =" a(ya(lr —y)—aly) = a(y)(a(z-y)-1) > aly)(z—-y)>0

gdyz a(y) > 0ix —y > 0. Zatem a(z) > a(y) dla z > y.

Wiasnosé (E5) tatwo wynika z (E3) i (E2). Istotnie, a(—z) > 1—2 > 0dlax < 1, a wiec

dla takich z jest
1 1

a(—x) ~ 1—=x

Aby wykazac (E6), stosujemy dla |z| < 1/2 < 1 wtasnoéci (E3) i (E5):

2
&
I
A

(E3) (E5) 1 1 14p— 2 2
0 < a(z)—1—2 < —1l—z= trorhe @ < 2|z|?
1—2z 1—=z 1-2z
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(w ostatniej nieréwnosci uzywamy warunku |z| < 1).

Krok 5. Na koniec wykazemy wtasnosci (E7) i (E8). Jesli z,, — x, to wéwezas |z, —z|? <
|z, — x| < 1/2 dla dostatecznie duzych n, wiec oznaczajac dla krétkosci r, = =z, — =z,
otrzymujemy z nieréwnosci tréjkagta

(E6)
ja(rn) = 1| < la(ra) = 1= ra| +|ra| < 20 + [rn] < 3Jra| = 3lan — 2.

Zatem, poslugujac sie twierdzeniem o 3 ciggach, latwo wnioskujemy, ze a(z, — z) =
a(r,) — 1 dla n — co. Ponadto,

0 < la(zn) — a(z)] = a(@)| - |a(z, — @) - 1],

wiec takze a(x,) — a(x).
Zostala nam ostatnia wlasnosé, (E8). Piszemy

0z + h) —a(z) @ alz)alhn) — al) alhn) =1 _
™ = I =a(z) - e a(z) - Uy .
= (ozn.) U,

Skoro h,, — 0, to dla dostatecznie duzych n jest |h,| < 1/2 i wtedy

a(hy) —1
b,

a(hp) —1—hy
by,

®6) 2|h, |

0<|Uy— 1| = < Th

= 2lh,| — 0,

_4_

a wiec U, — 1dlan — oo. Zatem, a(z)U,, — a(z) dla n — oo, a to wlasnie nalezalo
udowodnic.

Dowdéd catego twierdzenia jest teraz zakonczony. [

Definicja 3.3 (liczba e i funkcja exp). Kladziemy

1 n

e=a(l) = lim <1 + ) — 2,718281828459045 . ..
n—o00 n

Dla z € R piszemy takze exp(z) = a(x), gdzie a(z) = lim, .o (1+ %)". Funkcja exp nazywa

sie funkcjq wyktadniczg (zmiennej rzeczywiste;j).

Zatem,
e =-exp(l).

(Warto zauwazy¢, ze wszystkie przytoczone wyzej cyfry rozwiniecia dziesigetnego e znat
Leonhard Euler przed 1750 rokiem!)

Wiemy juz o funkcji wykladniczej bardzo wiele. Udowodnimy jeszcze jedng jej wila-
sno$¢: kazda liczba dodatnia jest wartoscig tej funkcji.

Stwierdzenie 3.4. Dla kazdego y > 0 istnieje doktadnie jedna liczba x € R taka, zZe
y = exp(z).

Dowop. Wystarczy przeprowadzié¢ dowdd dla y € (0,1), gdyz 1 = exp(0) i jesli z > 1, to
1/z =y € (0,1), wiec z réwnosci y = exp(z) i exp(z) exp(—x) = 1 wynika, ze exp(—z) = .
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Niech przeto y € (0,1). Polézmy A = {t € R: exp(t) < y}. Jesli ¢t > 0, to dzieki (E3)
jestexp(t) > 1+t >1>y,awiect € A, tzn. A C (—o0,0). Ponadto, dla n € N mamy, z
wlasnosci (E5) uzytej dla x = —n,

— <
exp(—n) < T

a wiec —n € A dla wszystkich n dostatecznie duzych (wystarczy, by 1/(1 + n) < exp(y),
tzn. aby n+1 > exp(—vy)). Zatem zbior A jest niepusty i ograniczony z géry, a wiec istnieje
x =sup A € R. A priori, sg trzy mozliwosci:

exp(z) >y,  exp(z) <y,  exp(z)=y.

Wykazemy, ze pierwsze dwie prowadzg do sprzecznosci. Przypusémy wiec, ze exp(x) < y.
Z wilasno$ci (E7) wynika, ze dla n — oo cigg exp(z + %) — exp(z) < y, a wiec, dzieki
Stwierdzeniu 2.13, exp(z + %) < y dla wszystkich dostatecznie duzych n. Innymi stowy,
supA=z<z+ % € A, to zas$ jest sprzecznosé. Nie moze wiec byé exp(z) < y.

Gdyby exp(z) > y, to, podobnie jak przed chwilg, mielibySmy exp(z — %) — exp(z) > vy,
tzn. dla wszystkich dostatecznie duzych n byloby

1
exp(z — —) >y >expt  dlakazdegot € A.
n

Z monotoniczno$ci, patrz wlasnos$é (E4), otrzymalibySmy = — % >t dla kazdego ¢ € A, ale
T — % < x = sup A, wiec bylaby to sprzecznosé z definicjg kresu gérnego.
Musi zatem by¢ exp(z) = y. Jednoznacznos§é wynika z monotonicznosci exp. [

Definicja 3.5 (logarytm naturalny). Dla liczby y > 0 definiujemy: Iny = x, gdzie z € R
jest jedyng liczbg taka, ze exp(z) = y.

Wtasnoséci funkcji wykltadniczej nietrudno przelozyé na odpowiednie wtasnosci loga-
rytmu naturalnego.

Twierdzenie 3.6 (wlasnosci logarytmu naturalnego). Logarytm naturalny Iny jest okre-
slony dla wszystkich liczb y > 0 i ma nastepujqgce wlasnosci:

(L1) Dla wszystkich x,y > 0 jest In(zy) =Inxz +Iny;lne=1ilnl =0.
(L2) (Monotonicznosé logarytmu) Dla wszystkich y; > yo > 0 mamy Iny; > Inys.

(L3) Dla wszystkich y > 0 zachodzq nieréwnosci
1
1l—-—<hy<y-1.
Yy
Réwnowaznie,

t
1 <ln(l+¢) <t dla wszystkich t > —1.

(L4) Jeslit, > —1dla wszystkichn € Nit, —0,toln(l+1t,) - 0=1Inl.

(L5) (Ciqgtosé logarytmu) Jesli y, > 0 dla wszystkich n € Niy, — y > 0dla n — o,
to wéwczas Iny, — Iny dla n — .
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(L6) (Roézniczkowalnosé logarytmu) Jesli h, — 0dlan — oo, atakzey > 0iy+h, >0
dla wszystkich n € N, to wowczas
In(y 4+ hyp) —Iny 1

li —.
nl—>ngo hn, Y

Dow6p. Udowodnimy (L1). Poniewaz x,y > 0, wiec istniejg ¢, w € R takie, ze exp(t) = «,
expw = y (czyli: t = Inz, w = Iny). Z wlasnosci (E2) funkcji exp otrzymujemy

zy = exp(t) exp(w) = exp(t + w),

tzn. wprost z definicji logarytmu Inzy = ¢t + w = Inz + Iny. Réwnosci Ine = 1,In1 = 0
wynikaja stad, ze exp(1) = e, exp(0) = 1.

Nietrudno zauwazyé, ze logarytm jest monotoniczny: gdyby 1 = Iny; < Inys = 29
dla pewnych y; > y2 > 0, to byloby, dzieki monotonicznosci funkcji wykladniczej, y1 =
exp(z1) < exp(z2) = Y9, a to jest sprzecznosé.

Teraz sprawdzimy, ze zachodzg nieré6wnosci podane w punkcie (L3). Niech z = Iny.
Mamy exp(z) > 1+ x, tzn. Iny = x < exp(z) — 1 = y — 1. Poniewaz exp(z) < 1/(1 — z) dla
x < 1, a z monotonicznosci wynika, ze Iny < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy v < e, wiec przy
dodatkowym zatozeniu r =Iny < 1, y > 0, jest

1 1 1 1
& —2>21—hhy & Iny>1-—-—.
Yy Y

y=exp() < -2 1-Iny
Gdy z = Iny > 1, to nier6wnos¢ jest banalna, gdyz 1 —1/y < 1 dla y > 0. To koniczy dowéd
pierwszej wersji (L3); drugg otrzymujemy, podstawiajac y = 1+t (zauwazmy: y > 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ > —1).

Wiasnosé (L4) jest bardzo prosta. Otrzymujemy ja, stosujgc nieréwnosci z punktu (L3)
i twierdzenie o trzech ciggach.

Przejdzmy do dowodu cigglosci, tzn. do wlasnosci (L5). Poniewaz logarytm iloczynu
jest sumg logarytmoéw, wiec

Iny, —lny =1In (y‘ <1+ yny_y)> —lnyzln(l-i— yny_y ),

= (ozn.) t,

gdzie —1 < t, = (yn—y)/y = —1—1—%” — 0, gdy y,, — y. Wiemy juz jednak, ze In(1+t¢,) — 0
dla kazdego ciggu ¢, — 0, t,, > —1; zatem Iny,, — Iny, gdy y,,y > 0iy, — y dlan — oc.
To koniczy dowéd wlasnosci (L4).

Na koniec wykazemy rézniczkowalno$é logarytmu. Zauwazmy, ze

hy,
lny+ln<1+?) —Iny (1 +#,)

In(y + hy) —Iny 1
hn - hn oty

dlatn:h—";«éo,
Yy

Wystarczy wiec wykazaé, ze dla kazdego ciggu ¢, — 0, gdzie ¢,, # 01it, > —1 dla wszyst-
kich n € N, mamy iln(l +t,) — 1. Oznaczmy s,, = In(1 + t,,); wtedy exp(s,) — 1 = t, i
sn # 0. Zatem

In(1+t,) Sn

tn ~exp(sy) — 17
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SprawdziliSmy przed chwilg, dowodzac wlasnosci (L4), ze s, = In(1 + ¢,) — 0. Korzy-
stajac z rézniczkowalnosci funkcji wykltadniczej, patrz wtasnosé (E8), wnioskujemy, ze
sn/(exp(sy) — 1) — 1 dla n — co. Zatem takze i In(1+t,)—1. O

Dysponujac juz funkcjg wykladniczg i logarytmem, nietrudno jest zdefiniowaé potege
dowolnej liczby dodatniej o dowolnym wykladniku rzeczywistym.

Definicja 3.7. Dla wszystkich a > 0 i wszystkich = € R przyjmujemy
a” =exp(zlna).

W szczegélnosci, dla liczby e przyjeta definicja daje, zgodnie z naturalnym oczekiwa-
niem, ¢* = exp(zlne) = exp(z), gdyz lne = 1. Zauwazmy tez od razu, ze dla n € N jest,
dzieki wtasnosci (L1) logarytmu,

a" =exp(nlna) =exp(lna+mna+---+Ina) =exp(ln(a-a-...-a))=g-a-...-aq,
n razy n razy

co zgadza sie ze zwyklg definicjg potegi o wykladniku naturalnym. Nietrudno podacé liste
wlasnosci poteg, podawang na ogét w szkole!

Cwiczenie 3.8. Niech a,b > 0, 2,y € R. Prosze samodzielnie, korzystajgc z (E1)—(E8)
oraz (L1)—(L5), udowodnié nastepujgce wlasnosci poteg:

(i) a**Y = a®aY, a ponadto a* = 1/a”ia® = 1.
(ii) (am)y = a"™ i a®b" = (ab)”.

(iii) Jesli a > 1, to a® < a¥ dla wszystkich z < y, a jesli a € (0,1), to a® > a¥ dla
wszystkich = < y.

(iv) Jedli ciag x,, — = dla n — oo, to wéwcezas a™ — a® dla n — oc.

(v) Jesli a < b, to a® < b* dla wszystkich x > 0 oraz a® > b* dla wszystkich = < 0.

Mozemy takze zdefiniowaé logarytm przy dowolnej podstawie a > 0, a # 1.

Definicja 3.9. Jesli a > 01i a # 1, to dla wszystkich y > 0 przyjmujemy

log,y=2z < a"=y.
Cwiczenie 3.10. Postugujac sie udowodnionymi juz wlasno$ciami funkcji wykltadniczej
i logarytmu, sprawdzié, ze powyzsza definicja jest poprawna (tzn. przy podanych zatoze-
niach o a i y liczba log, y istnieje i jest okreslona jednoznacznie). Dlaczego przyjmujemy,
ze a #1?

Cwiczenie 3.11. Postugujac sie znanymi wlasnosciami poteg i logarytmu naturalnego,
wykazaé, ze logarytm przy dowolnej podstawie a > 0,a # 1 ma nastepujace wlasno$ci:

10dbywa sie to zwykle bez wyjasnienia, jak nalezy rozumieé napis a”, gdy liczba z nie jest wymierna,
i dlaczego wtedy odpowiednie r6wnosci majg sens — prawda jest taka, ze nie da si¢ wtedy unikng¢ jakiejs
wersji przej$é granicznych. ..
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1) log,y = (Iny)/(Ina) dla wszystkich y > 0.

2) Jeslib > 0,b # 1, to log, y = (log, y)/(log, a) dla wszystkich y > 0.
3) log,(zy) = log, x + log, y dla wszystkich =,y > 0.

4) log,(y*) = xlog, y dla wszystkich y > 0, z € R.

Warunek 2) bywa nazywany wzorem na zamiane podstawy logarytmu.

3.2 Charakteryzacja funkcji wykladniczej

Co ciekawe, niewielka cze$é wtasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmu okresla kazda z
tych funkcji jednoznacznie. Oto odpowiednie twierdzenia.

Twierdzenie 3.12 (charakteryzacja funkcji exp). Jesli funkcja f: R — R spetnia trzy
warunki:

(i) Dla wszystkich z,y € R jest f(z +y) = f(z)f(y),
(i) f(1) =e,
(iii) Dla kazdego x € R i kazdego ciqgu , — x ciqg f(x,) jest zbiezny do f(x),

to wowczas
f(x) = exp(x) dla wszystkich z € R. 3.1

Dowo6b. Plan dowodu jest bardzo prosty. Korzystajac z dwéch pierwszych zalozen, dowodzi
sie, ze f(xz) > 0 dla wszystkich = € R i sprawdza si¢ r6wnosé (3.1) dla wszystkich z € Q
(niezbyt trudna indukcja). Nastepnie, korzystajac z trzeciego zalozenia i gestosci Q w R,
dowodzi sie (3.1) dla wszystkich z € R\ Q. Oto szczegély:

Krok 1. Z pierwszego zalozenia otrzymujemy f(z) = f(z/2+x/2) = f(x)? > 01 f(0)? =
f(0). Liczba f(0) jest wiec zerem lub jedynkg. Nie moze by¢ jednak f(0) = 0, bo wtedy
mieliby$my f(z) = f(z+0) = f(z)f(0) = 0 dla wszystkich x, a wiemy, ze f(1) = e. Zatem
f(0) = 1, co oznacza, ze f(z)f(—z) = f(0) = 1 dla kazdego x € R. Innymi slowy, liczba
f(z) jest ré6zna od zera i nieujemna.

StwierdziliSmy wiec, ze f(x) > 0 dla wszystkich x € Ri f(—xz) = 1/f(z).

Krok 2. Wiemy, ze f(1) = e. Jesli przyjaé, ze f(m) = €™, to f(m+ 1) = f(m)f(1) =
eme = ™t Przez indukcje wnioskujemy, ze f(m) = ¢™ dla wszystkich m € N. Ponadto,
dla m € Nmamy f(—m)e™ = f(—m)f(m) =1, tzn. f(—m) = e~ ™. Zatem

f(im) =e™ = exp(m) dla wszystkich m € Z.

Krok 3. Niech m,n € N. Wtedy

(ORI e
e
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stad za§ f(1/n) = e'/". Przez indukcje, podobnie jak w poprzednim kroku stosujac wia-
snosé f(z +vy) = f(z)f(y), dowodzimy teraz, ze f(m/n) = e"/™. Wreszcie, poniewaz

f(=x) = 1/f(x), wige
f(z) = e* = exp(x) dla wszystkich = = p/q € Q.

Krok 4. Niech z € R\ Q. Istnieje wtedy (patrz Twierdzenie 1.18) cigg liczb wymiernych
x, zbiezny do x. Z zalozenia (iii) oraz cigglosci funkcji wykltadniczej wnioskujemy, ze

f(x) = lim f(z,) = lim exp(z,) = exp(z).
SprawdziliSmy wiec, ze f(x) = exp(z) dla wszystkich z € R. O

Uwaga. Drugie zalozenie Twierdzenia 3.12 ma charakter normalizujgcy: gdyby przyjaé,
ze f(1) = a > 0, to byloby f(z) = a”. Zamiast zakladaé, ze f(1) = e, mozna tez przyjaé
warunek

(i) Dla kazdego ciggu réznych od zera liczb x,, — 0 mamy

IR0

n—00 Tn

=1.

Zadanie 3.13 (dla zainteresowanych rozumieniem teorii). Wykazac, ze teza Twierdze-
nia 3.12 zachodzi, gdy zalozenie (ii) zastgpimy powyzszym warunkiem (ii)’. Zastanowié
sie, czy zalozenie (iii) mozna wtedy oming¢.

Wskazowka: co trzeba zmienié w pierwszym kroku dowodu? Jak wykazaé, ze f(1) = €?
(Wolno uzywaé wszystkich udowonionych wlasnosci funkcji wyktadniczej).

Zadanie 3.14 (latwiejsze od poprzedniego). Nasladujgc dowdd ostatniego twierdzenia,
wykazaé, ze jesli funkcja g: (0,00) — R spelnia nastepujgce warunki:

(a) Dla wszystkich z,y > 0 jest g(xy) = g(x) + g(y),
(b) gle) =1,

(c) Dla kazdego = > 0 i kazdego ciggu liczb dodatnich z,, — = ciag g(x,) jest zbiezny do
granicy g(z),

to wéwczas
g(x) = In(zx) dla wszystkich z € R.

Przekonamy sie za pewien czas, ze funkcje wykladniczg i logarytm naturalny mozna
okresli¢ takze dla zespolonych wartos$ci zmiennej. Trzeba to jednak zrobié nieco inaczej
(Czytelnik zauwazyl zapewne, ze w dowodach w tym rozdziale wielokrotnie korzystaliSmy
z wlasno$ci ciggé6w monotonicznych i nieré6wnosci Bernoulliego, a tych narzedzi trudno
uzywaé w C). Wygodnie bedzie zajac¢ sie najpierw szeregami.



