Rozdziat 10

LZNK. Rozklad QR. Metoda
Householdera

W tym rozdziale zajmiemy sie liniowym zadaniem najmniejszych kwadratow
(LZNK).

Dla danej macierzy A wymiaru M x N i wektora b wymiaru M chcemy
znalez¢ wektor x wymiaru N taki, ze

1Az — bll2 = min [ Ay — bf|>.

Jesli A jest macierza kolumnami regularna (rzad A jest maksymalny rowny
N), to zadanie to ma jednoznaczne rozwiazanie i nazywamy je regularnym
LZNK (RLZNK).

Podstawowym algorytmem stluzacym jego rozwiazaniu jest metoda Ho-
useholdera, czyli znalezienia rozkladu QR macierzy A, gdzie () to macierz
ortogonalna - iloczyn macierzy Householdera, a R to macierz gérnotrojkatna.

W tym rozdziale przetestujemy podstawowy operator octave’a stuzacy do
rozwiazywania dowolnego LZNK; tzn. operator \. Zauwazmy, ze jesli M = N
i A jest macierza kolumnami regularna, to A jest nieosobliwa i to regularne
LZNK jest réwnowazne rozwiazaniu uktadu réwnan liniowych Az = b.

Przetestujemy w zadaniach funkcje octave’a qr() stuzaca znajdowaniu
rozkltadu QR macierzy, kilka wtasno$ci macierzy (przeksztatcen) Househol-
dera i rozwigzemy kilka konkretnych LZNK.

Zadanie 1 Operator octave’a \ stuzacy m.in. do rozwiazywaniu uktadow
rownan liniowych i LZNK w octavie.

e Przetestuj operator octave’a \ rozwigzujac RLZNK dla ma-
cierzy A ze znanym konkretnym rozwigzaniem x:
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przyjmujac, ze [ = Awx.
Czy y=A\f jest rozwiazaniem tego ukladu?
Policz normy residualng || Ay — f||2 i norme btedu ||z — y/|2.

e Przetestuj ten operator dla nieregularnego LZNK dla ma-

cierzy AT z z = [1;1;1] 1 f = Ax.
Czy y=A’\f jest rozwiagzaniem tego uktadu?
Policz normy residualna || A%y — f]|2 i norme bledu ||z —y||o.

Zadanie 2 Rozklad QR w octave. Funkcje qr().

Zapoznaj sie z pomoca do funkeji: qr().
Dla macierzy A = [1,1;1,—1;1,3] znajdz jej rozktad A =
QR z pomoca funkeji qr().

Sprawdz, czy uzyskana @) jest ortogonalna - policz normy
Frobeniusa QQT —I'i QTQ — I.

Sprawd? ten rozklad liczac normy macierzowe: norme druga
i norme Frobeniusa btedu A — QR.

Zastosuj ten rozktad do znalezienia rozwigzania LZNK Az =
f ze znanym rozwiazaniem, np. x = [1;0] 1 f = [1;1; 1].

Policz norme druga wektorowa pomiedzy x, a wynikiem al-
gorytmu w, polegajacym na zastosowaniu odpowiedniego
rozktadu oraz takie same normy residualne, tzn. normy dru-

gie Aw — f oraz Rw — QT f.

Zadanie 3 Uktad réwnan normalnych, a rozktad QR.

Rozpatrzmy macierz As,j - pod-macierz wymiaru 2n x k ma-
cierzy Vandermonde’a Aj, o, dla 2n wezléw réwnoodleglych na
0, 1].

LZNK z A, z wektorem prawej strony f roéwnym pierwszej
kolumnie tej macierzy (rozwiazanie to pierwszy wersor) rozwiaz
trzema sposobami:

()
(b)

uzywajac operator \,

uzywajac rozklad QR uzyskanym funkcja qr(),
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Zadanie 4

(c) poprzez rozwiazanie uktadu réwnan normalnych:
Bxr=g
dla
B = Agn,kA2n,k7 g = Agn,k )

tzn. tworzymy macierz uktadu réwnan normalnych B, wek-
tor prawej strony g uktadu rownan normalnych, a nastepnie
rozwigzujemy uktad rownarn normalnych operatorem \ .

Macierz Vandermonde’a mozna w octave’ie utworzy¢ za pomoca
funkeji vandery().
Przeprowadz testy dla N = 10,20,40,80 1 k = 2,4, n. Poréwnaj

e czas obliczen
e blad - ||z — yl|2
e biad residualny || Az — f||2

dla x rozwiazania dokladnego LZNK, f wektora prawej strony
LZNK, y przyblizenia rozwigzania uzyskanego dang metoda.

Rozktad QR a operator \ przy rozwiazywaniu uktadow roéwnan
liniowych,

Rozpatrzmy macierz A, , Vandermonde’a dla n wezléw réwno-
odlegtych na [0, 1].

Uktad rownan liniowych z wektorem prawej strony réwnym pierw-
szej kolumnie tej macierzy (rozwiazanie to pierwszy wersor) roz-
wiaz dwoma sposobami:

(a) operatorem \,

(b) rozkladem QR uzyskanym funkcja qr(),
Przetestuj dla N = 10, 20, 40, 80. Poréwnaj

e czas obliczen,
o blad ||z —yll2,
e blad rezydualny: ||Az — f||o,
dla x rozwigzania doktadnego tego ukladu réwnan, f wektora

prawej strony uktadu i y przyblizenia rozwiazania uzyskanego
dana metoda.
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Zadanie 5

Zadanie 6

Zadanie 7

Krzywa najlepiej pasujaca do danych punktow.

Zastosuj octave’a do znalezienia wspotczynnikow a, b krzywej naj-
lepiej pasujacej do zadanych punktow: (zg, yx), tzn. znajdz takie
a,b, 7e

2 2 2 _ oo 2 2 112
;|axk+byk 1 Ircl’ldn;kxk—i-dyk 1%

Za (zk, yx) przyjmiemy zaburzone punkty z danej elipsy

yp = /1 — 4% a2 + 2,

gdzie z; to zaburzenie wylosowane z [0,107%] a = = 1/k lub
xp=—1+hxkdlah=2/Nk=1,.. N.

Czy obliczone a i b jest bliskie 4 1 17

W jednym oknie zaznacz punkty (zy,yx) plusami oraz narysuj
fragmenty wykreséw obu elips: pierwszej - dla a = 4,b = 1 i
drugiej elipsy - dopasowanej do zaburzonych punktow.

Powtorz obliczenia dla réznych zaburzen zy.

Zaprogramuj funkcje octave’a
function y=H(x,w,nw)

ktora dla danych wektorow ¥ i o tego samego wymiaru N i ska-
laru nw = ||wl|s zwroci wektor y = H,, @ dla

1
Hy,=1-2% —wuw’
nw

czyli przeksztalcenia (macierzy) Householdera.

Skalar moze by¢ parametrem opcjonalnym. Jesli funkcja bedzie
wywolana z dwoma tylko parametrami, to norme w mozna obli-
czy¢ w tej funkceji.

Przetestuj te funkcje dla losowych wektoréw & i w i sprawdz, czy

[HuZll2 = (|Zll2,  Huw(Hor) = 2.

Napisz ogolniejsza wersje funkcji z poprzedniego zadania, tzn.:
funkcje:

function Y=Hm(X,w,nw),
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Zadanie 8

Zadanie 9

Zadanie 10

gdzie X macierz N x M i wtedy zwracany wynik to macierz
Y = H, * X . Pozostate dwa parametry funkcji pozostana bez
zmian.

Czy mozna zaimplementowac taksg funkcje bez uzycia petli?

Sprawdz, wykorzystujac te funkcje, czy mnozenie przez macierz
Householder nie zmienia norm macierzowych drugiej i Frobe-
niusa, tzn. czy:

[All2 = [|Hw * Allz = [[A* Hyl

[AllF = [[Huw * Allp = | A Hyl[p

dla losowej macierzy A i H,, macierzy Householdera dla losowego
wektora w # 0.

Znajdz wektor Householdera w taki, ze odpowiednie przeksztal-
cenie Householdera przeprowadza dany wektor @ # 0 na kierunek

drugiego danego niezerowego wektora [« v £ 0 dla | = %

Przetestuj dla dowolnych dwoch réznych wektoréw o tej samej
dtugosdci, czy rzeczywiscie H,u = v.

Zastosuj metode Householdera do rozwigzania zadania znalezie-
nia prostej y = ax-+b najlepiej przyblizajacej N punktow (zy, yx) =
(k,1+2xk+¢)dlak=1,...,N gdze (e1,...,en) to losowy
wektor za zakresu [—e, €], tzn.:

Z lazy, + b — y|* = Hclidnz |cxy +d — yi|*.
k ’ k

Nalezy testowaé dla wartosci e = [1,1071,1072,1073).

Funkcja rand(n) generuje wektor losowy o rozkladzie jednostaj-
nym na [0, 1] w octavie.

Por6éwnaj z wynikami otrzymanymi za pomoca standardowej funk-
cji octave’a, tzn. \ , oraz przy wykorzystaniu funkcji octave’a

qr(A).

Zaprogramuj metode Householdera rozwigzywania uktadu row-
nan liniowych A7 = b dla A macierzy trojdiagonalnej N x N,
tzn. napisz funkcje octave’a:

function |[x|=hous3diag(a,b,c,f,N)

Parametry funkcji:
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e a,b, cprzekatna, pod-przekatna i nad-przekatna macierzy A,
e f - wektor prawej strony,

e N - wymiar zadania - dtugos$¢ przekatnej a.

Funkcja zwraca  rozwiazanie Ax = f.

Przetestuj dziatanie funkcji analogicznie do zadania 4| dla macie-
rzy trojdiagonalnej o stalych diagonalach, np. takiej, ze elementy
na gtoéwnej diagonali sa réwne dwa, a elementy na pod- i nad-
diagonalach sg rowne minus jeden dla N =107 zp=1,2,...,9..
Za wektor prawej strony f mozemy przyja¢ pierwsza kolumne
macierzy A.
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