
Rozdziaª 11

Numeryczne zadanie wªasne

W tym rozdziale zajmiemy si¦ symetrycznym zadaniem wªasnym, tzn. za-
daniem znajdowania warto±ci i/lub wektorów wªasnych dla macierzy syme-
trycznej A = AT . W zadaniach zbadamy, jak dziaªa podstawowa funkcja
octave'a rozwi¡zuj¡ca zadanie wªasne, tzn. funkcja octave'a eig() oraz zba-
damy zbie»no±¢ ró»nych wersji metody pot¦gowej.

Metoda pot¦gowa jest zde�niowana nast¦puj¡co: dla dowolnego wektora
x̂0 = x0 o normie drugiej równej jeden (np. losowego), de�niujemy ci¡g
iteracji metody pot¦gowej nast¦puj¡co:

x̂k = Axk−1 (iteracja)

xk = x̂k
‖x̂k‖2

(normowanie)

rk = xTkAxk (iloraz Rayleigha)

k > 0 (11.1)

Zgodnie z teori¡, o ile x0 nie jest ortogonalny do wektora wªasnego (pod-
przestrzeni wªasnej) dla najwi¦kszej warto±ci wªasnej, to x2k zbiegnie do tego
wektora wªasnego, a rk - iloraz Rayleigha - do tej warto±ci wªasnej.

Zadanie 1 Zapoznaj si¦ z pomoc¡ do funkcji octave'a eig().

Za jej pomoc¡ oblicz warto±ci wªasne macierzy 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

Sprawd¹, czy dla λ warto±ci wªasnejA prawd¡ jest, »e wyznacznik
A− λ ∗ I wynosi zero.

Wyznacz macierz V tak¡, »e jej kolumny to wektory wªasne A.

Przetestuj w normie macierzowej Frobeniusa, czy ‖AV − ΛV ‖2
wynosi zero. Tutaj Λ - to macierz diagonalna z warto±ciami wªa-
snymi A.
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Zadanie 2 Zastosuj metod¦ pot¦gow¡ (11.1) do zadania wªasnego z macie-
rz¡ A z poprzedniego zadania. Za warunek stopu przyjmiemy, »e
iloraz Rayleigha rk praktycznie przestanie si¦ zmienia¢, co mo»e
sugerowa¢, »e jest bliski granicy, czyli odpowiedniej warto±ci wªa-
snej, tzn. je±li

|rk+1 − rk| < tol

to zatrzymujemy iteracj¦. Przyjmijmy, »e tol = 10−12.

Przetestuj, czy otrzymane rk rzeczywi±cie jest dobrym przybli»e-
niem najwi¦kszej co do moduªu warto±ci wªasnej A - czyli dwa, a
xk zbiegªo do wektora wªasnego dla tej warto±ci wªasnej o normie
drugiej równej jeden, tzn. do v1 = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)T , lub −v1.

Przetestuj algorytm bior¡c za x0:

(a) wektory losowe - otrzymane za pomoc¡ funkcji losowych
rand() lub randn().

(b) wektor wªasny dla drugiej warto±ci wªasnej, tzn. dla minus
jeden, czyli unormowany wektor v2 = (−2, 1, 1)T

(c) wektor prawie ortogonalny do v1 = ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)T , np. wek-

tor otrzymany przez zaburzenie ostatniej skªadowej wektora
v2: (−2, 1, 1.01)T .

Czy we wszystkich tych przypadkach metoda zbiegnie do v1 lub
−v1?
Czy wybór x0 wpªywa na ilo±¢ iteracji metody pot¦gowej?

Zadanie 3 Napisz funkcj¦ octave'a z implementacj¡ metody pot¦gowej (11.1),
tzn. napisz m-plik z funkcj¡:

function [ x , r , i t ]=power (A, to l , x0 )

która za parametry ma

• A - macierz wymiary N ×N , której wektora i warto±ci wªa-
snej szukamy

• tol - warunek stopu, domy±lnie przyjmuj¡cy warto±¢ 10−12,

• x0 -wektor startowy niezerowy, domy±lnie losowy,

i która zwraca

• przybli»enie - unormowanego w normie drugiej - wektora
wªasnego x dla najwi¦kszej warto±ci wªasnej co do moduªu
macierzy A,
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• r - przybli»enie tej warto±ci wªasnej,
• it - ilo±¢ iteracji metody pot¦gowej.

Warunek stopu przyjmiemy jak w poprzednim zadaniu, tzn. »e
iloraz Rayleigha rk przestanie si¦ zmienia¢. Je±li

|rk+1 − rk| < tol

to zatrzymujemy iteracj¦.

Zadanie 4 Utwórz macierz symetryczn¡ (ale nie diagonaln¡) N ×N o war-
to±ciach wªasnych 1, . . . , N . Sprawd¹ dla N = 10, 100, 1000 czy
funkcja octave'a eig() znajdzie warto±ci wªasne tej macierzy.

Zadanie 5 Utwórz macierze symetryczne Aa (niediagonalne) wymiaru 11×
11 o warto±ciach wªasnych 1, . . . , 10, a dla a = 11, 101, 1001 i ze
znanymi wektorami wªasnymi.

Sprawd¹, ile iteracji b¦dzie potrzebowaªa metoda pot¦gowa dla
losowego wektora startowego do znalezienia najwi¦kszej warto±ci
wªasnej.

Czy potwierdzaj¡ si¦ wyniki teoretyczne, »e szybko±¢ zbie»no±ci
zale»y od stosunku najwi¦kszej co do moduªu warto±ci wªasnej
do drugiej co do moduªu warto±ci wªasnej, czyli w tym zadaniu
a/10?

Zadanie 6 Dla macierzy z zadania 5 dla a = 11, 101 ze znanym wektorem
wªasnym v1 dla warto±ci wªasnej a, przetestuj zbie»no±¢ xk obli-
czanego przy pomocy metody pot¦gowej do v1. W szczególno±ci
sprawd¹, czy

‖v1 − xk‖2 = O(|λ2/λ1|k)
dla λ2 = 10 i λ1 = a.

Zadanie 7 Dla macierzy z zadania 5 dla a = 11, 101 dla warto±ci wªasnej
a, przetestuj zbie»no±¢ rk ilorazu Rayleigha obliczanego przy po-
mocy metody pot¦gowej do λ1. W szczególno±ci sprawd¹, czy

|λ1 − rk| = O(|λ2/λ1|2k)

dla λ2 = 10 i λ1 = a.

Zadanie 8 Dla macierzy z zadania 5 dla a = 11, 101 ze znanym wektorem
wªasnym v1 dla warto±ci wªasnej 11 przetestuj zbie»no±¢ metody
pot¦gowej dla ró»nych wektorów startowych:
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• dla losowego wektora x0 ortogonalnego do v1 (jak go mo»na
utworzy¢?)

• dla wektora prawie ortogonalnego - za x0 bierzemy w+10−6∗
z, gdzie wTv1 = 0 i z to wektor losowy o normie drugiej
równej jeden.

• dla dowolnego losowego wektora x0

Prosz¦ powtórzy¢ testy kilka razy dla ka»dego podpunktu - czy
zdarzyªo si¦, »e wyniki byªy istotnie ró»ne w zale»no±ci od wylo-
sowanego wektora?

Zadanie 9 Zaimplementuj funkcj¦ analogiczn¡ do tej z zadania 3 z imple-
mentacj¡ odwrotnej metody pot¦gowej, tzn. metody pot¦gowej
zastosowanej do macierzy odwrotnej A−1 zamiast A:

function [ x , r , i t ]= invpower (A, to l , x0 )

Wszystkie parametry i zwracane warto±ci b¦d¡ takie same jak w
funkcji power() z zadania 3.

Zadanie 10 Utwórz macierz z zadania 5 dla a = 11, 101, 1001. Sprawd¹, ile
iteracji b¦dzie potrzebowaªa odwrotna metoda pot¦gowa dla lo-
sowego wektora startowego do znalezienia przybli»enia najmniej-
szej warto±ci wªasnej przy ustalonym warunku stopu |rk−rk+1| ≤
10−12. Tutaj rk - to odpowiedni iloraz Rayleigha.

Zadanie 11 Zaimplementuj funkcj¦ analogiczn¡ do tej z zadania 3 z imple-
mentacj¡ odwrotnej metody pot¦gowej z przesuni¦ciem (shift),
tzn. metody pot¦gowej zastosowanej do macierzy (A − b ∗ I)−1

dla parametru b:

function [ x , r , i t ]= invpowwiel (A, b , to l , x0 )

Tutaj b b¦dzie dodatkowym parametrem tej funkcji, a pozostaªe
parametry i zwracane warto±ci pozostaj¡ takie same jak w funkcji
z zadania 3.

Zadanie 12 Utwórz macierz z zadania 5 dla a = 11, 101, 1001.

Sprawd¹, ile iteracji b¦dzie potrzebowaªa odwrotna metoda pot¦-
gowa z przesuni¦ciem dla losowego wektora startowego i ró»nych
warto±ci parametru b = 1.3, 1.5, 1.8, 2.1, 2.01 do znalezienia ró»-
nych warto±ci wªasnych macierzy Aa.
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Zadanie 13 Zaimplementuj funkcj¦ analogiczn¡ do tej z zadania 3 z imple-
mentacj¡ metody ilorazów Rayleigha:

function [ x , r , i t ]= ray l egh (A, b , to l , x0 )

Metoda polega na tym, »e dla danego wektora startowego x0 o
drugiej normie równej jeden, obliczamy iloraz Rayleigha r0 =
xT0Ax0 i iterujemy:

xk = (A−rk−1I)
−1xk−1

‖(A−rk−1I)−1xk−1‖2
rk = xTkAxk

k > 0 (11.2)

Oczywi±cie w implementacji prosz¦ nie oblicza¢ macierzy odwrot-
nej do A− rk ∗ I, tylko rozwi¡zywa¢ ukªad równa« liniowych z t¡
macierz¡.

Wszystkie parametry i zwracane warto±ci b¦d¡ takie same jak w
funkcji power() z zadania 3.

Zadanie 14 Przetestuj metod¦ ilorazów Rayleigha na przykªadzie macierzy
symetrycznej z zadania 5 dla a = 11, 101, 1001 bior¡c losowy
wektor startowy. W kolejnych testach prosz¦ wzi¡¢ wektory star-
towe bliskie wektorom wªasnym dla warto±ci wªasnych 2 i 7.

Zadanie 15 Zaimplementuj funkcj¦ octave'a sprowadzaj¡c¡ macierz syme-
tryczn¡ A wymiaru N×N do macierzy podobnej trójdiagonalnej:
QTBQ = A lub B = QAQT za pomoc¡ odpowiednich przeksztaª-
ce« Householdera:

function [B,Q]= sym2tr id iag (A, typ )

która za parametry ma

• A - symetryczn¡ macierz wymiary N ×N
• tol - typ zwracanej macierzy Q, typ=0 oznacza, »e Q jest
zwracana jako macierz N × N - wymno»one macierze Ho-
useholdera (domy±lna opcja), typ=1 oznacza, »e w macierzy
Q zwracamy kolumny odpowiednich macierzy Householdera

i która zwraca

• B - trójdiagonaln¡ macierz symetryczn¡ podobn¡ do A w
formacie rzadkim octave'a (sparse),
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• Q macierz b¦d¡c¡ iloczynem przeksztaªce« Householdera
lub macierz, w której kolumnach s¡ odpowiednie wektory
Householdera w zale»no±ci od warto±ci parametru typ.

Zadanie 16 Przetestuj funkcj¦ z poprzedniego zadania dla jakiej± macierzy
symetrycznej A (ani diagonalnej, ani trójdiagonalnej, ani trójk¡t-
nej) o znanych warto±ciach wªasnych, np. dla macierzy z zadania
5 dla a = 11, 101, 1001.

Policz norm¦ Frobeniusa ‖A−QTBQ‖F i ‖QAQT −B‖F .
Sprawd¹, czy funkcja octave'a eig() dla obu macierzy zwróci te
same warto±ci wªasne, i czy odpowiednie wektory wªasne speª-
niaj¡:

Qvk = wk, QTwk = vk,

gdzie wk to wektor wªasny macierzy B dla warto±ci wªasnej λk,
a vk - to wektor wªasny dla tej samej warto±ci wªasnej λk dla
macierzy A.
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