Rozdzial 11

Numeryczne zadanie wlasne

W tym rozdziale zajmiemy si¢ symetrycznym zadaniem wlasnym, tzn. za-
daniem znajdowania wartosci i/lub wektorow wlasnych dla macierzy syme-
trycznej A = AT. W zadaniach zbadamy, jak dziala podstawowa funkcja
octave’a rozwiazujaca zadanie wlasne, tzn. funkcja octave’a eig() oraz zba-
damy zbiezno$¢ roéznych wersji metody potegowej.

Metoda potegowa jest zdefiniowana nastepujaco: dla dowolnego wektora
o = xo o normie drugiej réwnej jeden (np. losowego), definiujemy ciag
iteracji metody potegowej nastepujaco:

T = Axp_q (iteracja)
Tk = T (normowanie) k>0 (11.1)
re = xl Az, (iloraz Rayleigha)

Zgodnie 7z teoria, o ile x nie jest ortogonalny do wektora wlasnego (pod-
przestrzeni wlasnej) dla najwiekszej wartosci wlasnej, to xo zbiegnie do tego
wektora wlasnego, a i - iloraz Rayleigha - do tej wartosci wtasnej.

Zadanie 1 Zapoznaj sie z pomoca do funkcji octave’a eig().

Za jej pomoca oblicz wartosci wtasne macierzy
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Sprawdz, czy dla \ wartosci wlasnej A prawda jest, ze wyznacznik
A — X x I wynosi zero.

Wyznacz macierz V taka, ze jej kolumny to wektory wlasne A.

Przetestuj w normie macierzowej Frobeniusa, czy [|AV — AV||y
wynosi zero. Tutaj A - to macierz diagonalna z wartosciami wta-
snymi A.
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Zadanie 2

Zadanie 3

Zastosuj metode potegowa do zadania wlasnego z macie-
rza A z poprzedniego zadania. Za warunek stopu przyjmiemy, ze
iloraz Rayleigha 7, praktycznie przestanie sie zmienia¢, co moze
sugerowac, ze jest bliski granicy, czyli odpowiedniej wartosci wla-
snej, tzn. jesli

|Tkr1 — 18| < tol

to zatrzymujemy iteracje. Przyjmijmy, ze tol = 10712

Przetestuj, czy otrzymane ry rzeczywiscie jest dobrym przyblize-
niem najwiekszej co do modutu wartosci wlasnej A - czyli dwa, a
x, zbieglo do wektora wlasnego dla tej wartosci wtasnej o normie
drugiej réwnej jeden, tzn. do v, = (\/Lg, \/ig, \%)T, lub —v;.

Przetestuj algorytm biorac za xg:
(a) wektory losowe - otrzymane za pomoca funkcji losowych
rand() lub randn().

(b) wektor wlasny dla drugiej wartosci wlasnej, tzn. dla minus
jeden, czyli unormowany wektor vy = (=2, 1,1)7

(c¢) wektor prawie ortogonalny do vy = (\/Lg, \/Lg, \%)T, np. wek-

tor otrzymany przez zaburzenie ostatniej sktadowej wektora
vy: (—2,1,1.01)7.

Czy we wszystkich tych przypadkach metoda zbiegnie do v; lub
—Ul?

Czy wyboér xg wpltywa na ilo$¢ iteracji metody potegowej?
Napisz funkcje octave’a z implementacja metody potegowej (11.1]),
tzn. napisz m-plik z funkcja:

function [x,r,it]=power(A, tol, x0)
ktora za parametry ma

e A - macierz wymiary N x N, ktorej wektora i wartosci wta-
snej szukamy
e tol - warunek stopu, domyslnie przyjmujacy wartoéé¢ 10712,

e 1, -wektor startowy niezerowy, domyslnie losowy,
i ktora zwraca

e przyblizenie - unormowanego w normie drugiej - wektora
wlasnego x dla najwiekszej wartosci wtasnej co do modutu
macierzy A,
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Zadanie 4

Zadanie 5

Zadanie 6

Zadanie 7

Zadanie 8

e 1 - przyblizenie tej wartosci wtasnej,

e it - ilo$¢ iteracji metody potegowe;j.

Warunek stopu przyjmiemy jak w poprzednim zadaniu, tzn. ze
iloraz Rayleigha r; przestanie sie zmienia¢. Jesli

|Tkr1 — 78| < tol
to zatrzymujemy iteracje.

Utworz macierz symetryczna (ale nie diagonalna) N x N o war-
tosciach wtasnych 1,..., N. Sprawdz dla N = 10,100, 1000 czy
funkcja octave’a eig() znajdzie wartoSci wlasne tej macierzy.

Utworz macierze symetryczne A, (niediagonalne) wymiaru 11 x
11 o wartosciach wtasnych 1,...,10,a dla a = 11,101, 1001 i ze
znanymi wektorami wtasnymi.

Sprawdz, ile iteracji bedzie potrzebowalta metoda potegowa dla
losowego wektora startowego do znalezienia najwickszej wartosci
wlasnej.

Czy potwierdzaja sie wyniki teoretyczne, ze szybkosé zbieznosci
zalezy od stosunku najwiekszej co do modutu wartosci wlasnej
do drugiej co do modutu wartosci wtasnej, czyli w tym zadaniu
a/107

Dla macierzy z zadania 5| dla @ = 11,101 ze znanym wektorem
wtasnym v, dla warto$ci wlasnej a, przetestuj zbieznosé¢ x; obli-
czanego przy pomocy metody potegowej do vi. W szczegdlnosci
sprawdz, czy

[or = zx[la = O(|A2/ M [")

dla)\gzl()i)q:a.

Dla macierzy z zadania 5| dla @ = 11,101 dla wartosci wlasnej
a, przetestuj zbieznosé ry, ilorazu Rayleigha obliczanego przy po-
mocy metody potegowej do A;. W szczeg6lnosci sprawdz, czy

A1 = 7| = O(| A2/ M |*)
dla)\2:10i>\1:a.

Dla macierzy z zadania [5| dla @ = 11,101 ze znanym wektorem
wlasnym vy dla wartosci wlasnej 11 przetestuj zbieznos¢ metody
potegowej dla réoznych wektorow startowych:
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Zadanie 9

Zadanie 10

Zadanie 11

Zadanie 12

e dla losowego wektora zy ortogonalnego do v; (jak go mozna

utworzy¢?)
e dla wektora prawie ortogonalnego - za xq bierzemy w+107x
z, gdzie wlv; = 0i z to wektor losowy o normie drugiej

rownej jeden.

e dla dowolnego losowego wektora g

Prosze powtorzy¢ testy kilka razy dla kazdego podpunktu - czy
zdarzylo sie, ze wyniki byly istotnie rézne w zaleznosci od wylo-
sowanego wektora?

Zaimplementuj funkcje analogiczna do tej z zadania 3| z imple-
mentacja odwrotnej metody potegowej, tzn. metody potegowej
zastosowanej do macierzy odwrotnej A~! zamiast A:

function [x,r,it|=invpower (A, tol, x0)

Wszystkie parametry i zwracane wartosci beda takie same jak w
funkcji power() z zadania

Utworz macierz z zadania [5| dla @ = 11,101, 1001. Sprawdz, ile
iteracji bedzie potrzebowala odwrotna metoda potegowa dla lo-
sowego wektora startowego do znalezienia przyblizenia najmniej-
szej wartosci wlasnej przy ustalonym warunku stopu |ry —rgi1| <
107'2. Tutaj ry - to odpowiedni iloraz Rayleigha.

Zaimplementuj funkcje analogiczna do tej z zadania [3| z imple-
mentacja odwrotnej metody potegowej z przesunieciem (shift),
tzn. metody potegowej zastosowanej do macierzy (A — b I)~?
dla parametru b:

function |[x,r,it|]=invpowwiel(A, b,tol, x0)
Tutaj b bedzie dodatkowym parametrem tej funkcji, a pozostate

parametry i zwracane wartosci pozostaja takie same jak w funkcji
z zadania [3l

Utworz macierz z zadania bl dla « = 11,101, 1001.

Sprawdz, ile iteracji bedzie potrzebowala odwrotna metoda pote-
gowa z przesunieciem dla losowego wektora startowego i réznych
wartosci parametru b = 1.3,1.5,1.8,2.1,2.01 do znalezienia r6z-
nych warto$ci wtasnych macierzy A,.
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Zadanie 13

Zadanie 14

Zadanie 15

Zaimplementuj funkcje analogiczna do tej z zadania [3] z imple-
mentacja metody ilorazow Rayleigha:

function [x,r,it]=raylegh (A, b,tol, x0)

Metoda polega na tym, ze dla danego wektora startowego o o
drugiej normie réwnej jeden, obliczamy iloraz Rayleigha ry =
xl Azg i iterujemy:

(A—rp_1 D) top_y

[(A=rp_1D)"tap_1]2 k>0 11.2
re = xi Az -2

T =

Oczywiscie w implementacji prosze nie oblicza¢ macierzy odwrot-
nej do A —ry* I, tylko rozwigzywaé uklad réwnan liniowych z tg
macierza.

Wszystkie parametry i zwracane wartosci beda takie same jak w
funkcji power() z zadania

Przetestuj metode ilorazow Rayleigha na przykladzie macierzy
symetrycznej z zadania |p| dla @ = 11,101,1001 biorac losowy
wektor startowy. W kolejnych testach prosze wzia¢ wektory star-
towe bliskie wektorom wlasnym dla wartosci wlasnych 2 i 7.

Zaimplementuj funkcje octave’a sprowadzajaca macierz syme-
tryczng A wymiaru N x N do macierzy podobnej trojdiagonalnej:
QTBQ = Alub B = QAQ" za pomocy odpowiednich przeksztal-
ceni Householdera:

function [B,Q|=sym2tridiag (A, typ)
ktora za parametry ma

e A - symetryczng macierz wymiary N x N

e tol - typ zwracanej macierzy (), typ=0 oznacza, ze () jest
zwracana jako macierz N X N - wymnozone macierze Ho-
useholdera (domyslna opcja), typ=1 oznacza, ze w macierzy
Q@ zwracamy kolumny odpowiednich macierzy Householdera

1 ktoéra zwraca

e B - trojdiagonalng macierz symetryczna podobng do A w
formacie rzadkim octave’a (sparse),
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e () macierz bedaca iloczynem przeksztalceii Householdera
lub macierz, w ktorej kolumnach sa odpowiednie wektory
Householdera w zaleznosci od wartosci parametru typ.

Zadanie 16 Przetestuj funkcje z poprzedniego zadania dla jakiej$S macierzy
symetrycznej A (ani diagonalnej, ani trojdiagonalnej, ani trojkat-
nej) o znanych wartosciach wtasnych, np. dla macierzy z zadania
dla @ = 11,101, 1001.

Policz norme Frobeniusa |A — QT BQ||r i |QAQT — B||r.

Sprawdz, czy funkcja octave’a eig() dla obu macierzy zwroci te
same wartosci wtasne, i czy odpowiednie wektory wlasne spetl-
niaja:

Qui, = wg, Qka = Uk,
gdzie wy to wektor wlasny macierzy B dla wartosci wlasnej Az,
a v, - to wektor wtasny dla tej samej wartosci wlasnej A\, dla
macierzy A.
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