
Rozdziaª 3

Obliczenia w arytmetyce

zmiennopozycyjnej

Zadania z tego rozdziaªu powinny wykaza¢ pewne charakterystyczne wªasno-
±ci arytmetyki zmiennopozycyjnej.

W octavie wykorzystywane s¡ domy±lnie liczby zmiennopozycyjne o po-
dwójnej precyzji, jakkolwiek w najnowszych wersjach octave'a mo»na równie»
sztucznie wymusi¢ u»ywanie zmiennych w precyzji pojedynczej przy pomocy
funkcji single (a) zwracaj¡cej zmienn¡ pojedynczej precyzji z t¡ sam¡ war-
to±ci¡.

Jedn¡ z wa»nych wªasno±ci arytmetyki zmiennopozycyjnej, która wynika
z jej konstrukcji, jest to, »e odejmowanie dwóch warto±ci o tym samym znaku
o maªej ró»nicy mo»e skutkowa¢ du»¡ utrat¡ dokªadno±ci wzgl¦dnej.

Zadanie 1 Funkcje single (a) i eps. Wywoªaj pomoc do tych funkcji
w octave'ie. Sprawd¹, czy prawd¡ jest, »e 1 + eps obliczone w
arytmetyce podwójnej precyzji w octave'ie jest wi¦ksze od jeden.
Przyjmij, »e a = single(eps) i sprawd¹, czy ponownie 1 + a jest
wi¦ksze od jeden.

Zadanie 2 Epsilon maszynowy w arytmetyce podwójnej precyzji

Wyznacz samodzielnie epsilon maszynowy - czyli najmniejsz¡
liczb¦ w arytmetyce zmiennopozycyjnej tak¡, »e po dodaniu jej
do jeden otrzymujemy liczb¦ wi¦ksz¡ od jeden. B¦dziemy szukali
liczby postaci 2−t dla t - ilo±ci bitów mantysy. Porównaj z eps
komend¡ octave'a. Zadanie mo»na te» wykona¢ w C/C++. Czy
otrzymane wyniki s¡ takie same jak te otrzymane w octavie (dla
liczb typu double)?
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Zadanie 3 Epsilon maszynowy w arytmetyce pojedynczej precyzji
Powtórz poprzednie zadanie dla arytmetyki pojedynczej precyzji.
Funkcja octave'a single (x) tworzy zmienne takiego typu. Wyko-
rzystuj¡c t¦ funkcj¦ ponownie wyznacz epsilon maszynowy jako
liczb¦ postaci 2−t, ale dla liczb w pojedynczej precyzji.

Zadanie 4 Narysuj wykres funkcji f(x) = (x + a) − a na [0, 1] dla ró»nych
warto±ci a = 10k dla k = 1, 2, .., 20. Tutaj wa»ne jest aby oblicza¢
warto±¢ f(x) dokªadnie ze wzorów: b = (x − a), f(x) = b − a,
cho¢ matematycznie f(x) = x.

Zadanie 5 Policz
f(x) = x−

√
1 + x ∗ x

algorytmem wprost wynikaj¡cym z tego wzoru, a nast¦pnie z
wykorzystaniem równowa»nego wzoru

f(x) =
−1

x+
√

1 + x ∗ x

tzn. prosz¦ zastosowa¢:

Algorytm 1
a =
√

1 + x2 w1 = x− a

oraz

Algorytm 2

a =
√

1 + x2 w2 =
−1

x+ a

dla x = 10k i k = 4, . . . , 10. Czy wida¢ ró»nic¦ w wyniku?

Powtórz zadanie w arytmetyce pojedynczej precyzji, tzn. z wy-
korzystaniem funkcji octave'a single (x).

Zadanie 6 Wykres wielomianu na dwa sposoby

Oblicz warto±ci wielomianu

(x− 2)4 = x4 − .....+ 16

na siatce równomiernej 1000 punktowej na [2− a, 2 + a] dla a =
10−3 za pomoc¡ dwóch algorytmów:
Algorytm 1

a = (x− 2), f1(x) = a4;
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Algorytm 2

f2(x) = x ∗ x ∗ x ∗ x− . . .+ 16.

Matematycznie f1 ≡ f2, ale wyniki obliczone w arytmetyce zmien-
nopozycyjnej mog¡ si¦ ró»ni¢.

Narysuj wykresy obu funkcji i policz bª¡d ‖f1(x)−f2(x)‖∞, czyli
maxk |f1(x(k) − f2(x(k))|. Tu x(k) = 2 − a + k ∗ h dla h =
a/500. Wektor x mo»na utworzy¢ w octavie przy pomocy funkcji
octave'a linspace().

Zadanie 7 Powtórz poprzednie zadanie dla arytmetyki pojedynczej precyzji,
tzn. powtórz obliczenia wielomianu (x− 2)4 = x4 − ..... + 16 na
odcinku [2 − a, 2 + a] dla a = 10−3, 10−2, 10−4 dla zmiennych
w pojedynczej precyzji uzyskanych za pomoc¡ funkcji octave'a:
single (x). Narysuj wykresy wielomianu obliczanego obydwoma
algorytmami.

Zadanie 8 Przybli»enie exp(x) z rozwini¦cia w szereg
∑∞

k=0 x
k/k!. Za odpo-

wiedni¡ aproksymacje exp(x) bierzemy najpierw sto pierwszych
elementów szeregu czyli przybli»amy exp(x) przez

FN(x) =
N∑
k=0

xk

k!
,

dla N = 100, a potem przybli»amy przez tysi¡c elementów sze-
regu, czyli ustalamy N = 1000.

Sprawd¹ bª¡d wzgl¦dny |FN(x)−exp(x)|/| exp(x)| dla x od −100
do 100 (np. dla liczb ró»ni¡cych si¦ o dziesi¦¢, czyli −100+k ∗10
dla k = 0, . . . , 20) dla obu warto±ci N .

Czy bª¦dy dla liczb ujemnych i dodatnich s¡ tego samego rz¦du?

Jak zmody�kowa¢ powy»sz¡ metod¦ przybli»onego obliczania funk-
cji eksponencjalnej exp(x) dla x << 0 tak aby bª¡d wzgl¦dny byª
na tym samym poziomie co dla x > 0?

Zadanie 9 Policz caªki In =
∫ 1

0
xn/(5+x)dx n = 0, .., 20 dwoma algorytmami

ze wzoru
In + 5 ∗ In−1 = 1/n
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Pierwszy algorytm przyjmuje I0 = log(6/5) i oblicza z powy»-
szego wzoru kolejne

In = 1/n− 5 ∗ In−1

dla n = 1, 2, 3, . . ..

Drugi algorytm wykorzystuje fakt, »e

1

(n+ 1)6
≤ In ≤

1

(n+ 1)5
(3.1)

W tym algorytmie przyjmujemy za I30 jak¡kolwiek warto±¢ z tego
przedziaªu np. I30 = 1/180 i iterujemy w tyª, tzn. dla n =
30, 29, . . . , 20, . . . , 0 obliczamy

In−1 =
1

5
(1/n− In).

Porównaj wyniki obu algorytmów dla 0 ≤ n ≤ 20 oraz sprawd¹
czy wyniki otrzymane w octave'ie speªniaj¡ oszacowanie (3.1) dla
n = 1, . . . , 20.

Dlaczego jeden z algorytmów dziaªa zdecydowanie lepiej w aryt-
metyce zmiennopozycyjnej?

Jako dodatkowe zadanie teoretyczne pozostawimy uzasadnienie
wzoru rekurencyjnego i oszacowania (3.1) wykorzystywanych w
algorytmach.

Zadanie 10 Zastosuj algorytm bisekcji (algorytm poªowienia odcinka) dla funk-
cji (x− 2)3 liczonej z wzoru na rozwini¦cie dwumianu x3− ...− 8
startuj¡c z a = 2 − 10−3 a b = 2 + 10−3. Jako warunek zako«-
czenia dziaªania algorytmu przyjmujemy, »e bª¡d jest mniejszy
od 10−20 (za przybli»enie rozwi¡zania przyjmujemy ±rodek da-
nego odcinka w metodzie bisekcji, czyli warunkiem zako«czenia
iteracji jest to, »e dªugo±ci odcinka, w którym jest rozwi¡zanie
powinna by¢ mniejsza od 2 ∗ 10−20).

Czy algorytm zwraca przybli»enie liczby dwa jedynego pierwiastka
tego wielomianu?

Narysuj wykresy tej funkcji obliczone z obu wzorów. tzn. (x−2)3

i x3− ...− 8 na odcinkach 2 + [−h, 2∗h] dla h = 10−3, 10−4, 10−5.
Czy z wykresów wynika, »e ten wielomian ma tylko jedno miejsce
zerowe w otoczeniu dwa?
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