Rozdzial 3

Obliczenia w arytmetyce
ZIN1ennopozycyjne;j

Zadania z tego rozdziatu powinny wykaza¢ pewne charakterystyczne wtasno-
Sci arytmetyki zmiennopozycyjnej.

W octavie wykorzystywane sa domyslnie liczby zmiennopozycyjne o po-
dwojnej precyzji, jakkolwiek w najnowszych wersjach octave’a mozna réwniez
sztucznie wymusi¢ uzywanie zmiennych w precyzji pojedynczej przy pomocy
funkeji single (a) zwracajacej zmienng pojedynczej precyzji z ta sama war-

toscig.

Jedna z waznych wtlasnosci arytmetyki zmiennopozycyjnej, ktéra wynika
z jej konstrukcji, jest to, ze odejmowanie dwoch wartosci o tym samym znaku
o matej roznicy moze skutkowac¢ duza utrata doktadnosci wzgledne;j.

Zadanie 1

Zadanie 2

Funkcje single(a) i eps. Wywolaj pomoc do tych funkcji
w octave’ie. Sprawdz, czy prawda jest, ze 1 + eps obliczone w
arytmetyce podwojnej precyzji w octave’ie jest wieksze od jeden.
Przyjmij, ze a = single(eps) i sprawdz, czy ponownie 1 + a jest
wieksze od jeden.

Epsilon maszynowy w arytmetyce podwdjnej precyzji

Wyznacz samodzielnie epsilon maszynowy - czyli najmniejsza
liczbe w arytmetyce zmiennopozycyjnej taka, ze po dodaniu jej
do jeden otrzymujemy liczbe wieksza od jeden. Bedziemy szukali
liczby postaci 27 dla t - ilo$ci bitéw mantysy. Poréownaj z eps
komendg octave’a. Zadanie mozna tez wykona¢ w C/C++. Czy
otrzymane wyniki sa takie same jak te otrzymane w octavie (dla
liczb typu double)?



Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Zadanie 6

Epsilon maszynowy w arytmetyce pojedynczej precyzji
Powtorz poprzednie zadanie dla arytmetyki pojedynczej precyzji.
Funkcja octave’a single (x) tworzy zmienne takiego typu. Wyko-
rzystujac te funkcje ponownie wyznacz epsilon maszynowy jako
liczbe postaci 27, ale dla liczb w pojedynczej precyzji.

Narysuj wykres funkcji f(z) = (z 4+ a) — a na [0, 1] dla réznych
wartosci a = 10 dla k = 1, 2, .., 20. Tutaj wazne jest aby oblicza¢
wartos¢ f(x) doktadnie ze wzorow: b = (z —a), f(x) =b—a,
cho¢ matematycznie f(z) = .

Policz

flx)=x—V1+zxx

algorytmem wprost wynikajacym z tego wzoru, a nastepnie z
wykorzystaniem rownowaznego wzoru

—1

r++vV1+axxx

fx) =

tzn. prosze zastosowac:

Algorytm 1

a=V1+22 wi=x—a
oraz
Algorytm 2

—1
(l:\/1+.172 Wy =

T+ a
dla z = 10%i k =4,...,10. Czy widaé¢ réznice w wyniku?
Powtorz zadanie w arytmetyce pojedynczej precyzji, tzn. z wy-
korzystaniem funkcji octave’a single (x).
Wykres wielomianu na dwa sposoby

Oblicz wartosci wielomianu
(z—2)t=2"— ...+ 16

na siatce rownomiernej 1000 punktowej na [2 —a,2 +a| dla a =
1073 za pomocg dwoch algorytmow:
Algorytm 1

a=(r-2), filz)=ad}
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Zadanie 7

Zadanie 8

Zadanie 9

Algorytm 2
folx) =xxx*x*xx—...+16.

Matematycznie f; = fs, ale wyniki obliczone w arytmetyce zmien-
nopozycyjnej moga sie roznic.

Narysuj wykresy obu funkcji i policz btad || f1(x) — f2(2)]| s, czyli
maxy | f1(z(k) — fo(x(k))]. Tu z(k) = 2—a+ kxh dla h =
a/500. Wektor z mozna utworzy¢ w octavie przy pomocy funkcji
octave’a linspace().

Powtorz poprzednie zadanie dla arytmetyki pojedyncze]j precyzji,
tzn. powtorz obliczenia wielomianu (x —2)* = 2* — ..... + 16 na
odcinku [2 — a,2 + a] dla @ = 1073,1072,107* dla zmiennych
w pojedynczej precyzji uzyskanych za pomoca funkcji octave’a:
single (x). Narysuj wykresy wielomianu obliczanego obydwoma
algorytmami.

Przyblizenie exp(z) z rozwiniecia w szereg > - ¥ /k!. Za odpo-
wiednig aproksymacje exp(z) bierzemy najpierw sto pierwszych
elementow szeregu czyli przyblizamy exp(z) przez

N [Ek
k=0

dla N = 100, a potem przyblizamy przez tysiac elementow sze-
regu, czyli ustalamy N = 1000.

Sprawdz blad wzgledny |Fy(z) —exp(z)|/|exp(z)| dla  od —100
do 100 (np. dla liczb rézniacych sie o dziesie¢, czyli —100+ k10
dla k =0,...,20) dla obu wartosci N.

Czy bledy dla liczb ujemnych i dodatnich sg tego samego rzedu?

Jak zmodyfikowa¢ powyzsza metode przyblizonego obliczania funk-
cji eksponencjalnej exp(x) dla z << 0 tak aby btad wzgledny byt
na tym samym poziomie co dla z > 07

Policz catki I,, = fol z"/(5+x)dz n = 0, .., 20 dwoma algorytmami
ze Wzoru
I,+5«I, 1=1/n
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Zadanie 10

Pierwszy algorytm przyjmuje [y = log(6/5) i oblicza z powyz-
szego wzoru kolejne

[n: 1/71,—5*[”,1

dlan=1,23,....
Drugi algorytm wykorzystuje fakt, ze

1 1

(n+U6§%§(n+U5 (3.1

W tym algorytmie przyjmujemy za I3y jakakolwiek wartosé z tego
przedziatu np. I3y = 1/180 i iterujemy w tyl, tzn. dla n =
30,29, ...,20,...,0 obliczamy

1
L= =(1/n—1,).

Por6éwnaj wyniki obu algorytméw dla 0 < n < 20 oraz sprawdz
czy wyniki otrzymane w octave’ie spelniaja oszacowanie (3.1)) dla
n=1,...,20.

Dlaczego jeden z algorytmow dziata zdecydowanie lepiej w aryt-
metyce zmiennopozycyjnej?

Jako dodatkowe zadanie teoretyczne pozostawimy uzasadnienie
wzoru rekurencyjnego i oszacowania ({3.1) wykorzystywanych w
algorytmach.

Zastosuj algorytm bisekeji (algorytm polowienia odcinka) dla funk-
cji (z —2)3 liczonej z wzoru na rozwiniecie dwumianu z° — ... — 8
startujac z a = 2 — 1072 a b = 2+ 1072, Jako warunek zakori-
czenia dziatania algorytmu przyjmujemy, ze blad jest mmniejszy
od 107" (za przyblizenie rozwiazania przyjmujemy s$rodek da-
nego odcinka w metodzie bisekcji, czyli warunkiem zakoriczenia
iteracji jest to, ze dhugosci odcinka, w ktérym jest rozwigzanie
powinna by¢ mniejsza od 2 x 10729),

Czy algorytm zwraca przyblizenie liczby dwa jedynego pierwiastka
tego wielomianu?

Narysuj wykresy tej funkcji obliczone z obu wzoréw. tzn. (z—2)3

i 2% — ... —8 na odcinkach 2+ [—h,2xh] dla h = 1073,107%,107°.
Czy z wykresow wynika, ze ten wielomian ma tylko jedno miejsce
zerowe w otoczeniu dwa?
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