Rozdzial 4

Interpolacja Lagrange’a, bazy
wielomianow

W tym rozdziale zajmiemy sie interpolacjg wielomianowa. Zadanie interpo-
lacji wielomianowej polega na znalezieniu wielomianu stopnia nie wiekszego
od n, spetniajacego n + 1 warunkéw interpolacyjnych.

W octave’ie istnieje funkcja znajdujaca wspodlczynniki wielomianu inter-
polacyjnego Lagrange’a. Jest to funkcja polyfit(), czyli funkcja obliczajaca
wspotezynniki wielomianu interpolacyjnego w bazie potegowej dla zadanych
wartosci i wezlow. Z kolei funkcja polyval() jest funkcja obliczajaca wartosé
wielomianu zadanego poprzez wspoétczynniki w bazie potegowej w jednym lub
rownoczes$nie wielu punktach - czyli wektorowo. Co wazne, obie funkcje sa ze
sobg zgodne. Trzeba uwazac¢ na kolejnos¢ wspotczynnikow; octave numeruje
wspotczynniki w bazie potegowe;]

(xj)?:o

przestrzeni wielomianéw stopnia nie wickszego od n w odwrotnej kolejnosci

tzn.

(", 2" 1)
czyli np. wektor wspotezynnikow (3,2, 1) odpowiada wielomianowi 3z%+2x +
1. Oczywiscie stopniefi wielomianu, a dokladniej: dla jakiego n rozpatrujemy
baze potegowa dla tego wektora, jest dtugoscia wektora wspolczynnikéw po-
mniejszona o jeden.

Zadanie 1 Zapoznaj sie z pomoca octave’a do funkcji octave’a polyval().
Oblicz warto$é¢ wielomianu 2°° — 1 dla z = —1,0, 1.

Zadanie 2 Korzystajac z funkcji polyval() narysuj wykres wielomianu z3 +
x — 2 bez wykorzystania petli - czyli wektorowo.
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Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

Zadanie 6

Test funkcji polyfit().
Zapoznaj sie z pomoca octave’a do funkeji octave’a polyfit().

Wykorzystujac funkcje polyfit() znajdz wielomian interpolacyjny
L, F dla funkcji F(x) = sin(z) dla weztow —1,0, 1. Policz warto-
§ci roznicy F — L, F w wezlach oraz korzystajac z funkcji plot()
narysuj wykresy F'i L, F' na jednym rysunku.

Wykonaj powtérnie to zadanie ale dla weztow —1,0, 1, 10.

Oblicz warto$ci wielomianu bez uzycia petli z wykorzystaniem
funkcji polyval().

Interpolacja Lagrange’a - zbieznosé ciggu wielomianéw interpo-
lacyjnych dla wezléw rownoodlegtych i weztow Czebyszewa:

e Wykorzystujac funkcje polyfit() znajdz wielomiany inter-
polacyjne Ly f dla funkcji f = sin() dla N wezléw réwno-
odlegltych na [0,2 % 7] dla N =4, 8,16, 32, 64.

e Oblicz dyskretng norme maksimum réznicy f — Lyf na
siatce tysigca rownoodlegtych punktéw na tym odcinku, tzn.
eny = max |f(zg) — Ly f(zg)], gdzie zx to punkty siatki. Po-
licz stosunek ey /eon dla N < 64.

Czy bledy maleja do zera? Jak zachowuje sie ey /ean?
Siatke tysigca rownoodleglych punktéw na odcinku [a, b]
najprosciej utworzyc¢ z wykorzystaniem funkcji octave’a:
linspace(a,b,1000).

e Narysuj na ekranie wykresy sin(x) i tych wielomianéow dla
roznych N - uzywajac funkeji polyval() i plot().

Powtorz zadanie {4| dla tej samej funkcji i tego samego odcinka
dla weztow Czebyszewa. Wezty Czebyszewa to pierwiastki wie-
lomianu:

Th41(t) = cos((n + 1)arccos(t))

na [—1, 1] odpowiednio przesuniete i przeskalowane.
Przetestuj, czy bledy ey dla wezlow Czebyszewa sa mniejsze niz

dla weztéw rownoodleglych.

Napisz funkcje znajdujaca wspotczynniki w bazie potegowej wie-
lomianu interpolacyjnego zadanego stopnia dla wezléw réwno-
odlegtych oraz weztow Czebyszewa dla danej funkcji, odcinka
la, ], tzn. napisz funkcje octave’a (w m-pliku):
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Zadanie 7

Zadanie 8

function |[LN,eN|=Lagrinterp (FCN,a,b N, type=0)

ktora dla parametrow:

e zadanego wskaznika funkcyjnego FCN (ang. function han-

dle) do funkeji jednego argumentu: function y=f(x),

e a,b - koricow odcinka [a, b],

e N - stopnia wielomianu interpolacyjnego

e type - typu weztow 0 - réwnoodlegltych, 1 - Czebyszewa
zwroci wektor LN - wspotezynniki Ly f wielomianu interpolu-

jacego funkcje w tych weztach oraz eN przyblizenie dyskretnej
normy maksimum réznicy Ly f — f na tym odcinku.

Przyblizenie normy maksimum liczymy na dyskretnej siatce za-
wierajacej tysiac punktow.

Powtorz zadanie |4 dla obu typow weztow, tzn. powtodrz znajdo-
wanie wielomianow interpolacyjnych na weztach rownoodlegtych
i weztach Czebyszewa dla funkcji

f(x) = log(1 + z)
na odcinkach

e [0,1],
o [0,10].

Czy dla tej funkcji i obu odcinkéw bledy w normach maksimum
maleja wraz ze wzrostem N7 Poréwnaj wyniki otrzymane w
tym zadaniu w obliczeniach z oszacowaniami teoretycznymi btedu
interpolacji Lagrange’a.

Interpolacja Lagrange’a - przyktad Rungego. Powtorz zadanie
dla obu typéw weztéw, tzn. znajdowanie wielomianéw interpo-
lacyjnych na weztach roéwnoodleglych i weztach Czebyszewa, ale
dla funkcji:

fl@)=1/(1 + 2+ x)

na [—5, 5].

Czy obliczone wyniki wskazuja na to, ze obliczone ciggi wielomia-
noéw interpolacyjnych zbiegaja do f jednostajnie dla obu typow
weztow?
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Zadanie 9

Zadanie 10

Zadanie 11

Napisz funkcje octave’a obliczajaca wartosé¢ wielomianu zadanego
w bazie potegowej tzn.

n

w(z) = Z apx”

k=0
algorytmem Hornera. Parametrami funkcji beda

e wektor wspoteczynnikow a
e macierz wartosci x.

e N - stopnient wielomianu (to moze by¢ parametr opcjonalny,
domys$lnie przyjmujacy warto$¢ rowna dtugosci wektora a
minus jeden)

Funkcja ma zwroci¢ wartosci wielomianu dla wartosci w x.

Przetestuj funkcje dla wielomianéw 1 + 22 oraz 1 — 2z + 22 dla
weztow rownoodlegtych na [—1, 2], tzn. policz wartosci wielomia-
now dla kilku wartosci oraz narysuj wykresy tych wielomianéw z
wykorzystaniem tej funkcji.

Napisz funkcje octave’a znajdujaca dla danego wielomianu stop-

nia n:
n
w(z) = Z apx”
k=0

oraz danej liczby ¢ wspotezynniki (by)}_, wielomianu

p(z) = Z ba”

k=0

oraz wartosé¢ r takie, ze

w(z) = (z—q)*plx) +r,
obliczone z wykorzystaniem algorytmu Hornera.

Napisz funkcje octave’a znajdujaca dla danego wielomianu stop-

nia n:
n

w(zr) = Z apx”

k=0
oraz liczby ¢ wartos¢ w(q) i pochodnej w'(q), obliczone z wyko-
rzystaniem algorytmu Hornera.
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Zadanie 12

Zadanie 13

Zadanie 14

Algorytm Hornera w bazie Newtona. Ro6znice dzielone.

Zaprogramuj w octavie funkcje ze zmodyfikowanym algorytmem
Hornera zwracajacg warto$¢ wielomianu zadanego w bazie New-
tona dla danych weztéw. Parametrami beda

e = punkt, w ktorym obliczamy wielomian (ewentualnie ta-
blica punktow, ale wtedy funkcja tez musi zwréci¢ wektor z
wartoSciami wielomianu w tych punktach),

e N - stopnien wielomianu,

e wektor dlugosci N + 1 ze wspotczynnikami wielomianu w
bazie Newtona.

Przetestuj na kilku prostych przyktadach: dla weztow —1,0,1 i
wielomian w(z) = 2, ktory w bazie Newtona zwigzanej z tymi
weztami ma nastepujaca postac: 22 = (z + 1)z — (v + 1) + 1.

Napisz funkcje octave’a, ktora dla danego wielomianu w(z), kto-
rego wspoOtczynniki w bazie potegowej znamy, oblicza wspotczyn-
niki tego wielomianu w bazie Newtona dla zadanych weztéw po-
danych w wektorze y. Tzn. parametrami funkcji beda:

e wektor a = (ay ), taki, ze

n

w(x) = Z apa”

k=0
o y = (yr)r wektor wspolczynnikow bazy Newtona.

Funkcja powinna zwréci¢ wektor wspotczynnikow by takich, ze

w(x) = Z brwy,
k=0

gdzie
wi(z) = g (@ — y;).-

Napisz funkcje, ktora dla danego wielomianu w(z), ktérego wspot-
czynniki w bazie Newtona (wy)}_, znamy, oblicza wspotczynniki
tego wielomianu w bazie potegowej (1,z,2?,...,2"). Tzn. pa-
rametrami funkcji jest wektor wspotczynnikow b = (by), takich,
ze



Zadanie 15

Zadanie 16

Zadanie 17

Zadanie 18

i wektor y = (y)r weztow bazy Newtona (wy)}_, dla
wi(w) = 25 (2 — y).

Funkcja ma zwroci¢ wektor wspdtezynnikow a = (ay)y takich, ze

w(x) = Z apx”.

Sprawdz eksperymentalnie ile wynosi dla réznych warto$ci N =
4,8,16,32,64, ... przyblizenie:

N
Arn = kllso 1.1
k=0

dla {1, }2_, bazy Lagrange’a dla weztow rownoodleglych na [—1, 1],
tzn. dla 2, = =1+ kx*h dla h =2/N.

Norme maksimum funkeji || f|| oo fa,5) liczymy w sposob przyblizony
obliczajac dyskretna norme maksimum na max{1000, 100 x N}
rownoodlegltych punktach z odcinka [a, b].

Sprawdz eksperymentalnie ile wynosi dla réznych N np.
N =4,8,16,32,64, ...
przyblizenie:

N
Aen =D lklloo -1
k=0

dla {l;}Y_, bazy Lagrange’a dla wezlow Czebyszewa na [—1,1],
tzn. dla xy zer wielomianu Ty (z) = cos((IV + 1)arccos(z)).
Norme maksimum funkeji || f|| oo fa,5) liczymy w sposob przyblizony
obliczajac dyskretna norme maksimum na max{1000, 100 x N}
rownoodlegltych punktach z odcinka [a, b].

Powtorz dwa poprzednie zadania dla wezléw réwnoodlegltych i
weztow Czebyszewa na odcinku [0, 10] i dla odpowiedniej normy
maksimum na tym odcinku.

Policz iloraz
I LN flloo,(5.5]

N
Zkzo ||Zk||oo7[*5v5]
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Zadanie 19

dla f = 1/(1+2?) i Ly f wielomianu interpolujacego f w weztach
rownoodlegtych na [—5,5] dla N = 10,20, 40,80. Tutaj {lx}r_,
baza Lagrange’a dla tych wezlow.

Norme maksimum funkeji || f|| oo fa,5) liczymy w sposob przyblizony
obliczajac dyskretna norme maksimum na max{1000, 100 x N}
rownoodlegltych punktach z odcinka [a, b].

Powtorz poprzednie zadanie dla tych samych funkcji i odcinka
dla weztow Czebyszewa zamiast weztow rownoodlegtych.
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