
Rozdziaª 4

Interpolacja Lagrange'a, bazy

wielomianów

W tym rozdziale zajmiemy si¦ interpolacj¡ wielomianow¡. Zadanie interpo-
lacji wielomianowej polega na znalezieniu wielomianu stopnia nie wi¦kszego
od n, speªniaj¡cego n+ 1 warunków interpolacyjnych.

W octave'ie istnieje funkcja znajduj¡ca wspóªczynniki wielomianu inter-
polacyjnego Lagrange'a. Jest to funkcja poly�t(), czyli funkcja obliczaj¡ca
wspóªczynniki wielomianu interpolacyjnego w bazie pot¦gowej dla zadanych
warto±ci i w¦zªów. Z kolei funkcja polyval() jest funkcj¡ obliczaj¡c¡ warto±¢
wielomianu zadanego poprzez wspóªczynniki w bazie pot¦gowej w jednym lub
równocze±nie wielu punktach - czyli wektorowo. Co wa»ne, obie funkcje s¡ ze
sob¡ zgodne. Trzeba uwa»a¢ na kolejno±¢ wspóªczynników; octave numeruje
wspóªczynniki w bazie pot¦gowej

(xj)nj=0

przestrzeni wielomianów stopnia nie wi¦kszego od n w odwrotnej kolejno±ci
tzn.

(xn, xn−1, . . . , 1)

czyli np. wektor wspóªczynników (3, 2, 1) odpowiada wielomianowi 3x2+2x+
1. Oczywi±cie stopnie« wielomianu, a dokªadniej: dla jakiego n rozpatrujemy
baz¦ pot¦gow¡ dla tego wektora, jest dªugo±ci¡ wektora wspóªczynników po-
mniejszon¡ o jeden.

Zadanie 1 Zapoznaj si¦ z pomoc¡ octave'a do funkcji octave'a polyval().
Oblicz warto±¢ wielomianu x50 − 1 dla x = −1, 0, 1.

Zadanie 2 Korzystaj¡c z funkcji polyval() narysuj wykres wielomianu x3 +
x− 2 bez wykorzystania p¦tli - czyli wektorowo.
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Zadanie 3 Test funkcji poly�t().

Zapoznaj si¦ z pomoc¡ octave'a do funkcji octave'a poly�t().

Wykorzystuj¡c funkcj¦ poly�t() znajd¹ wielomian interpolacyjny
LnF dla funkcji F (x) = sin(x) dla w¦zªów −1, 0, 1. Policz warto-
±ci ró»nicy F −LnF w w¦zªach oraz korzystaj¡c z funkcji plot()
narysuj wykresy F i LnF na jednym rysunku.

Wykonaj powtórnie to zadanie ale dla w¦zªów −1, 0, 1, 10.

Oblicz warto±ci wielomianu bez u»ycia p¦tli z wykorzystaniem
funkcji polyval().

Zadanie 4 Interpolacja Lagrange'a - zbie»no±¢ ci¡gu wielomianów interpo-
lacyjnych dla w¦zªów równoodlegªych i w¦zªów Czebyszewa:

• Wykorzystuj¡c funkcj¦ poly�t() znajd¹ wielomiany inter-
polacyjne LNf dla funkcji f = sin() dla N w¦zªów równo-
odlegªych na [0, 2 ∗ π] dla N = 4, 8, 16, 32, 64.

• Oblicz dyskretn¡ norm¦ maksimum ró»nicy f − LNf na
siatce tysi¡ca równoodlegªych punktów na tym odcinku, tzn.
eN = max |f(xk)−LNf(xk)|, gdzie xk to punkty siatki. Po-
licz stosunek eN/e2N dla N < 64.

Czy bª¦dy malej¡ do zera? Jak zachowuje si¦ eN/e2N?

Siatk¦ tysi¡ca równoodlegªych punktów na odcinku [a, b]
najpro±ciej utworzy¢ z wykorzystaniem funkcji octave'a:
linspace(a,b,1000).

• Narysuj na ekranie wykresy sin(x) i tych wielomianów dla
ró»nych N - u»ywaj¡c funkcji polyval() i plot().

Zadanie 5 Powtórz zadanie 4 dla tej samej funkcji i tego samego odcinka
dla w¦zªów Czebyszewa. W¦zªy Czebyszewa to pierwiastki wie-
lomianu:

Tn+1(t) = cos((n+ 1)arccos(t))

na [−1, 1] odpowiednio przesuni¦te i przeskalowane.

Przetestuj, czy bª¦dy eN dla w¦zªów Czebyszewa s¡ mniejsze ni»
dla w¦zªów równoodlegªych.

Zadanie 6 Napisz funkcj¦ znajduj¡c¡ wspóªczynniki w bazie pot¦gowej wie-
lomianu interpolacyjnego zadanego stopnia dla w¦zªów równo-
odlegªych oraz w¦zªów Czebyszewa dla danej funkcji, odcinka
[a, b], tzn. napisz funkcj¦ octave'a (w m-pliku):
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function [LN, eN]=LagrInterp (FCN, a , b ,N, type=0)

która dla parametrów:

• zadanego wska¹nika funkcyjnego FCN (ang. function han-

dle) do funkcji jednego argumentu: function y=f(x),

• a, b - ko«ców odcinka [a, b],

• N - stopnia wielomianu interpolacyjnego

• type - typu w¦zªów 0 - równoodlegªych, 1 - Czebyszewa

zwróci wektor LN - wspóªczynniki LNf wielomianu interpolu-
j¡cego funkcj¦ w tych w¦zªach oraz eN przybli»enie dyskretnej
normy maksimum ró»nicy LNf − f na tym odcinku.

Przybli»enie normy maksimum liczymy na dyskretnej siatce za-
wieraj¡cej tysi¡c punktów.

Zadanie 7 Powtórz zadanie 4 dla obu typów w¦zªów, tzn. powtórz znajdo-
wanie wielomianów interpolacyjnych na w¦zªach równoodlegªych
i w¦zªach Czebyszewa dla funkcji

f(x) = log(1 + x)

na odcinkach

• [0, 1],

• [0, 10].

Czy dla tej funkcji i obu odcinków bª¦dy w normach maksimum
malej¡ wraz ze wzrostem N? Porównaj wyniki otrzymane w
tym zadaniu w obliczeniach z oszacowaniami teoretycznymi bª¦du
interpolacji Lagrange'a.

Zadanie 8 Interpolacja Lagrange'a - przykªad Rungego. Powtórz zadanie 4
dla obu typów w¦zªów, tzn. znajdowanie wielomianów interpo-
lacyjnych na w¦zªach równoodlegªych i w¦zªach Czebyszewa, ale
dla funkcji:

f(x) = 1/(1 + x ∗ x)

na [−5, 5].

Czy obliczone wyniki wskazuj¡ na to, »e obliczone ci¡gi wielomia-
nów interpolacyjnych zbiegaj¡ do f jednostajnie dla obu typów
w¦zªów?
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Zadanie 9 Napisz funkcj¦ octave'a obliczaj¡c¡ warto±¢ wielomianu zadanego
w bazie pot¦gowej tzn.

w(x) =
n∑
k=0

akx
k

algorytmem Hornera. Parametrami funkcji b¦d¡

• wektor wspóªczynników a

• macierz warto±ci x.

• N - stopnie« wielomianu (to mo»e by¢ parametr opcjonalny,
domy±lnie przyjmuj¡cy warto±¢ równ¡ dªugo±ci wektora a
minus jeden)

Funkcja ma zwróci¢ warto±ci wielomianu dla warto±ci w x.

Przetestuj funkcj¦ dla wielomianów 1 + x2 oraz 1 − 2x + x2 dla
w¦zªów równoodlegªych na [−1, 2], tzn. policz warto±ci wielomia-
nów dla kilku warto±ci oraz narysuj wykresy tych wielomianów z
wykorzystaniem tej funkcji.

Zadanie 10 Napisz funkcj¦ octave'a znajduj¡c¡ dla danego wielomianu stop-
nia n:

w(x) =
n∑
k=0

akx
k

oraz danej liczby q wspóªczynniki (bk)
n
k=0 wielomianu

p(x) =
n−1∑
k=0

bkx
k

oraz warto±¢ r takie, »e

w(x) = (x− q) ∗ p(x) + r,

obliczone z wykorzystaniem algorytmu Hornera.

Zadanie 11 Napisz funkcj¦ octave'a znajduj¡c¡ dla danego wielomianu stop-
nia n:

w(x) =
n∑
k=0

akx
k

oraz liczby q warto±¢ w(q) i pochodnej w′(q), obliczone z wyko-
rzystaniem algorytmu Hornera.
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Zadanie 12 Algorytm Hornera w bazie Newtona. Ró»nice dzielone.

Zaprogramuj w octavie funkcj¦ ze zmody�kowanym algorytmem
Hornera zwracaj¡c¡ warto±¢ wielomianu zadanego w bazie New-
tona dla danych w¦zªów. Parametrami b¦d¡

• x punkt, w którym obliczamy wielomian (ewentualnie ta-
blica punktów, ale wtedy funkcja te» musi zwróci¢ wektor z
warto±ciami wielomianu w tych punktach),

• N - stopnie« wielomianu,

• wektor dªugo±ci N + 1 ze wspóªczynnikami wielomianu w
bazie Newtona.

Przetestuj na kilku prostych przykªadach: dla w¦zªów −1, 0, 1 i
wielomian w(x) = x2, który w bazie Newtona zwi¡zanej z tymi
w¦zªami ma nast¦puj¡c¡ posta¢: x2 = (x+ 1)x− (x+ 1) + 1.

Zadanie 13 Napisz funkcj¦ octave'a, która dla danego wielomianu w(x), któ-
rego wspóªczynniki w bazie pot¦gowej znamy, oblicza wspóªczyn-
niki tego wielomianu w bazie Newtona dla zadanych w¦zªów po-
danych w wektorze y. Tzn. parametrami funkcji b¦d¡:

• wektor a = (ak)k taki, »e

w(x) =
n∑
k=0

akx
k

• y = (yk)k wektor wspóªczynników bazy Newtona.

Funkcja powinna zwróci¢ wektor wspóªczynników bk takich, »e

w(x) =
n∑
k=0

bkwk,

gdzie
wk(x) = Πk−1

j=0(x− yj).

Zadanie 14 Napisz funkcj¦, która dla danego wielomianu w(x), którego wspóª-
czynniki w bazie Newtona (wk)

n
k=0 znamy, oblicza wspóªczynniki

tego wielomianu w bazie pot¦gowej (1, x, x2, . . . , xn). Tzn. pa-
rametrami funkcji jest wektor wspóªczynników b = (bk)k takich,
»e

w(x) =
n∑
k=0

bkwk
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i wektor y = (yk)k w¦zªów bazy Newtona (wk)
n
k=0 dla

wk(x) = Πk−1
j=0(x− yj).

Funkcja ma zwróci¢ wektor wspóªczynników a = (ak)k takich, »e

w(x) =
n∑
k=0

akx
k.

Zadanie 15 Sprawd¹ eksperymentalnie ile wynosi dla ró»nych warto±ci N =
4, 8, 16, 32, 64, . . . przybli»enie:

Ar,N =
N∑
k=0

‖lk‖∞,[−1,1]

dla {lk}Nk=0 bazy Lagrange'a dla w¦zªów równoodlegªych na [−1, 1],
tzn. dla xk = −1 + k ∗ h dla h = 2/N .

Norm¦ maksimum funkcji ‖f‖∞,[a,b] liczymy w sposób przybli»ony
obliczaj¡c dyskretn¡ norm¦ maksimum na max{1000, 100 ∗ N}
równoodlegªych punktach z odcinka [a, b].

Zadanie 16 Sprawd¹ eksperymentalnie ile wynosi dla ró»nych N np.

N = 4, 8, 16, 32, 64, . . .

przybli»enie:

Ac,N =
N∑
k=0

‖lk‖∞,[−1,1]

dla {lk}Nk=0 bazy Lagrange'a dla w¦zªów Czebyszewa na [−1, 1],
tzn. dla xk zer wielomianu TN+1(x) = cos((N + 1)arccos(x)).

Norm¦ maksimum funkcji ‖f‖∞,[a,b] liczymy w sposób przybli»ony
obliczaj¡c dyskretn¡ norm¦ maksimum na max{1000, 100 ∗ N}
równoodlegªych punktach z odcinka [a, b].

Zadanie 17 Powtórz dwa poprzednie zadania dla w¦zªów równoodlegªych i
w¦zªów Czebyszewa na odcinku [0, 10] i dla odpowiedniej normy
maksimum na tym odcinku.

Zadanie 18 Policz iloraz
‖LNf‖∞,[−5,5]∑N
k=0 ‖lk‖∞,[−5,5]
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dla f = 1/(1+x2) i LNf wielomianu interpoluj¡cego f w w¦zªach
równoodlegªych na [−5, 5] dla N = 10, 20, 40, 80. Tutaj {lk}Nk=0

baza Lagrange'a dla tych w¦zªów.

Norm¦ maksimum funkcji ‖f‖∞,[a,b] liczymy w sposób przybli»ony
obliczaj¡c dyskretn¡ norm¦ maksimum na max{1000, 100 ∗ N}
równoodlegªych punktach z odcinka [a, b].

Zadanie 19 Powtórz poprzednie zadanie dla tych samych funkcji i odcinka
dla w¦zªów Czebyszewa zamiast w¦zªów równoodlegªych.
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