Rozdzial 9

Uklady réwnan liniowych -
rozklady typu LU 1 LL’

W tym rozdziale zapoznamy sie z metodami stuzacych do rozwiazywania
uktadow rownan liniowych przy pomocy uzyskiwaniu odpowiednich rozkta-
dow macierzy typu LU i LL" oraz obliczaniu macierzy odwrotnej.
Zapoznamy sie z odpowiednimi funkcjami octave’a stuzacymi znajdowa-
niu odpowiednich rozktadow, czy rozwigzywaniu uktadéw réwnan liniowych
z pomocy tych rozkltadow.
Podstawowe funkcje i operatory octave’a zwigzane z rozktadem LU to:

e |L,U,P|=lu(A) - funkcja zwracajaca czynniki rozktad LU nieosobliwej
macierzy A, czyli PA = LU,

|R|=chol(A) - funkcja zwracajaca czynnik rozktadu Choleskiego ma-
cierzy symetrycznej dodatnio okreslonej A = AT > 0, czyli A = RTR,
(zazwyczaj w literaturze podaje sie ten rozktad w terminach czynnika
L=R"),

e operator x=A\b - operator rozwigzujacy uklad rownan Az = b dla A
macierzy nieosobliwej i b wektora prawej strony,

e inv(A) - funkcja zwracajaca macierz odwrotng do A macierzy nieoso-
bliwej,

e cond(A) - funkcja zwracajaca wspotezynnik uwarunkowania macierzy

A, czyli ||Allz * [JA7Y|2.

Zadanie 1 Operator octave’a \ shuzacy m.in. do rozwigzywaniu ukladow
réwnan liniowych w octavie.
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Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Przetestuj operator octave’a \ dla uktadu rownan z macierza
A=11,2;3,4]ix = [1;3] z f=Axx. Czy y=A\f jest rozwigzaniem
tego uktadu?

Policz normy residualng ||Ay — f||, i norme btedu ||z — z||, dla
p=1,2.

Powtorz testy dla macierzy osobliwej [1,2; 3, 6] i prawie osobliwe;
[1,2;3,6 — 107°]. Co sie wtedy dzieje?

Przetestuj solver octave’a, tzn operator backslash dla dwoch
prostych uktadéw réwnan liniowych z macierzami nieosobliwymi:
A =11,1;1,0.98] i b = [2;1], Ay = [1,1;1,0.99] i wektorem pra-
wej strony uktadu rownan liniowych b = [2;1] jak w poprzed-
nim zadaniu. Policz w normie drugiej roéznice rozwigzan, norme
Frobeniusa réznicy A; — A, oraz uwarunkowania tych macierzy
korzystajac z funkeji octave’a cond().

Powtorz zadanie dla macierzy: A; = [1,1;1,1 — 2¢] i b = [2;1],
Ay=[1,1;1,1—¢ dlae=10"7zp=3,4,...,16.

Funkcja inv().

Zapoznaj sie z pomoca do funkcji: inv(). Przetestuj, obliczajac
macierz odwrotna do A = [1,1;1, —1]. Czy macierz B obliczona
za pomocy tej funkcji rzeczywiscie jest macierza odwrotng?
Policz normy pierwsza i Frobeniusa ||Ax B — || oraz | Bx A—1]].
Zastosuj funkcje do rozwigzywania uktadu rownan liniowych Ax =
f dla znanego z (liczymy f = Axz). Policz y jako iloczyn B z f
i policz bledy residualny ||Ay — f|| i || — y|| w normie pierwszej
i drugiej.

Powtorz to zadanie dla macierzy N x N losowej (funkcja octave’a
rand() zwraca macierz losowa) dla n = 10, 50, 250, 1250 ze zna-
nym rozwigzaniem - oszacuj czas przy pomocy funkeji tic i toc.
Por6éwnaj czas i btedy w normie pierwszej dla rozwigzania uzy-
skanego przy pomocy operatora octave’a \.

Funkcje lu() i chol().

e Zapoznaj sie z pomoca do funkeji: lu() i chol().

e Dla macierzy A = [1,1;1,—1] znajdz jej rozktady: PA =
LU i rozktad Choleskiego A = LT L.
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Zadanie 5

Zadanie 6

Zadanie 7

Zadanie 8

e Sprawdz te rozklady liczac normy macierzowe pierwsza i
Frobeniusa btedéw np. PA— LU i A— LTL,.

e Zastosuj te rozktady do znalezienia rozwigzania uktadu row-
nan liniowych Ax = f ze znanym rozwigzaniem np. = =
[L;1] 1 f = [2;0].

e Policz normy pierwsza i drugg wektorowe pomiedzy x, a
wynikiem algorytmu w, polegajacym na zastosowaniu od-
powiedniego rozktadu, oraz takie same normy residualne,
tzn. normy Aw — f.

W octavie przetestuj eliminacje Gaussa z czesciowym wyborem
i bez wyboru dla macierzy A = [e, 1;1, 1] z e = eps/10 (funk-
cja octave’a eps zwraca epsilon maszynowy) i wektorem prawej
strony f = [1;0]7. Trzeba tu zaprogramowa¢ samodzielnie elimi-
nacje Gaussa bez wyboru elementu gtéwnego, tzn. bez permuta-
¢ji ani wierszy, ani kolumn dla macierzy 2 x 2.

Testy solvera octave’a dla macierzy Hilberta H(N)

Polecenie octave’a hilb() tworzy macierz Hilberta.

e Stworz macierz H(N) dla N = 10, 20, 30,

e Dla znanego rozwiazania, np. stalego rownego jeden na kaz-
dej pozycji, czyli sol;, = 1, policz H(N) x sol = f,

e Rozwiaz w octavie ukltad z H(N) i f,
e Policz normy (1,2 itd) [|[H(N)z — f| i ||z — sol|| dla x roz-

wigzania wyliczonego przez octave,

e Policz uwarunkowanie macierzy Hilberta dla powyzszych N.

Powtorz zadanie [l w arytmetyce pojedynczej precyzji.

Nalezy tu sztucznie wymusi¢, za pomoca funkcji octave’a single (),
aby zmienne byty zmiennymi pojedynczej precyzji.

Przetestuj funkcje invhilb() tworzaca macierz odwrotna do ma-
cierzy Hilberta (por. zadanie [6]).

e Policz normy: macierzowa norme Frobeniusa i norme macie-
rzowa pierwsza roznicy macierzy E = H(N)*xiH(N)—1I dla
N = 10,20, 30, gdzie iH(N) macierz odwrotna do macierzy
Hilberta obliczona przez invhilb().
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Zadanie 9

Zadanie 10

Zadanie 11

e Wykorzystaj iH(N) do rozwiazania uktadu réwnan z ma-

cierza Hilberta H(N), tzn.:

(a) stworz macierze H(N) oraz iH(N) dla N = 10,20, 30
korzystajac z funkeji hilb() i invhilb(),

(b) dla znanego rozwiazania sol, policz H(N) x sol = f,

(c) rozwiaz ukltad H(N)x = f mnozac f przez iH(N), tzn.
v = iH(N)* f,

(d) policz normy ||H(N)x— f||, 1|z —sol|, dlap = 1,2, cc.

Stworz w octavie macierz trojdiagonalng A = (a;);;—; wymiaru
n X n z 2 na diagonali i —1 na pod- i nad diagonala, tzn.

2 i=j
ag; =4 —1 i—jl=1, 4j=1....n
0 li—j]>1

przy pomocy funkcji octave’a diag(), jak i wprost w petli. Po-
rownaj czas uzywajac tic i toc dla n = 10, 100, 1000.

Policz uwarunkowanie macierzy dla ré6znych N.
Policz macierz odwrotna przy pomocy inv() (czy jest trojdiago-

nalna?).

Sprawdz z wykorzystaniem funkcji octave’a chol(), czy macierz
z zadania 9 jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Zaimplementuj rozktad LU dla macierzy tréjdiagonalnej N X
N bez wyboru elementu gléwnego, tzn. stworz wlasna funkcje
octave’a:

function [x,d,1|=lu3diag(a,b,c,f,N)

Parametry funkcji:

e a,b,c- przekatna, podprzekatna i nadprzekatna macierzy A,
e f - wektor prawej strony,
e N - wymiar zadania - dlugos$¢ przekatnej a.
Funkcja powinna zwréci¢ x - rozwigzanie Ax = f oraz czynniki
rozktadu macierzy A = LU, czyli diagonale macierzy gornotroj-

katnej U w wektorze d i poddiagonale L - macierzy dolnotrojkat-
nej, trojdiagonalnej z jedynkami na diagonali, czyli wektor [.

Naddiagonala U réwna sie nadiagonali A, tzn. wektorowi c.
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Zadanie 12

Zadanie 13

Zadanie 14

Zadanie 15

Zastosuj funkcje z zadania[lT]do uzyskania rozktadu LU macierzy
z zadania [9] dla N = 4,10, 15. Poréwnaj z wynikiem uzyskanym
przy pomocy funkcji octave’a lu().

Zastosuj funkcje z zadania do rozwigzania uktadu réownan z
macierza z zadania [9] dla N = 10, 100, 1000, czy 10000:

e Rozwiaz uktad dla znanego rozwiazania, np. z = (1,...,1)T,

e Poréwnaj czas rozwiazywania wlasnym algorytmem i algo-
rytmem octave’a, czyli operatorem A\f,

e Policz btad rezydualny i btad rzeczywisty w normie drugiej,
tzn. ||l — Zll2 1 ||f — A * &2, gdzie f = Axx, a T to
rozwigzanie obliczone przez octave’a lub obliczone wtasnym
algorytmem.

Zaimplementuj rozktad LU dla macierzy trojdiagonalnej z cze-
Sciowym wyborem elementu gltoéwnego.

Nastepnie testuj ten rozklad jak w zadaniu

Zastosuj ten rozklad do rozwigzania uktadu rownan z macierzg z

poprzedniego zadania A i z macierzg A — 1.5 % [.

Zaprogramuj rozktad Choleskiego typu dla macierzy A = AT > 0
trojdiagonalnej, tzn. policz L dolnotréjkatna z jedna poddia-
gonala (czyli reprezentowana przez dwa wektory z przekatna i
podprzekatna) taka, ze A = LTL.

Zastosuj do rozwiazania uktadu réwnan z zadania [9]
Testuj analogicznie do zadania

Por6éwnaj macierz L uzyskang w ten sposob z macierza uzyskana
przez chol() zastosowana do tej samej macierzy.
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