Rozdzial 6

Dwa przyklady z mechaniki

W rozdziale tym przedstawimy proste przyklady rozwiazan réwnan mechaniki
Newtona. Mechanika Newtona zajmuje si¢ badaniem ruchu uktadu punktéw mate-
rialnych w przestrzeni euklidesowej. Opis tego ruchu dany jest przez uktad réwnan
Newtona

i=F(tx, ), 6.1

gdzie x(t) opisuje trajektori¢ ruchu, & jest jego predkoscia a & — przyspieszeniem.
Posta¢ funkcji F' jest elementem definicji rozpatrywanego uktadu mechanicznego.
Do definicji tej nalezy tez podanie obszaru okreslono$ci funkcji F' oraz przestrzeni
fazowej réwnania (6.1). Rozwazania ograniczymy do opisu ruchu jednego punktu
materialnego o jednostkowej masie. Zaktadamy takze, ze funkcja F'(¢,x, ) jest
gtadka funkcja swoich argumentéw (np. jest funkcja klasy C1), co gwarantuje ist-
nienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan uktadu (6.1).

6.1 Uklady zachowawcze z jednym stopniem swobody

Rozpoczniemy od opisu ogélnego modelu m-wymiarowego, pokazujac wlasnosci
ruchu punktu materialnego w calej ogélnosci. Dopiero kiedy bedzie to niezbgdne
dla dalszego prowadzenia wyktadu ograniczymy si¢ do przypadku jednowymiaro-
wego (m = 1).

6.1 DEFINICJA. Uktadem zachowawczym nazywamy ruch punktu materialnego
opisywany réwnaniem rozniczkowym

i=F(x), ze€R™, (6.2)

gdzie sita F(x) jest funkcjq klasy C' w otwartym zbiorze D C R™, dla ktérej
istnieje funkcja U(x), taka Ze

F(z) = —gradU. (6.3)

Site zdefiniowana w ten sposob nazywa sig sitq potencjalng (U nazywane jest po-
tencjatem).
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Dla uktadéw zachowawczych mozna zdefiniowaé energie caltkowita uktadu
E =T(&)+ U(x), gdzie T jest energia kinetyczng dana wzorem
2112
I
2
a U(x) energie potencjalng uktadu.
W przypadku jednowymiarowym potencjat U(x) mozna otrzymaé przez cat-
kowanie sity

U(x) =— /90 F(2)dz. (6.4)

Calka w réwnaniu (6.4) zawsze istnieje (przy zatozeniu, ze funkcja F' jest klasy
C1). Oznacza to, 7e kazdy uktad z jednym stopniem swobody jest uktadem zacho-
wawczym.

6.2 TWIERDZENIE. Catkowita energia uktadu E = T + U jest catka pierwsza
rownania (6.2).

Dowéd. Mamy

d(””'c(tw FUG()) = a6+ T = #F() ~ Fla)i =0,

dt 2 dz
Dowodzi to, ze funkcja ,
M 4 Uta)
jest catka pierwsza réwnania (6.2). [ |

Z twierdzenia 6.2 wynika wazny w mechanice wniosek.

6.3 WNIOSEK. (Prawo zachowania energii) Energia catkowita punktu material-
nego poruszajgcego sig zgodnie z rownaniem (6.2), gdzie F(x) jest sitq potencjal-
nq, jest stata w trakcie ruchu.

W dalszym ciagu udowodnimy jeszcze jeden wazny dla opisu ruchu zacho-
wawczego wynik, ktéry jest prawdziwy w dowolnym wymiarze. W tym celu za-
mienimy rownanie (6.2) uktadem réwnan pierwszego rzgdu

T1 = @2,

6.5
jf2 :F(xl) ( )

Zajmiemy si¢ teraz punktami réwnowagi uktadu (6.5). W przestrzeni zmien-
nych (z1,z2) € D x R™ sg to punkty (Z1,0), dla ktérych F(z1) = 0.

6.4 TWIERDZENIE. Jesli w stanie rownowagi uktadu zachowawczego energia
catkowita uktadu osiqga minimum lokalne, to ten stan rownowagi jest stabilny.
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Dowéd. Z tw. 6.2 wiemy, ze energia catkowita uktadu zachowawczego jest cal-
ka pierwsza. W zmiennych (x1,x9) ta catka zapisuje si¢ formuta E(x1,z2) =
llz2l|? + Ul(z1). Jesli punkt (Z1,0) jest punktem réwnowagi i energia catkowita
osiaga w tym punkcie lokalne minimum, to funkcja

V(l‘l, 1‘2) = E(CCl,CL‘Q) — E(ﬂ?l,O)

jest funkcja Lapunowa dla tego polozenia réwnowagi.

Latwo widaé, ze funkcja V' (z1, z2) spetnia warunki definicji 5.3 (oczywiscie
po drobnej modyfikacji, bo w definicji zaktadano, ze badanym rozwiazaniem jest
rozwigzanie zerowe a w naszym przypadku jest to rozwigzanie (Z1,0)). Funkcja
V(x1,x2) jest nieujemna i zeruje si¢ jedynie w punkcie (Z1, 0), bo jest to minimum
lokalne. Aby sprawdzié¢ warunek 3) def. 5.3 obliczamy

ov ov

oz, 2 T@'F(ﬂﬂl):—F(xl)'$2+x2'F(x1):0’

gdzie symbol a-b oznacza iloczyn skalarny w R"". Z tw. 5.4 wynika, ze rozwiazanie
(Z1,0) jest stabilne. [ ]

Obecnie zajmiemy si¢ jedynie jednowymiarowym uktadem (6.2) lub réwno-
waznie uktadem (6.5). Dla tego ukladu przestrzenia fazowa jest D x R, gdzie D
jest otwartym odcinkiem (by¢ moze nieograniczonym) w R.

6.5 TWIERDZENIE. Dla uktadu z jednym stopniem swobody poziomice energii
catkowitej sq gtadkimi krzywymi w otoczeniu kazdego swojego punktu z wyjatkiem
punktu rownowagi.

Dowéd. Poziomica energii jest zbiorem {(z1,z2): E(x1,22) = 23/2 + U(z1) =
Ey}, gdzie Ej jest stata. Pochodne czastkowe funkcji E' dane sg wzorami

OE OE

-  =_F _— = .
axl (xl)’ 81‘2 T2

Jesli punkt (21, z2) nie jest potozeniem réwnowagi, to nie sa spetnione jednocze-
$nie réwnania

F(z1) =0 oraz zo =0.
Wynika stad, ze przynajmniej jedna pochodna czastkowa funkcji £ w punkcie
(21, x2) jest rézna od zera. Z tw. o funkcji uwiktanej wynika wtedy istnienie gtad-
kiej funkcji 1 = ZL‘1($2) lub zo = {L‘Q(ﬂj‘l). |

Zajmiemy si¢ teraz szczeg6étowo badaniem poziomic energii. Zalozymy przy
tym, ze potencjal U(z1) jest funkcja klasy C? na catej prostej R. Przypomnijmy,
ze punkt xo nazywa si¢ punktem krytycznym funkcji jednej zmiennej f(z), jesli
f'(xp) = 0. Zajmiemy si¢ na poczatku poziomicami energii z3/2 + U(z1) = Ej
dla warto$ci energii Ej, ktore nie sa réwne wartosci potencjatu U w zadnym punk-
cie krytycznym tego potencjatu (nie sa warto§ciami krytycznymi potencjatu). Z
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gtadkosci potencjatu wynika, ze zbiér {z1: U(x1) < Ey} sktada sig z przeliczalnej
liczby roztacznych odcinkéw. Skrajne z tych odcinkéw moga by¢ rozciagajacymi
si¢ do nieskorniczonoSci pétprostymi, moze tez si¢ zdarzy¢, ze caty zbidr pokrywa
si¢ z prosta rzeczywistg R.

Przeanalizujmy jak wyglada poziomica energii dla jednego z odcinkéw ogra-
niczonych [a, b]. Na odcinku tym mamy U (a) = U(b) = Ey oraz U(x1) < Ey dla
z1 € (a,b).

6.6 TWIERDZENIE. Jesli odcinek [a,b] jest ograniczony, U(a) = U(b) = Ey,
U'(a) <0,U'(b) >0iU(x1) < Ep dla z; € (a,b), to réwnanie

2

T

?2+U($1) =FEy, x € [a,b],

definiuje zamknietq krzywq gtadkq na plaszczyznie R? bedacq krzywq fazowq réw-
nania (6.2).

Dowéd. Z prawa zachowania energii wynika, ze znalezienie rozwigzania rwnania
(6.2) w przypadku uktadu z jednym stopniem swobody sprowadza si¢ do scatko-
wania rownania o rozdzielonych zmiennych

& = +v/2(E, — U(x)). (6.6)

Niech (z1,x2) lezy na rozwazanej poziomicy i niech xo > 0. Niech ¢(t) bedzie
rozwigzanie réwnania (6.2) z warunkiem poczatkowym ¢(tg) = x1, ¢(tg) = 2.
Z réwnania (6.6) otrzymamy wtedy zwigzek

o(t) dz
t—ty = / .
o1 V2(Eo—U(2))
Aby przekona¢ si¢ jak daleko mozna przedtuzy¢ to lokalne rozwigzanie, policzmy
czas jaki jest potrzebny, aby trajektoria przeszta z punktu a do punktu b

b

r_ / dz . 6.7)
2 Jo V2(Ey-U(2))

Wystepujaca tu calka jest niewlasciwa (na obu koricach), ale zbiezna. Aby si¢ o tym
przekona¢ dokonamy odpowiedniego oszacowania funkcji podcatkowej. Poniewaz
funkcja U jest klasy C? oraz U’(a) < 0, to w pewnym otoczeniu punktu a mamy
oszacowanie U’(z) < U’ (a). Z tw. o wartosci Sredniej dostajemy U (z) = U(a)+
U'(¢)(x — a). Stad mianownik naszej catki moze by¢ oszacowany nastepujaco

1 1 1
ViE T@) Y0 e v T o)

Teraz zbiezno$¢ interesujacej nas catki w koicu x = a wynika ze zbieznoSci catki

/b dx
a VT — a



6.1. UKLADY Z JEDNYM STOPNIEM SWOBODY 109

Zbieznos¢ w koncu x = b dowodzi si¢ analogicznie.

ZnalezliSmy w ten sposéb rozwiazanie o (t) réwnania (6.2) na pewnym odcin-
ku czasu [t1, t2] o dtugosci T'/2, takim ze p(t1) = a i ¢(t2) = b. Poniewaz pozio-
mica energii jest symetryczna wzgledem osi z1, to biorac ¢(ta + t) = p(te — t),
dla t € [0,7/2], rozszerzamy nasze rozwiazanie na przedziat [t1,t1 + T przy
czym z konstrukcji tego rozszerzenia wynika, ze otrzymujemy funkcje okresowa o
okresie T'. Odpowiadajaca otrzymanemu rozwigzaniu krzywa fazowa jest czgscia
poziomicy energii Fy nad odcinkiem [a, b]. ]

Zbadamy teraz zachowanie si¢ poziomic energii w otoczeniu punktu krytycz-
nego potencjatu. Jesli U(z1) = Ey i U'(Z1) = 0, to w otoczeniu punktu Z; po-
tencjal mozna w przyblizeniu przedstawi¢ (korzystajac z wzoru Taylora) w postaci
U(z1) = U(z1)+ 3U"(€)(z1—21)?. Wtedy poziomice energii sa krzywymi kwa-
dratowymi x3 + k(z1 — 71)? = const. W przypadku gdy k > 0 (potencjal ma
minimum w punkcie z1) krzywe te sg elipsami o §rodku w punkcie krytycznym
(Z1,0). Dla k < 0 (potencjal ma maksimum w punkcie Z1) krzywe te s hiperbo-
lami o Srodku w (Z1,0).

Globalne zachowanie poziomic energii dla krytycznych wartoSci energii jest
dos$¢ skomplikowane. Jak poprzednio rozpatrujemy ograniczony odcinek [a, b], na
ktérym U (a) = U(b) = Ep, przy czym warto$¢ F odpowiada wartosci potencjatu
w punkcie krytycznym. Mozliwych jest kilka przypadkéw. Kiedy oba korice odcin-
ka [a, b] sa punktami krytycznymi (U’ (a) = U’(b) = 0), to krzywymi fazowymi
sgq dwa otwarte tuki

To = t+/ Q(Eo—U(:I,’l)), xr1 € (a,b).
JesliU'(a) = 0,U’(b) # 01ub U’ (a) # 0, U'(b) = 0, to réwnanie

1
§$% + U(z1) = Eo
definiuje jedna otwarta krzywa fazowa. Jesli wreszcie U'(a) # 01 U'(b) # 0,
to znaczy, ze punkt krytyczny znajduje si¢ poza odcinkiem [a, b] i otrzymujemy
zamknigte krzywe fazowe jak dla niekrytycznych wartoSci energii.

6.7 Przyklad. Przeanalizujemy teraz poziomice energii oraz krzywe fazowe wa-
hadta bez uciekania si¢ do przyblizenia matych odchylen. Jak pamigtamy z wypro-
wadzenia w przyktadzie 4.20 réwnanie to ma postac

2

T = —wjsinz.
Potencjatem dla tego réwnania jest funkcja U(x) = —wg cos x. Mamy wigc
dwa krytyczne poziomy energii: Ey = —wg, ktéry odpowiada stabilnemu potoze-

niu réwnowagi x = 2nm, oraz Ey = w% odpowiadajacy niestabilnemu potozeniu
réwnowagi x = w + 2nm, gdzie n = 0,41, £2,.... W dalszym ciagu begdziemy
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analizowali ksztalt krzywych fazowych wylacznie w otoczeniu punktéw z = —,
x = 01x = 7, poniewaz portret fazowy jest okresowy o okresie 27.

Na ptaszczyznie fazowej (x1,x2) punkt (0,0) odpowiadajacy minimum po-
tencjatu jest stabilnym polozeniem réwnowagi a krzywe fazowe w jego matym
otoczeniu sg zamknigtymi krzywymi fazowymi jak to wynika z tw. 6.6. Punkty
(—m,0) oraz (m,0) odpowiadaja przypadkowi, gdy U(—7) = U(r) = w} oraz
U'(—m) = U'(w) = 0. Oznacza to, ze punkty te sa same krzywymi fazowymi a
krzywe fazowe w ich otoczeniu sa dyfeomorficzne z hiperbolami. Précz tego ist-
nieja krzywe fazowe w formie otwartych tukéw taczace punkt (—m,0) z punktem
(m,0).

Jesli portret fazowy przettumaczymy na zachowanie wahadta, to obraz ten wy-
gtada nastgpujaco. Dla pozioméw energii Fy < —wg wahadlo nie porusza si¢ spo-
czywajac w potozeniu réwnowagi (0,0). Dla pozioméw energii —w3 < Ey < w?
wahadlo wykonuje okresowe wahnigcia (krzywe fazowe sa zamknietymi krzywy-
mi). Dla poziomu energii Ey = w3 stan wahadla jest zalezny od warunkéw poczat-
kowych: jesli chwili poczatkowej mieliSmy z(tg) = —m, ©(t9) = 0, to wahadto
pozostaje w potozeniu réwnowagi (—, 0) (analogicznie dla punktu (7, 0)). Jesli
dane poczatkowe odpowiadaja potozeniu wahadta na jednej z krzywych fazowych
taczacych punkty (—7,0) i (7,0) (jak wiemy sa dwie takie krzywe fazowe), to
porusza si¢ ono po tej krzywej, przy czym czas potrzebny na przebycie drogi z
punktu (—7,0) do punktu (7, 0) jest nieskoficzony (wynika to z réwnosci (6.7)).
Dla wartosci Fy > wg mamy niezamknigte krzywe fazowe. Odpowiada to ruchowi
wahadla, przy ktérym obraca si¢ ono wokét swojej osi (rys. 6.1).

-

X, 4

\-—/A\/
/\ /‘\

Rysunek 6.1: Portret fazowy wahadta

6.2 Ruch w centralnym polu sit

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ ruchem punktu materialnego w przestrzeni tréj-
wymiarowej R? pod wptywem dziatania silty centralne;j.

6.8 DEFINICJA. Pole wektorowe w R3 nazywa sie centralne wzgledem poczqtku
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uktadu wspotrzednych, jesli jest ono niezmiennicze wzgledem ruchow przestrzeni
R3 nie zmieniajgcych potoienia poczatku uktadu wspotrzednych. Jesli F(x) jest
wektorem pola centralnego, to istnieje funkcja skalarna ®, taka Ze

F(x) = @(\mn%.

Wynika stad nastgpujace réwnanie ruchu punktu materialnego w centralnym polu
sit

&= ®(|z|)—. (6.8)
Z definicji tej wynika prosty wniosek.

6.9 WNIOSEK. Centralne pole sit jest polem potencjalnym.

Dowéd. Niech r = |z|. Potencjat pola dany jest wtedy wzorem

6.10 DEFINICJA. Momentem pedu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych
poruszajqcego sig punktu materialnego nazywamy wektor M = x X &.

6.11 TWIERDZENIE. (Prawo zachowania momentu pedu) W trakcie ruchu w
centralnym polu sit moment pedu wzgledem centrum pola nie zmienia si¢ w czasie.

Dowéd. Jesli pomnozymy réwnanie ruchu (6.8) wektorowo przez x, to otrzymamy

xxi:@(\xl)‘?xxxzo.

1
|
Wynika stad, ze

d d
£M(t):axxj::jtxﬁc—i—mxa'c':mxa&:().

Z powyzszego twierdzenia wynika wazny wniosek.

6.12 WNIOSEK. Ruch punktu materialnego w centralny polu sit w R> jest ru-
chem ptaskim, tj. odbywa sie na ptaszczyZnie.



112 ROZDZIAL 6. DWA PRZYKELADY Z MECHANIKI

Dowéd. Rozwazmy réwnanie (6.8) z warunkami poczatkowymi
z(0) = ayp, z(0) = aq.

Wektory oy i a1 wyznaczaja plaszczyzne w R? (o X o jest wektorem prostopa-
dtym do tej ptaszczyzny). Poniewaz x x & jest momentem pedu, ktory jest staty w
czasie, wiec

TXT=cCc=aqyX Q.

Wynika z tego, ze ruch punktu materialnego odbywa si¢ calty czas w ptaszczyznie
prostopadiej do wektoréw ag i ;. [ |

Poniewaz ruch odbywa si¢ na plaszczyZnie, celowe jest wprowadzenie na niej
wspotrzednych biegunowych. Niech (7, 6) beda tymi wspétrzednymi. Uktad (6.8)
redukuje si¢ wtedy do uktadu

(7 — r92) cosf — (27"9 + r@) sinf = —@ cos @,
dr

. L dU (69

(# — 76%) sin @ + (270 + rf) cosh = T sinf,

a warunki poczatkowe moga by¢ zapisane w postaci

Kombinacja liniowa réwnan (6.9) prowadzi do uktadu

_dv
A (6.10)
270 + 1 = 0.

P —rf? =

Zauwazmy, ze drugie z réwnan (6.10) moze by¢ zapisane w postaci

1d, o,
Stad
r20 = C. (6.11)

Réwnosé ta, bedaca konsekwencja zachowania momentu pedu, ma interesujaca
interpretacj¢ geometryczna. WyobraZzmy sobie ciato poruszajace si¢ z punktu P do
punktu @ po krzywej PQ (patrz rys. 6.2). Niech A bedzie polem ograniczonym
przez promienie O P, OQ i luk PQ). Wtedy

1 0
A= / r’df,
2 Jo
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e

Rysunek 6.2: Predkos¢ polowa

czyli

dA 1 ,, 1

— =—_rf=-C. 6.12

it 2 72 (©.12)
Wielkosé % nazywa si¢ w mechanice predkoscia polowa. Réwnanie (6.11) wy-
raza stato$¢ predkosci polowej w ruchu punktu materialnego. Taka forme¢ prawa
zachowania pedu sformutowal Kepler opisujac prawa rzadzace ruchem planet wo-

kot storica. W wersji Keplera (byto to jego Il prawo) miato ono forme:

Planeta porusza si¢ wokét Storica po krzywej plaskiej ze stalg predkoscia
polowa.

6.13 TWIERDZENIE. Ruch punktu materialnego w centralnym polu sit mozna
opisac jednowymiarowym rownaniem ruchu
dav
dr’
gdzie r jest promieniem wodzqcym punktu, a V (r) jest efektywnym potencjatem
danym wzorem

=

(6.13)

2

V(r)=U(r) + 2072

We wzorze tym U (r) jest potencjatem sity centralnej zdefiniowanym w dowodzie
wniosku 6.9, a stata C jest statq z rownania (6.11) definiujqcq wartos¢ momentu
pedu.

Dowé6d. W pierwszym z réwnai (6.10) robimy podstawienie 8 = C' /r? wynikaja-
ce z réwnania (6.11). Otrzymujemy wtedy

R

i = =
dr + rd
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co odpowiada réwnaniu
av

Cdr
2V(r)=U(r) + S5 m

TR

7=

Zajmiemy si¢ teraz dokladniej problemem ruchu planet wokdt storica, aby
otrzymaé wszystkie prawa odkryte przez Keplera. W pewnym uproszczeniu mo-
zemy opisa¢ to zadanie jako ruch ciala o malej masie ;1 wokét potozonego w po-
czatku uktadu wspétrzednych ciata o bardzo duzej masie m. Ciala te oddzialuja na
siebie sitg przyciagania grawitacyjnego

©wma

F(z) = — iR

Odpowiada to ruchowi punktu materialnego w polu sit centralnych

x

o
TR

(6.14)

Korzystajac z tej postaci sity centralnej scatkujemy réwnanie ruchu (6.13) z
potencjalem V' wynikajacym z sily grawitacji. Z réwnania (6.13) wynika prawo
zachowania energii Fy = %f + V(r). Pozwala ono uprosci¢ problem catkowania
rOwnania (6.13). Z prawa zachowania energii mamy zwiazek

¢ = /2(Eo — V(r)).

Poniewaz z réwnania (6.11) mamy 6=C / 2, to

o 6 C/r?
dr 7 2B — V()
Catkujemy to ostatnie réwnanie dla V' (r) = —% + % i dostajemy

9:/ C’/r2 dr = arccos Cfr —k/C
V2(Ey—V(r)) V2E + k?/C%

gdzie przyjeliSmy dla uproszczenia stata catkowania réwna zero. Prowadzi to do
réwnania

C2/k

= 1
" 14 ecosf’ 6.15)

gdzie e = /1 + 2E,C?/k2.
Réwnanie (6.15) jest réwnaniem stozkowej we wspétrzednych biegunowych.
Stata e nazywa si¢ mimosrodem (ekscentrycznoscia) stozkowej. Odpowiada ona:

a) okrggowi, jeslie = 0,

b) elipsie, jeslie < 1,
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c) paraboli, jeSlie = 1,
d) hiperboli, jeslie > 1,

przy czym poczatek uktadu wspétrzednych jest jednym z ognisk tej stozkowe;.
Wiadomo, ze orbity sg ograniczone jesli Ey < 0, co odpowiada e < 1 i gwarantuje
prawdziwosc¢ I prawa Keplera:

Planeta porusza si¢ wokot Storica po elipsie, a Storice znajduje si¢ w jednym
z ognisk tej elipsy.

Kepler sformutowat takze III prawo ruchu planet:

Kwadrat czasu obiegu planety wokoét Storica jest proporcjonalny do trzeciej
potegi dluzszej osi elipsy, po ktérej porusza si¢ planeta.

Dowdd tego prawa wynika z innego zapisu rdwnania elipsy
b2
po_ Yo
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gdzie a jest dluzsza, a b krétsza pélosia elipsy. Korzystajac z rownan (6.15) 1 (6.12)
znajdujemy predkos$¢ polowa

d4 = 1b\/k:/a.

dat 2

Stad okres obiegu 1" mozna obliczy¢ ze wzoru

pole elipsy mab 2ma’/?

~ predkosé polowa  dA/dt TR




