Rozdzial 7

Zupelnosé

7.1 Ciagi Cauchy i zupelnosé przestrzeni metrycznych

Znane z Analizy Matematycznej pojecie ciggu Cauchy liczb przenosi sie na dowolne prze-
strzenie metryczne:

Definicja 7.1.1. Ciag punktow {z,}>2; w przestrzeni metrycznej (X,d) , nazywa sie
ciggiem Cauchy jesli

Ves0Tn(e) Vrson(e) d(@r, vs) <€, czylid(z,,z5) — 0

Dowolny ciag zbiezny w (X, d) jest ciagiem Cauchy, lecz nie kazdy ciag Cauchy musi
by¢ zbiezny (np. w ((0,1),d.)).

Stwierdzenie 7.1.1. Jesli {x,,}>2 jest ciggiem Cauchy to prawie wszystkie wyrazy ciggu
lezg w kuli o dowolnie matym promieniu. Jesli zbior {x,} posiada punkt skupienia xg, to
cigg {xn}22 jest zbiezny do xg.

Dowdd. Niech € > 0. Z definicji ciagu Cauchy istnieje ng takie, ze dla kazdego n,m > ng

zachodzi d(zy, Tp,) < %e, a zatem prawie wszystkie wyrazy ciagu leza w kuli B(xy,, €).
Jesli zbior {x,} posiada punkt skupienia z, to istnieje podciag {zy, } zbiezny do xy.

Stad d(zp,xo) < d(xp, Tn,) + d(xy,, o) < € dla dostatecznie duzych n i n. O

Definicja 7.1.2. Przestrzen metryczna jest zupetna jesli dowolny ciag Cauchy jej elemen-
tow jest zbiezny (tzn. posiada granice).

Stwierdzenie 7.1.2. Jesli h: (X,dx) — (Y,dy) jest bijekcjg zachowujgeq odlegtosé (tzn.
izometrig) oraz (X, d) jest przestrzeniq zupetna, to (Y, dy) tez jest przestrzeniq zupetng. O

Zwarta przestrzenn metryczna jest oczywiscie zupelna, a z Twierdzenia 6.3.1 wynika, ze
dowolna metryka wyznaczajaca topologie zwarta jest zupetna. Zachodzi nawet nastepujace
nieco silniejsze twierdzenie:

Stwierdzenie 7.1.3. Jesli (X,d) jest przestrzeniq metrycznag. Zatézmy, ze istnieje liczba
r > 0 taka, ze dla kazdego punktu x € X domkniecie kuli cl(B(x,r)) jest zbiorem zwartym.
Wtedy (X, d) jest przestrzeniq zupetng.

45



46 ROZDZIAL 7. ZUPEENOSC

Dowdd. Niech {x,}52, bedzie ciagiem Cauchy. Z Stwierdzenia 7.1.1 wynika, ze prawie
wszystkie elementy tego ciagu leza w pewnej zwartej kuli cl(B(x,r)), a wiec ten ciag jest
zbiezny. O

Zupelnos$é jest wlasnoscia metryczna pokrewna topologicznej zwartosci, co $wietnie
ilustruje kolejne twierdzenie, analogiczne do Lematu 6.3.2. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w
ogolnosci zupelnosé nie jest wlasnoécia topologiczna: dwie metryki moga by¢ réwnowazne,
ale jedna zupelna a druga nie. Np. w zbiorze liczb rzeczywistych R mozna okreslié metryke
rownowazng z (zupeina) metryka euklidesowa, ktora nie jest zupelna.

Definicja 7.1.3. Niech A bedzie podzbiorem w przestrzeni metrycznej (X, d). Srednicq
zbioru A nazywa sie liczbe (lub +00) d(A) := sup{d(z,y) |z,y € A}

Lemat 7.1.1. Dla dowolnego podzbioru A w w przestrzeni metrycznej (X,d) zachodzi
réwno$é srednic: d(A) = d(cl(A))

Dowdd. d(a,b) < d(a,an)+d(an,b) < d(a,an)+d(an, by)+d(by, b) stad d(a,b) < d(an, by)+
2e dla n > ng, a wiec d(A) = d(cl(A)) O

Twierdzenie 7.1.1 (Warunek Cantora'). Przestrzen (X,d) jest zupetna wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy zstepujacy ciqgg niepustych zbiorow domknietych o srednicach dgzgcych do
zera ma niepuste przeciecie.

Dowdd. Niech Fy D Fs D F3 D ... bedzie zstepujacym ciagiem zbioréw domknietych takich,
ze d(F;) — 0. Wybierajac po jednym punkcie z,, € F,, otrzymujemy ciag Cauchy. Na mocy
oo
zupelnosci (X, d) posiada on granice, ktora musi naleze¢ do ) Fj.
i=1
Odwrotnie, jesli {x;} jest ciagiem Cauchy, to srednice zstepujacych zbioréw domknie-

[o.¢]

tych Fy, : cl{xpy1,Tpyo, ...} zbiegaja do zera na mocy Lematu 7.1.1, a wiec () F; # 0 i
=1

punkt z tego zbioru jest granica ciagu {x;}. O

Definicja 7.1.4. Przestrzen metryczna jest catkowicie ograniczona jesli dla dowolnej liczby
€ > 0 istnieje pokrycie X skoriczenie wieloma zbiorami o $rednicy < e. (Réwnowaznie: z
pokrycia kulami {B(z, €) } ;e x mozna wybraé¢ pokrycie skorczone.)

Twierdzenie 7.1.2. Przestrzen (X, d) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowicie
ograniczona i zupetna.

Dowdd. = Jak zauwazyliSmy dowolna przestrzen zwarta jest zupelna, a z dowolnego
pokrycia {B(x, €) }zex mozna wybra¢ pokrycie skoriczone.

<= Zalozmy, ze (X,d) jest zupelna i calkowicie ograniczona a {x,}72, bedzie do-
wolnym ciaggiem z ktérego mamy wybraé¢ podciag zbiezny. SKonstruujemy indukcyjnie
zstepujacy ciag zbiorow domknietych, w ktorego przecieciu bedzie znajdowaé sie granica
pewnego podciagu : pokryjmy przestrzenn X kulami o promieniu 1: {B(z,1)},ex 1 wybierz-
my z niego kule w ktorej znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {x, }7>; Zalozmy,
ze skonstruowalismy juz ciag kul domknetych B(z1,1),. .., B(zg, %) takich, ze w przecieciu

! Georg Cantor (St Petersburg 1845 — 1918 Halle) founded set theory and introduced the concept of infinite
numbers with his discovery of cardinal numbers. He also advanced the study of trigonometric series. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cantor.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cantor.html
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Fy == B(z1,1) N...,NB(zy, +) znajduje si¢ nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu {z,}3 ;.
Pokryjmy X kulami {B(z, k%rl)}we x . Istnieje wsrod nich kula, ktora zawiera nieskonczenie
wiele wyrazow ciagu {x,}52; znajdujacych siec w Fj. Otrzymalismy wiec zstepujacy ciag
zbiorow domknlqtych Fy D Fy D ... o $rednicach zbiegajacych do 0. na mocy warunku

Cantora 7.1.1 ﬂ F; #0az konstrukcp wynika, ze punkt xg € ﬂ F; # () jest punktem

=
skupienia zbloru u {z,}5°; a zatem granica pewnego podciagu. O

7.2 Przestrzenie unormowane

Definicja 7.2.1. Przestrzeniqg unormowang nazywamy przestrzei wektorowg V nad R
wyposazona w norme || - || : V. — R* spelniajaca warunki:

L |v[|=0 <= v=0
2. vl = AV
3o v+ wl < |[v]+[wl
Norma definiuje metryke w zbiorze V: d(v,w) := ||v — w||. Jesli ta metryka jest zupelna,

to przestrzen unormowana nazywa sie przestrzeniq Banacha®.

Skoriczenie wymiarowe przestrzenie unormowane

Twierdzenie 7.2.1 (Réwnowaznos¢ norm). Jesli V jest skoriczenie wymiarowq przestrze-
nig wektorowq nad R to dowolne dwie normy definiujq zupetne, réwnowazne metryki (tzn.
wyznaczajgce te samg topologie.)
n
Wybierzmy baze vi,..,v, € V i zdefiniujmy norme ||v||sup := sup{|Xi| | v = > A\jv;}.
j=1

Wykazemy, ze dowolna norma || - || jest réwnowazna z norma || - ||o tzn. istnieja state
B,C > 0 takie, ze Vyev || - || < B||V]|sup 0raz ||v]|sup < C|V]|.

Lemat 7.2.1. Istnieje B > 0 takie, zZe Vyev || V|| < B||V||sup, w szczegdlnosci odwzorowanie
|- |I: V=R jest ciggte w normie ||v||sup-

Dowdd. Niech p := max{||vi]|, ..., [|[vnl}-

n n n
k .
VI =12 Avill < DIV < Y Ihil < BlVlsup, gdzie B :=np
= 7=1 7=1

Lemat 7.2.2. Dowolna kula domknieta w normie || - ||sup, czyli zbior
D(v,r):={w € V[|w — vl[sup < 7} jest zbiorem 2wartym w topologii T (d. .., )-

2Stefan Banach (Krakéw 1892 — 1918 Lwéw) founded modern functional analysis and made major contri-
butions to the theory of topological vector spaces. In addition, he contributed to measure theory, integration,
and orthogonal series. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Banach.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Banach.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Banach.html

48 ROZDZIAL 7. ZUPEENOSC

Dowdd. Wystarczy rozwazyé kule o drodku w v = 0. Odwzorowanie liniowe
n

[ R Te) — (V,T(d)) takie, ze f(A1,..,An) = > Aivy jest ciagle na mocy poprzed-
j=1

niego lematu, a wiec kula D(v,r) = f([—r,7] X ... X [=r,7]) jest zwarta jako obraz zbioru
zwartego. O

Lemat 7.2.3. Istnieje C' > 0 takie, Ze dla kazdego wektora v € V zachodzi nieréunos$é
[Vlsup < C[[V]lsup

Dowdd. Niech ¢ := inf{||v|| | ||v||sup = 1}. Ciagtos¢ normy ||-|| w normie |- ||oc oraz zwartosé
vl
([vllsup

[Vsup < C|I V|, gdzie C == 1. [

kuli w normie ||v||sup implikuja, ze C' > 0. Vy»o |[|V] = IVllsup = ¢l|V]sup, & wiec

Dowdd twierdzenia o normach. Twierdzenie wynika z lematow 1,3 bowiem jesli dwie nor-
my | - |l1,] - [|2 sa rownowazne, to ciag jest Cauchy ze wzgledu na norme || - |1 <

jest Cauchy ze wzgledu nal| - ||2, a ciag w; 1, & jest zbiezny ze wzgledu na norme || - |1

do wektora w wtedy i tylko wtedy, gdy w; Mz,

Zauwazmy, ze zbieznos¢ w sensie normy || - ||o 0znacza zbieznos¢ wspotrzednych wek-
toréw ciggu w wybranej bazie, a na mocy twierdzenia w dowolnej bazie. O

Przestrzenie odwzorowan

Definicja 7.2.2. Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna. Przez C'(X) oznaczamy
zbior h funkeji ciagtych f: (X,7) — (R, 7;), a przez Cp(X) podzbior skladajacy sie z
funkeji ograniczonych. Dla dowolnej funkeji f € Cp(X) definiujemy

[fllsup = sup{|f ()| [z € X}.

Uwaga 7.2.1. Jesli (X,7) jest zwarta, to Cp(X) = C(X). Jesi X := {1,..,n} to
Cp(X) = R x .. xR, a norma | - |[sup jest identyczna z norma sup wyznaczong przez
baze kanoniczng R".

Stwierdzenie 7.2.1. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X,T) przestrzen funkcji
Cy(X) wyposazona w odwzorowanie || - ||sup: Cp(X) — R jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Przestrzen funkcji C'(X) jest oczywiscie przestrzenia wektorowa jesli polozymy:
(f1+ f2)(z) == fi(z)+ fa(z), (A\f)(z) :== Af(z). To, ze odwzorowanie || - [|sup: Cp(X) — R
jest norma wynika natychmiast z wtasnosci wartosci bezwzglednej. Pozostaje wykazaé, ze
Cp(X) z metryka wyznaczong przez norme | - [[sup jest zupelna. Niech {f,}>2; bedzie
ciaggiem Cauchy w Cy(X). Wynika stad, ze dla kazdego x € X ciag wartosci f,(x) jest cia-
giem Cauchy liczb rzeczywistych, a wiec ma granice, ktora oznaczymy f(x). Otrzymujemy
w ten sposob funkcje f : X — R, ktora oczywiscie jest ograniczona; pozostaje sprawdzi¢
jej ciagtosé. Wynika to z nastepnego, nieco ogélniejszego lematu. O

Lemat 7.2.4. Niech {f, : X — R} bedzie ciggiem funkcji ciagtych na przestrzeni (X, T),
a f: X — R takg funkcjq, Ze cigg sup,cx | fn(x) — f(x)| jest zbiezny do zera — (tzn. cigg
{fn} jest jednostagnie zbiezny do funkcji f : X — R). Wtedy f jest funkcjq ciagta.
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Dowdd. Niech zp € X i e > 0. Trzeba wskaza¢ otoczenie U > x( takie, ze Vyey|f(x) —
f(zo)| < €. Dla dowolnego = € U zachodzi nieréwnosé:

[f (@) = fzo)| < |f(2) = ful@)| + [fu(z) = falzo)| + | fn(z0) — f(z0)l.

Dobierajac dostatczenie duze n zapewnimy, ze pierwszy i trzeci sktadnik beda dowolnie
male, w szczegblnosci %6, dla wszystkich x € X. Z kolei dzieki cigglosci funkcji f,, mozemy
znalez¢ otoczenie U S z takie, ze |fn(2) — fn(wo)| < e dla z € U, co korczy dowdd
ciagtosci f. O

Uwaga 7.2.2. Przestrzenie Cp(X) sa na ogo6! nieskoriczenie wymiarowe i istnieje w nich
1

wiele norm definiujacych nierownowazne i niezupetne metryki. Np. wzor || f|] [ = J1f(@)|dt
0

zadanie norme w przestrzeni C([0,1]), jednak przestrzen metryczna (C([0,1]),d f) nie jest

zupelna a metryki dgyp, d I nie sa rownowazne.

Przestrzenie metryczne w arytmetyce - norma p-adyczna

Stwierdzenie 7.2.2. Niech p bedzie liczbg liczba pierwszq. Odwzorowanie |- |, : Z — R,
|m|p == p~® gdzie m = p®k, (p,k) = 1, |0], = 0, ktdre nazywa sie normq p-adyczng ma
nastepujgce wtasnosci:

1. |In[p=0 <= n=0

2. [n-mlp = Inlp - [mlp

3. |n+m|, < |nlp+|m|, — nierdwnosé trajkqata

4. |z 4+ ylp < max(|z|p, |ylp) — silna nieréwnosé trojkata
i wyznacza w Z metryke p-adyczng: dp(n,m) == |n —m|,.

Uwaga 7.2.3. Zauwazmy, ze metryka d), jest przesuwalna tzn. dla ustalonej liczby ng od-
wzorowanie T,,(m) := ng + m jest izometria. Dowolne dwie kule sa albo roztaczne, albo
jedna jest zawarta w drugiej. Przestrzenie metryczne (Z, d,) nie sa zupelne.

7.3 Twierdzenie Banacha o punktach stalych

Definicja 7.3.1. Niech f : X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem zbioru X w siebie.
Punktem stalym odwzorowania nazywamy taki x € X, ze f(z) = .

Twierdzenia o istnieniu punktéw stalych odgrywajg ogromng role w wielu dziatach
matematyki. Ponizsze twierdzenie méwi nie tylko o istnieniu punktéw stalych dla waznej
klasy odwzorowari, ale dostarcza takze algorytmu jego poszukiwania:

Twierdzenie 7.3.1 (S. Banach). Jesli (X, d) jest zupetng przestrzenig metryczng a f: X —
X odwzorowaniem zblizajgcym tzn. takim dla ktorego istnieje liczba 0 < ¢ < 1 taka, ze dla
dowolnych punktow x,y € X zachodzi nieréwnosé d(f(z), f(y)) < cd(x,y). Wtedy f posia-
da doktadnie jeden punkt staty.
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Dowadd. Zauwazmy, ze przeksztalcenie zblizajace musi byé ciagle, przeprowadza wiec cia-
gi zbiezne na ciagi zbiezne. Wybierzmy dowolny punkt = € X i rozpatrzmy ciag {z,}
okreslony rekrencyjnie x1 1= x, xny1 := f(xy). O

7.4 Zupelno$é a konstrukcje przestrzeni metrycznych

Omawiajac konstrukcje przestrzeni topologicznych (Rozdzial 4) zauwazalismy ktore z nich
zachowujg metryzowalno$é, pokazujac w jaki spos6b moga by¢ przeprowadzane na prze-
strzeniach metrycznych. W przypadku podprzestrzeni byto to po prostu obciecie metryki,
przestrzenie ilorazowe przestrzeni metryzowalnych nie sa czesto metryzowalna, a nawet jesli
sg nie dziedziczg naturalnej metryki. W przypadku nieskoriczonego produktu kartezjariskie-
go i sumy roztacznej wyjéciowe metryki musiaty by¢ zamienione na metryki ograniczone
z gory przez 1. Zauwazmy jednak, ze jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna, to metryka
"obcieta” d'(z,y) := min(d(x,y), 1) nie tylko wyznacza te sama topologie, co d, ale takze
wyznacza te sama klase ciagow Cauchy, a wiec jesli d jest zupelna to i d’ jest zupeha.

Stwierdzenie 7.4.1 (Podprzestrzenie zupelne). Jesli podprzestrzen przestrzeni metrycznej
jest zupetna, to jest domknieta. Dowolna domknieta podprzestrzen przestrzeni zupetnej jest
zupetna.

Dowdd. Jesli A C X jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X,d) takim, ze przestrzen
metryczna (A, d|A) jest zupetna. Niech {a,}>2; bedzie ciagiem elementéw A zbieznym do
elementu zg € A. Skoro {a,}>2; jest zbiezny w (X,d) , to jest ciagiem Cauchy, a wiec
posiada granice w A. Poniewaz kazdy ciag posiada co najwyzej jedng granice, xg € A, a
wiec A jest zbiorem domknetym.

Jesli podprzestrzen (A,d|A) C (X, d) przestrzeni zupelnej jest domknieta to dowolny
ciag Cauchy {ay, }5° | posiada granice w X, ktéra na mocy domknietosci A nalezy do A. O

Stwierdzenie 7.4.2 (Zupelnosé produktu). Przeliczalny (w tym skoriczony) produkt pro-
dukt przestrzeni metrycznych jest przestrzeniq zupetng wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
czynniki sq przestrzeniami zupetnymi.

Dowdd. Niech {(X;,d;)}5°, bedzie przeliczalna rodzina przestrzeni metrycznych. Przypo-

o0
mnijmy, ze w zbiorze [[ X; definiujemy metryke:
i=1
=1
d'(z,y) = gd’(ﬂ?i,yi)
i=1

gdzie di(z;,y;) := min(d; (x4, ;),1).>

o0
Jesli produkt [] X; jest przestrzenia zupelna, to dowolna podprzestrzen (X,d}) (z
i=1

o0
zatem tez (X, d;) jest zupelna bowiem jest izometryczna z podzbiorem domknietym [] X

1=1
(p.Lemat 4.4.1).

3W przypadku skonczonego produktu (Xi,d1) x --- x (X, dx), mozna metryke zdefiniowaé prosciej:

k
d(z,y) := Z:l d(zi, ;).
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Odwrotnie, zalozmy ze wszystkie przestrzenie {(X;, d;)}5°, sa zupelne. Niech {2},
bedzie ciagiem Cauchy. Z definicji metryki produktowej wynika, ze dla kazdego k € N
ciag {x} }72, jest Ci@giem Cauchy w (Xp, di), a wige jest zbiezny do pewnego punktu .
Pokazemy, ze ciag {2"}°°; jest zbiezny do z'. Niech ¢ > 0, dla dostatecznie duzych N i
n > N zachodza nieré6wnosci:

/ al 1 rn .0 1 1 1
Z2ld I ] ng(xl,wj)+§e<§6+§e:e
i=1

Stwierdzenie 7.4.3 (Zupelnosé sumy). Suma roztgczna przestrzeni zupetnych jest prze-
strzeniq zupetng wtedy @ tylko wtedy, gdy wszystkie sktadniki sq przestrzeniami zupetnymi.

7.5 Twierdzenie Baire’a i topologiczna zupelnosé

Zupelos¢ przestrzeni metrycznej (X, d) pociaga pewna wazna wlasnosé topologii 7 (d),
ktora moze byé przyjeta za definicje zupelnosci w sensie topologicznym.

Twierdzenie 7.5.1 (R. Baire?). Jesli (X,d) jest zupetng przestrzeniq metryczng, to prze-
ciecie dowolnej rodziny U = {U;}2, zbiordw otwartych i gestych w topologii T (d) jest
zbiorem gestym.

Dowdd. Niech V' € 7 (d) bedzie niepusty. Trzeba pokazaé, ze V N ﬂ U; # 0. 7 gestosci U;

mamy V; VNU; # 0, a wiec mozna wybra¢ punkt 1 € VNU; # () oraz promieni r; > 0 taki,
ze B(x1,m1)) C V NU;, a nastepnie skonstruuowaé indukcyjnie zstepujacy ciag domknieé
kul: B(z;,r;) C B(xi—1,7mi—1) NUi—1 , takich, ze r; — 0. Z zupelnosci (X, d) mamy

Vn ﬁUz D ﬁB(ZEz,TZ) 75@

i=1 i=1
O

Whiosek 7.5.1. Jesli (X, d) jest zupetnq przestrzeniq metryczna, to suma dowolnej rodziny
F ={F;}2, zbiorow domknietych i brzegowych w topologii T (d) jest zbiorem brzegowym.

Dowdd. Dowod wynika natychmiast z praw de Morgana, bowiem dopelnienia zbioréw do-

o0 o0
mknietych i brzegowych sa zbiorami otwartymi, gestym. Mamy wiec X\ U F; = () (X\F})
i=1 i=1
[e.9]
jest zbiorem gestym a wiec |J F; jest zbiorem brzegowym. O
i=1
Twierdzenie Baire’a i wnioski z niego, sotosowane do przestrzeni odwzorowai ma wiele
zastosowari w Analizie Matematycznej i Topologii Rézniczkowe;j.

“René-Louis Baire (Paryz 1874 - 1918 Chambéry, Francja) worked on the theory of functions and the concept
of a limit. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Baire.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Baire.html

