Cwiczenia (z przyktadami |
czesclowymi rozwiazaniami)

Narysuj wykresy funkcji z =x?+y?, z=2x+2y-9 wR. Narysuj linie x=1+2t,
y=1+2t, z=2-t. Pokaz wszyst ki e wkresy najednymobrazku.
Rozwiazanie

PIot3D[{x* +y®, 2x+2y -9}, {X, -10, 10}, {y, -10, 10}]
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Show[%, %%]

Sprawdz nastepujgce twierdzenie: niech det A bedzie wyznacznikiem nxn macierzy A (n ustalone).
Oznaczmy przez det A(j, k) wyznacznik macierzy otrzymanej przez usuniecie j-tego szeregui k-
tej kolumny z macierzy A. Podobnie, mozemy usung¢ dalsze szeregi i kolumny. Sprawdz identy-
detAG, j) detAd, D
det Ak, j) detAck,
li, j, k, 11=1[1, 2, 4, 5]. Zilustruj to twierdzenie przy pomocy Manipulate dajgc uzytnikowi wyhor ktérg
kolumne lub szereg usungg¢.

cznos¢ detAdetAd, j, k, 1) = det[( )] Zobacz ponizszy przyktad dla n =5,

Przyktad
Table[a[i, J1, {i, 1,5}, {J, 1, 5}] // MatrixForm
arl, 1] afi, 2] agfl, 37 ajl, 4] a[l, 5]
a[2, 1] a2, 2] af2, 3] aj2, 41 a2, 5]
a[3, 1] a3, 2] a3, 3] a3, 4] a[3, 5]
a[4, 1] a4, 2] a4, 3] a4, 4] a[4, 5]
a[b, 1] ajfb, 2] a[5, 3] a[b, 4] a[5, 5]

A45 = Det[

A12 = Det[




Zadanial.nb 3

a[2, 1] a[2, 3] a[2, 4]
A1245 = Det[ a[3, 11 a[3, 3] a[3, 4]
a[5, 1] a[5, 3] a[5, 4]

a[2, 1] a[2, 2] a[2, 3] al[2, 4]
a[3, 1] a[3,2] a[3, 3] al3, 4]

a[4, 11 al4, 2] af[4, 31 a4, 4] ]
a[5, 1] a[5, 2] a[5, 3] al[5, 4]

Al5 = Det[

afl, 1] af[i, 31 a[i, 4] aflil, 5]
a[2, 1] a[2, 3] a[2, 4] al[2, 5]

a[3, 11 ar[3, 3] a[3, 4] al[3, 5] ]
a[s, 11 a[5, 3] a[5, 4] al[>5, 5]

A42 = Det[

A A1245 - Det[{{Al2, A15}, {A42, A45}}] // Together
0

Przeczytaj o twierdzeniu Sturma (http://en.wikipedia.org/wiki/Sturm%27s_theorem) i implementuj
algorytm ktéry znajduje ilos¢ réznych rzeczywistych pierwiastkow wielomianu bez podwdjnych
pierwiastkow.

Przykifad

Nastepujacy wielomian ma dwa rzeczywiste pierwiastki

x*+x%-x-1// Factor

(-1 +X) (1+X) <l+X +X2)

Typowe podejscie do programowania funkcyjnego sktada sie z implimentacji algorytmu krok po
kroku poczym potaczeniu pojedynczych krokow w jedng funkcje

Definiujemy wielomian

grx_] i=x*+x®-x-1

Sprawdzamy ze wielomian nie ma podwojnych pierwiastkow:

Discriminant[q[Xx], X] #0

True

P[O] = q[x]

“1-ox+x3ex?

p[1] =D[p[0], x]

“1+3x%2+4x3

PolynomialRemainder[p[0], p[1], X]
15 3x 3x?

16 4 16
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p[2] = -PolynomialRemainder[p[0], p[1], X] // Simplify
3

— (5+4X +X2)

16

p[3] = -PolynomialRemainder[p[l], p[2], x] // Simplify

-32 (2 +X)

p[4] = -PolynomialRemainder[p[2], p[3], x] // Simplify
3
16

p[5] = -PolynomialRemainder[p[3], p[4], X] // Simplify

0

Laczymy wszystko w jedng funkcje. Tu wygodnie jest uzyc¢ funkcji NestWhileList:
? NestWhilelList

NestWhileList[f, expr, test] generates a list of the results of applying f repeatedly,

starting with expr, and continuing until applying test to the result no longer yields True.
NestWhileList[f, expr, test, m] supplies the most recent m results as arguments for test at each step.
NestWhileList[ f, expr, test, All] supplies all results so far as arguments for test at each step.
NestWhileList[ f, expr, test, m, max] applies f at most max times. >

SturmSequence[f_, x_] /; PolynomialQ[F, x] & Discriminant[f, x] #0 :=
Prepend[NestWhileList[{#[[2]], -PolynomialRemainder[#[[1]], #[[2]], X]} &,
{f, D[F, X1}, ! FreeQ[Last[#], x] &] [[All, 211, f]

Ss = SturmSequence[q[X], X]
15 3x 3x2

3
{-1-x+x3+x{ S1+3x%244x3, 0y ,—64—32x,—4—}
16 4 16 16

Czotowe wspoitczynniki tancucha Sturma:

CoefficientList[#, X][[-1]] &/@ss // FullSimplify
3 3

{L 4, 47,732’747}
16 16

To samo po zastgpineniu X —» —X:

CoefficientList([#, X][[-1]] &/@ (SsS /- X -X) // FullSimplify

3 3
{L _4, 18’32’_15}

Inne pozyteczne funkcje
Sprawdzamy dla jakich parametréw a wielomian nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Resolve[ForAll[x, Element[x, Reals], a-8x+ax®+x* 1= 0] s Reals]

Fal se

Sprawdzamy dla jakich parametréw a wielomian nie ma pierwiastkOw rzeczywistych.



Resolve[ForAll[x, Element[x, Reals], a-8x+ ax®+x?>= 0], Reals]

a=4

Zadanial.nb

Czyli dla a = 4 wielomian jest nie ujemny i ma pierwiaski rzeczywiste. Sprawdzmy ile ich ma:

CountRoots[a-8x+ax®+x* /. a-4, x|

4

Plot[a-8x+ax’+x*/.a~4, {x, -3, 3}]

80+

60 -

20+

1. Niech Q x] bedzi e wi el oni anemst opni a
n. Znaj dz wart osci char akt erystyczne maci erzy

s(0)
s(1)
s(2)
s(3)

s(1)
s(2)
s(3)
s(4)

s(2)
s(3)
s(4)
s()

s(3)
s(4)
s(5)
s(6)

s(n) s(n+1) s(n+2) s(h+3)

s(n)
s(in+1)
s(n+2)
s(n+ 3)

s(2n)

o wymiarach n+ 1 x n + 1 gdzie s(k) sg $ladami iloczynéw macierzy Clk =Cy---C1is(0)=n.
Macierz C,; o wymiarach nxn jest dana przez dotgczenie wspotczynnikow wielomianu znakiem
minus do ostatniego szeregu a reszta macierzy jest okreslona przez warunek ze jedyne nie zerowe

elementy sg rowne 1 i znajdujg sie w pozycjach (i, i + 1).

2. Znajdz sygnature macierzy S (liczbe dodatnich i ujemnych wartosci wkasnych). Zauwaz ze

poniewaz macierz jest symnetryczna, jej wartosci wkasne sg rzeczywiste.

Przykiad.

Clear[q, s, ss]

qrx] :=2-8x+3x%+x*

11 = Insert[#, 0, 1] & /e IldentityMatrix[3]

{{0, 1, 0, 03}, {0, O, 1, O}, {O, O, O, 1}}

5
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12 = Most[-CoefficientList[Q[X], X]]
{-2, 8, 0, -3}

(C1 = Append[11, 12]) // TraditionalForm

0 100
0 010
0 00 1
-2 80 -3

s[1] = Tr[Cl]

-3

ss[1l] = C1
{{o0, 1, 0, 0}, {0, O, 1, O}, {O, O, O, 1}, {-2, 8, O, -3}}

ss[k_ ?#®>1&)] := Cl.ss[k - 1]
s[0] = 4;

s[k_?#>0&)] = Tr[ss[k]]
ss[2]

{{0, 0, 1, 03, {0, O, O, 1}, (-2, 8, 0O, -3}, {6, -26, 8, 9}}

s[2] // Simplify
9

(mm = Map[s, Table[Range[i, i + 3], {i, 0, 3}], {2}]) // TraditionalForm
4 -3 9 -3
-3 9 -3 -28
9 -3 -23 147
-3 -23 147 -483

Eigenvalues[mm] // N

{-526. 862, 28. 2535, 4.9197, 0. 689249}

5. ROwnania rozniczkowe zwyczajne [1].

1.

Narysuj portret fazowy

Rozwiazanie.

Vv = NDSolve[{x"[t] = X[t] +y[t], y"[t] == -x[t], X[O] ==1, y[O] == O},
{x[t], y[t]l}, {t, O, 10}]

{{X[t] = InterpolatingFunction[{{0., 10.1}}, <>][t],
y[t] > InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}
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ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /- V],
{t, 0, 10}, PlotRange -» All, PlotPoints - 1000]

-40 -20

-20

-40

—-60

-80

-100

Nar ysuj pol e wekt orowe i krzywe fazowe dl a uktadu RRZ2 -gorzedu
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Solution.

p1—VectorPIOt[{y -X}, {X, -2, 2}, {y, -2, 2}, PIotRange—»AII]

Jman
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ode[x0_, yO_1 := NDSolve][
{X"[t] ==y[t], Y [t] == -x[t], X[0] == x0, y[0] =yO0}, {xX[t], Y[t]}, {t, -200, 200}]

sol[i_] :=ode[0.221i, 0.21]

p2 = ParametricPlot[Evaluate[Table[ {x[t], y[t]} /- sol[i], {i, 1, 6}]1],
{t, 0, 200}, AxesLabel » {"x", "y"}]




Show[{pl p2}]
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6. Geometria rozniczkowa [2].

1.

Obliczyé parametr tukowy krzywej w R®.

Rozwiazanie.
arclength[a_List, t_] := Integrate[Sqrt[Simplify[D[a, t].D[a, t]]1]1, t]

arclength[{2 Cos[t], 2Sin[t], 1}, t]
2t

Narysuj kilka stycznych do okregu

Rozwiazanie.

tangentline[a_List,s , t ] :=
Line[{a, a+sD[a, t] /Sqgrt[Factor[D[a, t] .D[a, €]111}]

tt = tangentline[{Cos[t], Sin[t]}, 1, t]
LineH{Cos[t], Sinf[t]}, {Oos -Sinf[t /(\/ Cos 248in[t] ))

sinit)+Cos(t]/ (\/(Cosit1?+sinit]?))}}]

Zadanial.nb | 9
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Show [Graphics[ {AbsoluteThickness[1], Evaluate[Table[tt, {t, 0, 2w, 7w/ 36}]1]1}11]

Narysuj krzywg ptaskg sparametryzowang parametrem tukowym z zadang krzywizng «.
Wskazéwka: rozwigz uktad RRZ  x'[s] == Cos[d[s]], Y'[s] == Sin[d]s]], '[s] == «.

Rozwiazanie.

curvelx_,s_,a -0, {c_:0,d_:0, thetaO_: 0}, {smin_: -10, smax_: 10}] :=
Flatten[{X[S], Y[S]} /- NDSolve[{x"[s] = Cos[©[S]], Y"[S] == Sin[e[s]], 6"[S] =k,
x[a] =c, y[a] =d, e[a] = thetal}, {X[S], Y[S], ©[S]}, {S, smin, smax}]]
curve[ (s +Sin[s]), s, 0, {0, 0, 0}, {-18, 18}]

{Interpol atingFunction[{{-18., 18.}}, <>][s],
I nterpol ati ngFunction[{{-18., 18.}}, <>][S]}
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ParametricPlot[Evaluate[%], {s, -18, 18}, AspectRatio -» Automatic]

104

05

-10

-05-

-10+

Obliczy¢ krzywizne $rednig oraz Gaussa krzywej w R®.

Narysuj obrazy rzutu stereograficznego punktéw z R? (lub ptaszczyzny zespotonej C) na sferze
Riemanna (http://en.wikipedia.org/wiki/Stereographic_projection).

Zaimplementuj metode Frobeniusa dla RRZ (http://en.wikipedia.org/wiki/Frobenius_method, http://-
mathworld.wolfram.com/FrobeniusMethod.html).

Zaimplemenuj hipoteze ABC (http://en.wikipedia.org/wiki/Abc_conjecture).
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