
wiczenia (z przyk adami i 

cz ciowymi rozwi zaniami)

1.

Narysuj wykresy funkcji z = x
2

+ y
2
, z = 2 x + 2 y - 9 w R

3
. Narysuj linie x = 1 + 2 t,

y = 1 + 2 t, z = 2 - t. Poka wszystkie wykresy na jednym obrazku.

Rozwi zanie

Plot3DA9x
2

+ y
2
, 2 x + 2 y - 9=, 8x, -10, 10<, 8y, -10, 10<E
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200

ParametricPlot3D@81 + 2 t, 1 + 2 t, 2 - t<, 8t, -10, 10<D
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Show@%, %%D
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2.

Sprawd  nast puj ce twierdzenie: niech det A b dzie wyznacznikiem  n´n macierzy A (n ustalone). 

Oznaczmy przez  det AH j, kL wyznacznik macierzy otrzymanej przez usuni cie  j-tego szeregu i  k-

tej kolumny z macierzy A. Podobnie, mo emy usun  dalsze szeregi i kolumny. Sprawd  identy-

czno   det A det AHi, j, k, lL = detB
det AHi, jL det AHi, lL

det AHk, jL det AHk, lL
F.  Zobacz poni szy przyk ad dla n = 5, 

@i, j, k, lD = @1, 2, 4, 5D. Zilustruj to twierdzenie przy pomocy Manipulate daj c u ytnikowi wybór któr  

kolumn  lub szereg usun . 

Przyk ad

Table@a@i, jD, 8i, 1, 5<, 8j, 1, 5<D �� MatrixForm

a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D a@1, 5D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D a@2, 5D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D a@3, 5D
a@4, 1D a@4, 2D a@4, 3D a@4, 4D a@4, 5D
a@5, 1D a@5, 2D a@5, 3D a@5, 4D a@5, 5D

A = DetB

a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D a@1, 5D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D a@2, 5D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D a@3, 5D
a@4, 1D a@4, 2D a@4, 3D a@4, 4D a@4, 5D
a@5, 1D a@5, 2D a@5, 3D a@5, 4D a@5, 5D

F

A45 = DetB

a@1, 1D a@1, 2D a@1, 3D a@1, 4D
a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D
a@5, 1D a@5, 2D a@5, 3D a@5, 4D

F

A12 = DetB

a@2, 1D a@2, 3D a@2, 4D a@2, 5D
a@3, 1D a@3, 3D a@3, 4D a@3, 5D
a@4, 1D a@4, 3D a@4, 4D a@4, 5D
a@5, 1D a@5, 3D a@5, 4D a@5, 5D

F
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A1245 = DetB
a@2, 1D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 3D a@3, 4D
a@5, 1D a@5, 3D a@5, 4D

F

A15 = DetB

a@2, 1D a@2, 2D a@2, 3D a@2, 4D
a@3, 1D a@3, 2D a@3, 3D a@3, 4D
a@4, 1D a@4, 2D a@4, 3D a@4, 4D
a@5, 1D a@5, 2D a@5, 3D a@5, 4D

F

A42 = DetB

a@1, 1D a@1, 3D a@1, 4D a@1, 5D
a@2, 1D a@2, 3D a@2, 4D a@2, 5D
a@3, 1D a@3, 3D a@3, 4D a@3, 5D
a@5, 1D a@5, 3D a@5, 4D a@5, 5D

F

A A1245 - Det@88A12, A15<, 8A42, A45<<D �� Together

0

3.

Przeczytaj o twierdzeniu  Sturma (http://en.wikipedia.org/wiki/Sturm%27s_theorem) i implementuj  

algorytm który znajduje ilo  ró nych rzeczywistych pierwiastków wielomianu bez podwójnych 

pierwiastków. 

Przyk ad

Nast puj cy wielomian ma dwa rzeczywiste pierwiastki

x
4

+ x
3

- x - 1 �� Factor

H-1 + xL H1 + xL I1 + x + x
2M

Typowe podej cie do programowania funkcyjnego sk ada si  z implimentacji algorytmu krok po 

kroku poczym po czeniu pojedy czych kroków w jedn  funkcj

Definiujemy wielomian

q@x_D := x
4

+ x
3

- x - 1

Sprawdzamy e wielomian nie ma podwójnych pierwiastków:

Discriminant@q@xD, xD ¹ 0

True

p@0D = q@xD

-1 - x + x
3

+ x
4

p@1D = D@p@0D, xD

-1 + 3 x
2

+ 4 x
3

PolynomialRemainder@p@0D, p@1D, xD

-

15

16

-

3 x

4

-

3 x2

16
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p@2D = -PolynomialRemainder@p@0D, p@1D, xD �� Simplify

3

16

I5 + 4 x + x
2M

p@3D = -PolynomialRemainder@p@1D, p@2D, xD �� Simplify

-32 H2 + xL

p@4D = -PolynomialRemainder@p@2D, p@3D, xD �� Simplify

-

3

16

p@5D = -PolynomialRemainder@p@3D, p@4D, xD �� Simplify

0

L czymy wszystko w jedn  funkcj . Tu wygodnie jest u y  funkcji NestWhileList:

? NestWhileList

NestWhileList@ f , expr, testD generates a list of the results of applying f repeatedly,

starting with expr, and continuing until applying test to the result no longer yields True.

NestWhileList@ f , expr, test, mD supplies the most recent m results as arguments for test at each step.

NestWhileList@ f , expr, test, AllD supplies all results so far as arguments for test at each step.

NestWhileList@ f , expr, test, m, maxD applies f at most max times.  �

SturmSequence@f_, x_D �; PolynomialQ@f, xD && Discriminant@f, xD ¹ 0 :=

Prepend@NestWhileList@8ð@@2DD, -PolynomialRemainder@ð@@1DD, ð@@2DD, xD< &,

8f, D@f, xD<, ! FreeQ@Last@ðD, xD &D@@All, 2DD, fD

ss = SturmSequence@q@xD, xD

:-1 - x + x
3

+ x
4
, -1 + 3 x

2
+ 4 x

3
,
15

16

+

3 x

4

+

3 x2

16

, -64 - 32 x, -

3

16

>

Czo owe wspó czynniki a cucha Sturma:

CoefficientList@ð, xD@@-1DD & �� ss �� FullSimplify

:1, 4,
3

16

, -32, -

3

16

>

To samo po zast pineniu x ® -x:

CoefficientList@ð, xD@@-1DD & �� Hss �. x ® -xL �� FullSimplify

:1, -4,
3

16

, 32, -

3

16

>

Inne po yteczne funkcje

Sprawdzamy dla jakich parametrów a wielomian nie ma pierwiastków rzeczywistych.

ResolveAForAllAx, Element@x, RealsD, a - 8 x + a x
3

+ x
4

!= 0E, RealsE

False

Sprawdzamy dla jakich parametrów a wielomian nie ma pierwiastków rzeczywistych.
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ResolveAForAllAx, Element@x, RealsD, a - 8 x + a x
3

+ x
4

>= 0E, RealsE

a � 4

Czyli dla a = 4 wielomian jest nie ujemny i ma pierwiaski rzeczywiste. Sprawd my ile ich ma:

CountRootsAa - 8 x + a x
3

+ x
4 �. a ® 4, xE

4

PlotAa - 8 x + a x
3

+ x
4 �. a ® 4, 8x, -3, 3<E

-3 -2 -1 1 2 3

20

40

60

80

4.

1. Niech Q[x] b dzie wielomianem stopnia

n. Znajd warto ci charakterystyczne macierzy

sH0L sH1L sH2L sH3L … sHnL

sH1L sH2L sH3L sH4L … sHn + 1L

sH2L sH3L sH4L sH5L … sHn + 2L

sH3L sH4L sH5L sH6L … sHn + 3L
… … … … … …

sHnL sHn + 1L sHn + 2L sHn + 3L … sH2 nL

o wymiarach n + 1 ´ n + 1 gdzie sHkL s  ladami  iloczynów macierzy C1
k

= C1 ºC1 i sH0L = n. 

Macierz C1 o wymiarach n´n jest dana przez do czenie wspó czynników wielomianu znakiem 

minus do ostatniego szeregu a reszta macierzy jest okre lona przez warunek e jedyne nie zerowe 

elementy s  rowne 1 i znajduj  si  w pozycjach Hi, i + 1L. 

2. Znajd  sygnatur  macierzy S (liczb  dodatnich i ujemnych warto ci w asnych).  Zauwa  e 

poniewa  macierz jest symnetryczna, jej warto ci w asne s  rzeczywiste. 

  

Przyk ad.

Clear@q, s, ssD

q@xD := 2 - 8 x + 3 x
3

+ x
4

l1 = Insert@ð, 0, 1D & �� IdentityMatrix@3D

880, 1, 0, 0<, 80, 0, 1, 0<, 80, 0, 0, 1<<
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l2 = Most@-CoefficientList@Q@xD, xDD

8-2, 8, 0, -3<

HC1 = Append@l1, l2DL �� TraditionalForm

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

-2 8 0 -3

s@1D = Tr@C1D

-3

ss@1D = C1

880, 1, 0, 0<, 80, 0, 1, 0<, 80, 0, 0, 1<, 8-2, 8, 0, -3<<

ss@k_?Hð > 1 &LD := C1.ss@k - 1D

s@0D = 4;

s@k_?Hð > 0 &LD := Tr@ss@kDD

ss@2D

880, 0, 1, 0<, 80, 0, 0, 1<, 8-2, 8, 0, -3<, 86, -26, 8, 9<<

s@2D �� Simplify

9

Hmm = Map@s, Table@Range@i, i + 3D, 8i, 0, 3<D, 82<DL �� TraditionalForm

4 -3 9 -3

-3 9 -3 -23

9 -3 -23 147

-3 -23 147 -483

Eigenvalues@mmD �� N

8-526.862, 28.2535, 4.9197, 0.689249<

5. Równania ró niczkowe zwyczajne [1].

1.

Narysuj portret fazowy

Rozwi zanie.

v = NDSolve@8x'@tD � x@tD + y@tD, y'@tD � -x@tD, x@0D == 1, y@0D == 0<,

8x@tD, y@tD<, 8t, 0, 10<D

88x@tD ® InterpolatingFunction@880., 10.<<, <>D@tD,
y@tD ® InterpolatingFunction@880., 10.<<, <>D@tD<<
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ParametricPlot@Evaluate@8x@tD, y@tD< �. vD,

8t, 0, 10<, PlotRange ® All, PlotPoints ® 1000D
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2.

Narysuj pole wektorowe i krzywe fazowe dla uk adu RRZ 2 - go rz du
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Solution.

p1 = VectorPlot@8y, -x<, 8x, -2, 2<, 8y, -2, 2<, PlotRange ® AllD

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

ode@x0_, y0_D := NDSolve@
8x'@tD � y@tD, y'@tD � -x@tD, x@0D � x0, y@0D � y0<, 8x@tD, y@tD<, 8t, -200, 200<D

sol@i_D := ode@0.22 i, 0.2 iD

p2 = ParametricPlot@Evaluate@Table@8x@tD, y@tD< �. sol@iD, 8i, 1, 6<DD,

8t, 0, 200<, AxesLabel ® 8"x", "y"<D
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Show@8p1, p2<D
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6. Geometria ró niczkowa [2].

1.

Obliczy  parametr ukowy krzywej w R
3
.

Rozwi zanie.

arclength@Α_List, t_D := Integrate@Sqrt@Simplify@D@Α, tD.D@Α, tDDD, tD

arclength@82 Cos@tD, 2 Sin@tD, 1<, tD

2 t

2.

Narysuj kilka stycznych do okr gu

Rozwi zanie.

tangentline@Α_List, s_, t_D :=

Line@8Α, Α + s D@Α, tD � Sqrt@Factor@D@Α, tD.D@Α, tDDD<D

tt = tangentline@8Cos@tD, Sin@tD<, 1, tD

LineB:8Cos@tD, Sin@tD<, :Cos@tD - Sin@tD � J-ICos@tD2
+ Sin@tD2MN,

Sin@tD + Cos@tD � J-ICos@tD2
+ Sin@tD2MN>>F
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Show@Graphics@8AbsoluteThickness@1D, Evaluate@Table@tt, 8t, 0, 2 Π, Π � 36<DD<DD

3.

Narysuj krzyw  p ask  sparametryzowan  parametrem ukowym  z zadan  krzywizn   Κ. 

Wskazówka: rozwi  uk ad RRZ   x'[s] � Cos[Θ[s]], y'[s] � Sin[Θ[s]], Θ'[s] � Κ.

Rozwi zanie.

curve@Κ_, s_, a_: 0, 8c_: 0, d_: 0, theta0_: 0<, 8smin_: - 10, smax_: 10<D :=

Flatten@8x@sD, y@sD< �. NDSolve@8x'@sD � Cos@Θ@sDD, y'@sD � Sin@Θ@sDD, Θ'@sD � Κ,

x@aD � c, y@aD � d, Θ@aD � theta0<, 8x@sD, y@sD, Θ@sD<, 8s, smin, smax<DD

curve@Hs + Sin@sDL, s, 0, 80, 0, 0<, 8-18, 18<D

8InterpolatingFunction@88-18., 18.<<, <>D@sD,
InterpolatingFunction@88-18., 18.<<, <>D@sD<
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ParametricPlot@Evaluate@%D, 8s, -18, 18<, AspectRatio ® AutomaticD
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4.

Obliczy  krzywizn  redni  oraz Gaussa krzywej w R
3
.

7. 

Narysuj obrazy rzutu stereograficznego punktów z R
2
 (lub p aszczyzny zespo onej C) na sferze 

Riemanna  (http://en.wikipedia.org/wiki/Stereographic_projection).

8. 

Zaimplementuj metod  Frobeniusa dla RRZ (http://en.wikipedia.org/wiki/Frobenius_method, http://-

mathworld.wolfram.com/FrobeniusMethod.html).

9. 

Zaimplemenuj hipotez  ABC   (http://en.wikipedia.org/wiki/Abc_conjecture).
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