Rozdzial 2

Rézniczkowanie funkcji wielu
zmiennych

2.1 Pochodne czgstkowe, kierunkowe i ré6zniczka zupelna

Definicja 2.1 (pochodna czastkowa). Méwimy, ze funkcja f: R” D Q — R™, gdzie
zbiér Q C R" jest otwarty, ma w punkcie @ = (ai,...,a,) € Q pochodng czqstkowq
wzgledem zmiennej x; wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jednej zmiennej rzeczywistej

E(t):f(al,...,ai_l,t,aiﬂ,...,an), F;: (ai—é,ai+5)—>Rm 2.1)

ma pochodng w punkecie a;, gdzie § > 0 wybieramy tak, aby odcinek (a —de;, a+de;) C Q.
Przyjmujemy
of

a$i
Uzywa sie takze innych oznaczen:

(2.2)

7

(a) = Fl(a;) = }llim

Dif(@) = fu(@) = 52(a).

Jak widaé, pochodng czgstkowg z’% obliczamy, traktujgc wszystkie zmienne oprécz z;
jako ustalone parametry i wykonujac rézniczkowanie wzgledem z;. Obowigzujg przy tym
oczywiscie wszystkie reguly, ktore Czytelnik poznal, uczgc sie¢ rachunku rézniczkowego
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej. Np. jesli

fz,y,2) = % + xcos(yz) + zexp(a?),
to

3}
(z,y,2) = 2z + cos(yz) + 2zx exp(z?), —f(ac, y,z) = —xzsin(yz),

of
ox Oy

%(m, y,z) = —zysin(yz) + eXp(xQ) }

Uwaga 2.2. Ze wzoru (2.2) wynika, ze gdy wartosci f sg liczbami rzeczywistymi, tzn.
m = 1 w Definicji 2.1, to takze %(a) —tam, gdzie jest okreslona — jest liczbg rzeczywista.

Jeslim > 1, to aa—ji(a) jest wektorem z przestrzeni R™.
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Podkres§lmy od razu, ze samo istnienie pochodnych czgstkowych funkcji f nie gwaran-
tuje cigglosci funkcji.

Przyklad 2.3. (i) Niech f: R?> — R bedzie funkcjg charakterystyczng zbioru A =
{(z,y) € R? : y = 22,y # 0}, tzn. niech f = 1na Ai f = 0 na R?>\ A. Na obu
osiach ukltadu wspélrzednych mamy f = 0 i dlatego, wprost z definicji,

%(0) =0= 2‘5(0) :
Jednak f nie jest ciggla w zerze, gdyz f(0) = 0 # lim;_ f(1/4, 1/5%).
(ii) Rozpatrzmy ponownie funkcje z Przykladu 1.49:
ya?
oy = Pra 9700 2.3)
0, (z,y) = (0,0).

Jesli (x,7) # (0,0) € R?, to

aof 2oy(y® + o) —4a® - ya®  2wy(y® —a”)
of PP tat) -2y ya® -2y’ -2
T v R 29

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, f = 0 na obu osiach uktadu wspétrzednych
mamy i dlatego
of _of

“L0)=0=Z2(0).
50 =0=50)
Jednak wiemy juz, ze f nie jest ciggta w punkcie 0 € R?.

Przyklad 2.4. Niech f: R — R bedzie funkcjg rézniczkowalng i niech G(z) = (z, f(z)),
G: R — R?. Wéweczas %—g = G'(z) = (1, f'(x)). Interpretacja geometryczna jest prosta:
G'(x) jest wektorem stycznym do wykresu f w punkcie (, f(7)) € R2

Definicja 2.5 (pochodna kierunkowa). Méwimy, ze funkcja f: R™ D Q — R™, gdzie
zbior Q C R" jest otwarty, ma w punkcie @ = (ai,...,a,) € Q pochodng kierunkowq
wzgledem wektora v € R™\ {0} wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jednej zmiennej rzeczy-
wistej

Fy(t) = f(a +tv), Fp:(—0,0) > R™ (2.6)

ma pochodng w zerze. (Liczbe § > 0 wybieramy tak, by odcinek (@ — dv,a + dv) C Q.)
Przyjmujemy

O vy — o @+ ) — f(a)
5o (a) = (Fy)'(0) = ilg%) W . (2.7)
Uzywa sie takze innych oznaczen:
of

Dy f(a) = fy(a) = --(a).
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Uwaga 2.6. Zauwazmy, ze pochodna kierunkowa wzgledem e; jest tym samym, co po-
chodna czastkowa wzgledem e;:

_of

(@).

Przyklad 2.7. Raz jeszcze rozpatrzmy funkcje z Przykladu 1.49, dang wzorem (2.3). Dla
a = 0i dowolnego wektora v = (£, 1) € R?, gdzie ¢, # 0, iloraz

f(a + hv) — f(a) B 1 h3£27l B 5277 gj
h h h2772+h4§4_772+h2§4_> 1 dla h — 0.

Zatem f ma w zerze wszystkie pochodne kierunkowe (sprawdzali§émy juz istnienie po-
chodnych czgstkowych). Nietrudno stwierdzié, ze w pozostalych punktach R? funkcja f
tez ma wszystkie pochodne kierunkowe. Wynika stad, ze nawet istnienie wszystkich po-
chodnych kierunkowych w kazdym punkcie dziedziny nie gwarantuje cigglosci funkcji
wielu zmiennych rzeczywistych.

Wiasciwym odpowiednikiem pojecia pochodnej jest, dla funkcji wielu zmiennych, po-
jecie rézniczki.
Definicja 2.8 (r6zniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych). Méwimy, ze funkcja

f:R™ D Q — R™, gdzie Q) C R" jest zbiorem otwartym, jest rézniczkowalna w punkcie
a < ) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie liniowe A: R™ — R™ takie, ze

i@t k)~ f(a) - AR|

0. (2.8)
1R —0 A

Przeksztalcenie A nazywamy rézniczkq (lub pochodnq, lub rézniczkqg zupetng) f w punk-
cie @ i oznaczamy Df(a) lub f'(a).

Stwierdzenie 2.9. Niech f: R" D Q — R™, gdzie Q) C R" jest zbiorem otwartym. Naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest rézniczkowalna w punkcie a € §;
(ii) istniejq przeksztalcenie liniowe A: R™ — R™ i funkcja
r:Qq ={h €eR":a+h cQ} —>R"
cigglta w punkcie h = 0, r(0) = 0, dla ktorych zachodzi réwnosé
fla+h)=f(a)+Ah + ||h| -r(h) dla wszystkich b € Qg. (2.9)

Jesli zachodzi warunek (ii), to Df(a) = A.

Dowép. Jedli rézniczka A = D f(a) istnieje, to wystarczy okreslié

fla+h)—fla)— Ah
g

r(h) = dlah #0, r(0)=0.
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Funkcja r jest okreslona, gdy a + h <€ 2. Ponadto, dzieki warunkowi (2.8),

_|lf(a+h)—fla)— Ah|
I ]l

(R =0, dla|h| =0,

tzn. réwnowaznie r(h) — 0 dla A — 0. Na odwrét, jesli zachodzi (ii), to warunek r(h) —
0 = r(0) dla B — 0 implikuje, ze granica we wzorze (2.8) jest réwna zero, tzn. A = Df(a).
O

Uwaga 2.10. Jesli rézniczka D f(a) istnieje, to jest okreslona jednoznacznie. Istotnie,
gdyby wzér (2.9) zachodzit dla A;,r;, gdzie i = 1,2, to mielibySmy A1k + | h|ri(h) =
Ash + ||h||r2(h) dla wszystkich h z pewnej kuli B(0,6) C R™. Stad, kladac h = ¢ - v,
gdzie ||v|| =1it > 0, a nastepnie dzielgc obie strony przez ¢, otrzymujemy

(Al—Ag)v :rg(tv)—rl(tv)—>0, t — 0.

Jednak lewa strona strona nie zalezy od ¢. Zatem przeksztalcenia liniowe A; i As pokry-
wajg sie na calej sferze jednostkowej S*~! = {v € R": ||v| = 1}, a wiec sg réwne.

Wniosek 2.11. Jesli f: R D Q — R™ jest rozniczkowalna w punkcie a € , to dla
kazdego niezerowego wektora v € R" jest

Df(a)-v = %(a).

W szczegélnosci, dla v = e; jest

of
8@-

Df(a)-e;=

(a), 1=1,...,n.

Dowo6p. Podstawiajgc w réwnosci (2.9) wektor h = tv, gdzie v jest ustalony i t # 0,
otrzymujemy
fla +tv)— f(a) of

Df(a)~v:%Df(a)-h: ; j:||v\|r(tv)%%(a), t — 0.

Lewa strona nie zalezy od t; dlatego zachodzi pierwsza réwno$¢ z tezy wniosku. Druga
réwnosé to jej przypadek szczegélny (wspominali§my juz, ze pochodna f w kierunku e;
i pochodna czgstkowa % sg réwne). [

Wniosek 2.12. Niech ) C R"™ bedzie zbiorem otwartym i niech
=1, s fm): R" DQ—R™.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a € );
(i) kazda z funkcji f; jest rézniczkowalna w punkcie a € (.

W standardowych bazach przestrzeni R™ i R™ macierz Df;(a) € My, jest wtedy i-tym
wierszem macierzy Df(a) € My, «n.
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Dowép. Postugujemy sie Stwierdzeniem 2.9. Obie strony réwnosci (2.9) sg wektorami z
R™. R6wnos¢ i-tych wspétrzednych tych wektorow (i = 1, ..., m) jest réwnowazna réznicz-
kowalnosci f; (i = 1,...,m) w punkcie @ € A oraz réwnosci Df;(a)h = (Df(a)h); dla
h € R", tzn. — po utozsamieniu przeksztalcen liniowych z ich macierzami w standardo-
wych bazach — temu, ze D f;(a) jest i-tym wierszem macierzy Df(a). O

Uwaga 2.13 (terminologia: macierz Jacobiego). Jak wiadomo z wyktadéw Algbry Li-
niowej, przeksztalcenie liniowe A: R” — R™ ma w standardowych bazach macierz (ozna-
czang zwykle tg samg literg) o m wierszach i n kolumnach, ktérej j-tg kolumne stanowi
wektor Ae; € R™, gdzie e (j = 1,...,n) sg wektorami standardowej bazy w R". Z dwéch
ostatnich wnioskéw wyplywa zatem nastepujgca obserwacja: jesli

f:(flv"'afm):RnDQ—)Rma

gdzie f;: Q@ — Rdla: =1,...,m, jest rozniczkowalna w punkcie a € (2, to jej rézniczka
ma w standardowych bazach przestrzeni R" i R"* macierz
o of
y a) ... Fiha)
Df(a) = ( : (a)) = : : : (2.10)
Ox; 1<i<m,1<5<n
Una) ... Yn(a)
0x1 T Oz

Kolumny tej macierzy to wektory

0
L (a)
of of ' ,
Df(a)e; = (a) = (a) = : eR™, i=1...,n
oz, (@)

Macierz (2.10) nazywamy macierzq Jacobiego przeksztalcenia rézniczkowalnego f. Dla
n = m wyznacznik tej macierzy nazywamy jakobianem przeksztalcenia f w punkcie a.

Whniosek 2.14. Jesli f: R® D Q — R™ jest rézniczkowalna w punkcie a € , to f jest
ciggta w punkcie a.

Dowép. Korzystamy ze Stwierdzenia 2.9 (ii) oraz cigglosci przeksztalcen liniowych: dla
h — 0 jest
fla+h)—fla)=Df(a)h +|h] -r(h)—0cR™,

to za$ oznacza, ze f jest ciggla w punkcie @. [

Uwaga 2.15. Wiemy juz zatem, ze istnienie pochodnych czgstkowych funkcji f w danym
punkcie jest warunkiem koniecznym rézniczkowalnosci f w tym punkcie. Nie jest jednak
warunkiem dostatecznym, gdyz z istnienia pochodnych czgstkowych (a nawet wszystkich
pochodnych kierunkowych) nie wynika cigglo$¢! Ponizej podajemy warunek dostateczny
rézniczkowalnosci, wyrazony w jezyku pochodnych czgstkowych.



© MIM UW, 2011/ 12 25

Twierdzenie 2.16. Jesli f: R™ D Q — R™ i wszystkie pochodne czqstkowe % istniejg
na catej kuli B(a,r) C Qi sq ciggte w punkcie a, gdzie r > 0, to f jest rozniczkowalna w
punkcie a € ). Zachodzi wtedy wzor

a)h = Zhaxz h = (hy,...,hy) €R".

Dowép. Wobec Stwierdzenia 2.12, wystarczy przeprowadzi¢ dowod dla m = 1.

Dla uproszczenia® przyjmiemy n = 2. Niech odtad h = (hy, ho), || R|| < 7.

Aby skorzystaé z istnienia pochodnych czgstkowych, wyrazimy przyrost f na odcinku
[a,a + h] jako sume przyrostéw wzdluz dwéch odcinkéw réwnoleglych do osi ukladu
wspolrzednych. Stosujac twierdzenie Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej rzeczywistej
o warto$ciach rzeczywistych do funkcji

Fl(t):f(a1+tva2+h2)v te [Oahl]a

oraz
Fg(t) = f(al,CLQ + t), t e [0, hg]

sprawdzamy, ze dla pewnych punktéw posrednich 6; = 0;,(h) € [0, h;] (i = 1,2) jest
fla+h)—fla) = (Fi(h)-F©0)+(F(h) - F(0)
= h1F{(61) + haF5(62)

0 0
= h17f(a1 +01,a2 + ha) + hzif(al,% +02)
— ——— ———

0, O
punkt p1 punkt p 2
_ of of
= hlc’):pl( )+ hag - 2( ) +R(h),

czes¢ liniowa przyrostu
gdzie reszta

rw) =t (50 - 3 @) v (Lo - @)

Z nieré6wnosci Schwarza wynika, ze dla ||| < § < r jest

L p) - Sj;(a)D .

0<|R(h )|<\[HhH mag( sup

peB(a,d)
Jednak of of
sup P dlad — 0
peB(as) | 0Ti 3%( )‘

dzieki cigglosci r% w punkcie a. Zatem

R(h) = |k -r(h),

1Chodzi o uproszczenie zapisu, a nie istotnych trudnosci — Czytelnik zechce sie nad tym zastanowié. W
ogolnym przypadku mielibySmy w dowodzie do czynienia z sumg n przyrostéw, a nie dwéch.
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gdzie r(0) =0ir(h) — 0dla B — 0. Ze Stwierdzenia 2.9 wynika teraz, ze

O gy, 91

Df(a) = (g:(a). 5 -(a)).

Dowdéd zostal zakoniczony. [J

Na zakoniczenie tego podrozdziatlu podkreslmy jedno. Czytelnikowi moze wydawacé sie,
ze pochodna czgstkowa i byé moze pochodna kierunkowa to pojecia naturalniejsze od réz-
niczki. Tak nie jest. Pochodne czgstkowe i kierunkowe okresla sie po to, zeby badaé zacho-
wanie funkcji na prostych. Z przytoczonych przyktadéw wynika jasno, ze nie daje to dosta-
tecznych informacji o zachowaniu funkcji w calym otoczeniu danego punktu. Naturalnym
uogolnieniem pochodnej funkcji jednej zmiennej rzeczywistej jest wltasnie rézniczka. Jej
istnienie oznacza, ze odwzorowanie f mozna lokalnie przyblizaé¢ przeksztalceniami

x— fla)+Df(a) (x —a)=f(x)+o(lx —al)~ flx).

Ponadto, przeksztalcenie liniowe D f(a) koduje w sobie pelng informacje o pochodnych
kierunkowych i czgstkowych f.

2.2 Arytmetyczne wlasnosci réozniczki

Stwierdzenie 2.17 (r6zniczka sumy funkcji). Jesli f,g: R™ D Q — R™ sq rézniczko-
walne w punkcie a € , to funkcja f + g: Q@ — R™ jest rozniczkowalna w a i zachodzi
wzor

D(f+g)(a)=Df(a)+ Dy(a).

Dowéb. Stosujemy Stwierdzenie 2.9. Wzory 2.9 dla funkcji f, g dodajemy stronami; po-
niewaz o(||k|]) + o(||h]||) = o(||k]|), wiec uzyskujemy warunek (ii) Stwierdzenia 2.9 dla
funkcji f + g. Szczegoly pozostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie. [J

Uogdlnimy teraz wzor (fg)' = f'g + f¢' na przypadek wielowymiarowy. Okazuje sie,
ze jesli mozna zdefiniowaé ‘iloczyn’ przeksztalcen rézniczkowalnych f, g (to moze by¢ np.
iloczyn funkcji o warto$ciach w R i R™, albo iloczyn skalarny wektoréw z R™, albo iloczyn
wektorowy wektoréw z R3, albo iloczyn macierzy o odpowiednich rozmiarach, gdy warto-
Sci f, g sg macierzami itp.), to 6w iloczyn jest rézniczkowalny, a jego pochodng oblicza sie
podobnie, jak dla funkcji z R w R.

Twierdzenie 2.18 (ré6zniczka ‘iloczynu’). Jesli f: R" D Q - R™ig: R" O Q — RF sg
rozniczkowalne w punkcie a € ), a przeksztatcenie

B:R™ xR 5 (x,y) — Blx,y] € R
Jjest dwuliniowe?, to wéwczas funkcja
B[f,g]: R" > Q5 x — B[f(x),9(x)] € R
Jest rozniczkowalna w punkcie a € Q) i zachodzi réwnosé

DB[f,g](a)h = B[Df(a)h,g(a)|+B[f(a),Dg(a)h] dla wszystkich h € R™. (2.11)

2Qznaczenie B([f, g] Czytelnik moze zastapié przez f - g — wtedy analogia z przypadkiem jednowymiaro-
wym bedzie widoczna jak na dloni.
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Uwaga 2.19. Nie zakladamy, ze B[f,g] = Bg, f] (bo np. mnozenie macierzy nie jest
dzialaniem przemiennym). Dlatego we wzorze (2.11) nie wolno zamienia¢ kolejnosci ar-
gumentéw B w sktadnikach prawej strony.

Dow6p TwierpzeNia 2.18. Wobec Stwierdzenia 2.9,

f(a+h)-f(a) = Df(a)h+Rs(h), (2.12)
gla+h)—g(a) = Dg(a)h + Ry(h), (2.13)

gdzie |[R¢(h)|| = |[Ry(h)| = o(||k|) dla A — 0. Ustalmy zatem liczbe § > 0 tak, aby dla
wszystkich || k|| < 0 mieé
1R (R)|| + [[Ry(R)|| <[] (2.14)

Korzystajac z dwuliniowosci B, piszemy

Blf(a +h),g9(a + h)] — Blf(a),9(a)]

B[f(a +h),g9(a + h)]— Blf(a),9(a + h)]

+ Blf(a),g(a + h)] - B[f(a),g(a)]

= Blf(a+h)-f(a),g(a+h)+B[f(a),g9(a +h)—g(a)]

= Blf(a+h)-f(a) g(a)l+ Blf(a),g(a +h)—g(a)]
+Blf(a+h)—f(a),gla+h)—g(a)] = S +5%+S;.

Do prawej strony wstawiamy teraz réwnosci (2.12) i (2.13). Sktadnik
S1=B[f(a+h) - f(a),g(a)]=B[Df(a)h, g(a)]+ B[Rs(h),g(a)],
gdzie B[R;(h),g(a)] = o(|| k) dla b — 0 (to tatwo wynika z dwuliniowosci B). Podobnie,
Sz = B[f(a),Dg(a)h] + B[f(a),Ry(h)| = B[f(a),Dg(a)h] +o(|k]), h —O0.

Dlatego suma S; + S2 daje prawa strone wzoru (2.11) z tezy, z bledem o(||k||). Wreszcie,
sktadnik S3 = o(||k||) dla B — 0. Istotnie, kazde przeksztalcenie dwuliniowe B spelnia
nier6wnos¢

[Blx, y]|| < Clle] - Iy

z pewng stalg C zalezng od B.3 Dlatego

155 ClIDf(a)h + Ri(h)|| - |Dg(a@)h + Ry(h)]|

C-M?*h|? dla ||k|| <4,

IN A

gdzie, wobec oszacowania (2.14), mozna wzigé np. stalg M = |[Df(ea)| + ||Dg(a)| + 1.
Ostatecznie wiec

Blf(a + k),g(a + k)| - B[f(a),g(a)] =
= 51 + S2 + S3 = prawa strona wzoru (2.11) + o(||k||) dla B — 0.

Wobec Stwierdzenia 2.9, dowéd jest zakoriczony. [J

3Czytelnik moze to udowodnié¢ samodzielnie, nasladujac dowéd Stwierdzenia 1.41.
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Twierdzenie 2.20 (r6zniczka zlozenia funkcji). Niech 1 C R" i Qo C R™ bedq zbio-
rami otwartymi. Jesli f: Q1 — R™ jest rozniczkowalne w punkcie a € Qq, a Q9 D f()
ig: Qo — R jest rézniczkowalne w punkcie b = f(a), to ztozenie go f jest rézniczkowalne
w punkcie a i zachodzi wzor

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a) = Dg(f(a)) o Df(a). (2.15)

Dowé6p. Wobec Stwierdzenia 2.9,

fla+h)—f(a) = Df(a)h + Rs(h), (2.16)
gb+w)—g(b) = Dg(b)w + Ry(w), (2.17)

gdzie |[Ry(h)|| = o(||h|)dlah — 01| Ry(w)| = o(||w||) dla w — 0. Do (2.17) podstawmy
b=f(a)orazw =w(h)= f(a+ h)— f(a). Korzystajac z (2.16), otrzymujemy

gofla+h)—gofla) = g(b+w)—g(b)

(b)w + Ry(w)

(b)(Df(a)h + Ry(h)) + Ry(w)

= [Dg(b)oDf(a)lh +R, (2.18)

Dg
Dg

gdzie reszta
R=Dg(b)(Rs(h)) + Ry(w).

Niech M = |Dg(b)|| + |Df(a)| + 1. Dla matych ||k || jest |R;(h)| < ||k || i dlatego
lwll=[Df(a)h + Re(h)| < ||Df(a)l|- [k +[Rs(h)| < Ml[h].
Zatem w = w(h) — 0, gdy h — 0 i mamy

12 _ MR (R + |[Ry(w)]

Ia] = |A]
IRy (R)]|  Jlw]] || Ry()]
M - :
IR IR el
< (BB Y Ly g
IR " il

tzn. R = o(||h||) dla B — 0. Wobec réwnosci (2.18) i Stwierdzenia 2.9, zachodzi ré6wnos¢
D(go f)(a) = Dg(b)o Df(a). O

Uwaga 2.21. Zgodnie z definicjg rézniczka D(g o f)(a) zlozenia go f: R"* D Q; — RF
powinna byé przeksztalceniem liniowym z R™ w R*. Istotnie tak jest: Df(a): R* — R™
i Dg(b): R™ — R* wiec ich zlozenie jest przeksztalceniem liniowym z R" w R”.

Twierdzenie 2.20 ma nastepujgcg interpretacje: macierz Jacobiego rézniczki prze-
ksztalcenia g o f jest iloczynem macierzy Jacobiego przeksztalcen g i f, wzietych w od-
powiednich punktach. Z wieloma zastosowaniami tej interpretacji Czytelnik spotka sie
w konkretnych przyktadach.
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2.3 Gradient. Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji
i punkty krytyczne

Definicja 2.22 (gradient funkcji wielu zmiennych). Gradientem funkcji rézniczko-
walnej f: R” D Q) — R w punkcie x € 2 nazywamy wektor

grad /(x) = (1), 51 (@))

7Z tej definicji oraz definicji macierzy Jacobiego wynika, ze dla f: 0 — R mamy

(grad f(x),h) = x)h = Zh@xl

Czytelnik moze wiec uwazad, ze rozréznianie gradientu i rézniczki to niepotrzebna ma-
niera. Podkreslmy jednak, ze grad f(x) € R", natomiast Df(x) € L(R",R) = (R")".
Przywykliémy utozsamiaé przestrzenie (R”)* i R"; to wymaga odwotania sie do konkret-
nego uktadu wspétrzednych. Na gltadkich powierzchniach w R"™ — powiedzmy na torusie
czy na sferze — nie sposéb jednak zwykle wskazac jakiego§ wyréznionego uktadu wspoél-
rzednych. Dlatego odréznianie gradientu i rézniczki ma sens. Czytelnik zetknie si¢ z tym
p6zniej w biezgcym roku, a takze na zajeciach z geometrii rézniczkowej.

Stwierdzenie 2.23. Dla kazdej funkcji rézniczkowalnej f: R™ O Q — R i kazdego wek-
tora w € R" takiego, ze

|w| = |lv|, gdzie v=gradf(x)#0, xeQ,
zachodzi nieréwnosé o7 o7
@) < ). (219

Ponadto, réwnosé w (2.19) zachodzi jedynie dla w = v.

Dow6p. Wobec Wniosku 2.11 i nieré6wno$ci Schwarza, mamy

0
%(x) = Df(x)w = (grad f(x), w) = (v, w) < [[v]||w] = [|v|?
natomiast of
5y (¥) = Df(x)v = (grad f(x),v) = o]

Stad juz wynika nieréwnosé (2.19).
W nieréwnosci Schwarza [(v,w)| < ||v|||w] dla wektoréw v, w o réwnych dlugo-
$ciach ré6wno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v = +w. Jednak dla w = —v jest

of of
ow %(x).

Ta obserwacja koniczy dowéd. [

—L(x)=(v,w)=—|v|?’ <0< |v|?=

Powyzsze stwierdzenie ma nastepujgca interpretacje geometryczng: gradient funk-
cji w punkcie wyznacza kierunek najszybszego wzrostu funkcji w tym punkcie. Dtugosé
wektora gradientu odpowiada za tempo wzrostu w tym kierunku.
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Definicja 2.24 (plaszczyzna styczna do wykresu funkcji). Jesli f: Q — R jest roz-
niczkowalna w punkcie @, to ptaszczyzng styczng do wykresu f w punkcie (a, f(a)) €
R"*! nazywamy zbiér

T={(%,2n41) ER" xR=R"": Df(a)(x — @) = zp+1 — f(a)}

Plaszczyzna styczna do wykresu funkcji rézniczkowalnej f: R*> O Q — R w punkcie (p, f(p)) € R® ma
réwnanie

fer(P)(@1 — 1) + far (P) - (22 — p2) = 23 — f(P)
Wektor (—fu, (P), — fzs (P), 1) € R jest prostopadly do ptaszczyzny stycznej.
Po lewej: w punkcie ekstremum lokalnego f. = f, = 0 i tam plaszczyzna styczna jest pozioma.

Innymi stowy, zbiér T jest wykresem odwzorowania afinicznego
R">x+— ¢(x)=f(a)+ Df(a)(x —a) eR.

Whprost z definicji rézniczki wynika, ze dla x — a jest f(x) —¢(x) = o(||x — a@||). Widzie-
liSmy tez, ze ten warunek okresla odwzorowanie ¢ jednoznacznie. To uzasadnia nazwe
plaszczyzna styczna. Zauwazmy, ze jeSli D f(a ) = 0, to przeksztalcenie ¢ jest stale, a wiec
jego wykresem jest hiperplaszczyzna x,,,1 = const.

Podamy teraz warunek konieczny istnienia ekstremum* funkcji w punkcie wewnetrz-
nym dziedziny.

Stwierdzenie 2.25 (lemat Fermata). Jesli funkcja f: R® D Q — R ma ekstremum
lokalne w punkcie a € 2 i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to

Df(a) =0,

lub réwnowaznie %(a) =0dlai=1,2...,n.

4Definicja maksimum (minimum) lokalnego jest analogiczna, jak w wymiarze 1; trzeba tylko przedzial
wokol danego punktu w dziedzinie zastgpic¢ kulg o rodku w tym punkcie.
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Dowop. Jesli f ma ekstremum lokalne w @, to dla kazdego i = 1,...,n funkcja

Fl(t) = f(al, . ,ai_l,t,ai_i_l,. . .,an),

okreslona w pewnym przedziale (a; — 0, a; + J) C R, ma ekstremum lokalne w a;. Dlatego
Fl(a;) = 2 (a)=Df(a)e;=0. O
W wielu sytuacjach wykorzystywane jest nastepujace ogdlne pojecie.

Definicja 2.26. Przypus$émy, ze odwzorowanie f: R" D 2 — R jest rézniczkowalne na
Q. Powiemy, ze a < (2 jest punktem krytycznym f wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztalcenie
liniowe Df(a): R® — R™ ma rzad mniejszy, niz min(m, n).?

Gdy m =1, to a € Q jest punktem krytycznym funkcji f: R” D Q — R wtedy i tylko
wtedy, gdy Df(a): R"” — R ma rzad mniejszy, niz min(n, 1) = 1, tzn. wtedy i tylko wtedy,
gdy Df(a) jest przeksztalceniem zerowym. Jest to réwnowazne temu, ze wszystkie po-
chodne czgstkowe E% znikajg w punkcie a. Zachodzi zatem nastepujgce:

Stwierdzenie 2.27. Wszystkie ekstrema lokalne funkcji rozniczkowalnej f: R™" D Q — R
sq jej punktami krytycznymi. [

Po lewej: wykres funkeji f(z,y) = xy. Plaszczyzna styczna przecina wykres funkcji wzdluz osi z i y. Po
prawej: tzw. malpie siodlo, wykres funkcji g(z,y) = ¢ — 3y?z. Plaszczyzna styczna przecina wykres wzduz
trzech prostych. Na obu rysunkach brzegi kolorowych paséw to poziomice (linie, na ktérych funkcja ma statg
wartosé).

Oczywiscie nie zachodzi implikacja odwrotna. Funkcja f(z,y) = zy ma pochodne
czastkowe f,(z,y) =y i fy(x,y) = x, ktére znikajg jednoczesnie wtedy i tylko wtedy, gdy
x =y = 0. Jednak w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ani minimum, ani maksimum lokal-
nego (ré6wnego zero), gdyz w kazdym otoczeniu tego punktu przyjmuje zaré6wno wartosci
dodatnie, jak i ujemne. Podobnie,

g(z,y) = 2° = 3y°z = 2(x — yV3)(z + yv/3) (2.20)

®Zauwazmy: k = min(m, n) jest maksymalnym mozliwym rzedem przeksztalcenia liniowego z R™ w R™.
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-2

Wykres funkcji f(z,y) = 2*(14+y)*+y>. Zaznaczone linie to poziomice. W §rodku widoczne minimum lokalne.
Dla z = const > 0 funkcja f(const, y) jest wielomianem stopnia 3; prosze zwréci¢ uwage na ksztalt przedniej
krawedzi tego fragmentu wykresu f.

ma pochodne czgstkowe g, (7, y) = 322 — 3y? i g,(z,y) = 62y. Latwo zauwazy¢, ze jedynym
punktem krytycznym tej funkcji jest (0,0), jednak w kazdym otoczeniu tego punktu f
przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne.

Nawet dla n = 2 zachowanie funkcji rézniczkowalnych f: R™ — R potrafi odbiegac od
naiwnych oczekiwan, jakie Czytelnik mégiby mie¢ dzieki wczesniejszym jednowymiaro-
wym intuicjom. Nalezy o tym pamietac, szukajgc kreséw zbioru wartosci funkcji.

Przyklad 2.28. Istniejg funkcje rézniczkowalne f: R? — R (o ciagtych pochodnych czgst-
kowych), ktore spelniajg dwa warunki:
e f ma na R? tylko jeden punkt krytyczny, w ktérym jest jej ekstremum lokalne;

e f nie jest ograniczona ani z géry, ani z dotu.

Taka funkcja w punkcie jedynego swego ekstremum lokalnego nie osigga ani kresu dol-
nego, ani kresu gérnego! Sp6jrzmy na dwa konkretne przyklady takich sytuacji.
Niech

flay) =2 (1+y)° +4°. (2.21)

Funkcja f jest wielomianem, wiec ma ciggte pochodne czgstkowe. Wyznaczymy teraz
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jej punkty krytyczne. Latwo obliczamy

%(ax y) =2x(1+y)*, gi($, y) = 32*(1+y)* + 2y.

Jesli % =0,tox = 01luby = —1. Jednak dla y = —1 jest % = —2 # 0, tzn. f nie ma
zadnych punktéw krytycznych postaci (a, —1). Natomiast %(O,y) =2y =0dlay = 0.
Dlatego jedynym punktem krytycznym f jest (0,0) € R2.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla |y| < 1/2jest 2 > 1+ y > 1/2 i dlatego

1 1
8(x% +92) > flz,y) > g(wQ +v3),  Jyl< 5 TER

Stad wynika, ze f ma w punkcie (z,y) = (0,0) minimum lokalne wlasciwe. Jednak f nie
jest na R? ograniczona ani z géry, ani z dotu, gdyz funkcja

hy)=f(Ly)=(1+y?’+y°, yeR,

jest wielomianem trzeciego stopnia, a wiec nie jest ograniczona ani z géry, ani z dotu.
Innego przykladu tego zjawiska dostarcza funkcja

g(x,y) = 3ze¥ — 23 — &3, (2.22)

ktéra jest nieograniczona z géry i z dohu na R?, gdyz g(z,0) = 3z — 23 — 1 jest wielomianem
trzeciego stopnia zmiennej z. Mamy

0 0
87’;(55’ y) = 3(e¥ — 2?), 67:1(]/(% y) = 3¢ (x — ™).
Z réwnan 9¢ = a—g = 0 otrzymujemy y = Inz?ix = ¥ = 2%, stad zas x = 1 iy = 0 (in-

nych rozwigzan nie ma). Zachowanie funkcji ¢ w otoczeniu punktu (1,0) mozna przeana-
lizowaé, korzystajgc ze wzoru Taylora.® Wskazemy tylko kroki w rachunkach; Czytelnik
zechce sprawdzié (nietrudne) szczegélty samodzielnie. Najpierw piszemy

g(m,y) = 3(17 — 1)6y — $3 + 3eY — 63?4’
podstawiamy 2° = (1+ (z —1))* = 1+ 3(z — 1) + 3(z — 1)2 + (2 — 1)° i otrzymujemy
g(w,y) = 3! — ¥ — 14+ 3(x— 1)(e¥ — 1) = 3(x — 1)* = (z — 1)*.

Nastepnie wykorzystujemy rozwiniecie Taylora—Maclaurina funkcji wyktadniczej. Pro-
wadzi to do wyniku

g(z,y) =1-3(x —1)* = 3y

+3y(x — 1)+ ;y2(:r ~ 1) +o(y*) +o((x—1)?) dlaz—1,y—0.

Nie znamy jeszcze wprawdzie wzoru Taylora dla funkcji wielu zmiennych, tu jednak nietrudno jest zna-
lezé najpierw rozwiniecie Taylora wzgledem z (traktujgc y jako parametr), potem za$ skorzystaé ze znanego
rozwiniecia ¢! = 14y +y*/2! + - - -.



34 wersja robocza z dnia: 30 czerwca 2015

Jednak [3y(z — 1)| < 3(y? + (z — 1)?), a z nieréwnosci Younga ab < a?/p + b?/q (gdzie
a,b>0,p,qg>11i % + % = 1, patrz wyklady Analizy Matematycznej z I roku) zastosowanej
dla p = 3/21i g = 3 otrzymujemy

3 1
S =11 o+ Sle =1 = o) +o((w — 1)) dlaw =1,y 0.

Dlatego
g(z,y) >1— ;(yz + (z - 1)2) +o(y*) +o((z—1)*) dlaz—1,y—0,

stad zas wynika, ze ¢ ma w punkcie (1, 0) maksimum lokalne wtasciwe. Odpowiedni frag-
ment wykresu funkcji g przedstawiony jest na rysunku. [

3

Wykres funkcji g(z,y) = 3ze¥ — 2® — ¢*¥. Widoczny garb to jedyne maksimum lokalne tej funkcji. Innych
punktéw krytycznych g nie ma. Pomyst na prezentacje wykresu zaczerpniety z ksigzki: Stan Wagon, Mathe-
matica in action, wydanie 3, Springer Verlag 2010.

Przyklad 2.29 (Nieré6wnos$é miedzy $rednimi raz jeszcze). Udowodnimy ponow-
nie nieréwnos¢ miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng. Jak wezeéniej w Przykla-
dzie 1.48, zalozymy, ze

Ty tx2+ -+ =0, x> 0.

Wykazemy, ze x122-. .. -z, < 1 (przy czym réwnos¢ zachodzi jedynie wtedy, gdy wszystkie
x; 83 réwne).
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Tym razem niech

f(@1, @0, xp_1) =122 .01 (n— (@1 + 22+ -+ + Tp—1))

=, >0
dla
x = (r1,...,0p-1) € K ={x eR" Y >0, 14+ Tpo <n}.
Zbior K jest zwarty w R"~!, a funkcja f jest ciggta na K, zatem f osigga swéj kres gérny.
Na brzegu K jest f =0, a f przyjmuje warto$ci dodatnie, np. w punkcie (1,...,1), dlatego
sup f = f(a) dla pewnego punktu @ nalezgcego do wnetrza zbioru K. W tym punkcie
musi byé grad f(a) = 0.
Stosujgc wzoér na pochodng iloczynu, tatwo sprawdzié, ze wewnatrz K
of , . _ fla)
o5 = T

Dlatego uktad réwnan grad f(a) = 0 jest r6wnowazny innemu:

—ay...0n_1, 1=1,...,n—1.

n—1
n—E aj —a; =0, i=1,...,n—1.
j=1

Sumujac te ré6wnania, otrzymujemy n(n—1) = (n—1) >~ aj+ (a1 + a2 +---+an—1), a stad
Y. aj =n—1idlatego

n—1
n— E aj —a; =1 —ay,
j=1

ostatecznie wiec grad f(a) = 0 jedynie wtedy, gdy a; = 1 dla wszystkichi =1,...,n — 1.
Wilasnie w punkcie (1,...,1) funkcja f przyjmuje wiec swéj kres gérny, réwny 1. [

OpisaliSmy juz geometryczng interpretacje gradientu: jest to kierunek, w ktéorym
funkcja rosnie najszybciej. Okazuje sie, ze mozna powiedzieé wiecej: przy nieznacznych
dodatkowych zatozeniach funkcja “jest stata w kierunkach prostopadlych do gradientu”.
Aby wyjasnié to blizej i $cislej, bedziemy potrzebowali dwéch definicji.

Definicja 2.30 (poziomica funkcji). Poziomicg funkcji f: R O 2 — R™ nazywamy
zbiér
M={x€Q: f(x)=f(a)},

gdzie a € Q jest ustalonym punktem.

Innymi slowy, poziomica sktada si¢ z tych punktéw, gdzie funkcja przybiera kon-
kretng, ustalong wartos$¢ (réowng f(a) dla danego punktu @ € Q).

Definicja 2.31 (wektory styczne do zbioru w punkcie). Méwimy, ze wektor w €
R™ \ {0} jest styczny do zbioru A C R™ w punkcie @ € A (i piszemy w € T4 A) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje cigg punktow x; € A\ {a} taki, ze x; - a dlaj — oo, a
ponadto
Ay (2.23)
lw] = fla; — all
Przyjmiemy takze, ze wektor 0 € R" jest, dla dowolnych Ai @ € A, styczny do zbioru A
w punkcie a. Zbiér T, A nazywamy przestrzenig styczng do A w punkcie a (lub, czasem,

stozkiem stycznym do A w punkcie a).
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W literaturze matematycznej mozna spotkac¢ rézne (niekoniecznie réwnowazne) de-
finicje wektora stycznego do zbioru. Przytoczona wyzej ma te zalete, ze mozna si¢ nig
postugiwagé, nie przyjmujac Zadnych dodatkowych zaltozen o zbiorze A.

Uwaga 2.32. Lewa strona wzoru (2.23) nie zmienia si¢, gdy wektor w mnozymy przez
liczbe ¢t > 0. Dlatego jesli w € TqA,tot-w € TqAdlat > 0. To przestaje by¢ prawda
dla t < 0: jesli zbiér A C R? jest wykresem funkcji y = |z|*/? i @ = (0,0), to nietrudno
sprawdzié, ze w = (0,1) € T4 A, natomiast —w ¢ T4 A.

Uwaga 2.33. Przypus$émy, ze v: R D I — A C R" jest funkcjg rézniczkowalng zmiennej
jednej zmiennej rzeczywistej t € I, gdzie I jest jakim$ przedzialem otwartym wokoét zera.
Woéweczas wektor v/(0) jest styczny do zbioru A w punkcie @ = v(0). Jesli 4/(0) = 0, to nie
ma czego dowodzié. Przypusémy wiec, ze w = +'(0) # 0. Z definicji pochodnej
1/5) —~(0
w = +'(0) = lim v(1/4) —~(0)
Jj—00 1/]
Poniewaz norma jest funkcjg ciagla, wiec

v (1/5) =~ (0)]

0 |lw] = lim
Jj—00

1/j
(i wyrazy ciagu po prawej stronie sg rézne od zera dla duzych ;). Dlatego
oy (WA U gy 2090
Jw] - 1/j Iv(1/3) =)/ 5ee [lv(1/5) =~ (0)]|”

a wiec warunek (2.23) jest spelniony w punkcie a = v(0) dla punktéw x; = v(1/7).

Interpretacja fizyczna powyzszego spostrzezenia jest jasna: jesli podrézujemy w zbio-
rze A C R™ (i polozenie jest rézniczkowalng funkcjg czasu t), to wektor predkosci jest caly
czas styczny do zbioru A.

Twierdzenie 2.34 (prostopadlo$é gradientu do poziomicy). Zatézmy, ze f: R™ D

Q — R jest rézniczkowalna w punkcie a € Q)i ciqgta na pewnej kuli B(a,r) C (), gdzie
r > 0. Niech

A={zeQ: f(x) = f(a)}.
Jesli v := grad f(a) # 0, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) weTgA;
(i) wektor w jest prostopadly do v = grad f(a), tzn. (w,v) = 0.

Dowép. Jesli w = 0, to oba warunki sg spelnione. Niech wiec odtad w # 0. Zalézmy
takze, ze f(a) = 0; to nie zmniejsza ogélnosci rozwazan, gdyz dodajac do f stala, nie
zmieniamy gradientu.

Najpierw wykazemy, ze (i) = (ii). Niech x; € A\ {a} bedzie zbieznym do a ciggiem
punktéw, dla ktérego zachodzi warunek (2.23). Poniewaz x ; € A, wiec z definicji f(x;) =
0. Wobec réozniczkowalnosci f w @, mamy

0=f(x;)=fla+(x;—a)) = fla)+Df(a)(x;—a)+o(|x; - al)
= fla)+{gradf(a),x; - a)+o(|x; - a])

=0
= (gradf(a),x;—a) +o(l|lx; —al),  j—= oo
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a zatem

—e ) el el

l*; —a]

0= <grad f(a), Yy

| — a]
Zgodnie z (2.23), (x; —a)/||x; — a|| = w/||w], gdy j — co. Zatem

xj w

:ZH> = <gradf(a),> = (grad f(a), w).

0= lim <grad f(a),
j=o0 [EZ w|

Dow6d implikacji (ii) = (i) jest nieco trudniejszy. Niech v = grad f(a) # 0. Ustalmy
najpierw, postugujgc sie wprost definicjg rézniczki i gradientu, liczbe ¢ > 0 tak, aby mieé
r.
2 )
mozna to zrobi¢, gdyz Df(a)h = (grad f(a), h) = (v, k) i dla malych |¢| jest

fla+t-v)>0=f(a)> fla—t-v) oraz t-|v] <

fla +tv) = f(a) + Df(a)(tv) +o(|t]) = Df(a)(tv) +o|t]) = tl|v]|* + o(|¢]),

a wiec znak liczby f(a@ + tv) jest taki, jak znak ¢.

Dalszy cigg dowodu polega na tym, by wybraé¢ punkty x; € A, dla ktérych zachodzi
warunek z definicji wektora stycznego. Kluczowy krok pod koniec rozumowania wyko-
nujemy nie wprost; w dowodzie istotng role odgrywa ciaglosé f w calym otoczeniu a.
(Czytelnik zechce wykona¢ rysunek, zakladajac, ze plaszczyzna kartki jest rozpieta na v
i w, i zaznaczaé polozenia kolejnych rozpatrywanych punktéw).

Niechj € N, 0 < % < t. Korzystajgc z cigglosci f w punktach a + % v, wybierzmy liczbe
0; € (0,1/j) tak, aby

1
fla + Ev +sw) >0 dla wszystkich |s| < §; (2.24)

i jednoczes$nie
1
fla — Ev +sw) <0 dla wszystkich |s| < d;. (2.25)

Zalozymy tez, ze punkty a + %v +d;w € B(a,r).
Dla kazdego dostatecznie duzego j € N funkcja

[—1/4,1/4] 2 0 — ¢;(0) = f(a +0v + J,w) € R
jest ciggla i na koncach odcinka [—1/7,1/j] ma warto$ci réznych znakéw, zatem istnieje
punkt 0; € (—1/4,1/5) taki, ze ¢;(6;) = 0, lub réwnowaznie
x;F a+0;v+5weA={f=0}.

Poniewaz §; € (0,1/5) 1 |0;] < 1/j, wiec x; # @ i x; — a dla j — oo. Korzystajagc ze
zwartosci sfery jednostkowej S* ! = {u : ||u| = 1}, mozemy zalozyé (przechodzgc w razie
potrzeby do odpowiedniego podciggu), ze

%

m:ajv+ﬁjw—>u0:av+ﬁwesn_l, ]-)OO

gdzie wspétczynniki o; — «, 8; — [ dla j — oco. Zauwazmy, ze 5; = §;/||x; — a| > 0.
Dlatego 3 = lim 8; > 0.
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Z definicji, wektor ug € T4 A. Gdyby a # 0, to mielibySmy
(uo, ) = al[v|* + B(w, v) L allv|* £ 0.

Byloby wiec uy € T4 A i nie zachodzitby warunek (ii), co przeczyloby udowodnionej juz
implikacji (i) = (ii).
Dlatego musi byé o = 0. Poniewaz u, # 0, wiec 5 # 0, czyli § > 0. Wykazalismy
zatem, ze
ug=0w €Ty A, B5>0.

Zgodnie z Uwagg 2.32, w € Ta A. [

Zadanie 2.35. Wskaza¢ przyktad funkcji f: R? — R rézniczkowalnej w a = (0,0) € R?,
grad f(0,0) = (1,0), dla ktérej nie zachodzi implikacja (ii) = (i) w ostatnim twierdzeniu.
Wskazowka. Podzieli¢ plaszczyzne na trzy obszary (dolng pélptaszczyzne y < 0 i dwie
¢wiartki goérnej potptaszczyzny); na jednym z nich przyjac f(z,y) = z, a na dwéch pozo-
statych f(z,y) = = + ¢?, tak, aby zbiér A = {f = 0} byl pélprosta domknietg o koricu
w punkcie a.

Przyklad 2.36 (styczna do okregu). Niech f(z,y) = 22 4+ y?> — R?, gdzie R > 0. Zbiér
{f = 0} to okrag v o promieniu R > 0. Gradient funkcji f/ w punkcie (z,y) € vr to
wektor 2(z,y), wspélliniowy z promieniem okregu ~r, prowadzgcym do punktu (z,y).
Twierdzenie 2.34 implikuje wiec, ze styczna do okregu jest prostopadia do promienia,
poprowadzonego w punkcie stycznosci.

Zadanie 2.37. Prosze wykazac, ze jesli P jest plaszczyzng styczng (w sensie Defini-
¢ji 2.24) do wykresu funkcji rézniczkowalnej f: R" D Q@ — R w punkcie (a, f(a)), to
dla kazdego punktu (x,z,:1) € P wektor

v = (%, 2041) — (@, f(a)) € R

jest styczny (w sensie Definicji 2.31) do wykresu funkcji f. Mozna postuzy¢ sie Twierdze-
niem 2.34, tzn. przedstawi¢ wykres funkcji n zmiennych jako poziomice pewnej funkcji
n + 1 zmiennych.

2.4 Twierdzenie o wartosci Sredniej

Definicja 2.38 (Funkcje klasy C'). Niech (2 bedzie zbiorem otwartym w R". Méwimy,
ze f € CH(Q,R™),jesli f: Q — R™ ma na Q cigglte pochodne czgstkowe ngj,j =12,...,n.

Uwaga 2.39. Jesli f € C'(Q,R™), to wobec twierdzenia 2.16 f jest rézniczkowalna w
kazdym punkcie €2, a ponadto odwzorowanie

QA>x+— Df(x) € LR",R™) >~ My, xn

jest ciggle (tu korzystamy ze Stwierdzenia 1.35). Poniewaz z istnienia rézniczki wynika
ciggtosé funkeji, wiec funkcje klasy C' sg ciggte.

Na odwrét, jesli zalozymy, ze f: R® O Q — R™ jest ciagla i ma ciggla rézniczke
Df:R™ D Q — L(R™ R™), to oczywiScie spelnione sg warunki Definicji 2.38. To wynika
ze Stwierdzenia 1.35.
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Podamy teraz odpowiednik twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej dla funkcji
wielu zmiennych.

Twierdzenie 2.40 (o wartosci $redniej). Niech f: R" D Q — R™. Zatézmy, ze dla
pewnych x,y € Q odcinek [x,y] C Qi f jest rozniczkowalna we wszystkich punktach tego
odcinka. Wowczas

1f(3) = F(x)| < lly — - sup [Df(x+6(y —x)). (2.26)

0€[0,1]

Geometryczny sens tego twierdzenia jest nastepujacy: jesli rézniczka D f(p) zwiek-
sza dlugos$é wektoréw co najwyzej k-krotnie, to norma przyrostu funkcji wzdluz odcinka
[x,y], zawartego w dziedzinie, nie przekracza iloczynu liczby & i dlugosci tego odcinka.

Dowé6p. WprowadZzmy dwie funkcje pomocnicze,

gt) = flx+tly—=)—f(x), tel01], (2.27)
o) = (g(1),9(t)), tel0,1]. (2.28)

Dla t € [0,1] punkt x + t(y — x) € [x,y], zatem g jest funkcjg r6zniczkowalng zmien-
nej ¢t (jako zlozenie funkcji rézniczkowalnych). Podobnie, ® jest funkcjg rézniczkowalng.
Ponadto, ®(1) = ||lg(1)||2 = || f(¥) — f(2)]|*i ®(0) = 0. Wyrazmy przyrost funkcji ®, stosu-
jac twierdzenia Lagrange’a dla funkcji jednej zmiennej, a nastepnie obliczmy pochodng
d'(6), korzystajgc z twierdzen o pochodnej iloczynu i rézniczce ztozenia. Otrzymamy

IF () = f(®)|* = @(1) - 2(0)

|
=
&
-
=
8
_l_
=
e
|
8
<
|
8
N

IAINA

(Pierwsza nier6wnos$¢ to nier6wnos$¢ Schwarza; druga wynika z definicji normy prze-
ksztalcenia liniowego). Jesli || f(y) — f(x)|| = 0, to teza jest oczywista. W przeciwnym
przypadku dzielimy otrzymang nier6wnosé przez ||f(y) — f(x)|| > 0 i biorac kres gérny
prawej strony wzgledem 6 € [0, 1] otrzymujemy (2.26). O

Podamy jeszcze drugi dowéd tego waznego twierdzenia. Wymaga on wprawdzie nieco
mocniejszych zalozen, jednak uzyty w nim sposéb postepowania jest bardzo naturalny
i czesto wykorzystywany w wielu dzialach analizy.
Druci powép TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIEJ. Niech g nadal oznacza funkcje pomocni-
czg, okreslong wzorem (2.27). Zatozymy dodatkowo, ze f € C*(Q,R™). Wtedy ¢/(t) jest
funkcjg ciggla. Wyrazimy przyrost f, tzn. przyrost g na odcinku [0, 1], catkujac ¢'.

Uwaga. Wartosciami ¢’ sg wektory z przestrzeni R™. Przyjmujemy naturalng umowe:
catka oznaczona fab h(t) dt z (ciagtej) funkcji wektorowej h = (hi,...,hy): [a,b] — R™ jest
wektorem o wspolrzednych ff hj(t) dt. Zachodzi wtedy nier6wnosé

b b
/h(t)dtHg/ 1At dt, (2.29)
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ktérg Czytelnik moze udowodnié samodzielnie.”
Mamy

Korzystajac z nieréwnosci 2.29 i obliczajgc ¢’ (jak w pierwszym dowodzie), otrzymujemy

[0

1
[ g a
0
1
_ A”Dﬂx+ay—xnwy—xwﬁ

1f(y) = ()]l

IN

IN

1
Almﬂx+dywﬂwwaﬁ

1
ny—ﬂ-A|Wﬂx+ay—MWdt

|y — |- sup [[Df(x +ty —x))| -
te(0,1]

IN

(Piszac ostatnig nier6wnosé, oszacowaliS§my catke przez iloczyn kresu gérnego funkcji
i dtugosci odcinka). [

2.5 Pochodne czgstkowe wyzszych rzedow i wzér Taylora

Zajmiemy sie teraz okresleniem pochodnych czgstkowych rzedu wyzszego niz pierwszy,
rézniczek wyzszych rzedéw, oraz uogélnieniem wzoru Taylora na funkcje wielu zmien-
nych. Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, wzér Taylora pozwala znajdowac
najlepsze przyblizenia wielomianowe funkcji, a takze prowadzi do warunkéw dostatecz-
nych, gwarantujgcych, ze w punkcie krytycznym funkcja ma ekstremum lokalne.

Jak mozna si¢ spodziewaé, pochodne czgstkowe wyzszych rzedow definiuje si¢ induk-
cyjnie.
Definicja 2.41 (pochodne czgstkowe drugiego rzedu). Zalézmy, ze funkcja f: R" D
2 — R™ ma na 2 pochodng czgstkowg 8%: Q — R™. Jedli funkcja D;f = 8871_ ma w
punkcie a € Q) pochodng czgstkowg wzgledem z;, to przyjmujemy

0% f 0 [Gf](a).

8:5]-8@- @ :873]4 a$z

Bedziemy tez uzywac innych oznaczen:

9% f
ij 6901

(@) =D;Dif(@) = fru;(a).

"Wskazéwka: Catke mozna przybliza¢ sumami Riemanna, a dla sum Riemanna mamy tu do czynienia po
prostu z nieré6wnoscig trgjkata dla normy.
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Uwaga. Postugujgc si¢ oznaczeniami f, ., przestrzegamy naturalnej mnemotechniczne;j
konwencji: najpierw rézniczkujemy wzgledem tej zmiennej, ktora jest zapisana blizej f.
Pochodne czgstkowe wyzszych rzedéw definiuje sie analogicznie, np.
03 0 0?
! [ / ] a);

O0x0x;0x; @)= O O0x;0z;
stosujgc inne oznaczenia, napisaliby$my D, D;D; f(a) = Dy(D;D; f)(a) oraz
(fxlxj)xk(a) = fzzwjxk(a) .

Stosowanie wszelkich oznaczen tego typu dla pochodnych czgstkowych rzedu wyzszego
niz drugi jest w praktyce dosé niewygodne. Dlatego pézniej poznamy jeszcze inng, wy-
godng i bardzo skrétowg konwencje notacyjng. Najpierw jednak oméwimy najwazniejsze
wlasnosci pochodnych czgstkowych drugiego rzedu.

2.5.1 Przyklad Peano i twierdzenie Schwarza o ré6wnosci pochodnych
mieszanych

Bardzo naturalne jest pytanie: czy, wprowadzajgc oznaczenia pochodnych czgstkowych
drugiego rze¢du, trzeba rzeczywiscie koniecznie odrézniac f;,., od fi,.,? Czytelnik, oswo-
jony juz nieco z przykladami patologicznego zachowania funkcji wielu zmiennych, moze
spodziewa¢ sie, ze odpowiedz jest twierdzgca.

Przyklad 2.42 (G. Peano, 1884). Niech

22 — 2

fag) = Vg @V # 00,
O’ (fL‘,y) - (0,0)

W punktach R? \ {(0,0)} funkcja f jest rézniczkowalna. Ponadto,

1
|f(z,y)| < |ay| < 5(332 +97);

korzystajac z tej nieréwnosci, sprawdza sie tatwo (wprost z definicji rézniczki), ze D f(0,0) =
(0,0) € L(R% R). Obliczymy teraz pochodne mieszane f,,(0,0) i f,.(0,0).

Mamy
_ 1 fx(ovy) B fx(ovo) _ fx(oyy)
fey(0,0) = (f2),(0,0) = lim y = lim == 5,

gdyz f,(0,0) = 0 (pamietajmy: rézniczka f znika w zerze). Wartosé f,(0,y) obliczamy,
postugujac sie definicjg f; aby nie wykonywa¢ dtugich rachunkéw, zauwazmy, ze f(r) = 2>
ma w zerze pochodng 0 i dlatego

2 _ .2
-y
f(O,y)Zy'( ) =-y.
x x2 + y? ‘x:()
Zatem f,,(0,0) = —1. Zamieniajgc z, y rolami, otrzymujemy w ten sam sposéb f,(x,0) = x

i fyz(0,0) = 1. Jest wiec f5,(0,0) # fy(0,0).
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Podobny (bardziej skomplikowany) przyktad podat H.A. Schwarz nieco wczeéniej. Oka-
zuje sie jednak, ze takie zachowanie jest wykluczone wéwczas, gdy pochodne mieszane

sg ciggle.

Twierdzenie 2.43 (Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych). Ustalmy i, j €
1,...,n. Jesli funkcja f: R* O Q — R™ jest klasy C' i ma na ) cigglq pochodng Jaiz;, tO
pochodna f, ., istnieje we wszystkich punktach Qi fy.., = fu,z;-

Dowdéd poprzedzimy kilkoma lematami.

Lemat 2.44. Niech Q = [a,b] x [c,d] C R?. Jesli funkcja f: Q — R™ zmiennych (x,y) € Q
Jest ciggta i ma ciqglq pochodng czqstkowg f,: Q — R™, to

b
B(y) = / fey)dz,  yeled,

Jjest funkcjq rozniczkowalng i zachodzi wzor
b
¥(5) = [ fylay)ds. (2.30)

Dow6b. Z definicji catki oznaczonej,

1 1
f(a:,y—i—h)—f(m,y):/o C;if(x,y—i—sh)ds:h/o fy(z,y + sh)ds.

Dlatego iloraz réznicowy funkcji @ jest réwny

P(y+h) — 0(y)
h

_ lll/ab<f(:c,y+h)—f(x,y))d:c:/ab</01fy(x,y+sh)ds> da.

Oznaczmy literg I calke po prawej stronie wzoru (2.30). Poniewaz f,(z,y) = fol fy(z,y)ds,

wiec
/ab</01 fy(a?,y+sh)ds) dx — /ab</01 fy(a:,y)ds) du

/ab (/01 (fy(,y + sh) = fy(,v)) ds) dx
< /ab</01 | fy(z,y + sh) — fy(z,y)]| ds> dz . 2.31)

Apd(y) =

1And(y) — 1] = ]

Funkcja f, jest ciggla na zbiorze zwartym @ = [a,b] X [c, d], a wiec jest jednostajnie cig-
glta na Q. Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy 6 > 0 tak, aby ||f,(p1) — fy(P2)|| < €/(b —a) dla
lp1 — p2|| < 6. Woéwezas, dla |h| < §, funkcja podcalkowa w (2.31) jest w kazdym punkcie
mniejsza od ¢/(b — a) i otrzymujemy

HAh(D(y)—IH</ab(/01bfads>dx—(b—a)-bfa—s.

Whprost z definicji granicy, A, ®(y) — I dla h — 0, tzn. istotnie zachodzi wzér (2.30). O
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Uwaga 2.45. Oczywiscie, wzor analogiczny do (2.30) zachodzi takze wtedy, gdy zmienne
zamienimy rolami.

Lemat 2.46. Niech Q) C R? bedzie zbiorem otwartym i niech Q = [a,b] x [c,d] C Q. Jesli
f € C1(Q,R™) ma pochodnq czqstkowq f,, ciqglq na Q, to wéwczas f,, istnieje w punktach
prostokgta Qi foy(z,y) = fye(z,y) dla (z,y) € Q.

Dowép. Zalézmy najpierw, ze m = 1. Niech (z,y), (z,y0) € Q. Napiszmy

Y

) = fa) + [ (w2 dz = flaayo) + / " g(a.2) dz,

Yo Yo

gdzie funkcja g = f, jest cigglta na (2 i ma pochodng g, = f,. ciggla na ). Rézniczkujgc
powyzszy wzor wzgledem x i stosujgc poprzedni lemat do g, otrzymujemy

Y Yy
f:r(:E»y) = fx(x>y0) "’/ gx(xaz) dz = fm(xvy()) + fy:c(x’z) dz.

Yo Yo

Zatem

_ y
fz(m?y) fx(x’y()) = ! / fyx($,z) dz.
Y—Yo Y —=Yo Jy,

Dla y — yo lewa strona dazy do f,,(z,y0), prawa zas do wartosci funkcji podcatkowe;j
w punkcie yo, tzn. do fy.(z,y0) (tu ponownie korzystamy z cigglosci f,, i z twierdzenia
o wartosci Sredniej dla catki). Dowdéd jest zakoniczony w przypadku m = 1.

Gdy m > 1, to z pierwszej czesci dowodu wynika, ze wszystkie wspétrzedne pochodne;j
[zy 58 dobrze okreslone i réwne odpowiednim wspétrzednym f,,. [

Dow6p TwIERDZENIA 2.43. Dla zbioréw Q C R? twierdzenie wynika natychmiast z ostat-
niego lematu. Jesli n > 2, to zauwazmy, ze aby okresli¢ pochodne f;,,; oraz f; ., w punk-
cie a € Q) C R", wystarczy zna¢ wartosci f jedynie na dwuwymiarowej plaszczyznie
afinicznej @ + span(e;, e ;). Stosujgc Lemat 2.46 na przecieciach zbioru 2 z takimi ptasz-
czyznami, tatwo otrzymujemy teze. [

2.5.2 Druga rézniczka

Zacznijmy od objasnienia, jakim obiektem matematycznym mialaby by¢ druga rézniczka
D?f funkcji wielu zmiennych. Przypusémy, ze f: R” D 0 — R™ jest rézniczkowalna na €.
Dla ustalonego x € ( jej rézniczka D f(x) jest elementem przestrzeni L(R", R™), ktorag,
ustaliwszy bazy w R" i R™, mozna utozsamiac¢ z M,, ., lub R™". Inaczej méwigc,

Df:R" > Q3 x s Df(x) € L(R",R™) ~ R™"

Naturalnie bytoby okreéli¢ drugg rézniczke D?f jako D?f = D(Df) (wszedzie tam, gdzie
D f sama jest funkcjg rézniczkowalng). Zgodnie z definicjg rézniczki, powinno wtedy byé

D?*f = D(Df): R" © Q3 x — D*f(x) > L(R", L(R™",R™)).

tzn. D?f(x) = D(Df)(x) powinna byé, dla ustalonego x, przeksztalceniem liniowym
z R™ w przestrzen, do ktorej nalezg wartosci rézniczkowanej funkcji D f, tzn. L(R™, R™).
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Brzmi to zawile i widaé od razu, ze definiowanie rézniczek wyzszych rzedéw prowadziloby
do coraz dluzszych napiséw (i coraz bardziej skomplikowanych przestrzeni liniowych).
Dlatego korzysta sie z naturalnego izomorfizmu

L(R", L(R",R™)) = L(R",R"; R™)

miedzy przestrzenig L(R"™, L(R™,R™)) i przestrzenig L(R", R"™; R™) przeksztalcen dwuli-
niowych R" xR"™ — R™. Jest to izomozfizm kanoniczny, tzn. zdefinowany bez odwolywania
sie do uktadu wspoélrzednych, za pomocg wzoru

L(R", L(R",R™)) 5 F —» By € L(R",R";R™) (2.32)

gdzie
Bp(u,v)=F(u)v dla u,v € R™. (2.33)

Sprawdzenie, ze to rzeczywiscie izomorfizm, jest latwym éwiczeniem.

Definicja 2.47. Przypusémy, ze rézniczka Df: Q — L(R",R™) funkcji f: R” D Q@ — R™
jest okreslona w kazdym punkcie zbioru otwartego Q2 C R”. Jesli funkcja

g=Df: Q— LR",R™) ~ Myxn
jest rézniczkowalna w punkcie a € (2, to przeksztalcenie dwuliniowe
D2f(a) = D(Df)(a) = Dg(a) € L(R", L(R",R™)) = L(R",R"; R™)
nazywamy drugg rézniczkg funkcji f w punkcie a.

Uwaga 2.48. Dla m = 1 rézniczka Df(x) € L(R",R) = (R")* ~ R" ma jako wspélrzedne
pochodne czgstkowe f,,(x). Dlatego przeksztatcenie dwuliniowe D?f(x) ma, w standar-
dowej bazie R", macierz, ktérej wyrazami sg pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji
f; ponadto,

D2f(x)(v, w) = v D*f(a)w .

gdzie lewg strone interpretujemy jako warto$¢ przeksztalcenia dwuliniowego dla pary
wektoréw v, w, prawg za$ jako wynik mnozenia trzech macierzy, o rozmiarach (odpo-
wiednio) 1 x n,n x nin x 1.

7Z twierdzenia Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych wynika natychmiast, ze
jesli f: Q@ — R ma ciggle pochodne czgstkowe do rzedu 2 wiacznie, to Df: Q@ — (R™)*
jest funkcjg rézniczkowalng i dla kazdego a € 2 macierz przeksztalcenia dwuliniowego
D?f(a) jest macierzg symetryczna, gdyz fo,z, = fs,2,- Okazuje si¢ jednak, ze tak jest
réwniez wtedy, gdy D?f(a) po prostu istnieje; nie trzeba zaktadaé cigglosci pochodnych
mieszanych w pewnym otoczeniu punktu a.

Twierdzenie 2.49 (Schwarza o symetrii drugiej ré6zniczki). Zatézmy, ze rézniczka
Df: Q — L(R™ R™) funkcji f: R" D Q — R™ jest okreslona w kazdym punkcie zbioru
otwartego Q. Jesli D> f(a) € L(R",R™; R™) istnieje dla pewnego a € S, to jest przeksztat-
ceniem dwuliniowym symetrycznym, tzn.

D*f(a)(v,w) = D*f(a)(w,v) dla wszystkich v,w € R".
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Dowép. Ustalmy v, w € R™. Niech max(||v||, ||w|) = M. Rozpatrzmy funkcje pomocniczg
b(s,t) = f(a +tw + sv) — f(a +tw) — f(a +sv) + f(a) —ts D*f(a)(w,v),
okreslong dla s,t w pewnym otoczeniu zera. Mamy ¢(0,¢) = 0; z twierdzenia o wartosci

$redniej wynika, ze

[o(s, )l = llg(s, 1) — (0, 8)[| < [s] sup [[¢s(a,t)]]

o€l0,s]

(Df(a +tw+ov)—-Df(a +av)> v —tD*f(a)(w, v)H . (2.34)

= |s| sup
o€l0,s]

Poniewaz D?f(a) istnieje, wiec Df(a+h) = Df(a)+D?f(a)h+||h||r(h),gdzier(h) — 0
dla B — 0 (patrz Stwierdzenie 2.9). Podstawiajac w tej rownosci wektory h; = tw + ov
i hy = ov, otrzymujemy
Df(a +tw +ov) = Df(a)+D*f(a)- (tw +ov)+ | hi|r(h:),
Df(a+ov) = Df(a)+D*f(a) ov+ |h2|r(h2).
Odejmujac oba wzory stronami i pamietajgc o izomorfizmie przestrzeni L(R",R";R™)
oraz L(R", L(R",R™)), sprawdzamy, ze

(Df(a +tw+ov)—Df(a +av)> v —tD*f(a)(w,v)
= ([|R1|r(B1) = || B2|ir(h2)) - v. (2.35)
Niech odtad s = t. Wtedy |o| < |s| = |t|, co daje oszacowania ||h;|| < 2M|t| dlai = 1,2 oraz

(k)| < sup |r(k)|| =o0(1), t—0. (2.36)
| b <2Mt

Korzystajac ze wzoréw (2.35)—(2.36), przepisujemy dla s = ¢ nier6wnosé (2.34) w postaci

o(tt) < It~ (2Mt-2 sup [lr(R)]) - Joll = o(1), 0.
k|| <2Mt

Innymi stowy, ¢(¢,t)/t*> — 0 dla t — 0, lub réwnowaznie

fla +tw +tv) — f(a +tw) — f(a +tv) + f(a)
12 '

Prawa strona wzoru (2.37) nie zmienia si¢, gdy zamienimy wektory w, v rolami. Dlatego

lewa strona tez musi byé symetryczng funkcjg w i v, tzn. D?f(w,v) = D*f(v,w). O

Przyklad 2.50. a) Jedli f(x) = Ax, gdzie A € L(R",R™) jest ustalonym przeksztal-
ceniem liniowym, to Df(x) = A jest przeksztalceniem stalym i dlatego D?f(x) =
0 € L(R",R™ R™).

b) Jesli

(2.37)

D’f(w,v) = %im
—0

f(x)=(Ax,x) dla x € R,
gdzie A jest macierzg n x n, to ze wzoru na pochodng ‘iloczynu’ otrzymujemy
Df(x)h = (Ah,x)+ (Ax,h) = (ATx h)+ (Ax, h) = ((A+ AT, h),
co oznacza, ze Df(x) = (A + AT)x dla wszystkich x € R".® Zatem, D f zalezy od x

liniowo i mamy D?f(x) = A+ AT. Jeéli A = AT, tzn. macierz A jest symetryczna,
to D?f(x) = 2A.

8Piszac wzor Df(x) = (A+ AT)x, utozsamiamy funkcjonal liniowy D f(x) z wektorem (A + A7) x.
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2.5.3 Roézniczki wyzszych rzedow
Rézniczki wyzszych rzedéw definiuje sie indukcyjnie, wzorem
D(f)(a) = D(D*1f)(a), acQ, f:Q-R™.
Aby definicja D*(f)(a) miala sens, rézniczka rzedu (k — 1) powinna byé funkcjg okre-

§long w otoczeniu punktu a i rézniczkowalng w a. Rézniczka k-tego rzedu, D*(f)(a)
jest przeksztalceniem k-liniowym z R” x ... x R® w R™, tzn.

Dff(a): R"x ...xR"> (vy,...,v5) — DFf(a)(vy,...,v;) e R™.
S ——
k razy

Wartosé D* f(a)(v1, ..., v;), ktéra jest wektorem z R™, zalezy liniowo od kazdego z wek-
toré6w v; (i = 1,...,k) z osobna. Taka interpretacja rézniczki k-tego rzedu jest rzeczg
naturalnag: jesli
Dl Qs x— D¥lf(x) e L(RY,...,R",R™),
N——
k—1 razy
gdzie
L(R",...,R",R™)

—_————
k—1 razy

oznacza przestrzen przeksztalcen (k — 1)-liniowych z R” x R" w R™, to zgodnie z definicjg
rézniczki
D¥f: Q5 x+— DFf(x) = D(D*'f)(x) € L(R", L(R",...,R",R™)).
———
k—1razy
Jednak przestrzenie
Vi := L(R",L(R",...,R",R™)) oraz Vo := L(R",...,R" R™)
—_— ~——
k—1 razy k razy
mozna utozsamic; ich naturalnym izomorfizem jest przeksztalcenie Vi > F — Bp € V5,
gdzie F' i Br powigzane sg zaleznoscig
F(Ul)(vg, ey Uk) = BF(vl, Uo,..., Uk) .

Uwaga 2.51. Jesli D* f(a) istnieje, to jest przeksztalceniem wieloliniowym symetrycz-
nym, tzn.
D*f(a)(v1,...,vk) = DFf(@) (V1) -, Vogr)

dla kazdej permutacji o € Sy zbioru k-elementowego. Mozna to udowodnié¢ przez indukcje
wzgledem £k, postugujgc sie twierdzeniem Schwarza o symetrii drugiej rézniczki.

Uwaga 2.52. Bedziemy odtad uzywac oznaczenia
Df(a)h* =Df(a)(h,...,h) (2.38)
k
razy

dla oznaczenia wartosci k-tej rézniczki (ktora jest przeksztalceniem k-liniowym) na ukla-
dzie k identycznych wektoréw.
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Aby wszystkie rachunki w nastepnym podrozdziale Czytelnik mégl przesledzi¢ ze zro-
zumieniem, wprowadzimy jeszcze jedng definicje.

Definicja 2.53 (norma przeksztalcenia wieloliniowego). Normg przeksztalcenia k-
liniowego

B € L(R",...,R", R™)
N——

k razy

nazywamy najmniejszg statg C' = || B|| > 0 taka, ze
|IB(vi,...,v)| < |IB]|-[|v1] - - ||vkll dla wszystkich vq,..., v, € R™.

Zapisywanie rozniczek wyzszych rzedéw we wspoétrzednych jest zajeciem niewdziecz-
nym i nie bedziemy tego robi¢. Wygodng metode oznaczania pochodnych czgstkowych wyz-
szych rzedéw podamy w nastepnym podrozdziale.

2.5.4 Wzér Taylora. Funkcje klasy C* i notacja wielowskaznikowa.
Okazuje sie, ze przy odpowiedniej notacji, wprowadzonej wyzej, wzor Taylora w najprost-

szej wersji, z resztg w postaci Peano, wyglada zupelnie tak samo, jak dla funkcji jednej
zmienne;j.

Twierdzenie 2.54 (wzor Taylora z reszta w postaci Peano). Zalozmy, ze funkcja
f:R" D Q — R™ jest (k — 1)-krotnie rézniczkowalna na $), kula B(a,r) C Q2 dla pewnego
r > 0i D¥f(a) istnieje. Wowczas, dla ||h| < r,

fla+h)=f(a)+Df(a)h + %DQf(a)hQ T %Dkf(a)h’“ +R(R),  (2.39)

gdzie R(h)/||h|* — 0dla B — 0.

Dowép. Oszacujemy reszte

R(h)=f(a+h)— (f(a) +Df(a)h + %DQf(a)hQ +oee %Dkf(a)h’“) ,

stosujac k — 1 razy twierdzenie o warto$ci §redniej. Zauwazmy, ze R(0) = 0, a ponadto

1
(k—1)!

D*f(a)h*2,

DR(h) = Df(a+h) - Df(a)~ - D*f(a)h — D f(a)h*",

1
(k—2)!

D?’R(h) = D*f(a+h)—D*f(a)—--—

D¥1R(h) = D*'f(a+h)-D*'f(a)-D"f(a)h.
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Mamy wiec DR(0) = 0, ..., D*"1R(0) = 0. Korzystajgc z Twierdzenia 2.40, otrzymujemy
nieré6wnosci

I1R(R ]|

|R(kh) — RO)|| < [[k]|- sup [DR(0R)]
0€[0,1]

< ||B|* sup |[D*R(6h)]
0€l0,1]
< ||R|* sup |[DFTIR(OR)) . (2.40)
0€l0,1]

Norme |D*'R(6h)| trzeba oszacowaé inaczej, gdyz D*f istnieje tylko w punkcie a.
Mozna jednak skorzystaé po prostu z definicji rézniczki; wobec wzoru na D*~'R mamy

Dkl 6h) — DF! — DF Oh
sup 1D R = owp (1] g [2 (@R =0 f@) = DEI@)OR ]
0€[0,1] 6€(0,1] [0R|]
|D*f(a +6h)—D*'f(a)— DFf(a)bh||
< |kl sup
9€[0,1] 0h |
Laczac te nier6wnosé z (2.40), otrzymujemy ||R(h)| = || k|/Fo(1) dla h — 0. O

W praktyce wygodnie jest znac takze inne postacie wzoru Taylora. Jedng z nich, uzy-
wajacg tzw. notacji wielowskaznikowej, podajemy nizej.

= |h|-0(1) dlah —o0.

Notacja wielowskaznikowa. Funkcje klasy C*.

Definicja 2.55. Wielowskaznik o = (a1, ..., a,) to wektor o wspéirzednych «; catkowi-
tych nieujemnych, lub réwnowaznie element zbioru (N U {0})". Dla wielowskaznikéw «, 3

i kazdego punktu x = (z1,...,z,) € R" piszemy:
al=a1!l oo ay!, o =1+ -+ + ap, (2.41)
x% =aftay? - apn, (2.42)
B<a & B <q dlawszystkichi=1,...,n, (2.43)

« o
= —(a—p)! dla 8 < a, (2.44)
(5)= 52

gdzie a — B = (a1 — B1,. .., an — Bn).

Za pomocg wielowskaznik6w wygodnie jest oznaczaé¢ pochodne czgstkowe wyzszych
rzedéw w takich sytuacjach, gdy kolejno$¢ wykonywania poszczegélnych rézniczkowan
nie ma znaczenia.

Definicja 2.56. Niech Q bedzie zbiorem otwartym w R™. Méwimy, ze f € C*(Q,R™)
wtedy i tylko wtedy, gdy f ma wszystkie pochodne czgstkowe rzedu & ciggle na zbiorze 2.

Uwaga 2.57. Podobnie jak w przypadku funkcji klasy C', powyzsza definicja jest réw-
nowazna temu, ze f jest ciggla na () i wszystkie przeksztalcenia j-liniowe

Dif:Q>x +— Dif(x)eLR",....,R,R™) (j=1,2,...,k)
N———’

j razy
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sg dobrze okreslone i ciggle na zbiorze (2. Mozna to udowodnié, postugujac sie¢ Twier-
dzeniem 2.16. Jest to do$¢ tatwe: rozumowanie wymaga tylko znajomosci pojeé i nie sg
potrzebne zadne rachunki.

Umowa. Dla funkcji f € C*(Q2, R™) symbol
DYf () B (D)™ (Dg)* ... (Do) f(x), %€, (2.45)

oznacza pochodng czastkowg tej funkcji, rzedu |a|] = a3 + -+ + ay,, przy czym roéznicz-
kowanie wzgledem zmiennej z; wykonujemy «;-krotnie (i = 1,2,...,n). Z twierdzenia
Schwarza o réwnosci pochodnych mieszanych wynika, ze dla funkcji klasy C* kolejnosé
wykonywania rézniczkowan nie odgrywa roli; mozna wiec w ten sposéb oznaczaé¢ wszyst-
kie pochodne czgstkowe takiej funkcji, bez obawy, ze nie wiadomo, o jakg pochodng chodzi.
Przyjmujemy takze

DO00) f = ¢

Twierdzenie 2.58 (wzor Taylora z reszta calkowa). Zatozmy, ze 2 C R" jest zbiorem
otwartym i f € C*(Q,R™). Jesli kula B(a,5) C Q dla pewnego & > 0, to wéwczas

fla+h) =3 épaf(a)huRk(a,h), (2.46)

laf<k

dla |h|| < ¢, gdzie reszta

! 1
Ri(x,h) = k/o (1=} S (D*f(a +th) ~ D*f(a)) R dr. (2.47)

|laf=k

Uwaga. We wzorze (2.46) sumowanie po prawej stronie odbywa sie wzgledem wszystkich
wielowskaznikéw dlugosci |a| < k.

Dowo6b. Skorzystamy ze wzoru Taylora z resztg calkowg dla funkcji jednej zmiennej rze-
czywistej (patrz Skrypt z Analizy Matematycznej I). Ustalmy @ € Qi b = (hq,..., hy),
|k|| < d.Niech g(t) = f(a+th)dlat € [0,1]. Funkcja g jest klasy C* na pewnym odcinku
otwartym I D [0, 1]. Dlatego

k=1 () 11 _ k=1
g(1) = jogj!(O)Jr/O Mg(k)(t)dt
kg0) 1 (1 _ pk-1
- ;g jI(O) " /O (1(k_t)1)!(9““)<t>—g(’“)(0))dt- (2.48)

Aby zakonczy¢ prace, wyrazimy pochodne funkcji g przez pochodne czgstkowe funkeji f.
Postugujgc sie wzorem na pochodng ztozenia, dowodzimy przez indukcje, ze

g't) = ZDif(a’ +th)h;, g"(t) = Z Di, D;, f(@ + th)h;, h,

i=1 i1,d0=1
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itd.; ogélnie,

g9t = > Di...DiDif(@+th)hihi, ... hi, s=1...k (2.49)

11,02,...,8s=1

Ostatnig sume zapiszemy, uzywajgc notacji wielowskaznikowej. Ustalmy wielowskaznik

a = (aq,09,...,a,) taki, ze |a| = s € [1,k]. Liczba takich ciggow (i1,i2,...,75) 0 Wy-
razach ze zbioru {1,2,...,n}, w ktorych 1, 2, ..., n wystepuja (odpowiednio) a;-krotnie,
as-Krotnie, ..., «;, krotnie, wynosi, zgodnie ze znanym wzorem kombinatorycznym,

S s — g s—(ar+--+an-1)\ s! sl
Qi o Qo alagl- oo Al

Dla kazdego z tych ciggéw mamy
D, ... Di2Di1f(a + th)hilhi2 o hy, = Do‘f(a + th)ha R
a wiec wzor (2.49) mozna przepisaé w postaci

g9 (t)

s!

1
= > —D*f(a +th)h", s=1,2,....k (2.50)
(6%
|a|=s
Podstawiajgc (2.50) do wzoru (2.48), otrzymujemy teze twierdzenia. [J
W szczegélnym przypadku k = 2, dla funkcji f: R™ D 0 — R rézniczkowalnej dwu-

krotnie w sposéb ciggly, mozna podobnie (stosujgc wzér Taylora z resztg Lagrange’a dla
funkcji g(t) = f(a + th) jednej zmiennej t) uzyskac nastepujacy fakt.

Whniosek 2.59. Jesli Q C R”, f € C?(2,R)iodcinek [a, a+h] C , gdzieh = (hy, ..., hy,),
to istnieje wowczas punkt 0 € (0, 1) taki, ze

f@th)=f(@)+ 3 Ful@hit 5 3 Fue,(@ + 0h)hih;. 2.51)
=1

ij=1
Dowép. Cwiczenie dla Czytelnika.

Zadanie 2.60. Wykazad, ze dla kazdego x = (z1,...,2,) € R"idla kazdego k € N jest

k!

(w1 + a2+ ) = Z axa.

|a|=k

Wskazéwka. Oznaczyé lewg strone f(x) i zastosowaé wzér Taylora.

2.5.5 Ekstrema lokalne.

Wiemy juz, ze warunkiem koniecznym, by funkcja rézniczkowalna f: 2 — R miala eks-
tremum w punkcie a € (), jest znikanie jej gradientu w tym punkcie. Zajmiemy sie teraz
sformutowaniem warunkéw dostatecznych istnienia ekstremum lokalnego funkcji klasy
C?. Wyrazimy je za pomocg wlasnosci drugiej rézniczki.
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Definicja 2.61. Niech f € C%(Q,R). Macierz

Hf(a):sz(a): (fiﬂzil?](a))z i—1.2 eMan

7]: 1=y n

nazywamy hesjanem funkcji f w punkcie a € Q.

7 twierdzenia Schwarza o ré6wnosci pochodnych mieszanych wynika natychmiast, ze
H¢(a) jest macierzg symetryczng. Jak wiadomo z wykladéw Algebry Liniowej, wszystkie
warto$ci wlasne macierzy symetrycznej A sg rzeczywiste, a w R” istnieje baza ortonor-
malna, zlozona z wektoréw wlasnych A.

Przypomnijmy, ze macierz symetryczna A € M, «, nazywa si¢ dodatnia (ujemna)
wtedy i tylko wtedy, gdy (Av,v) > 0dla v € R\ {0} (odpowiednio (Av,v) < 0 dla
v € R"\ {0}). Macierze nieujemne i niedodatnie definiuje si¢ analogicznie, za pomocg
nieréwnosci nieostrych. Jesli A jest dodatnia (ujemna, nieujemna, niedodatnia), to pi-
szemy A > 0 (odpowiednio: A <0, A >0, A <0).

Stwierdzenie 2.62. Zatézmy, ze a < () jest punktem krytycznym funkcji f € C?(,R).
Jesli f ma w a minimum (odpowiednio: maksimum) lokalne, to Hy(a) > 0 (odpowiednio:
Hf(a) < O)

Dowoép. Dla ustalenia uwagi zalé6zmy, ze f ma w a minimum lokalne. W punkcie krytycz-
nym f (a)=0dlai=1,2,...,n. Dlatego ze wzoru Taylora (2.51) (patrz Wniosek 2.59)
otrzymujemy

S(Hi(@ +0m)RB) = 0 S fuu (@t 6R)hih; = f(a + k)~ f(a) >0

1<i,j<n

dla wszystkich || k|| dostatecznie matych. Ustalmy v € R" \ {0} i podstawmy w tej nie-
réwnosci b = tv, gdzie t € R1i |t| < 1. Dzielgc obie strony przez 3t* > 0, otrzymujemy

(H(a +6tv)v,v) > 0.

Przechodzac do granicy ¢t — 0 i korzystajac z cigglosci drugich pochodnych czastkowych f
otrzymujemy (H;(a)v,v) > 0.

Jedli f ma w @ maksimum lokalne, to rozpatrujemy funkcje —f, ktéra ma w tym
punkcie minimum lokalne. [

Przydatna w praktyce jest oczywiscie implikacja odwrotna.

Twierdzenie 2.63 (warunki dostateczne ekstremow lokalnych). Niech () C R™ be-
dzie zbiorem otwartym. Przypusémy, ze f € C*(),R) ma w a € ) punkt krytyczny, tzn.
grad f(a) = 0. Wowczas:

(i) Jesli Hy(x) > 0 w pewnym otoczeniu punktu a, to f ma w a minimum lokalne.

(
(ii) Jesli Hf(a) > 0, to f ma w a minimum lokalne wlasciwe.
(

) >
) >
(iit) Jesli Hy(x) < 0 w pewnym otoczeniu punktu a, to f ma w a maksimum lokalne.
(iv) Jesli Hr(a) <0, to f ma w a maksimum lokalne wtasciwe.
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Dowép. Poniewaz f,.(a) =0dlai =1,2,...,n, wiec ze wzoru Taylora (2.51) otrzymujemy
1
§<Hf(a +6h)h,h)=f(a+h)- fla),

gdzie 6 = O(h) € (0,1). Z tej réwnosci natychmiast wynikaja podpunkty (i) oraz (iii)
Twierdzenia 2.63.

Zalézmy teraz, ze A := Hy(a) > 0. Funkcja S"! 5 v — ¢(v) = (Av, v) jest wtedy
dodatnia i ciggla na sferze jednostkowej S"~!, ktéra jest zbiorem zwartym. Wobec twier-
dzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw, istniejg stale «, 5 > 0 takie, ze

B>¢(v)=(Av,v) >a>0  dlawszystkich v € S"~1.

Podstawiajgc w tej nier6wnosci v = w/||w]||, gdzie w € R" jest dowolnym wektorem
réznym od 0, otrzymujemy

Blwl|? > (Aw, w) > ofw|? > 0 dla wszystkich w € R™ \ {0}.
Dlatego, z nieréwnos$ci Schwarza i definicji normy macierzy,

(Hi(a +6h)h, k)

(Ah,h) + {((Hi(a +0h) — A)h. k)
af|h|? - ||(Hs(a +0h)— A)R| - | k| (2.52)

>
> of k|- |(Hs(a +0Rk) - A)|| - | |

Poniewaz f € C?, wiec wszystkie wspélrzedne macierzy H(x) zalezg od x w sposéb
ciggly. Istnieje zatem liczba ¢ > 0 taka, ze jesli 0 < ||k <016 € (0,1), to

|(Hs(a +6h) — Hi(a))| = |[(Hf(a +6R) - 4)| < 5.
Wtedy jednak, wobec (2.52),
fla+h)—-fla)= %<Hf(a +0R)R.B) > S|R|P > 0.

To dowodzi punktu (ii). Dowéd (iv) jest taki sam. [

Uwaga 2.64. W dowodach podpunktéw (ii) oraz (iv) w Twierdzeniu 2.63 nie trzeba za-
kladaé, ze f € C?. Wystarczy po prostu, zeby f byla rézniczkowalna na zbiorze Q) i jej
druga rézniczka D?f(a) istniala w punkcie krytycznym a i byta w nim dodatnia (wtedy
f maw a minimum lokalne wlasciwe) bgdz ujemna (wtedy f ma w @ maksimum lokalne
wltasciwe). W dowodzie wykorzystuje sie wzoér Taylora z resztag Peano. Zainteresowany
Czytelnik zdola sam uzupelnié szczegély rozumowania.

Zanim przejdziemy do przykladéw, przytoczymy jeszcze twierdzenie, ktore pozwala
wnioskowaé, kiedy f z pewnoScig nie ma ekstremum lokalnego w punkcie krytycznym.

Twierdzenie 2.65. Zaléimy, ze f € C1(Q,R) ma w a € Q punkt krytyczny i D*f(a)
istnieje. Jesli Hr(a) = D? f(a) ma wartosé wlasng M\ > 0 i wartosé wiasng A2 < 0, to f
nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a.
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Dowép. Niech v; bedzie unormowanym wektorem wtasnym macierzy H(a ), odpowiada-
jacym wartosci wlasnej \;, gdzie i = 1,2. Dla dostatecznie matlej liczby 6 > 0 rozpatrzmy
dwie funkcje pomocnicze,

9i(t) = fla +tvy), |t <, i=1,2
Mamy g;(t) = Df(a +tv;)v, tzn. g{(0) = 0, oraz
g"(t) = (D*f(a@ +tv,)v;, v;).

Zatem g} (0) = (D*f(a)v1,v1) = M\||v1]? = A1 > 0. Podobnie, ¢5(0) = A2 < 0. Dlatego
¢1 ma minimum lokalne wlasciwe w zerze, a go ma maksimum lokalne wtasciwe w zerze.
Wynika stad, ze f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie a (gdyby miala, to kazda z
funkcji g, = f(a@ + tv) mialaby w zerze ekstremum lokalne tego samego typu, co f). O

To, czy macierz H¢(a) = D*f(a) jest dodatnia (ujemna), mozna rozpoznawaé za po-
mocg kryterium Sylvestera.

Twierdzenie 2.66 (kryterium Sylvestera). Niech A = (a;;) € Mpxn(R) i aij = aj; dla
wszystkich i,5 = 1,2,...,n. Oznaczmy

dg:det<aij>” L {=1,2,...,n.
L)=1L;.

(i) Jesli dy > 0dla kazdego ¢ =1,2,...,n,to A > 0.
(ii) Jesli (—1)'d; > 0 dla kazdego { =1,2,...,n, to A < 0.

(iii) Jesli dy # 0 dla kazdego ¢ = 1,...,n, ale nie zachodzi ani zatozenie (i), ani zaloze-
nie (ii), to macierz A ma wartosci wtasne réznych znakow.

Dowéd Czytelnik mial okazje poznaé na wykladach z Algebry Liniowej. Zaintereso-
wanym polecam ksigzke A. Mostowskiego i M. Starka Elementy algebry wyzszej.

Uwaga 2.67. Jesli f: R” D Q — R jest klasy C?, ma punkt krytyczny a € ) i wszystkie
wartosci wltasne macierzy D? f(a) sg rézne od zera, to méwimy, ze a jest niezdegenrowa-
nym punktem krytycznym. Z Twierdzen 2.65 i 2.63 wynika, ze o tym, czy funkcja f ma
w niezdegenerowanym punkcie krytycznym ekstremum lokalne, mozna jednoznacznie
przesadzié, badajgc znaki wartosci wtasnych macierzy D*f(a).

Uwaga 2.68. Podkreslmy wyraznie: zalozenie ostrych nieré6wnosci w punktach (ii) i (iv)
Twierdzenia 2.63 jest istotne. Kazda z funkcji

fl(x>y):$4+y47 fg(x,y):—$4—y4, f3($,y):$4—y4, (l‘,y) GRQ

ma (jedyny) punkt krytyczny w (0,0). Jest oczywiste, ze dla funkcji f; ten punkt jest
minimum lokalnym wlasciwym, dla fo — maksimum lokalnym wlasciwym, natomiast f3
w ogéle nie ma tym punkcie ekstremum lokalnego. Mamy jednak

D2f¢(0,0)=<8 8) i=1,2,3.

Biorgc

f4($7y) :$2+y4, f5(x,y) :'%27 fﬁ(xvy) :$2_y47 (i[f,y) GRQ
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otrzymamy

grad f;(0,0) = (0,0) oraz D?f;(0,0) = <§ 8) . i=4,5,6.
Latwo zauwazy¢, ze w punkcie (0,0) € R? funkcja f, ma minimum lokalne wtasciwe, f5
— minimum lokalne (ktére nie jest wlasciwe), natomiast fs w ogéle nie ma ekstremum.

Przyklad 2.69. Niech h(z,y) = ay(e” — 1) + zsinz + 1 — cosy dla z,y € R. Wykazemy, ze
h ma ekstremum lokalne w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy a € (—v/2, V/2).
Pochodne czgstkowe funkcji i sg réwne

hy(z,y) = aye® + sinx + x cos x, hy(z,y) = a(e® —1) +siny,

wiec (niezaleznie od wartoéci parametru a € R) jest 2,(0,0) = hy(0,0) = 01 h ma w zerze
punkt krytyczny. Dalej, obliczamy

haz(x,y) = aye® + 2cosx — xsinzx,
hay(x,y) = ae”, hyy = cosy.
Podstawiajgc x = y = 0 otrzymujemy

2 . 2 a
D?1h(0,0) = <a |

) . det D*h(0,0) =2 —a?.
Jesli a € (—v/2,v/2), to det D2h(0,0) = 2 — a®> > 0 i z kryterium Sylvestera wynika,
ze macierz D?h(0,0) jest dodatnio okre§lona, a wiec h ma minimum lokalne wtasciwe w
punkcie (0,0) (patrz Twierdzenie 2.63 (ii)).

Jesli a ¢ [—v/2,v/2], to det D2h(0,0) = 2 — a? < 0. Macierz D?h(0,0) ma wigc wartosci
wlasne réznych znakéw i wobec Twierdzenia 2.65 h nie ma w zerze ekstremum lokalnego.

Przypadek a = ++/2 trzeba rozpatrzeé osobno. Macierz D?h(0,0) ma wtedy wartosci
wlasne 3 i 0, wiec nie jest dodatnia i nie wolno stosowa¢ Twierdzenia 2.63 (ii); jak wy-
nika z wczeéniej przytoczonych przyktadow, w takiej sytuacji funkcja moze zaré6wno mieé
ekstremum lokalne, jak i go nie mie¢.

Dla ustalenia uwagi, niech a = /2. Uzyjemy wzoru Taylora (najproéciej jest w tym
przypadku wykorzystac znane rozwiniecia funkcji elementarnych) i napiszemy

y> | ya?
= 2®+ayV/2+ 5+ 7 +o(z®) + o(y?)
v\, vy 3 3
= v+ —Fx) + +o(z”) + o(y°) .
(4 75) + 275 +ol") + o)

Na prostej y = —z+v/2 mamy wiec h(z, —2v2) = —23 + o(23), = — 0. Zatem, h nie ma
ekstremum w zerze: wyrazy trzeciego rzedu we wzorze Taylora powoduja, ze h(z, —21/2)

zmienia znak w kazdym otoczeniu 0 € R, a przeciez h(0,0) = 0. Przypadek a = —/2
sprawdza sie tak samo; Czytelnik tatwo uzupelni szczegéty obliczen.
Czytelnik moze sprawdzi¢, ze kierunek prostej y = —xv/2 jest wyznaczony przez wek-

tor v € S! taki, ze D?A(0,0)(v, v) = 0. W innych kierunkach hesjan ma dodatnie warto-
Sci. SprawdzaliSmy wiec w istocie, jak zachowuje sie funkcja h wokét zera “w podejrzanym
kierunku” — i to wystarczylo, by stwierdzi¢ brak ekstremum lokalnego. [
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Tustracja do Przyktadu 2.69. Parametr a = v/2. Mamy wéweczas h(z,y) = P(x,y)+o(z)+o(y®) dlaz,y — 0,
gdzie

—

S}

,_.

[=3

S}

—

P(z,y) = (m—i— %)24-%

jest wielomianem Taylora rzedu 3 funkcji h wokét zera. Po lewej: poziomice funkcji P, narysowane na plasz-
czyznie R? (w dziedzinie funkeji). Zbiér punktéw w R?, opisany réwnaniem P(z,y) = 0, to krzywa z wyraz-
nym dziobkiem. Po prawej: fragment wykresu funkcji P, tzn. powierzchnia w R® o réwnaniu z = P(z, y).

W Przykladzie 2.69 wystarczylo uzyé
V twierdzen 2.63 i 2.65 (dajacych automa-

tyczne kryteria badania funkcji wokét
punktu krytycznego), a w watpliwym przy-
padku zbadaé zachowanie funkcji na pro-
stych, przechodzacych przez punkt kry-
tyczny. Podkre§lmy jednak, ze z zachowa-
nia funkcji na poszczegélnych takich pro-
stych nie wolno wnioskowaé, ze ma ona
ekstremum lokalne!

=

=]
n

o
o

|
o
n

Przyklad 2.70. Niech

/) g(z,y) = (y — 2%)(y — 32%)

dla (z,y) € R% Wtedy

|
=3

-10 -0.5 0.0 05 10
. (z,y) = 1825 — 1222

Tlustracja do Przyktadu 2.70. Krzywe g(z,y) = const 9\ T, Y Ys

na plaszczyznie R%. W punkcie krytycznym (0, 0) spo- gy(a;’ y) = 43+ 2y,

tykaja sie dwa szerokie grzbiety i dwie waskie, wygiete 4

doliny. Gzz(w,y) = 902" — 242y,
g$y(x7y) = _121.27
gyy(,y) = 2.
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Zatem funkcja ¢ ma w zerze (jedyny) punkt krytyczny;
2 07 0
D = >

Na kazdej prostej y = kz jest g(kx,z) = k?2% + o(23) dla 2 — 0, a wiec obciecie funk-
¢ji g do takiej prostej ma w zerze minimum lokalne (wtasciwe). Na prostej z = 0 jest
g(z,y) = g(0,y) = y? (tzn. znéw mamy funkcje jednej zmiennej, ktéra ma minimum w ze-
rze). Jednak na krzywej y = 222 jest g(x,y) = g(z, 223) = —2°, a wiec w dowolnie matym

otoczeniu zera funkcja g przyjmuje nie tylko wartosci dodatnie, ale takze ujemne.

2.6 Funkcje gladkie

Definicja 2.71. Jesli Q C R" jest zbiorem otwartym, to przyjmujemy

C®(Q,R™) = [ CH(Q,R™)
k=1
Funkcje f € C*(Q2, R™) nazywamy funkcjami klasy C*° lub funkcjami gltadkimi. Sa to
funkcje, ktére majg ciggle pochodne czgstkowe wszystkich rzedéw (a zatem, majg ciggle

rézniczki wszystkich rzedow).
Dla krétkosci, pisze sie C*°(2) zamiast C*° ({2, R).

Definicja 2.72. Nos$nikiem supp f funkcji f: R” — R™ nazywamy domkniecie zbioru
tych punktéw, w ktérych f ma wartosci rézne od zera:

supp f = {z € R": f(x) # 0}.

Twierdzenie 2.73. Istniejq funkcje klasy C>°(R"™), ktérych nosnik jest niepustym zbiorem
zwartym. Scislej mowiqc, dla kazdego punktu a € R" i kazdych liczb 0 < r < R istnieje
funkcja f € C°(R") taka, ze f =1 na kuli B(a,r)i f =0na R"\ B(a,R).

Szkic powobu. Krok 1. Niech n = 1. Nietrudno wykazaé, ze istnieje funkcja ¢;: R — R,
ktora jest klasy C*° i znika poza przedzialem [—1, 1], ale ¢;(0) = 1. Takg funkcja jest np.

_ Jexp (—tg*(rx/2)), |z| <1,
p1(x) = {O, 2] > 1.

Sprawdzenie, ze ¢ istotnie spelnia podane warunki, pozostawiamy jako ¢wiczenie dla
Czytelnika.

Krok 2. Funkcja

T

o) = / o1 (1) dt

—0o0
jest dobrze okreslona (catkujemy tylko po przedziale skoniczonym), nieujemna i gtadka.
Mamy ¢y = 0 na (—oo, —1] i p2(z) = ¢ := f_ll ¢1 dla = > 1. Na przedziale [—1, 1] funkcja
2 jest rosngca.
Teraz wykorzystamy przesuwanie, skalowanie i mnozenie funkcji gtadkich.
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Krok 3. Ustalmy R > r > 0. Dobierzmy a > 0 tak, zeby 2 = £ Funkcja

1
p3(x) = C—2g02(1+a+m)g02(1+a—x), z €R,

jest gladka, znika poza przedzialem [—a — 2,a + 2] i jest ré6wna 1 na przedziale [—a, a]
(patrz zalgczony rysunek). Funkcja

pa(z) = 3 <(Q+R2)$)

tez jest gladka. Wobec doboru a, ¢4 = 1 na [—r,r] i ¢4 = 0 poza przedziatlem [—R, R).

Krok 4. Funkcja f1(x) = p4(||x||) spetnia warunki twierdzenia dla @ = 0. (Zauwazmy,
ze dla ||x| < r funkcja f ma stalg wartosé 1, wiec jej pochodne czgstkowe znikajg w punk-
tach kuli otwartej B(0, 7). Norma ||z|| = (27 4 --- + 22)'/? jest funkcjg gladkg na zbiorze
{x: ||x] > r/2}, i dlatego f jest gladka na calej przestrzeni R".) Przesuwajgc fi, tzn.
bioragc f(x) = fi(x — a), koniczymy dowéd w ogélnym przypadku. O

Uwaga 2.74. Zbiér wszystkich funkcji gltadkich o zwartym no$niku w R" oznacza sie
symbolem C§°(R").

Samodzielne rozwigzanie ponizszych zadan pozwoli Czytelnikowi lepiej oswoié si¢ z
pojeciem funkcji gladkie;j.

Zadanie 2.75. Niech K C Q) C R". Zal6zmy, ze zbior K jest zwarty, a zbior € jest otwarty.
Wykazaé, ze istnieje funkcja f € C§°(R") taka, ze f = 1 na K i supp f C Q.

Zadanie 2.76. Niech F' bedzie dowolnym zbiorem domknietym w R". Istnieje wéwczas
funkcja f € C°(R") taka, ze f > 01 F = {x € R": f(x) = 0}.



