Rozdziat 1
Ciaglosé 1 topologia

Nadanie precyzyjnego sensu intiucyjnemu pojeciu ciagtosci jest jednym z gtéwnych tema-
tow dziedziny matematyki, zwanej topologia. Definicja funkcji cigglej znana z podstawo-
wego wykladu Analizy Matematycznej dotyczy jednynie liczb rzeczywistych i wykorzystuje
dwie struktury, w ktére wyposazone sg liczby rzeczywiste: dodawanie i porzadek. Definicja
topologii w zbiorze motywowana jest pytaniem, jaka mozliwie najstabsza struktura jest
potrzebna, aby méwié o ciaglosci w taki sposob, by w znanych przypadkach pokrywato sie
ono z faktami z analizy matematycznej oraz z intuicja geometryczna zwiazang z potocznym
rozumieniem tego pojecia.

1.1 Ciaglosé funkcji wg. Cauchy

7 Analizy Matematycznej znana jest nastepujaca definicja ciagtosci funkcji:

Definicja 1.1.1 (Cauchy'). Niech f: R — R bedzie bedzie funkcja rzeczywista. Mowimy,
ze f jest ciaggla jesli dla kazdego punktu xzg € R i dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze
zachodzi implikacja:

w0 —x[ <6 = |f(wo) = fz)| <e

Nastepne stwierdzenie méwi, ze aby méwié o ciagtosci wystarczy relacja porzadku liczb
rzeczywistych, a doktadniej warunek Cauchy mozna sformutowaé¢ odwotujac sie jedynie do
odcinkéw otwartych:

Stwierdzenie 1.1.1. Funkcja f: R — R jest ciagta wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
odcinka otwartego (c,d) C R i dowolnego punktu x € f=1((c,d)) istnieje odcinek owarty
(a,b) > x taki, ze (a,b) C f~1((c,d)), czyli przeciwobraz f~1((c,d)) jest sumq mnogosciowa
odcinkow otwartych. O

Poniewaz przeciwobraz sumy zbioréw jest suma przeciwobrazow ostatnie stwierdzenie
mozna sformulowaé tak: odwzorowanie jest ciagte jesli przeciwobrazy sum mnogosciowych
odcinkéw otwartych sg sumami mnogosciowymi odcinkéw otwartych.

! Augustin Louis Cauchy (Paris 1789 - Sceaux (near Paris) 1857) pioneered the study of analysis, both real
and complex, and the theory of permutation groups. He also researched in convergence and divergence of infinite
series, differential equations, determinants, probability and mathematical physics. [Mac Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Cauchy.html
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1.2 Topologie i przestrzenie topologiczne

Definicja topologii w dowolnym zbiorze jest motywowana wlasnosciami podzbioréw prostej
rzeczywistej bedacych sumami mnogos$ciowymi odcinkéw otwartych, czyli takich podzbio-
row U C R, ze dla kazdego punktu = € U istnieja liczby s < z < t takie, ze (s,t) C U.

Definicja 1.2.1. Niech X bedzie zbiorem. Topologiq w zbiorze X nazywamy rodzine pod-
zbiorow T C P(X) taka, ze:

(T1) 0, X eT

(T2) Dla dowolnej rodziny zbioréw {U; }ier takich, ze U; € T suma mnogosciowa J;c; U; €
T

(T3) Dla dowolnej skoniczonej rodziny zbiorow {U; }icr takich, ze U; € T ich czes¢ wspol-

Przestrzenia topologiczna nazywamy pare (X,7), gdzie X jest zbiorem, a 7 ustalona
topologia. Zbiory nalezace do 7 nazywa sie otwartymi w przestrzeni topologicznej (X, 7).

Zauwazmy kilka wlasnosci topologii jako podzbioréw zbioru potegowego P (X):
e 7Zbior topologii w X jest czesciowo uporzadkowany przez inkluzje rodzin.

e W dowolnym zbiorze X definiuje sie dwie topologie: minimalna (antydyskretna)
Tos = {0, X} oraz maksymalna (dyskretna) 7s = P(X). Dla dowolnego zbioru X
przestrzen (X, 7,s) nazywamy przestrzeniq antydyskretng, a przestrzen (X, 75) nazy-
wamy przestrzeniq dyskretng.

e Dla dowolnej topologii 7 w X : T, C 7T C T5.
Stwierdzenie 1.2.1. Jesli {7;}scs jest rodzing topologii w zbiorze X, to ich przeciecie

N 7s tez jest topologig. O

1.3 Odwzorowania ciaggle i homemorfizmy

Definicja 1.3.1. Niech (X, 7x) oraz (Y, 7y) beda przestrzeniami topologicznymi. Odwzo-
rowanie zbiorow f : X — Y nazywa sie ciggtym jesli dla kazdego zbioru V € Ty jego
przeciwobraz f~1(V) € Tx .

Powyzsza definicja jest rownowazna nastepujacemu warunkowi, nawiazujacemu do de-

finicji ciagtosci wg. Cauchy: (X, 7x) EN (Y, 7y) jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy
VeexVvsfa)Iuse f(U) C V.

Zauwazmy, ze kazde przeksztalcenie okreslone na przestrzeni dyskretnej o wartosciach
w dowolnej przestrzeni topologicznej oraz kazde przeksztalcenie okre$lone na dowolnej
przestrzeni topologicznej o wartosciach w przestrzeni antydyskretnej jest ciagte.
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Stwierdzenie 1.3.1. Jesli odwzorowania (X, Tx) ER (Y, Ty) L (2,T4) sq ciggle, to ich
ztozenie (X, Tx) gof, (Z,Ty) tez jest ciggte. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X, Tx)
odwzorowanie identycznosciowe (X, Tx) tdx, (X, Tx) jest ciggte.

Definicja 1.3.2. Przeksztalcenie ciagle f : (X, 7x) — (Y,7y) nazywa sie homeomorfi-
zmem jesli istnieje przeksztalcenie ciagle g : (Y, 7y) — (X, Tx) takie, ze f o g = Idy oraz

go f=1dx.

Odnotujmy kilka wlasnosci homeomorifzmow:

e Homeomorfizm (X, 7x) EN (Y, 7y) jest bijekcja zbiorow X EN Y, ale nie kazda ciggla
bijekcja jest homeomorfizmem; np. jesli zbiér X ma co najmniej dwa punkty, to
identycznosé Id : (X, 7T5) — (X, 74s) jest ciagla, ale nie jest homeomorfizmem!

o Jesli (X, 7x) EX (Y, Ty) jest homeomorfizmem, to obraz dowolnego zbioru otwartego
jest zbiorem otwartym, bowiem jesli g jest ciaglym przeksztalceniem odwrotnym, to
f(U) = g~ (U) a ten zbiér na mocy ciaglosci g jest otwarty.

o Jesli (X, 7x) ER (Y, 7y) jest ciagla bijekcja taka, to dla dowolnego zbioru U € Tx
jego obraz f(U) € Ty, to f jest homeomorfizmem; uzasadnienie jak wyzej.

1.4 Zbiory domkniete

Definicja 1.4.1. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Podzbiér A C X nazywa
sie domkniety (w topologii 7') jesli X\ A € 7. Rodzine podzbioréw domknietych oznaczamy
Fr

Zauwazmy, ze odwzorowanie —¢ : P(X) — P(X) przypisujace kazdemu zbiorowi jego
dopelnienie ustala bijekcje miedzy rodzing zbioréw otwartych 7 i rodzing zbioréow do-
mknietych Fr.

Ze wzoréow De Morgana® wynikaja nastepujace wlasnosci rodziny zbioréw domknietych
Fr, dwoiste do wlasnosci rodziny zbioréw otwartych 7, wymienionych w Definicji 1.2.1:

1. X, 0 € Fr,

2. Dla dowolnej skonczonej rodziny {A;}ic; C Fr suma mnogoSciowa
UiEI Ai € Fr,

3. Dla dowolnej rodziny {A;}ic; C Fr ich czes¢ wspolna (;c; A € Fr .

Odnotujmy fakty dotyczace ciaglosci odwzorowan w terminach zbioré6w domknietych,
analogiczne do sformulowanych poprzednio dla zbioréw otwartych.

1. Przesztalcenie (X, 7Tx) EN (Y, Ty) jest ciagte wtedy i tylko wtedy gdy przeciwobraz
f~1(B) dowolnego podzbioru domknietego B C Y jest domkniety w X.

2Augustus De Morgan (Madurai, Tamil Nadu, India 1806 - 1871 London, UK) became the first professor
of mathematics at University College London and made important contributions to English mathematics. [Mac
Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/De_Morgan.html
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2. Jesli (X, Tx) ER (Y, 7y ) jest homeomorfizmem, to obraz dowolnego zbioru domknie-
tego jest zbiorem domknietym.

3. Jesli (X, Tx) EN (Y, 7y ) jest ciagla bijekcja taka, ze dla dowolnego zbioru domkniete-
go A C X jego obraz f(A) C Y jest zbiorem domknietym to f jest homeomorfizmem.

1.5 Wtlasnosé Hausdorffa

Definicja 1.5.1 (Wtasno$¢ Hausdorffa®). Przestrzeii topologiczna (X, 7 ) nazywamy prze-
strzenig Hausdorffa jesli dla dowolnych réznych punktow xg, 1 € X istnieja zbiory Uy, Uy €
T takie, ze g € Uy, w1 € Uy oraz Uy N Uy = 0.

Otoczenia roztgczne punktow x iy (buzki)

Przyktad 1.5.1. Na plaszczyznie z topologia Zariskiego dowolne dwa niepuste zbiory otwar-
te maja niepuste przeciecie (na rysunku dwa zbiory - jeden po usunieciu punktow x;, drugi
Yj):

3Felix Hausdorff (Breslau (Wroctaw) 1868 - Bonn 1942) worked in topology creating a theory of topological
and metric spaces. He also worked in set theory and introduced the concept of a partially ordered set. [Mac
Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Hausdorff.html
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Stwierdzenie 1.5.1. Jesli (X, 7x) h, (Y, Ty) jest homeomorfizmem i (X,7Tx) jest prze-
strzeniq Haudorffa, to (Y, Ty) tez jest przestrzeniq Hausdorffa. O

1.6 Topologie pochodzace od metryki

Definicja 1.6.1 (Metryka). Metryka w zbiorze X nazywa sie funkcje d: X x X — R spel-
niajaca nastepujace warunki:

1. d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = vy,
2. d(z,y) = d(y,x), dla z,y €X,
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), dla z,y,z € X. (nier. trojkata)

Liczba d(x, y) nazywa sie odlegloscia punktow x, y € X w metryce d. Pare (X, d) nazywamy
przestrzenia metryczna.

Uwaga 1.6.1. Jesli A C X jest dowolnym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, dx), to
obciecie odwzorowania d do zbioru A x A zadaje metryke na A - odpowiednia przestrzen
metryczna oznaczamy (A, dx|A).

Definicja 1.6.2. Kula (otwarta) w przestrzeni metrycznej (X,d) o $rodku w punkcie
o € X i promieniu r > 0 nazywamy zbior

B(.TQ,?“) = {J} eX | d(l’o,.’L’) < T}v
a kula domknieta zbior D(zg,7) := {x € X |d(zo,z) < r}

Stwierdzenie 1.6.1. Niech (X, d) bedzie przestrzeniq metryczng. Rodzina podzbioréw zbio-
ru X:
T(d) = {U cX ‘V$6U3r>0 B(.ZL',?“) C U}

jest topologiq w X, spetniajacqg warunek Hausdorffa.
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Dowdd. Spelnienie przez zdefinowana wyzej rodzine warunkow (1), (2) w definicji topologii
1.2.1 jest oczywiste. Jesli Uy,..,Uy € T(d) oraz x € Uy N ...\ Uy i dla kazdego i = 1,.., k
istnieje liczba r; > 0 taka, ze B(z,r;) C U;, to dla r := min{ry,..,r;} zachodzi inkluzja
B(z,r) cUiN..NUy.

Zauwazmy, ze dowolna kula otwarta B(x,r) € 7(d), bowiem dla dowolnego punktu
y € B(z,r) z nier6wnosci trojkata wynika, ze dla s := r—d(x, y) zachodzi inkluzja B(y, s) C
B(z,r).

Podobnie warunek Hausdorffa wynika natychmiast z warunku (1) i z nieréwnosci troj-
kata. Jesli z1,x2 € X sa réznymi punktami i d := d(z1,z2) > 0 to kule B(x1, g) i B(xa, %)
sg roztacznymi otoczeniami otwartymi tych punktow. O

Uwaga 1.6.1. Podzbior U € T (d) wtedy i tylko wtedy, gdy jest suma kul otwartych.

s

oA
B A\

Otoczenia roztgczne dwdéch punktéw w przestrzeni metrycznej.

Nie kazda topologia pochodzi od metryki, choéby dlatego, ze nie kazda ma wtasnosé
Hausdorffa. Z drugiej strony dwie rézne metryki moga wyznaczaé te sama topologie. Np.
dla dowolnej metryki d jej "obciecie” z gory przez dowolna liczbe > 0 np. 1, czyli d'(x,y) :=
min{d(z,y), 1} wyznacza te sama topologie co d. Stad nastepna definicja:

Definicja 1.6.3 (Metryki rownowazne i topologia metryzowalna). Metryki dy, da w zbiorze
X nazywaja sie réwnowazne jesli 7 (dy) = T (dg). Jesli (X, T') jest przestrzenia topologiczna
taka, ze istnieje metryka d na X taka, ze 7 = 7 (d) to moéwimy, ze przestrzen (X,7) jest
metryzowalna.

Stwierdzenie 1.6.2. Jesli przestrzen (X, Tx) jest metryzowalna, a przestrzen (Y, Ty) jest
z nig homeomorficzna, to jest takze metryzowalna.

Dowad. Jesli g : (Y,7y) — (X,7x) jest homeomorfizmem, a dx : X x X — R metryka
taka, ze Tx = 7T (dx) to definiujemy metryke "przenoszac”’ ja przez odwzorowanie g :
dy : Y XY — R wzorem dy (y1,y2) := dx(9(y1),9(y2)). O

Stwierdzenie 1.6.3. Odwzorowanie (X, 7 (dx)) ER (Y, T (dy)) jest ciggte wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego punktu xo € X ¢ dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka,

se f(B(wo,8)) C B(f(o),¢). O
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Definicja 1.6.4. Ciag punktow {x, } przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny do punktu
zo € X wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej liczby e > 0 istnieje liczba n(e€) taka, ze dla
wszystkich n > n(e), x, € B(xo,€) tzn. d(z,,z0) < €.

Stwierdzenie 1.6.4. (X,7 (dx)) EX (Y, T (dy)) jest ciggle <= wtedy i tylko wtedy,
gdy zachowuje granice ciggow, tzn.

zo = lim{z,} = f(xo) = lim{f(x,)}.

Dowadd. Powtérz dowdd roéwnowaznosci definicji ciagtosci wg Heinego i Cauchy znany z
Analizy Matematycznej 1. O



